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AVANT-PROPOS

Le présent volume fait partie d’une série de recueils d’exercices & I'usage des
étudiants en Mathématiques et Physique du premier cycle et aussi des éléves des
classes préparatoires aux Grandes Ecoles. Il s’adresse plus particuliérement aux
étudiants de premiére année et traite des questions d’Analyse généralement
étudiées en M. P. 1. Les exercices ont été regroupés en chapitres dont le sujet
est indiqué en téte et ils sont, dans la mesure du possible, classés par ordre de
difficulté croissante. On trouvera ci-aprés une table qui fournit une classification
des exercices autour des thémes principaux de chaque chapitre. Le dernier
chapitre se compose de problémes de synthése dont certains ont été proposés
A 'examen de M. P. 1 4 Paris. Nous avons donné explicitement la solution de
tous les exercices proposés afin, en particulier, de faciliter le travail de I'étu-
diant isolé qui utilise cet ouvrage.

Nous espérons que la pratique de ce livre aidera les étudiants A assimiler
plus rapidement les notions et méthodes nouvelles introduites au début des
études supérieures en Analyse.

L'ordre des chapitres est le méme que celui du Cours d’Analyse de
MM. Raymond Couty et Jacques Ezra (tome 1) paru dans la méme série,
auquel nous nous référons (par exemple ¢f. C. E., Ch. 9, § I, n° 129, renvoie au
numéro 129 du paragraphe I du chapitre 9). Nous avons extrait de cet ouvrage
de nombreux énoncés ; certains autres proviennent de devoirs donnés ces
derniéres années en M. P. & la Faculté des Sciences de Paris ; nous tenons
donc & remercier ici MM. Raymond Couty et Jacques Ezra, et tous nos
collégues, pour I'aide qu’ils nous ont ainsi apportée.

Nos remerciements vont aussi 4 MM. André Revuz et Michel Queysanne
qui nous ont proposé la rédaction de ce livre et & la librairie Armand Colin
pour le soin qu'elle a apporté 4 la présentation matérielle de 'ouvrage.

A. CaLvo, B. CaLvo, F. BoscHET, J. DOYEN
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NOMBRES REELS
SUITES DE NOMBRES REELS

1.1

Soient @ et b deux nombres réels tels que pour tout nombre réel x vérifiant
x > b, on ait a < x. Démontrer que g < b.

Solution

Supposons a > b, alors il existe un nombre réel x tel que b<x<a/(df
C. E., Ch. 1, § 1, n° 6, b). Cet élément x vérifie I'inégalité x > b et ne vérifie pas
I'inégalité a < x ce qui est impossible. Par suite nous ne pouvons avoir b<a
et comme R est un corps totalement ordonné nous avons a < b.

1.2

On dit gu’une partie non vide 4, de R, est une partie ouverte si pour tout
élément x de A il existe un nombre réel ¢ > 0 tel que P'intervalle ouvert

soit contenu dans A. Soient a et b deux nombres réels tels que a < b.
Jo Démontrer que Pintervalle ouvert Ja, b[ est une partie ouverte de R.

20 Démontrer que le complémentaire, dans R, de 'intervalle fermé [a, b]
est une partie ouverte de R.
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Solution

EXERCICES D'ANALYSE

1° Soit ¢ un élément de Ja, b[. Nous avons alorsa < ¢t < b ; posons
e=3Inf(t —a,b—1),

il est clair que & est un nombre réel strictement positif. D’autre part nous avons
a=t—(t—dad) donc a<t—(—a)2 or e<(t—a)2 dobt a<t—¢
Nous démontrerions de maniére analogue que ¢ + ¢ < b ; par suite U'intervalle
ouvert ]t — ¢, 1 + €[ est contenu dans I'intervalle ouvert ]a, b[.

20 Soit x un nombre réel n’appartenant pas a [a, b]. Nous avons donc
x > b ou x < a. Supposons x < a, alors x appartient & I'intervalle ouvert
]x — 1, a[. Nous avons vu au 1° qu’il existe un nombre réel ¢ > 0 tel que l'in-
tervalle ]x — &, x + ¢ soit contenu dans Pintervalle Jx — 1, a[. Ce dernier
étant inclus dans le complémentaire de [a, b], intervalle ]x — g, x + [ est
contenu dans [gla, b). Si nous avions x > b, la démonstration serait analogue.

13

Soit K un corps totalement ordonné (¢f. C. E., Ch. 1, § I, 1 et 2). On suppose
que toute partie non vide et majorée de K admet une borne supérieure (cf.
C. E., Ch. 1, § 11, 13). Soient a et b deux éléments de K tels que a > 0. Soit 4
Pensemble des éléments de K de la forme na = a + a + - + a(n fois) ou n
décrit ’ensemble des entiers naturels non nuls.

1o Démontrer que si 4 n’est pas majoré il existe un entier p tel que pa > b.

20 On suppose que A4 est majoré et on désigne par m la borne supérieure de A.
Démontrer qu’il existe un entier ¢ tel que m — a/2 < ga < m. En déduire qu’il
est impossible que 4 soit majoré. Démontrer que K est un corps archimédien
(¢f C.E.Ch.L§1,3).

Solution

]Jo Si A n’est pas majoré il existe un élément v de A tel que u > b. Par suite
il existe un entier p tel que pa = u, donc pa > b.

20 La borne supérieure m de A étant le plus petit majorant de 4, comme
a > 0, m — af2 n’est plus un majorant de A4 donc il existe un élément ga (g €lé-
ment de N) de A4 tel que m — a/2 < ga. Puisque m est un majorant de 4 nous
avons ga < msoitm — af2 < ga < m.

Ajoutons a aux deux membres de la premiére inégalité, nous obtenons
m+ a2 <(g+ 1)a. Or (g + 1)a est un élément de A4 donc nous avons
(g + 1)a<m, dott m+ af2 < m, ce qui est impossible. 4 n’est donc pas
majore.

Soient a et b deux éléments de K tels que a > 0. Puisque I'ensemble A n’est
pas majoré, d’aprés 1° il existe un entier p tel que pa > b. K est donc un
corps archimédien.
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14

Soit I une partie non vide de R telle que pour tout couple (x, y) d’éléments
de 7, vérifiant x < y, I'intervalle ouvert ]x, y[ soit contenu dans 1.

lo Démontrer que si I n’est ni majoré ni minoré alors 7 = R.

2¢ On suppose I bornée. Démontrer que 7 est soit un intervalle fermé, soit
un intervalle ouvert, soit un semi-segment (¢f. C. E., Ch. 1, § 1, 5).

Solution

1 Nous avons par hypothése I = R. Soit r un nombre réel, puisque I n’est
pas minoré (resp. majoré), il existe un élément x (resp. y) de I tel que
x < t (resp. y > t). Par suite I’intervalle ouvert ]x, y[ est contenu dans I
Comme t appartient & ]x, y[,  est un élément de I. Ceci démontre que R < [,
dou I' =R

20 Puisque I est bornée et non vide, I admet une borne inférieure a et une
borne supérieure b.

Si @ = b, comme [ est non vide, g appartient 4 [ donc I = [a, 4], par suite /
est un intervalle ferme.

Supposons g < b et étudions le cas o1 g et b sont éléments de /. Nous avons
alors |a, b[ = I'donc [a, b] = I. Réciproquement soit ¢ un élément de I, comme
a (resp. b) est un minorant (resp. un majorant) de I, nous avons a < t < b
dongc f appartient a ’intervalle fermé [a, b], d’ou I = [a, b] et par suite

I=|ab].

Etudions maintenant le cas oll ni @ ni b n’appartiennent a I, nous allons
démontrer que I = la, b[. Soit # un élément de I, alors comme précédemment
nous avons a <t < b et comme f # a et t # b, t appartient a I'intervalle
ouvert Ja, b[, donc I = ]a, b[. Réciproquement soit ¢ un élément de ]a, b[.
Nous avons a < t < b, donc d’aprés les propriétés des bornes supérieures et
inférieures, il existe des éléments x et yde Itelsquea < x < tett < y < b.
Or a et b n’appartiennent pas & I donc nous avons a < x < tett < y < b.
D’apres I’hypothése, I'intervalle ouvert ]x, y[ est contenu dans 7 dont ¢ appar-
tient a / ce qui prouve que la, b[ = I par suite I = ]a, bl.

Etudions le cas ol @ appartient & [ et ot b n’appartient pas & 1. Nous allons
démontrer que [/ est le semi-segment [a, b[. Soit 7 un élément de I, alors nous
avons a < t < b. Comme b n’appartient pas 4 I, t # bdonca <t < b, par
suite 7 appartient a [a, b[. Réciproquement soit ¢ un élément du semi-segment
[a, Bl. Si t = a alors t appartient 4 [, sinon nous avons a < t < b. Puisque b est
la borne supérieure de /il existe un €lément y de I tel que f < y < b et comme b
n’appartient pas & I nous avons f < y < b. D’aprés ’hypothése, I'intervalle
la, y[ est contenu dans I donc ¢ appartient & I. Ceci démontre que [a, B[ est
contenu dans /, et comme nous avons vu que I < [a, [ on a I = [a, b[.

Nous démontrerions de maniére analogue que si @ n’appartient pas 4 Ietsi b
appartient a 7, alors I est égal au semi-segment la, b].
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1.5

Soit 4 une partie non vide de R telle que 4 et [z 4 soient des parties
ouvertes de R (cf. exercice 1.2).

1e Démontrer que A n’est pas majorée (on pourra raisonner par [’absurde).
20 Supposons que [g 4 soit non vide et soit x un élément de cet ensemble.

Désignons par B 'ensemble des éléments ¢ de A tels que x < 7. Démontrer que
B est non vide et admet une borne inférieure m, telle que m > x.

30 Démontrer que m ne peut appartenir ni & [z A ni & 4. En déduire que
A=R.

Solution

lo Supposons A majorée ; puisque A est une partie non vide de R, 4 admet
une borne supérieure M.

Supposons que M appartienne & A, alors par hypotheése il existe un nombre
réel ¢ > 0 tel que l'intervalle ouvert |M — &, M + g[ soit contenu dans A.
Or le nombre réel M + ¢/2 appartient & cet intervalle donc & A, ce qui est
impossible puisque M est un majorant de A.

Supposons que M appartienne & (g A, alors il existe nombre réel & > 0
tel que lintervalle JM — & M + e[ soit contenu dans (g A. D’autre part,
puisque M est la borne supérieure de 4 il existe un ¢élément ¢ de A tel que
M — & < t < M, ce qui est impossible car cette inégalité prouve que ¢ appartient
3 1M — e, M + & donc & [y A. Ces deux cas étant impossibles, A n’est pas
majorée.

2¢ Puisque A n’est pas majorée, il existe un élément ¢ de A4 tel que x < ¢
donc B est non vide. Il est clair que B est minoré par x donc B admet une borne
inférieure m telle que m > x. Puisque (g A est une partie ouverte de R, il
existe un nombre & > O tel que I'intervalle ouvert Jx — &, x + £[ soit contenu
dans [ A. Si m = x, il existe un élément ¢ de B tel que m < t < m + &, par
suite ¢ appartient & ]x — &, x + €[ donc & [ A. Ceci est impossible puisque ¢
appartient & B donc & A, par suite m # x doncm > X.

3¢ Supposons que m appartienne a [g A, alors il existe un nombre réel & > 0
tel que I'intervalle ouvert Jm — &, m + [ soit contenu dans [g A. Nous savons
qu’il existe alors un élément t de Btelquem <t < m + &. Par suite ¢ devrait
appartenir 2 [y 4 ce qui est impossible.

Supposons que m appartienne & A, alors il existe un nombre réel £ > O tel
que Pintervalle ouvert Jm — & m + ¢ soit contenu dans 4. Posons

g =Inf(e,m— x),

alors jn —¢,m + e[ = A et x < m — ¢. Le nombre m — g'[2 appartient
4 intervalle Jm — &', m + ¢'[ donc a A.

D’autre part x < m — ¢ < m — ¢'[2 donc m — &'[2 appartient 4 B ce qui
est impossible puisque m est la borne inférieure de B.

Nous avons démontré que A n’était pas majorée et qu’il était impossible de
trouver un nombre réel n’appartenant pas a A, ceci démontre que A = R.
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1.6 On considére 1a suite de nombres réels (i4,) définie par u, = dn—~1 pour tout
T 2n +3

entier positif ».
1o Démontrer que cette suite est croissante et majorée.

20 Démontrer, en utilisant la définition de la limite d’une suite, que

: 3
lim s, ==.
=+ + 2

Solution 1° La fonction homographique de R, dans R définie par

Ix—1
2x + 3

X =

est croissante pour x = 0, donc la suite (u,) est croissante. Démontrons que
la suite (u,) est majorée par 4. Nous avons pour toutn = 0:

3n—1 3 = 31

Cette différence est négative pour tout entier positif n donc la suite (#,) est majo-
rée par 3.
20 Soit £ un nombre réel strictement positif. Nous avons

>
2

1
- 22n43)°

3 — 11
u_.

"2 3@ns3 9O

ty—
Nous avons

—i—--:s si }1(H—3)

22n + 3) "= o\2e '
R étant un corps archimédien, nous savons qu’il existe un entier p tel que

1/11
Az -
p-1 2 (2 £ )

donc si » 2 p nous aurons |u, — 3| < &. Par suite pour tout nombre réel
£ > 0 il existe un entier naturel p tel que pour tout entier n > p nous ayons
| u, — 3 | < e. Ceci démontre que la suite (z,) admet la limite 3.
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1.7

Etude de la suite (&,) = (x") ol x est un nombre réel.
1e On suppose x > 1 et on pose x = 1 + a. Démontrer par récurrence gue
pourn = 2ona(l + a)" > 1 + na. En déduire que la suite (u,) a la limite 4+ o
lorsque #n tend vers + co.
20 On suppose 0 < x < 1. Démontrer que lm u, = 0.
n—++ow

3¢ Ftudierlescas x = let x < 0.

Solution

Jo La formule est vraie pour n = 2. Supposons la vraie pour un entier 7 ;
nous avons alors (1 + a)” > | + na d’ot

(1+a s +na)(l+a)=1+@+1a+na.

Par suite (1 + @)"*' > 1 + (n + 1) @, la formule est donc vraie pour Ventier
n + 1. Ceci démontre que pour tout entier n > 2 nous avons

AQ+a)>1+na.

Soit A un nombre réel positif. Puisque R est archimédien, il existe un entier p
tel que pa = A — 1. Par suite pour tout entier » > p nous aurons na -+ 1> A4
d’ott u, > A. Ainsi pour tout nombre réel positif 4, il existe un entier p tel que
pour tout entier n > p nous ayons u, > 4. Ceci démontre que la suite (u,)
a la limite + oo lorsque n tend vers + oo.

20 Puisque 0 < x < 1, en posant # = 1/x nous avons > 1 et

(1)" 1
u, = |- =—.
t 54

Soit & un nombre réel strictement positif, nous aurons 1/¢* < esi " > lfe. La
suite (¢") ayant la limite + oo lorsque n tend vers + oo, il existe un entier p tel
que pour tout entier n > p nous ayons 1" = ¥ > 1/e, soit 1/t" < &, d'otiy, < &.
Ceci démontre que lim u, = 0.
=+t

3¢ Supposons x = 1, alors u, = 1 pour tout entier n et la suite (,) est conver-
gente et admet la limite 1.

Supposons x = 0, alors nous avons lim u, = 0.

n—=+to

Supposons — 1 < x < 0. Posons ¢ = — 1/x, alors 7> 1 et |u,]=1"
Nous sommes ramenés au cas étudié au 29, par snite m |u,| =0 d’ou
n-+—+co
lim u,=0.
n—++co
Supposons x = — 1 alors u, = 1 €t uzyy = — 1 pour tout entier A.

La suite (»,) n'est pas convergente.
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Supposons x < — 1. Nous avons | #, | = | x"| = | x |" donc la suite (| u,|)
a la limite + oo (voir 1°). Mais u,, = 1 et u,,+, < — 1 pour tout entier n. La
suite (u,) est donc divergente.

CONCLUSION
Pour x > | lim x* = + co.
n= e
Pour x=1 im x"=1
n=+ =k 0

Pour —1<x<1 lim x"=0

n=4 oo
Pourx <€ — 1 la suite (u,) n’a pas de limite.
1.8 Soient a et b deux nombres réels strictement positifs. Etudier la suite
a — b"
w = (5 5)
a + b

(cet exercice utilise les résultats de I’exercice précédent).

Solution  Puisque & est un nombre réel non nul posons k = a/b, alors
_kK -1
K"+ 1

uy,

™ et k est un nombre réel strictement positif.

Supposons k = 1, alors u, = 0 pour tout entier #, donc lim u, = 0.

n—++eo

Supposons k < 1. L’exercice 1.7 nous a permis de démontrer que
Iim k" =0.
n—=>-+w

Nous allons démontrer que la suite (,) a la limite — 1. Nous avons :

k' —1 2K
g = 15 = —..._.+1|=
k" + 1 K+ 1
Puisque k& > 0
‘_z_mkl‘g Zk.f;z;cn
kK" + 1 k" + 1
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Soit £ un nombre réel strictement positif, nous savons (¢f. exercice 1.7, 19)
qu’il existe un entier p tel que pour tout entier # = p nous ayons k" < gf2;
alors pour de tels entiers n, | u, — (— 1) | < 2&" < &. La suite (1,) admet done
la limite — 1. Donnons unec autre démonstration de ce résultat. Puisque
lim k" = 0 nous avons

lim (k" —1)=—1 et  Lm (K" +1=1.
n—++ n—++ oo
Par suite
m—1 lim@E-1) -1
fim — ="+ = =-1
P A | m K"+ 1 1
n—++ oo

Supposons k > 1. Nous allons démontrer que lim u, =1. Nous avons

n=++ oo
Lty = 1 [i= ‘lf__l__1|=_2. g?“
K"+ 1 K" +1 k"

Soit & un nombre réel strictement positif, I'inégalité 2/k" < ¢ est équivalente &
k™ > 2/e. Nous savons (¢f. exercice 1.7, 1°) qu'il existe un entier p tel que
pour tout entier n > p nous ayons k" > 2/e, alors pour de tels entiers m on a

lu, — 1] < E--=:a.
K"

La suite (u,,) admet donc la limite 1.
CONCLUSION

Pour a <b lim u, = — L
n—+ ©

Pour a=»b lim u,=0.

n=++ o

Pour a>b lim u,= L
n—++ o

19 2 Soient a et b deux nombres réels tels que a < b. Soit x un ¢élément de I'in-
tervalle fermé [a, b].

1o Démontrer que pour tout entier » il existe un entier k, unique vérifiant

D<k <2"et

: af+"£,,‘-b;—a§x<a+(k,,+1)b_a.

L
P

20 En déduire que touf éigment x de I'intervalle [a, b] est limite d’une suite
(u,) ou les u, sont de la forme

b=
u,=a+ k,- 8
2'1'

avee O0<k, <2,
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Solition~ 1° Soient # un entier positif ou nul et A I'ensemble des entiers p > 0 vérifiant
b—a
Cet ensemble est non vide puisque

a4 @+ 2= =
7

Comme A est une partie non vide de N, 4 admet un plus petit élément k,,
mais k, — 1 n’appartenant pas a A, nous avons

a+(k,,—l-l-l)b—;quca+(kn+l)b—;—‘—z
d’otr
a+k—tgx<a+k+ jjiz8
27 2"
Mais nous avons vu que 2" est un élément de 4 donc k, < 2" et comme k appar-
tient 2 A nous avons k, = 0. Supposons qu’il existe un autre entier k, # k,

tel que 0 < k, < 2" et vérifiant

a+k,',b;££x<a+(k;+1)--:——

alors nous avons k, < k,, ou k, < k,. Supposons que k, < kj, alors k, et kn
étant des entiers nous avons k, + 1 < k, d’ou
b—a ,b—a
x<a+k,+D—<atk— X
2" 2"
dolt x < x ce qui est impossible donc k, est unique. Nous venons ainsi de
trouver pour tout entier n = 0, un entier unique k, vérifiant
- il

2]‘!

0<k, <2 el a+k,,b-;Tq-.<_x<a+(k,,+1)b

20 Soit x un élément de I'intervalle [a, b]. Nous définissons u,, pour chaque

entier n = 0, par

b—a
u,=a+k, T

o k, est 'unique entier vérifiant

"gx<a+(k,+1)§’_;—“.

0<k <2" @ a+k,,-l-’—;n—
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11 est clair que
b_ —a
»r

Qi —i, <

Soit £ un nombre réel strictement positif nous savons (¢f. exercice 1.7, 2°)
qu’il existe un entier p tel que pour tout entier # > p nous ayons

1 £ ; .
E‘{E_ —~ dout O<x-—wu,<e soil lu, — x| <€

a

ceci démontre que la suite (1,) admet x pour limite. Par suite, tout point x de
Pintervalle [a, b] est limite d’une suite (1,) ol les u, sont de la forme

1.10

1o Soit (u,) une suite de nombres réels. On suppose qu’il existe un nombre réel
k > 1 et un entier n, tels que u,, > 0 et u,,, > ku, pour tout entier n = no.
Démontrer que

Iim u,= + 0.
n—= 4 @

20 Soit (v,) une suite de nombres réels. On suppose qu’il existe un nombre
réel k et un entier np telsque 0 < k < let| v,y | < k| v,l sin = ng. Démon-
trer que

m v, =0.

=+ 4 oo

Solution

I Nous avons
ul’lu-l-l —3 kuno -
Supposons que
um;.—rq } kq uﬂn :
alors
Upo+g+1 = kuno+q L]
donc

+1
Upg+q+1l = o

Nous venons de démontrer par récurrence que pour tout entier positif g, nous

'
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AVONS Uy, 44 = Kk th,,- Soit A un nombre réel strictement positif, nous savons
(¢f. exercice 1.7, 1°) qu’il existe un entier p tel que pour tout entier g = p nous
ayons

A
kK> —.
ul“ﬂ
Alors pour de tels entiers g,
W iiig o RSl s
Ainsi pour tout nombre réel A4 > 0 I'entier p -+ ng est tel que pour tout entier
n > p + ng nous ayons u, > A, ce qui démontre que

im u, = + c©.

n=+ - oo
20 Nous avons

|”m+1|£k|vm|

. Un raisonnement analogue au précédent montre que pour tout entier

g = 0 nous avons
Ivuo+q| < kqll?ml.
Supposons v,, = 0 alors pour tout entier g nous avons

=0 donc lim v, =0.

Ung+g
n=++ow

Supposons | v,,| > 0 et soit ¢ un nombre réel strictement positif. Nous
savons (cf. exercice 1.7, 2°) qu’il existe un entier p tel que pour tout entier
g ='p nous ayons

£

kK <
| Op |

Folt | tpgrg| < K |0l <.

Ainsi pour tout nombre réel & > 0, entier p + no e€st, tel que pour tout entier
n > p + ng nous ayons | v, | < &. Par suite lim v, = 0.

n—e+e

1.11

Soient I un nombre réel et (u,) une suite de nombres réels non nuls tels que

uil'l'-l—l _ I

lim
n—r+ o Uy

On se propose d’étudier la convergence de la suite (u,) suivant les valeurs de I.
(On pourra utiliser les résultats de Pexercice 1 .10).
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19 On suppose que 0 < / < 1. Démontrer qu’il existe un nombre réel k
et un entier n, tels que
Un+1
ul‘l

l<k<l1 el < k

pour tout entier n > n,. Déterminer la limite de la suite (u,) lorsque » tend vers
+ oo. En déduire la limite de la suite (u,) lorsque — 1 </ < 0.

20 On suppose que | 1| > 1, étudier la limite de la suite ()

30 Donner des exemples de suites convergentes ct de suites divergentes
telles que
lim Y+t — 1,

n—++m Hp

49 Soient k un entier relatif et x un nombre réel non nul. Etudier la suite

w-(2)

Solution 1o Puisque! < 1, il existe un nombre réel k tel que 7 < k < 1. Par hypothése
la suite (v,) = (u,4 1/4,) admet I pour limite, donc il existe un entier 7o tel que
pour tout entier n > n, nous ayons | v, — /| < k — I d’oll

-—(k—I)q:E-‘;ﬂ—ic.k—l

soit
Zl—k{%«:k, or 2l —k>—k
"
donc
k<t ok soit “:"” <k.

Nous allons démontrer que
lim u,=0.

n=+ 4+ o

Ie méthode. Pour tout entier # > np NOUS AVONS | U4 4 | < k| u,| alors Ia
démonstration donnée a Pexercice 1.10, 2° nous montre que lim u, = 0.

n—=+e

2¢ méthode. Pour tout entier n = ny nous avons | #,4, | < k|u,| or k <1
done | 1,44 | < | 4, |. Par suite & partir de Pentier n, la suite | u, | est décrois-
sante et comme | u, | = 0 la suite | u, | admet une limite. Les inégalités s¢ con-
servent par passage a la limite donc

0< lim |uy,q] < lim kju,l-

=+ 4 o0 n=++ @
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Or
lim k|u,] =k Im | u, | et lim |tyeq | = Im | 2, | -

I ] n—++ @ n—r 4 @0 n-r + @
Nous avons donc les inégalités

0< lim |u,| <k lim |u,l, mais si im |u,|#0

f=+ = n—++ ™ n—++ @

nous obtenons

E lim ju,] < hm |u,] puisque k<1
n= o n—=+ =
d’oti
lim |u,] < lim Ju,]|
n—= 4w n—=+ <
ce qui est impossible donc
lim |u,| =0  soit lim u,=0.
A— 4+ @ n—+F o

Supposons maintenant que — 1 < 1< 0 alors

; u
lim |22 =-1,

n— + oo

donc la suite (| , |) vérific les hypothéses précédentes, par conséquent

lim |u,|=0 dou lim u,=0.

H—* 4 50 -+«

20 Supposons / > 1, alors il existe un nombre réel k et un entier n, tels que
1 < k < [ et pour tout entier n = Hg, NOUS AVONS

Nous avons donc

-k < _yci-k don >k,
Uy U,
par suite |ty | > k|l et [ 4,] > 0 la suite (] u, |) vérifie les hypothéses
de I'exercice 1.10, 10 donc lim |u,| = + co. D’autre part I'inégalité

n—+ +uwm

un-l-l ~ k
Up

nous montre qu’'a partir du rang n,, tous les termes de la suite conservent le
méme signe, par suite

lim u, = + o si u,>0 et lim u,=—® si u,, <0.

n— 4 o n— + &
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Supposons maintenant I < — 1, alors la suite (| u, |) vérifie les hypothéses
précédentes done lim | u, | = + co. D’autre part il existe un entier p tel que

H—=>+ec

pour tout entier n = p nous ayons

Uy E"!lr‘i'l

Un

— I < -1 d’onr =0,

tn

ce qui prouve que les termes de la suite changent alternativement de signe.
Comme lim |u,| = + oo la suite u, est divergente.

=+ oo

30 La suite (1) = (1/n) a la limite O et

.U,
Y, =L =,

oo

de méme la suite (1,) = (n) vérifie ’hypothése

¥
= i
lim "':1 =1
n++m Uy

et nous avons

lim u, = + .
n—+ o

4¢ Etudions la suite () = (n*/x"). Nous avons

kE n k
‘M:(”_:;Il} f‘k=(1 4.1) 1
Uy, X n n/ x

Tl est clair que pour tout entier relatif k,

k
lim (l + %) =1 donc lim Yx+1 1

n—+w no+ew HUp

Si | 1/x| # 1 la discussion précédente nous donne la nature de la suite (u,).
Supposons que x = 1, alors u, = n*. 8i k >0 lim 4, = + c0;sik =0

n—+ao

u, = 1 pour tout entier n, donc lim u, = 1;enfinsik <0

n—+w

1 :
=i donc lim U, = 0.
n n—++«@

Supposons que x = — 1, alors u, = (— 1)"»*, par suite | u, | = n* donc si
k>0

lim |u,| =+ ©

n=+ -+

et comme les termes de la suite changent alternativement de signe, la suite (i)
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est divergente. Si k = 0, u, = (— 1)" et la suite (u,) est divergente, enfin si

k<0
lim |u,|=0 donc lim u,=0.
n=+ oo n—+ow
CoNCLUSION
Si x>1 lim u,=0
n=++ ©
k>0 lim u,= + o
n—+ 4 o
Si x=1/k=0 Iim u, =1
n—++ <
k<0 lim u,=0
=+ + oo
Si 0<x<l1 Iim u, = + o
n—++ @
Si —1<x<0 la suite (u,) est divergente
k=0 la suite (u,) est divergente
B ==l Ve o0 Uit =0
n=++4+ oo
Si x< —1 lim u, =0.
ns+ o
1.12 Soit (u,) une suite de nombres réels convergeant vers un nombre réel L

Le but de cet exercice est de démontrer que la suite (v,), définie par

_u1+u2+°"+uu
=
R

pour tout entier » = 1, est convergente et admet la limite .
1o Soit £ un nombre réel strictement positif. Démontrer qu’il existe un entier
p tel que pour tout entier n = p on ait

Lty = 1]+ L pay = 1]+ + |y — 1] < 3.

20 L’entier p étant celui trouvé précédemment, démontrer qu’il existe un
entier g tel que pour tout entier n > g on ait

Hm—ﬂ+0@—ﬂ+m+wrr—m<n;

3¢ Déduire de ce qui précéde que lim v, = I

B+ -0
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1o La suite (1,) étant convergente il existe un entier p 2> 1 tel que pour tout
entier n = p nous ayons | u, — I'| < &/2, alors comme la somme

|u,—l|+|up+1—1|+---+|u,,—l|

comporte n — p + 1 termes nous avons

[, — 11 4 Ftipe —1|+“'+Iu,,—l|<(n—p+1)§<.‘n%.

20 Puisque R est un corps archimédien il existe un entier positif g tel que

I(HI—1)+(uz—')+“'+(up-1—D|
€

g.1=4

sout

q}2|(“1—0+(ﬂz—I)'i""'l'(“p—l—DI
&

d’ot1 I'inégalité
E
|y = D+ @, = D+ = + @y = D| <13

pour tout entier n = 4.

3o Nous avons

vﬂ_!=£ﬂ1‘D"‘(“z—l)'i‘""{'(un—[)_
n

Soit & un nombre réel strictement positif, nous avons vu au 1° qu’il existe un

entier p tel que pour tout entier n = p NOus ayons

lg =)+ gy = 4] & = & lug =1 <8 2.

De méme nous avons vu au 20 qu’il existe un entier g tel que pour tout
entier # = ¢ nous ayons

l(u1 — D4+, =D+ + (g — D|< n%.

Posons v = Sup (p, g) ; alors pour tout entier # = v NOuUs avons

I(u1—1)+(uz—f)+'"+(u,,-|—f)i+
P

|Un_1|£

+_|up_I|+Iup+l_li‘j'_:°+lun_ll
n

d’ot1 | v, — I ] < &. Ceci démontre que la suite (v,) est convergente et admet la
limite 1.
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113

lc Soit g une application strictement croissante de N dans lui-méme.
Démontrer que pour tout entier # = 0 on a g{n) > n.
20 Soient (1) et (v,) deux suites de nombres réels telles que

Iim v,=+ 0o e u,=uv,

n=++

pour tout entier positif n. Démontrer que toute suite extraite de la suite (u,)
admet pour limite + oo.

Solution

1° Nous allons démontrer la relation par récurrence. 1 est clair que g(0) = 0.
Supposons que g(n) > n alors puisque I'application g est strictement croissante,
g(n + 1) > g(n) = n; donc nous avons g(n + 1) > n. Mais g(n + 1) est un
entier d’ot g(n + 1) = n + 1. L’inégalité est donc vraie pour tout entier n.

20 Soit (4,,,) une suite extraite de la suite (x,). La fonction g est donc une
application strictement croissante de N dans N. Soit 4 un nombre réel stricte-
ment positif, puisque lim v, = + oo il existe un entier p tel que pour tout

n—+ 4+
entier n > p nous ayons v, = A. Mais d’aprés ce que nous avons vu au
10, g(n) = n donc vy, > A d’0l tyy > Uy = A. Ainsi pour tout nombre réel
A > 0, il existe un entier p tel que pour tout entier # > p NOUS AYONS Uy = A,
ceci démontre que Ja suite (u,,) admet la limite + oo.

1.14

Soit (1,) une suite de nombres réels telle que les suites extraites (#;,), (t424+1)
et (u5,) soient convergentes. Démontrer que la suite (u,) est convergente.

Solution

Nous savons que si une suite (v,) de nombres réels est convergente et admet
pour limite un nombre réel v, alors toute suite extraite de la suite (z,) est conver-
gente et admet v comme limite.

La suite (ug,) est extraite des suites (i/,,) et (u1,), donc cette suite est conver-
gente et admet une limite qui est la méme que celle des suites (u5,) et (u3,) "ol

Im  w,, = lim u;,.

H—* + oo n=* 4 oo

La suite (u4,,3) est extraite des suites (u,,+,) et (u3,) donc comme précédem-
ment nous avons

lim Uap+1 = hm Uzy -

=4 o0 n=+ 4 oo
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Par suite

lim s, = lim Hapst -
n—+ + n-++ o

Notons / la limite commune aux suites (#,,) et (#2,4,). Soit & un nombre réel
strictement positif alors il existe un entier n, (resp. n,) tel que pour tout entier
n>n; (resp.n = n,;) nous ayons |uy, —I| <& (vesp. | tzyey — /] < ).
Posons ng = Sup(2n,,2n, + 1) alors pour tout entier #» = n, nous avons
| 4, — 1] < & ce qui démontre que la suite (u,) admet la limite /. La suite (&,)
est donc une suite convergente.

1.15

Soit (u,) 1a suite de nombres réels, définie pour tout entier n = 1 par

_1_]_.];_1_.1_]._'_1
U = 2 3 n’
En considérant la différence u,, — u, démontrer que la suite (v,) n'est pas
une suite de Cauchy.

Solution

Nous savons qu’une suite (z,) est une suite de Cauchy si et seulement si pour
tout nombre réel & > 0 il existe un entier n tel que, pour tout couple (p, q)
d’entiers vérifiant p > ¢ > n nous ayons | u, — 4, | < & Par conséquent pour
démontrer que la suite (1,) n’est pas une suite de Cauchy il faut et il suffit de
trouver un nombre réel £ > 0 tel que pour tout entier n, il existe un couple
(p, @) d’entiers vérifiant p > q = net | u, — u, | = & Nous avons

1 1 |

ntl Tn+2t T an’

Ugy — Uy =

. : 1
cette somme comprend n termes qui sont minorés par 5 donc

1 1

i R T

Ainsi pour le nombre réel 4, quel que 'soit 'entier n > 0 le couple d’entiers
(2 n,n) vérifie 2n=netn>=net, |1y, — u,| =% ce qui démontre que la
suite (u,) n’est pas une suite de Cauchy.

1.16

Soit k¥ un nombre réel tel que 0 < k < L. Soit (u,) une suite de nombres réels
telle que pour tout entier n > 0 on ait |#, 45 — vy | € K|ty — 1]

1° Démontrer que |u,,; — u, | < k" | u; — 1| pour tout entier n =0,
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Solution

20 Démontrer que si p et g sont deux entiers tels que p > g = 0 alors

| u1 — uo

1 -k ~

lu, — u, | < k9

30 Déduire de ce qui précéde que la suite (u,) est une suite de Cauchy.

1° Démontrons I'inégalité par récurrence sur entier n. Pour n = 0 il est clair
que I'inégalité est vraie. Supposons que

Iun+l _unl é"r‘cnlul_“"':l:!l alors lun+2_url+l|£k|un+l—uul

donc |t,,, — tyer | < k"' | 4y — ug ). L'inégalité est donc vraie pour tout
entier n = 0.

2° Nous avons
t, — Uy = (U — Up—g) + (Up—yq — Up—3) + = + (ugsy — ) ,
d’onr
]up_uql < Iup_.up—ll-l-lup-l -up""ll e: p |Hq+1'_uq|:

par suite
luy, — g ] S KPP+ K72 o + KD fuy —ug].

Or nous savons que

e

k.l’—l_i_krl—l_‘_..._l_k#:kﬁ(_l_k) et O0<k<i

donc

| uy — ug |
lu, —u, | < k“—l—_ A
30 Si u, = u, alors u, = up pour tout entier n > 0, par conséquent la suite
(1,) admet la limite u, donc la suite (u,) est une suite de Cauchy. Supposons
U, # Ug et soit £ un nombre réel strictement positif. Nous savons (¢f. exer-
cice 1.7, 29) qu’il existe un entier n tel que pour tout entier ¢ > n nous ayons

; 1 -k

Par suite, pour tout couple d’entiers (p, ¢) vérifiant p > ¢ = n nous avons
| u, — u, | <& Ceci achéve de démontrer que la suite (u,) est une suite de
Cauchy.
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1.17 Soit (u,) une suite décroissante telle que pour tout entier » > Oonait , > 0;
on suppose de plus que lim #u, = 0. On pose
H=++ o0

U, =Ug — Uy + Uy + =+ (— Du,.
1° Soient g et k deux entiers positifs. Démontrer que
Uy — Upey + Uger + = + (— DYy = 0.

2° Démontrer que la suite (v,) est une suite de Cauchy.

Solution 1° Nous allons démontrer 'inégalité par récurrence sur 'entier k. Si k = 0
il est clair que I'inégalité est vraie. Supposons la relation vraie jusqu’a I'entier
k — 1; alors, ou bien k est pair et puisque #,,, > 0 nous avons

U, — Ugyy + o+ (— 1)* Upsp = (v, — upeq + =+ (— ) “q+k-1) + Ui
donc

Ug—tger + o+ (= D* 4 205
ou bien k est impair et puisque w4,y — 1,4, = 0 nous avons

My —Hoki ¥ wwivpif D g = (g — thguy + = + (= D 2 upp ) +
+ {“g+k-—1 = Hq+k)
donc

Ug = Ugpy + o + (= I)k“qﬂ = 0.
20 Calculons v 45 — v,. Si k = 2 nous avons
Ogar — Vg = (— DT agqy + (= D 2wy + = + (— 1)y, dodt
Vg — Vg = (— l)qﬂ [“q+1 — Uy + 0+ (— l)k“l “q+k] .
Or nous avons vu que [, — t4 + = + (— D* ] > 0done
| Ugvr — Uq| = [Hq+1 = Hgga k=2 & = l)k-l Hgi-k]
donc
| Vgt — v, | = [uqi-l g P e s o I)k_z “q-!—k.}]‘
Nous avons Vu que Uy ; — tges + = + (— 1)* 72 4,4, = 0 donc
| Utk — Uql s Ugsq -

Il est clair que cette derniére inégalité est vraie pour k = 1 et k = 0 donc pour
tout entier k > 0 nous avons | vy, — 8, | < 1,4 - Soit & un nombre réel stric-
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tement positif, puisque la suite (u,) admet la limite 0 lorsque n tend vers + <o,
il existe un entier # tel que pour tout entier m = n nous ayons | u, | < & soit
u, < e Par suite pour tout couple d’entiers (p, g), vérifiant p > g = n — 1
nous avons | v, — vql < Uy < & Nous venons ainsi de démontrer que la
suite (v,) est une suite de Cauchy.

1.18

Soient a et b deux nombres réels tels que 0 < @ < b. On définit les suites
(u,) et (v) par : ug = a,vy = bet

S U, + v i
Uper = JUpUps Uyp1 = ———  pour toutentier n=>0.

1° Démontrer que pour tout entier n = Qona :
Uy S Uy < Uppy < Uppy <V STp-
20 Démontrer que

Vo — U ;
b, — e 2 = 9  pourtoutentier n=0.

En déduire que les suites (u,) et (v,) sont convergentes et ont méme limite.

Solution

10 Tl est clair que tous les termes des deux suites sont des nombres réels stric-
tement positifs. Nous allons démontrer les inégalités proposées par récurrence
sur 'entier »

Pour n = 0, il est clair que

= Ug + 0
g < \/HO g el —02__0 < Ug.

Démontrons que

En élevant au carré les deux membres de cette inégalité, nous obtenons
4ab < (a + b)®
soit 0 < a®> — 2ab + b* ce qui est vérifié, par suite
Uy S Uy < Uy <V <V € Vg
Supposons les inégalités vraies jusqu’a I'ordre # — 1. Nous avons

Ug S Uy < U, < U, < Uy < V.
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Mais comme précédemment nous avons

U, + v sl U, + v
U, < U, Uy, -"—2—~"<:v,, ainsi que \/u,,v,,-c:—"z—-”.

Par suite nous avons
Up S Uy < Uy < Uppy <Vypy <V <Yy SV

S0it 1y < Uy, < Upsq < Upsq < Up < g, I'inégalité est donc vraie pour P'entier n
d’ou la relation uy < U, < Uy < Upsy < U, < Ug pour tout entier n > 0.
20 Nous allons démontrer cette inégalité par récurrence. Il est clair que

Up — Ug
90 -

Ug_ﬂog

Supposons que nous ayons

Nous avons

H, + v v, — U
_"2_'1_ ’iﬂn”né“‘r'l L

2
car aprés simplification nous obtenons — /1, v, < — u, ce qui est vérifié. Par

suite
Vpr1 — Upaer S 4 2_u_,, < @_2;:_1”0
ce qui démontre que
b, — U, < 2 ; “o pourtoutentier n=>0.

Nous savons (¢f. exercice 1.7, 29) que

: i
lim — =0
rr-*+°02"
Or
Vg — U
O<vp,—u, < . .
2"

d’on par passage a la imite

0< lim (v, — u,) < lim (?O il u—“) soit Iim (v, —u,) =0.

n
n— + @ i+ @ 2 a—++ o
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D’autre part la suite (1) est croissante, la suite (v,) est décroissante et ces deux
suites vérifient 1, < v, pour tout entier n = 0. Ces suites sont donc des suites
adjacentes, par suite elles sont convergentes et admettent la méme limite
(ef. C.E, Ch. 1, § 11, 15).

1.19

Soient (a,) et (b,) deux suites de nombres réels telles que pour tout entier
nz0onaita, <a,.qg <b,yy <b,

1° Démontrer que les suites (a,) et (b,) sont convergentes. Soit a (resp. b)
la limite de la suite (a,) (resp. (b,)) ; démontrer que a < b.

20 Démontrer que

n [am bn] = [a: b] =

neM

3° On suppose que lim (b, — a,) = 0. Démontrer que () [a,, b,] est
n—++eo neN

réduite & un seul nombre réel. (Il ne s’agit pas dans cette derniére question
d’utiliser le théoréme sur les suites adjacentes.)

Solution

12 11 est clair que pour tout entier » = 0 nous avons
< a, < a1 b, <b,<by.

La suite (a,) est croissante et majorée par b, donc elle est convergente. La
suite (b,) est décroissante et minorée par g, donc elle est convergente.

Soit p un entiér, alors pour tout entier n = p nous avons a, < a, < b, < b,
donc a, < b,, il est d’autre part bien clair que a, < b, pour n < p donc g,
est un minorant de la suite (b,) d’ou

a, < lim b,.

n—2*+w

Ce raisonnement €tant vrai pour tout entier p, nous avons a, < b pour tout

entier p d’oll par passage & la limite, lim q, < bsoita < b.
p—++ao

2¢ Nous savons que @ = Sup { @, } et b = Inf {b,} (¢f. C.E., Ch.1, § 11, 14).
neMN neMN
Par suite pour tout entier n > O nous avons a, < a < b < b, d’ou
[a, b] = [a,, b,]
ce qui prouve que

[ﬂ, b} « n [‘Gm £:'n] 2

nel

Réciproquement nous allons démontrer que si x n’appartient pas a I'intervalle
[a, b] alors x n’appartient pas &2 [ [a,, b,]. Supposons x < a (le raisonnement
neMN
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est analogue si x > b), puisque a est la borne supérieure de I’ensemble des a,
pour tous les entiers n > 0, il existe un entier p tel que x < a, < a. Par suite x
n’appartient pas 4 Uintervalle fermé [a,, b,] donc x n’appartient pas a I’'intersec-
tion de tous les intervalles [a,, b,]. Ceci démontre que

N [a, b = [a, b]

nelN
donc nous avons

N [a. b, = [a b].

nelM

30 Nous allons démontrer que @ = b. Nous savons que @ < b, supposons que
a < b et posons ¢ = b — a. Puisque lim (b, — a,) = 0, il existe un entier p

n—++m
tel que pour tout entier n > p nous ayons | b, — a,| <& soit b, — a, < &
puisque b, > a,. Or nous avons vu au début de la 2¢ question que pour tout
entier » nous avons a, < @ < b < b,, par suite b, — a, > b — a. Alors pour
tout entier n > p nous avons b, — a, < eet b, — a, > £ ce qui est impossible.
Ceci démontre que a = b, donc [ [a,, b,] est réduite & un seul nombre réel.

neMN

1.20

On se propose de démontrer le théoréme suivant : « De toute suite bornée
de nombres réels on peut extraire une suite convergente ».

Soit (u,) une suite de nombres réels ; on suppose que cette suite est bornée.
On note E 'ensemble des éléments de la suite (i. e. I'ensemble des nombres
réels u, pour tous les entiers n = 0).

1° Démontrer le théoréme si E est un ensemble fini.

20 On suppose E infini. Soit z un point d’accumulation de E (¢f. C.E., Ch. 3,
27).

a) Soient n et p deux entiers positifs tels que n # 0. Démontrer qu'il existe
un entier m > p tel que | 4, — u | < 1/n.

b) Construire par récurrence une suite (4,), extraite de la suite (1,), et
convergeant vers le nombre réel w.

Solution

10 Puisque E est un ensemble fini, il existe un élément u de I tel que i, = u
pour une infinité d’entiers n. Nous allons construire la suite extraite (#yq,) Par
récurrence.

Désignons par g(0) le plus petit entier k tel que 7, = u.

Supposons défini g(n — 1) alors g(n) sera le plus petit entier /, strictement
plus grand que g(n — 1), tel que u; = w. Il est clair sur cette construction que
I'application g est une fonction strictement croissante de N dans N. Par consé-
quent la suite (4,,) est extraite de la suite (1,) et converge vers le nombre réel u.
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20 g) Puisque u est un point d’accumulation de E, il existe une infinité d’élé-
ments de la suite, tous disctints de v et appartenant a I'intervalle ouvert

Jemgeweil
Uu——, u+-|.
n n

Par suite il existe unentierm > ptelque | u,, — u| < 1/n.
b) Posons g(0) = 0. Supposons défini g(n — 1). Nous choisirons pour g(r)
le plus petit entier g, strictement plus grand que g(n — 1), tel que

ity —u] <
—u —.
4 n

Nous avons ainsi défini une suite (u,,,) extraite de la suite (u,). Soit & un nombre
réel strictement positif, alors il existe un entier p tel que pour tout entier n = p,
nous ayons I/n < & par suite pour de tels entiers n, | 1, — u| < & La suite
(ty¢ny) admet donc la limite w.

1.21

Soit (u,) une suite de Cauchy de nombres réels. On se propose de démontrer
que cette suite est convergente en utilisant le théoréme démontré & 'exercice
1.20.

1 Démontrer que la suite (1,) est bornée.

29 Soit (u,,,) une suite extraite de la suite (u,) et convergeant vers un nombre
réel u. Démontrer que lim u, = u (on pourra utiliser I'exercice 1.13, 19),

n— +co

Solution

1° Puisque la suite (,) est une suite de Cauchy, il existe un entier #, tel que
pour tout couple d’entiers (p, g) vérifiant p = g > ngnousayons | u, — u, | < 1
Soit en prenant ¢ = ng, | u, — u,,| <1 ou encore u,, — 1 < u, < u,, + 1.
Soit @' (resp. b") la borne inférieure (resp. supérieure) de ensemble des nombres
réels 1, pour k < ny — 1. Posonsa = Inf (¢, u,, — 1)et b = Sup (&', u,, + 1),
il est alors clair que pour tout entier n > 0 nous avons a < u, < b ;la suite (u,)
est donc bornée.

2¢ Soit € un nombre réel strictement positif. D’une part il existe un entier n,
tel que pour tout couple d’entiers (p, ¢) vérifiant p > ¢ = n, nous ayons
| u, — u, | < &/2. D’autre part il existe un entier »n; tel que pour tout entier
n = 1y NOUS ayons |y, — u| < ¢/2. Posons v = Sup (n,, 1,) ; alors pour tout
entier n > v nous avons g(n) = n (¢f. exercice 1.13, 19) donc g(n) = n,, par
suite | 1,y — u| < &/2. De méme puisque g(n) > n > n, nous avons

&
|ug{,,)—u,,|<:§-

Carvo. — Exercices d’analyse 2
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Nous avons #, — U = (U, — Uyemy) + (g — 1) d’our

E &
IH"—H| gluﬂ_ug{lﬂl +|ugiﬂ)_ul <§+§=£-
Ainsi pour tout nombre réel & > 0 il existe un entier v tel que pour tout entier
n > v nous ayons | u, — u| < &; ceci démontre que la suite (u,) est conver-
gente.
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FONCTIONS REELLES
D'UNE VARIABLE REELLE

2.1

Soient x un nombre réel et o un nombre réel strictement positif. On considére
une application f définie sur 'intervalle ouvert Ix — o, x 4+ of et A valeurs
réelles. Démontrer que si f(x + /) admet une limite finie / lorsque 4 tend vers 0,
alors lim [ f(x + h) — f(x — h)] = 0. La réciproque est-clle vraic ?

h=+0

Solution

1T¢ démonstration : Soit & un nombre réel strictement positif. Puisque

limf(x + h) =1,

h—0

il existe un nombre réel y > 0, tel que pour tout nombre réel h vérifiant
0 <|h| <n,nousayons |f(x + h) — 1| < &2. Mais

fx+h —fx—-—hB=(fx+h-D+(I-f(x-h),
donc
[F(x+ k) —flx—h)] <|fx+m)—I|+]|1-f(x-hn];
par suite si 0 < | £] < y nous aurons

|f(x+h)—f(x_h)|<§+§=£_
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Pour tout nombre réel £ > 0, il existe un nombre réel y > 0 tel que pour tout
nombre réel / vérifiant 0 < | A | < 5, nous ayons |l fe+m) —fx - h| <e.
Ceci démontre que

lim [ f(x + B) — f(x — mn]=0.

h—0
2¢e démonstration : Nous avons
lim f(x + h) = limf(x —h)=1.

h—=0 h—=0
D’autre part
lim [ f(x + h) = f(x — k)] = lim f(x + h) - lim f(x — h);
h=+0 ] h—=0
par suite

fim [F(x + #) — fx — W] =0.
=0
Considérons la fonction f définie sur Iintervalle |— 1, 1[ par f(x) = 1/x*
si x # 0 et f(0) = 0. Nous avons f(h) — f(—h) = 0 donc
lim (0 + h) — f(© — B) = 0.

h—=0

D’autre part lim f(0 + A) = + © donc la réciproque est fausse.
h—0

2.2

Calculer les limites suivantes

{0 lima, x" + @,y x" '+ -+ a1 x +do

x—+a
oil @ est un nombre réel et @; un nombre réel pour 0 < i < n.
o (x+ KB - X"
20 g B
B0 h
ol n est un entier naturel et x et h des nombres réels.
3° o GaX Gy X8 X o
x—+ 4 o bm Im -+ bm—l x'"_l + - + bl X 4+ bn

oit m et n sont des entiers positifs et ¢; et b; des nombres réels pour0 € i < n
et 0 < j < m; onsuppose de plus que @, # Oet b,, # 0.

—

4° linlJJ5+l+1— —1+1—-].

x—+0 X X Iz X

g e |
5° lim x sin —.
x

x—+0
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Solution 10 Nous savons (¢f. C. E., Ch. 4, § 42, ) que

= . k
lim x* = a*, ima,x* = a. a*

x—*a xX—+g
ct

lim (a, x"+a,- X" V4 e 4a; x+ag)=a,a"+a,_4 a" '+t a,a+ay.

x—=a

20 Nous avons d’aprés la formule du bindme
(x+H'=x"+m" 1 h+ B Q(h)

oll O est un polynéme en h dont les coefficients sont le produit d’un
nombre réel et d’une puissance de x. Par suite

f:":i%"—"i" = "' 4+ hO(h) .

Lorsque # tend vers 0, Q(#) tend vers Q(0) (¢f. guestion 1°)
donc

. O+ R — X"
lim — =
h-0

= nx""t.

30 Supposons d’abord m = n; en divisant le numérateur et le dénominateur
de la fraction par x", nous obtenons :

a, ay ag
n—1 an + + T + #—1 + _“
a,x"+a,_ 1 X" + - +ax+a x X x"
b.x"+b_ x4+ 4+bx+b o b
nX + Dy—y ++ Dy x+ b B 25 i 11 L
x x" x"
Mais
: a . b,
lim —*. = lim k. =0
x— -+ @ J.;-t-+wx" k

pour tous les entiers k tels que 0 < k < n — 1. Par suite le numérateur admet
1a limite a, et le dénominateur la limite b, d’ot

a_,,x"+a,,,,1x"'ll + =+ apx + @ _ an

Iim - = .
svtao b X"+ b X+ bx+by by
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Supposons maintenant m > n; €n divisant le numérateur et le dénominateur
de la fraction par x™ nous obtenons :

@ X'+ 8y X k@ x F do
bmxm_l‘ bm_lxm_l +°°' + blx—l‘bo

a, ay—1 1 dg
- =t _I.. - + ——— e
_ m—n m—n+1 xm 1 xm
- b, _ b
b, + -l 2+ —
X o

Lorsque x tend vers + <o le numérateur admet O pour limite et le dénomi-
nateur admet b, pour limite, par suite :

B R i b SR
= @ bm x"' + bm—l xm-l -+ - + b]_x + bg.

i
Supposons enfin n > m; en effectuant la division euclidienne du numérateur
par le dénominateur nous obtenons :
a, x" + a,_ Xty et xt+a=
= Q) (by X" + bpoy X1+ = + by x + bo) + R(¥)
ol R est un polyndme de degré strictement inférieur & m. Par suite

a, X" + @y X" T+t ayx+ a0 _
b, X" + by X" 4+ + by x + bo

R(x)
X+ .-b,,1,_1J(:""_1 + -+ by x + bo.

= 0(x) + 5

Lorsque x tend vers + 0, R(X)/(by, X" + bn—1 x™~' 4 = + by x + bg) tend
vers 0 d’aprés ’étude précédente. Nous savons que le polyndme Q est de la
forme

Q) = 12X " + 0

ot ' est un polyndme de degré inférieur ou égal & n — m — 1, par suite

Lorsque x tend vers + co, Q'(x)/x"" ™ tend vers 0 donc

lim Q(x) = lm bEL'x""'“,

x=t-4 x4+ o ¥m
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par suite
. . : . a
lim Q)=+ si >0 et lim Qx)=—oc0 si *<O0.
X+ + @ b,, el b,.
CONCLUSION
lim anxn"'a,!__l Pl =+ a;x + ag -
st by X™ + by X" 71+ + by x + bo
[ 0 si n<m
On s n=m
B, -
= ) a,
-+ oo s1 Hn>m et — 0.
b?i‘l
aﬂ
— GO 81 n>m et R R
by

40 Nous avons
fl 1 fl 1 2
—2+—-+1— —2+——1= : A : : —.
= = s ,\/—z+r+1+,\/—2+--—1
X % x X

Si x > 0 posons X = I/x alors lim X = + co d’ol
x—=+0+

: 1 ]
lim lz+—+1= im X’ +X +1=+ o0

x—=0+ X X X+ o

. Il 1 . 2
llm—3+——1=llmX+X—l=+oo
=04+ X X X= 4 ©

d’ott nous déduisons que

. f [1 1
lim iz+1+l+ =¥ == b=t e
x—=0+ x X X X

par suite
’ / 1 /
him '2‘4‘—'+‘1 T —% +’1 -1 =0.
x20+ X X X X
Si x <0, posons X = — 1/x alors lim X = + oo et nous démontrerions

x=+0=

comme précédemment que

lim /iz+-1+t— /3i+1—1=0.
x=+0- X X X X
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50 Nous savons que | sinu | < 1 pour tout nombre réel u. Soit € un nombre
réel strictement positif, alors si 0 < | x| < & nous avons

.
X sin — <|x|<e

ce qui démontre que lim x sin (1/x) = 0.

x—=0

23

Démontrer que la fonction réelle f, définie sur R par
f(x)=0051; S x#0 e f(O=0,

n’a pas de limite lorsque x tend vers 0.

Solution

Remarquons tout d’abord que si k est un entier naturel non nul

f(m)=‘ °‘ f(rﬂz—i‘ﬂ)= =1

Nous allons donner deux démonstrations du résultat.

|ve démonstration : Nous allons prouver que f ne vérifie pas les hypothéses
du critére de Cauchy. Nous devons trouver un nombre réel € > 0, tel que pour
tout nombre réel o > 0, il existe deux nombres réels x et x' vérifiant0 < | x| <«
et 0 < |x'| <o et pour lesquels nous ayons | f)—f (¥)| = &. Prenons
& — 1 et soit & un nombre réel strictement positif, nous savons qu’il existe un
entier k tel que

1 . 1 . 1 1
‘}‘_ it O TPy — e e
k 2m+l doilk::-zm soit 2!:::{“ et (2k+1)n{a
Posons
. et x'= -
* = 2kn “Q2k+ Dn’

alors | f(x) —f (x')| = 2 > &. La fonction f ne vérifie pas les hypothéses du
critére de Cauchy donc cette fonction n’admet pas de limite au point 0.

¢ démonstration : Nous allons construire une suite (X,),>1 de nombres
réels telle que lim x, = 0 et que la suite f(x,) n'ait pas de limite. Posons

n—+ -+
x, = l/nm, il est clair que lim x, = 0, et que f(x,) = (— 1)" la suite (f(x)
n—++co

n’est pas convergente ce qui prouve que f n’admet pas de limite au point 0.
q q
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2.4

Soit f une fonction réelle définie sur R. On suppose que f est périodique de
période T (¢f. C. E., Ch. 4, § I, 36, g), et que f admet la limite / lorsque x tend
vers 'infini. Démontrer que fest la fonction constante de valeur /.

Solution

Nous allons donner deux démonstrations.

Ire démonstration : Supposons f non constante, alors il existe deux nombres
réels x et x’ tels que x # x" et f(x) # f(x). Posons

e — @]
g,

puisque lim f(x) = /, il existe un nombre réel 4 tel que pour tout nombre réel
x =+ oo

¢ > A nous ayons | f(r) — I| < & Nous savons qu'il existe un enticr n, tel que
n, T> A — x et un entier n, tel que n, T > A — x'. Posons n = Sup (ny, 13);
alors nT + x> A et nT + x' > A donc |f(nT + x) —I| <& et
|f(nT + x) — I| <& soit f)—1I|<e et |f(x) — 1] <& Mais
) —f() = (f(x) =) + (I = f(x)) ot [/(x) — x| < | ) -1
+ |l—f{x')' soit |f(x) —.f'(x')| z2s.

D’autre part, d’aprés Ia valeur de & nous avons 2¢& < | f(x) — f(x") | d’od
contradiction ; par suite la fonction f est constante et comme

lim f(x)=1,

x—++ o0

[ est la fonction constante de valeur L

2e démonstration : Considérons un nombre réel x et soit ¢ un nombre réel

strictement positif. Puisque lim f(x) = /, il existe un nombre réel A4 tel que
x—=to

pour tout nombre réel 1 = A nous ayons [ Sy —1 | < g Drautre part il existe
un entier # tel que nT > A — x soit n'T + x = A, donc | f(nT + x) — I|<e
soit | f(x) — 1| < & Ainsi pour tout nombre réel &¢ > 0O nous avons
|_f(x) — !f{ ed’ou lf{x) — I} = 0 (¢f. exercice 1.1). Ceci étant vrai pour
tout nombre réel x, f est la fonction constante de valeur 1.

2.5

Soient # un nombre réel strictement positif et @ un nombre réel. Soit f une
fonction réelle définie sur 'ensemble I, = Ja — u, a + u[ — { a }. On suppose
que f vérifie les hypothéses du critére de Cauchy au point g, et on se propose
de démontrer par une méthode différente de celle utilisée dans (C.E., Ch. 4,
§ IT, 42, ¢) que la fonction f admet une limite au point a.

1o Démontrer qu’il existe un nombre réel & > 0 tel que 'application f soit
bornée sur I'ensemble Ja — h,a + A[ — {a}.
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20 Construire une suite décroissante () de nombres réels, telle que
pour tout couple (x,x") déléments de I, vérifiant 0 < |x —a| < g, et
0<|x'—al <o, onait
16 = S | <5 --
2n
En déduire que
sip f@— Inf fO<-.
O<|t—a|<ay O<fi—al<an h
32 On pose
= Inf f(t) et z,= Sup JS(O.
O<|t—a|<ea O<]r—a|<as
Démontrer que la famille { [y, z,] },ene €st une famille d’intervalles emboités.
En déduire que I"application f'admet une limite au point a.
Solution 1o Puisque la fonction fvérifie les hypothéses du critére de Cauchy au point a,

il existe un nombre réel # > 0 tel que # < u et pour tout couple (x, x') d’élé-
ments de I, vérifiant 0 < |x —a|l<het O<|x —al< h nous ayons

|.f(x) —f(x)] <1, soit f(x) — 1 <f(x) <f(x)+ 1. Soit xp un élément
de I, vérifiant 0 < | xp — a| < h alors pour tout élément x de I’ensemble
la — h,a + h[ — { a} nousavons f(xp) — 1 < f(x) < f(xg) + 1, 1a fonction
f est donc bornée sur I’ensemble Ja — h,a + h[ — {a}.

20 Puisque la fonction f vérifie les hypothéses du critére de Cauchy au point a,
pour tout entier » > 1 il existe un nombre réel o > 0 tel que pour tout couple
(x, x') d’éléments de I, vérifiant 0 < |x — a| < o et 0<|Xx —al<a,
nous ayons

0 — [ <5k soit )~ < S0 < S + 5
par suite

[ -sh< ol fo< Sw SO <) +g,

O<|t—a|<an O<|t—a|<aj
d’oll
1
Sup Sf() — Inf f(1) <—.
O<|t—al|<an O<|t—a|=<a,

Les propriétés précédentes sont encore vraies pour tout nombre o, < ¢y, POSONS
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donc o, = Inf (o}, 03, ..., o,) alors pour tout couple (x, x") d’éléments de [
vérifiant 0 < | x —a| <o, et 0 < | x" — a| < &, nous avons

, 1
176D = 7| < 5~
et comme précédemment nous en déduisons que

Sup f(@) — Inf f() < % ;

O<|i—al<ay OD<lt—al<ay

d’autre part il est bien clair d’apreés la définition de o, que la suite (o) est décrois-
sante.

3° Puisque la suite (o) est décroissante on a
]ﬂ —G(n+1,ﬂ+ﬂtn+l[— {ﬂ} = ]ﬂ —a,,,a+a,,[— {ﬂ'}

donc pour tout nombre réel x appartenant & Ja — 0,4, @+ o, — {a}
nous avons

fx)<  Sup  f(D);

O<|i—a|=<an

Sup  f(f) est donc un majorant de P’ensemble des f(¢) pour tous les
O<|t—a|<ay
nombres réels # appartenant a ’'ensemble Ja — &, ., @ + &,4,[ — { @ } par suite

Sup  f()<  Sup () soit Zusr < 2.

O<|t—al<ans1 O<|t—a|<an,

Nous démontrerions de méme que y, < y,.1, Par suite pour tout entier n > 1
nous avons [¥,41, Z,+1] < [V, 2,]- Puisque pour tout entier n > 1 nous avons
z, — Vo < 1/n la suite (z, — y,) admet la limite O lorsque » tend vers I'infini,
ainsi la famille { [y, z,] },cn* ©st une famille d’intervalles emboités dont
la longueur tend vers 0, donc [} [y, z,] est réduite & un seul nombre réel

ne

que nous noterons /.

Nous allons démontrer que / est la limite de la fonction f au point a. Soit &
un nombre réel strictement positif, alors il existe un entier n tel que 1/n < &.
Pour tout élément x de /, tel que 0 < | x — & | < o, nous avons

I <X < 2,5
comme y, <Il<z,ona

If(x)—l|s;_z,,—y,,$i—<s.

Par suite pour tout nombre réel € > 0 il existe un nombre réel o, tel que pour
tout &lément x de I, vérifiant 0 < | x — a| < a, nous ayons | f(x) — /| <&,
ceci démontre que la fonction fadmet la limite / au point a.
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2.6

1o Soit x un nombre réel, démontrer qu’il existe un entier relatif unique,
noté [x], tel que [x] <'x < [x] + L.

20 On considére [a fonction réelle f, définie sur R* par f(x) = x[1/x]. Démon-
trer que f peut étre prolongée par continuité au point 0.

Solution

1o Supposons d’abord x > 1; soit 4 I'ensemble des entiers n tels que
n > x — 1, nous savons que 4 n’est pas vide (car R est un corps archimédien)
donc il admet un plus petit élément [x] ; [x] — 1 n’appartient pas & 4 donc
[x] =1 €£x—1<[x] dot [x] € x < [x] + 1. Supposons x < | et soit B
I'ensemble des entiers # tels que n = — x. Cet ensemble est non vide, donc il
admet un plus petit élément n,. Comme n, — 1 n’appartient pas & B nous avons
g — 1 < —x < nygdoll —n, € x< — ny+ 1. Si nous posons [x] = — g
alors nous avons [x] € x < [x] + L.

20 Nous allons d’abord étudier la limite de la fonction f & droite du point 0.

Nous avons
f<tef]
X X

d’ou

par suite, puisque x > 0,1 — x < x[1/x] < 1,d’000 < 1 — x[1/x] < x. Soit £
un nombre réel strictement positif, alors pour tout nombre réel x vérifiant
0 < | x| < enousavons | 1 — x[1/x] | < &ce qui démontre que

lim x[—l] S
x-0+ X

Nous démontrerions de maniére analogue que

Iim x [1] o
x—>0— X

Considérons la fonction f définic sur R par f(x) = f(x) si x # O et f(0) = L.

Nous avons lim }(x) = f(0) donc la fonction f est continue au point 0, ce qui

- x—=0

démontre que la fonction f peut se prolonger par continuité au point 0.

2.0

Soit f une fonction réelle définie sur 'intervalle ouvert ]— 1, 1[.

1o On suppose qu’il existe un nombre réel k > 0 tel que | f(x)| < k| x|
pour tout élément de ’ensemble ]— I, 1[ —{ 0 }. Démontrer que f est continue
au point 0 si et seulement si f(0) = 0.
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20 Plus généralement, on suppose qu’il existe deux fonctions réelles g et A,
définies et continues sur Iintervalle ouvert ]— 1, 1[, et vérifiant g(0) = h(0) et
g(x) < f(x) < h(x) pour tout élément x de I'ensemble ]— 1, 1[ —{ 0 }. Démon-
trer que fest continue au point O si et seulement si f(0) = g(0).

Solution i Démontrons que lim f(x) = 0. Le résultat est vrai si k = 0, supposons

x—=0
done k > 0. Soit £ un nombre réel strictement positif, alors pour tout nombre
réel x vérifiant | x| < 1 ¢t 0 < | x| < &/k nous avons | f(x) | < k|x | <ece
qui prouve que lim f(x) = 0. Nous savons que la fonction f est continue au
x—+0 2
point 0 si et seulement si lim f(x) = f(0), donc f sera continue au point O si
x=+{)

et seulement si f(0) = 0.
2¢ Démontrons que lim f(x) = g(0).

x—0

17 démonstration : soit & un nombre réel strictement positif ; puisque la
fonction g (resp. ) est continue au point 0, il existe un nombre réel , (resp. 12)
strictement positif tel que pour tout nombre réel x vérifiant

[x] <1 et 0<]|x| <, (resp.0 < |x| <)
nous ayons

| g(x) — g(0) | < g (resp. | h(x) — h(0)] < g)

Posons # = Inf (#,, #,) ; alors pour tout nombre réel x vérifiant | x| < 1 et
0 < | x| < % nous aurons

| g(0) — 2(0) | < g el | h(x) — h(O)] < %
soit
g0 — 5 <g) <g@+5 o 5O - 2 < h(x) <80 +5,
doit
g0) — 5 < 8() S S < h(x) <g@ +5  done  |/() — g <.

La fonction fadmet donc la limite g(0) au point 0.

2e démonstration : Puisque g ct i sont des fonctions continues au point 0
nous avons lim g(x) = lim A(x) = g(0); or pour tout nombre réel x vérifiant
X

x—+0 —+0

0 < [ x] < 1 nous avons g(x) < f(x) < h(x)donc
0 < f(x) — gx) < h(x) — glx).
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Comme lim (A(x) — g(x)) = 0 nous en déduisons que

x=0
lim (f(x) — g(x)) =0  d’ou lim f(x) = g(0).
x=0 x—=0
La fonction f sera continue au point 0 si et seulement si lim f(x) = f(0),
x—0

donc f sera continue au point 0 seulement si f(0) = g(0).

2.8

Soient fet g deux fonctions réelles définies et continues sur R.
1o Démontrer que ’ensemble N des nombres réels x tels que f(x) # O est
une partie ouverte de R (¢f. exercice 1.2).

2¢ Démontrer que I'ensemble M des nombres récls x tels que f(x) > g(x)
est une partie ouverte de R.

Solution

lo Soit x un nombre réel tel que f(x) # 0. Supposons f(x) > 0, la fonction f
étant continue au point x, il existe un nombre réel # > 0 tel que pour tout
nombre réel ¢ vérifiant | — x| < # nous ayons | f(7) —f{x)| < f(x) soit
) — f(x) < f(t) <f(x) + f(x) donc f(t) > 0. Par suite pour tout point ¢
de Tintervalle ouvert ]x — #, x + n[ nous avons f(z) > 0, donc f (1) # 0. Le
raisonnement est analogue si f(x) < 0. Nous venons donc de démontrer que
pour tout élément x de N il existe un nombre réel # > 0 tel que I'intervalle
ouvert ]x — #, x + 5[ soit contenu dans N, par suite N est une partie ouverte
de R.

20 Spit x un nombre réel tel que f(x) > g(x); alors f(x) —g(x) > 0. La
fonction f — g est continue au point x donc il existe un nombre réel n > 0 tel
que pour tout nombre réel ¢ vérifiant | ¢ — x| < 5 nous ayons

|- - - ®| <f) — g

d’ot 0 < (f — g) (t) soit f(t) > g(1). Ainsi pour tout élément x de M il existe
un nombre réel # > 0 tel que Pintervalle ouvert Jx — #, x + y[ soit contenu
dans M, ce qui démontre que M est une partie ouverte de R.

2.9

Soient @ un nombre réel et f une fonction réelle définie et continue sur R,
telle que £ (1) = a et telle que pour tout couple (x, x") de nombres réels on ait

flx+ x) = f(x) + f(x).

e Démontrer que f () = na pour tout entier relatif 7.

20 Démontrer que f(1/g) = a/g pour tout entier ¢ > 0; en déduire que
f(r) = ra pour tout nombre rationnel r.

30 Démontrer que tout nombre réel est limite d’une suite de nombres ration-
nels. En déduire que f(x) = ax pour tout nombre réel x.
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Solution

1° Soit » un entier strictement positif; nous avons n =1+ 1 4 = + 1
(n fois) donc f(n) = f£(1) + (1) + - + f(1) (n fois) d’olt f(n) = na. D’autre
part £ (1 + 0) = f(1) + f(0) donc f(0) = 0.

Soit 7 un entier strictement négatif ; nous avons

0=FfO)=f(—n+n=f(—n+f()

d’ou f(n) = — f(— n), par suite f(rna) = — (— na) = na ; par conséquent
f(n) = na pour tout entier relatif n.

2¢ Soit ¢ un nombre entier strictement positif ; nous avons

1 1 1 :
I_E+E+ +E (g fois)
d’olx
1 1 1 ;
s =5(g) +1(G) + -+ +(G) o0
par suite

) o o)

Soit » un nombre rationnel positif, alors il existe deux entiers positifs p et g
(g # 0) tel que

: 1 2
= — 4 —+ = 4+ — (pfois),
q q q K
par suite

) +1G) -+ r(g) @ soi 2= 0
rN=fl=] +f{=)+ +1- fois) soil = p— = ar.
10 =1(3) +1(; 1(2) @rois) soit 1) = o

Si r est un nombre rationnel négatif alors f(—r + ) = f(0) = 0 d’ol
f(r) = — f(— r) parsuite f(r) = ar. Ceci démontre que f(r) = ar pour tout
nombre rationnel r.

30 Soient x un nombre réel et n un entier strictement positif. Nous savons
qu’il existe un nombre rationnel r, appartenant a 'intervalle Jx — 1/n, x 4+ 1/n[.
Nous pouvons ainsi construire une suite (r,) de nombres rationnels, telle que
pour tout entier n = 1 nous ayons | x — r, | < 1/n ; par conséquent

. o 4 - _ ]
lim |x—r,|< lim — dou lim |x—1r,|=0 soit Im r,=x.
4w """"I‘n n=t+ o=+ o
LY

La suite (r,) est donc une suite de nombres rationnels convergeant vers x.
Soit x un nombre réel et (r,) une suite de nombres rationnels convergeant
vers x. Nous avons f(r,) = ar, pour tout entier # > 1, donc par passage 2 la
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limite : lim f(r,) = lim ar,. Mais f est continue au point x et lim r, = x

n—++tw fi—+tow -+t
donc
lim f(ry) =f( lim ru)=f(ﬂ-
n—+ o n- 4 O

par suite f(x) = ax. Ceci démontre que f(x) = ax pour tout nombre réel x.

2.10

On considére I'ensemble A4 des fonctions réelles f, définies et continues sur R,
telles que pour tout couple (x, x') de nombres réels on ait

f(ﬂi—"i) = 5L/ +£6].

1o Soit f un élément de A tel qu’il existe un couple (x, x') de nombre réels
pour lequel £ (x) = f(x') = Oet x < x’. Démontrer que pour tout entiern = 1
et tout entier k vérifiant 0 < k < 2", ona

f(x+kx2-—”£)=0,

En utilisant ’exercice 1.9 démontrer que pour tout nombre réel ¢ appartenant a
Pintervalle fermé [x, x'] on a f(1) = 0. En déduire que f est I'application nulle
de R dans R.

20 Démontrer que la différence de deux fonctions de A est un élément de A.
Soit (a, b) un couple de nombres réels, démontrer que la fonction affine h,
définie par h(x) = ax + b pour tout nombre réel x, est un ¢lément de A.

3¢ Démontrer que tout élément de A est une fonction affine de R dans R.

Solution

10 La propriété est vraie pour n» = | par hypothése; supposons la vraie
jusqu’a I'ordre n — 1. Soit k un entier tel que 0 < k < 2" ; ou bien k est de la
forme k = 2 k' ol k' est un entier tel que 0 < k' < 2" ! et alors nous avons

x —x =
x+k -)= (x+k' --—)=0;
f( 2» f 2n—l
ou bien kest de la forme k = 2k” + lavec0 < k" < 2" ' — 1, alors

P i % _ 1 [(:ﬂ:+1‘c""r j]x) +(x + (K" + e tlx)]
2 2 2"

R QEe= e
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donc

f(x+kx2—nx)=0.

La propriété est donc vraie pour ’entier n, par suite cette propriété est vraie
pour tout entier n = 1.

Dans I'exercice 1.9 nous avons vu que tout nombre réel ¢ de l'intervalle
[x, x'] est limite d’une suite (x,) oll

x,,=x+k,,’—‘zu avec 0<k,<2".

La fonction f étant continue au point x, comme lim x, = x, nous avons
n—++aw

lim f(x,) =f( lim x,,)=f(x}.
n=+ 4 oo n—++ ®
Mais f(x,) = 0 pour tout entier n = 1 donc f(x) = 0 par suite la restriction
de la fonction f a I'intervalle [x, x'] est nulle. Soit ¢ un élément de [x, x'], nous
avons f(t) = 0 ; supposons que f (1 + k(x’ — x)) = 0 pour tout entier k tel que
0 < k < n alors

t+nx —x)=3r+m—DE —x)+1+ @+ 1) —x)]
par suite
f+nx =) =f3t+m—DKE —x) + 1 + @+ ) — %))

dod O0=4[ft+(n—DE —x)+f0+@n+ D —x)] par consé-
quent f'(f + (n + 1) (x' — x)) = 0. Ceci démontre que f(7 + n(x’ — x)) = 0
pour tout entier » > 0. Nous démontrerions de méme que f(f + n(x’ —x)) =0
pour tout entier » < 0. La fonction f est une fonction périodique de période
x" — x; comme cette fonction est nulle sur lintervalle [x, x’'] de longueur

x' — x, elle est nulle sur R.

2¢ Soient f et g deux fonctions de 4 et (x, x") un couple de nombres réels.
Nous avons

f(" ‘gi)= L) + 76N et g(" b "")= 3 [600+20)]

d’olt
x + x' 1 :
-9 5E) =30 - 9@ + U - D],

par suite la fonction f — g est un élément de A.
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Soit (x, x") un couple de nombres réels, nous avons

a(i‘; x’) + b= 2@x + b) + @x' + b)]

ce qui démontre que la fonction affine /4 est un élément de 4.

30 Soit f un &ément de A. Considérons les nombres réels b = f(0) et
a = f(1) — f(0) ; alors la fonction g, définie par g(x) = f(x) — (ax + b) pour
tout nombre réel x, est un élément de A4 et d’aprés le. choix des nombres aet b,
nous avons

g(0) =g(1) =0.

D’aprés ce qui précéde nous savons que la fonction g est la fonction nulle
donc f(x) = ax + b pour tout nombre réel x. Ceci démontre que toute fonc-
tion f appartenant 3 A est de la forme f(x) = (f@ — () x + f(0), ie.
[ est une fonction affine de R dans R.

2.11

Soient a et b deux nombres réels tels que @ < b et f une fonction réelle définie
et bornée sur U'intervalle [a, b]. On définit la fonction M par

M(x) = Sup f(?)

asgsEx

pour tout élément x de [a, b]. Démontrer que si la fonction f est continue en un
point x, de [a, b] et si f(xo) < M(x), alors il existe un intervalle ouvert non
vide, contenant le point x, sur lequel la fonction M est constante.

Solution

Puisque la fonction f est continue au point Xg, il existe un nombre réeln > 0,
tel que pour tout élément x de [a, b] vérifiant | x — xp | < nnous ayons

M(xo) ;‘ f(xn) dott () < M(x,) ;' fx0)

|f() = fxo) | <

par suite f(x) < M(x,). Nous allons démontrer que pour tout nombre réel x
appartenant a [a, b] et & Jx, — 1, Xo + [ nous avons M(x) = M(x). Soit x un
élément de [a, b] appartenant 2 Jx, — #, Xo + %[ ; pour tout nombre réel ¢
appartenant 2 [a, x,] nous avons f(f) < M(x,) et pour tout élément ¢ de [a, b)
appartenant 2 Jx, — 7, Xo + y[ nous avons f(t) < Mi(x,), par suite M(x,) est
un majorant de I’ensemble des f(f) pour tous les ¢éléments ¢ de I'intervalle
fermé [a, x]. Soit £ un nombre réel strictement positif ; posons

¢ = T (5, 280 1)
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puisque M(x,) = Sup f(1),1l existe un élément & de Pintervalle [a, x,] tel que
asi=xg

M(xo) — & < f(§) < M(xo) d’oi M(xo) — & < f(&). Mais

o < MGo) = f(x0)

< 3 donc

M(xo) — & > Mw

d’ol
f(é} > M(x(]) 2+ f(xn}

ce qui prouve que le point £ ne peut appartenir & P'intervalle ouvert
Ixo =1, X0 + 4l

donc & appartient a [a, x, — n]. Par suite, pour chaque élément x de
Ixo — n, xo + nl, M(x,) est un majorant de I'ensemble des f(1) pour tous
les éléments 1 de I'intervalle [a, x] et quel que soit le nombre réel & > 0 il existe
un €lément ¢ de lintervalle [a, x] tel que M(xo) — & < f(¢) < M(x,). Ceci
démontre que M(x,) = Sup f(z) pour tout élément x de I'intervalle ouvert

[LEFEEH

Ixo — 1, xo + [, par suite la fonction M est constante ct égale a M(x;) sur
Pintervalle Jxo — %, xo + #[.

2,12

Soit f une fonction réelle définie sur Iintervalle fermé [0, 1] qui prend ses
valeurs dans cet intervalle. On suppose que pour tout couple (x, x*) d’éléments
de [0,1] on a

[FG) =) [ = 1x — 1.

Montrer que [ est 'une des fonctions f;, f, définies en posant pour chaque
¢lément x de [0, 1]

) =x  foilx)=1-x.

Solution

Comme f prend ses valeurs dans [0, 1], on a pour chaque couple (x, x")
d’éléments de [0, 1]

| f) =] <1,
En particulier |f(0) —f() ]| < 1 et il résulte de I'hypothése que
|f©@ )| =1  donc  [f(O)—f(D)|=1

et par suite on a soit f(0) = 0 et (1) = 1. soit £(0) = 1 et f(1) = 0.
Lorsque f(0) =0 et f(1) =1, si xe[0,1] on a

SO =) -fO|>1x-0]|=x
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et
L=/ =fM —fe)| 211 —xl=1-x

de la seconde inégalité il résulte que f(x) < x donc f(x) = xetf=fi
Lorsque f(0) = 1 et f(1) = 0 si x€ [0, 1] on a

f)=|fx-sfMm|ztx-11=1-x
et

= f)=|f@—fM|=>10—x|=x
de la seconde inégalité il résulte que f(x) < 1 — x donc f(x) = 1 — xetf=f,.

2,13

Soit f une fonction réelle définie sur R. On suppose qu’il existe un nombre réel
k tel que 0 < k < 1 et tel que pour tout couple (x, x") de nombres réels on ait

lf@ —ro|<klx—x1
1o Démontrer que la fonction fest continue sur R.

90 Etant donné un nombre réel a, on définit la suite de nombres réels (x,) par
X = aet X,y = [(x,). Démontrer que la suite (x,) est convergente (on pourra
utiliser ’exercice 1.16) et que sa limite / vérific la relation I = f(I).

Solution

1° Soit x, un élément quelconque de R ; nous allons démontrer que la
fonction f est continue au point xo. Soit & un nombre réel strictement positif ;
alors pour tout nombre réel x vérifiant | x — Xxg | < &/k nous avons

If(x)_f{xoﬂ Sk|lx—x| <e.

Par suite pour tout nombre réel & > 0, le nombre &/k est tel que pour tout
nombre réel x vérifiant | x — x| < &/k nous ayons |f{x) — f(xg) | < E3
ceci démontre que la fonction fest continue au point x,. Ce raisonnement étant
valable pour tout nombre réel X, la fonction f est continue sur R.

90 Pour tout entier # 3> 0 nous avons X4z — Xpi1 = (Kns1) — F (%)
donc | X415 — Xpey | < k1X,41 — X, |- Nous avons démontré que sous ces
hypothéses la suite (x,) était convergente (¢f. exercice 1.16). Soit / la limite de
Ja suite (x,), démontrons que f(/)=I. La fonction / est continue au point / et

lim x,=/ par suite
n-s -+

lim f(x,) =f( lim x,,) =f(), dou _lim x,.q4=f()

n—*+ =< n—++ @ n—++ o

soit I = f(I).
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2.14

Soient @ un nombre réel positif et (1,) la suite de nombres réels, définie par

Up = a etu, ., =1+ \f u, ; démontrer que cette suite est convergente et déter-
miner sa limite.

Solution

Démontrons d’abord qu’il existe un nombre réel / unique tel que / = 1 + i
Nous devons avoir [ — 1 = \/Icequl est équivalenta (I — 1)?> = letl — 1 >0

soit 12 — 31+ 1 —(}etl > 1, ol = (3 + V32
Etudionslecas 0 < a < I Suppo&ons que la relation

OLSuy<uy <<y <!

soit vraie jusqu'a un certain entier s, alors 4, _, < u, < Id’ol

Vo € Ju, £ T o L b Jl S 1440t <1 44T,

par suite , < u,,, < I; larelation est donc vraie pour ’entier » 4 1. Comme
cette re]atmn est vraie pour n = 0 elle est vraie pour tout entier n = 0 ce qui
démontre que la suite (u,) est croissante et majorée par I, par conséquent la

suite (u,) est convergente.
Etudions le cas a > I. Supposons que la relation u, 2 uy =2 24, > 1
soit vraie jusqu’a un certain entier #n. Nous avons alors

oy = Uyl 465 \/_ \/_ \[

donc

1 + Hnr.j?—'l“i'-\f!lf—n;l"‘wfi,

par suite 4, = u,,, = I ;larelationuy, > w; > - > u, > /est donc vraie pour
tout entier n = 0. Ceci démontre que la suite (,) est décroissante et minorée
par [ ; cette suite est donc convergente.

Nous venons de voir que pour tout nombre réel @ la suite (u,) admet une
limite utelleque 0 < w < Isi0 < a < lettellequeu = Isia = I Soit fla fonc-

tion réelle défini¢ sur R, par f(x) =1 + Vx pour tout nombre réel x = 0;
cette fonction est continue au point w. Comme lim u, = w nous avons

n=t 4w

lim f(u,) = f( lim u,,)=f(u) d’oti lim wu,eq = f(w)
n—++to —++¥ o n—++ oo

d’ott u = f(4). Nous avons vu au début de cet exercice que le seul nombre réel ¢

vérifiant la relation 1 = 1 4 /7 était le nombre I = (3 + \/3)[2, par consé-

quent la suite (x,) admet la limite (3 + +/5)/2 et ceci quel que soit le nombre réel
az=0.
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2.15

Soient @ un nombre réel non nul et («,) la suite de nombres réels, définie par

Ug = et topq =ityt——1
mn

pour tout entier n > 0. Etudier la convergence de cette suite et déterminer sa
limite (on étudiera séparément les cas @ > Oeta < 0).

Solution

Etudions le cas @ < 0. Supposons que u, < — n alors

1
u,,+l=u,,-|-u—-—1£u,,—la‘;—n—l,
n

par suite #,4; < — (n + 1). Ainsi nous avons U, < 0 et si u, < — n alors
t,4+1 < — (n + 1), par suite u, < — n pour tout entier n = 0 ce qui démontre
que la suite (%) admet la limite — oo.

Etudions maintenant le cas @ > 0. Supposons que nous ayons u, = 1 pour
un certain entier », alors 1/u, < 1 donc u, + 1/u, — 1 < u, SOIt U4y < Uy,
D’autre part #? — 2u, + 1> 0 dott uj + 1 > 24, soit u, + 1/u, > 2 car
u,>0 dott u, + (1/u) — | =1 soit encore U,y = 1. En particulier si
u, = 1 tous les termes de la suite sont supérieurs ou égaux a 1. Supposons que
nous ayons 0 < u, < 1 alors

u.=uﬂ+i}--1 d’olt u(}(ul——l)=.t«t§—2ut,3+l;=(u.;.---1)l2
0

donc u; — 1 > 0 soit u; > 1. Nous avons démontré que si 1 < u, alors
1 < #,y; < U, donc pour tout entier n = 1 nous avons 1 < uyypq < U, par
conséquent la suite (u,) est décroissante et minorée par 1, elle est donc conver-
gente. Soit / la limite de la suite (4,); nous avons ! = 1 donc la fonction f,
définie par f(x) = x + (1/x) — 1 pour tout nombre réel x > 0, est continue
au point I, par suite

im f(u,) =f() dol lim tpey =f()

n—+ + n—++ @
soit I = f(I). Ceci démontre que pour tout nombre réel g > 0 la suite (u,) est
convergente et admet une limite [ vérifiant / = f( I) c’est-a-dire

l—1

I=1+

ce qui est équivalent & / = 1 ; par conséquent la suite (1,) admet la limite 1.
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2.16

Soit (u,) la suite de nombres réels définie par v, =0 et u,4, = cosi,
pour tout entier n = 0.

1o Démontrer que les suites extraites (u,,) et (Uy,4+4) sont convergentes.

20 Désignons par I (resp. I) la limite de la suite (u5,) (resp. (t2q41))-
Démontrer que [ = cos [’ et [’ =cos I. En admettant I'inégalité | sinx | <| x|
si x # 0, démontrer que I = I'.

Solution

10 Nous avonsuy = 0,1, = letu, = cos | ccommel < /2,0 <cosl<1
d’oti up, < up < 4y, < mf2. La fonction cosinus est décroissante sur l'inter-
valle fermé [0, 7/2] donc nous avons cos iy > COS Uy = COS I = 0 soit
1y ;us;ﬂz?ﬁ d,Dﬁ

Hoéﬂzﬂu:;éﬂl.
Supposons que pour un entier # nous ayons
g € Upy € Uppaz S Uz S Uzpts S Ups

la fonction réelle qui associe & chaque nombre réel ¢ le nombre cos (cos t), est
croissante sur I'intervalle [0, /2] donc nous avons

cos (COS 1g) < €08 (COS Ug,) < €OS (COS Uzpi2) < COS (COS ruva)
< €08 (COS Uy, 4 1) < €OS (COS 1y)

soit
Uy € Uppiz S Ugppa < Ugpas S Ugpes S Uz
par suite
Uy € Upnst) < Uppni1)+2 S Wani)+3 S lomaner S U -

Nous venons de démontrer que les inégalités
U < Upy € Uppaz S Uzpis S Uznry S Uy

sont vraies pour n = 0 et que si elles sont vraies pour un entier # alors elles sont
vraies pour ’entier n + 1, par suite ces inégalités sont vraies pour tout entier
n = 0. La suite (u,,) est donc croissante et majorée par u; et la suite (U2,41)
décroissante et minorée par 1, ces deux suites sont donc convergentes.

20 La fonction cosinus est continue au point I et comme Lm u,, = 1

n—= 4o
nous avons

lim cos u,, = cosl

n—++
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OF COS Uy, = Uy 4y dONC

I.im COSs Uy = Hm Uap+1 = 1' dEG'I‘.l 1' = COS l -

n—+ oo n—++ x

Une démonstration analogue prouverait que / = cos/’. Nous avons donc
I' — I =cosl— cos!' soit
V'—1=-— 2sin~f—5_—‘sin-"-;—’ don I —=1]<2

' —_—
sin X
2

Sil #I',alors I’ — [ # 0donc
il U | =8
sin — 3

par suite nous aurions | /' — [| < |I'’ — I| ce quiest impossible donc, I = I'.
Ceci démontre que la suite (u,) définie par up = 0 et 1, = cosu, pour tout
entier n > 0, admet une limite / vérifiant la relation / = cos .

2.117

Soit @ un nombre réel strictement positif. Considérons la fonction réelle f
définie sur 'ensemble 10, + co[ par f(x) = 2 + a/x. Etant donné un nombre
1y > 0, on définit la suite de nombres réels (14,) par son premier terme u, et par

u,44 = f(u,) pour tout entier n > 0.

fo Démontrer que I'équation x = f(x) admet une et une seule racine posi-
tive. Soit & cette racine, démontrer que si 0 < u, < o alors u, < tiy4, < o En
déduire que les suites (u,,) et (u3,4,) Sont convergentes (on pourra étudier
séparément les cas 0 < u, < aetuy = o).

2¢ Démontrer que la suite (1,) admet toujours une limite et calculer cette
limite.

Solution

1o Résolvons I'équation x = 2 + a/x, nous obtenons x* —2x —a =10
dott x =1 + /1 + a par suite la racine positive est o =1 + J1 + a
Supposons 0 < u, < «, la fonction f est décroissante sur 'intervalle 0, + oo
done f(u,) = f(z) 4’0l ., > o, par suite [(u,41) <S(0) sOIt 4,2 < .

Démontrons que u, < 4, ; Soit

4_:5_,_,._+ 2a + auy
2u, + @ ’

.
2 + (afu,)

comme u, = O cette derniére inégalité est équivalente a

U, <2+ ou encore  u, <

2u’ + au, <4a,+ 2a + au, soil u? —2u,—a<0.

Mais u,, est compris entre les racines 1 — J1 + aetadutrindmex®> — 2 x — a
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par suite #? — 21, — a < 0d’oli 4, < v, ,. Supposons 0 < u, < o. Le calcul
précédent nous montre que 0 < u < 1, < o Supposons ue nous ayons
Uy, < Uzysz < ¢ 2lOTS NOUS AVONS Uspyz K Ugyia S0, PAT suite pour tout
entier # = 0 nous avons 0 < 1, < Uy, 2 < o. La suite (u,,) étant croissante et
majorée par o, admet une limite / telle que 0 </ < a. Puisque la fonction f est
décroissante nous avons f(u;,) = [(Ugne2) 2 f(o), AOU U,y 2 Ugpiz Z 0
la suite (145, + ) est donc décroissante et minorée par o, par suite elle est conver-
gente et admet une limite /' telle que I 2 o.

Supposons 1 = o, alors 0 < f(up) < f(e)donc0 < u; < ajun raisonnement
analogue au précédent nous démontre que la suite (1,,4,) est croissante et
majorée par o et que la suite (u,,) est décroissante et minorée par «, par consé-
quent les suites (x5, et (1,4 1) sont convergentes.

2¢ Soient / la limite de la suite (u,,) et I’ la limite de la suite (15, () ; I'étude

précédente nous montre que dans les deux cas les nombres l et I’ sont strictement

positifs donc la fonction f est continue aux points [/ et I, par suite comme
lim wu,, = [ nous avons

n=++w

lim f(uy,) =f() dou hm w4 = (")

n—r 4+ @ n—+ o

soit I’ = f(I). Nous démontrerions de maniére analogue que / = f("). Nous

avons donc f(I") = f[f(D] d’ou I = f[f(D)] soit

a i _41+2a+a1
!#2+‘2+mf o irﬁ21+a

et puisque / > 0, 2 [ + a > 0 donc I'égalité précédente est équivalente a Iégalité
20 + al =41+ 2a + al soit I* — 21 — a = 0. Nous avons vu au 1° qu'il

existe un nombre réel uniq}le oa=1+ J 1 + a, vérifiant cette égalité. Nous
avonsdoncl =1 + 1 + ad’oul’ = f(I) = 1 + 1 + a, par suite pour tout
nombre réel u, les suites (u5,) et (#5,4,) sont convergentes et admettent la
méme limite 1 + +/1 + a. Parconséquent la suite (1,) admet la limite 1 + +/1+a.

2.18

Soient @ et b deux nombres réels tels que a < b. Soit f une fonction réelle
définie et uniformément continue sur I'intervalle ouvert Ja, b[.

1o Démontrer que f admet une limite & droite (resp. & gauche) au point
a (resp. b).

20 Démontrer que [ se prolonge en une fonction f uniformément continue
sur Pintervalle fermé [a, b].
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1° Nous allons démontrer que la fonction f vérifie les hypothéses du critére
de Cauchy a droite du point a. Soit £ un nombre réel strictement positif; puisque
la fonction f est uniformément continue il existe un nombre réel 7 > 0 tel que

ur tout couple (x, x") de points de ]a, b[ vérifiant | X" — x | < # nous ayons
f(x") — f(x)| < & Par suite pour tout couple (x, x") de points de la, 5[ véri-
fant 0<!lx —a|l<net0<|x' —a]l <nnousavons 0 <x—a<net
0<x'"—a<ndol —yp<x' —x<nsoit|x — x| <ndonc

|7e) — )| <e.

Ceci prouve que la fonction f vérifie les hypothéses du critére de Cauchy a droite
du point a. Une démonstration analogue prouve que la fonction f vérifie les
hypothéses du critére de Cauchy a gauche du point b, par suite la fonction
admet une limite & droite au point a et une limite & gauche au point b.

20 Définissons la fonction f par f(x) = f(x) si x appartient 2 l'intervalle
ouvert Ja, b et f (a) = lim f(x),f (b)) = lim f(x). La fonction f prolonge

x—+a+ x—+h—

la fonction f, or f est uniformément continue sur Pintervalle ]a, b[ donc f est

continue en tout point de cet intervalle, par suite f est continue sur ]a, b[.
Comme

f@= lim f(x) et f(b) = lim f(x),
x—+U+ x—+h—
la fonction _-f est continue aux points a et b donc sur P'intervalle fermé borné

[a, b] donc la fonction f est uniformément continue sur cet intervalle (¢f. C. E.,
Ch. 4, § IV, 49).

219

Soit f une fonction réelle, définie et continue sur un intervalle fermé borné
[a, b]. On se propose de démontrer que la fonction fest uniformément continue
sur cet intervalle en utilisant le théoréme démontré a I’exercice 1.20 : « De toute
suite bornée de nombres réels on peut extraire une suite convergente. » On rai-
sonne par I’absurde ; supposons donc que f ne soit pas uniformément continue
sur I'intervalle [a, b].

1o Démontrer qu’il existe un nombre réel £ > 0 et deux suites (x,) et (xy)
de points de [a, b] telles que pour tout entier n = | nous ayons

' 1 '
Ixn_xnl{E el If(xﬂ)“f(xﬂ)l;?'e‘

20 Soit (x,,) une suite convergente extraite de la suite (x,). Posons
lim x,,, = [; démontrer que lim X, = 1.

n=v+oo n=++4+co

3¢ Démontrer que la fonction f n’est pas continue au point /.
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Solution

1o Puisque la fonction f n’est pas uniformément continue il existe un nombre
réel £ > 0 tel que pour tout nombre réel y > 0, il existe un couple (x, x") de
points de [a, b}, vérifiant | X' — x| <y et |f(x) — f(x")| = & Par suite pour
tout entier # 3= 1 il existe un couple (x, x;) de points de I'intervalle [a, b] tel que

1
lx::_xulc:E ct if(‘x:l)_f(xﬂ)l;&'

Nous venons ainsi de définir deux suites (x,) et (x,) de points de [a, b].

20 La suite (x,) est bornée donc nous pouvons en extraire une suite conver-
gente (X,(,)- Soit & un nombre réel strictement positif ; alors il existe un entier n,
tel que pour tout entier p > n; nous ayons 1/p < w/2. Nous savons que
@(k) = k (¢f- 1.13) donc pour tout entier p 2 n; nous avons

1 1 o

| Xo0m — X € — < -<=.
¢(p) w(F]l = QD(P) p )

Puisque liln Xomy = I il existe un entier n, tel que pour tout entier p = 1,
n=r + o

nous ayons | X, — /| < /2. Posons ny = Sup (n,, n,); alors pour tout entier
P = ny nous avons

Koy — D = (o) — X)) + Koy — D
donc
| Xon — 1l < | Xotey — Yooy | + | Xy — Il dot |xpp — Il <a,

ce qui démontre que la suite (xg(n) admet la limite L
3¢ Supposons que la fonction f soit continue aun point I. Nous avons
lim x,u, =1  donc lim f(x,0m) =Sf(D)

n= + oo n=r+ o

de méme

lim f(xom) =f(0).

n—++ oo
D’autre part, d’aprés la construction des suites (X)) €t (Xgm) nous avons

| £ Geom) — S o) | = & d’ou par passage & la limite | £ —F ()| = & ce qui
est impossible.

Ceci démontre que si la fonction f nest pas uniformément continue sur
I'intervalle [a, b], alors il existe un point / de cet intervalle ou la fonction f n’est
pas continue. Par hypothése la fonction f est continue en tout point de 'inter-
valle fermé borné [a, b] donc elle est uniformément continue sur cet intervalle.

2.20

Soit f une fonction réelle définie et continue sur I'ensemble [0, + cof et a
valeurs dans [0, + oo[. On suppose que pour tout couple (x,x") de points
de [0, + oof on ait

1(25%)z 500 + 0.
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On se propose de démontrer que la fonction f est uniformément continue.

10 Soit (x, x’) un couple de nombres réels tels que 0 < x < x’. Démontrer
que pour tout entier n et tout entier k vérifiant0 < k < 2"ona:

A

En utilisant I’exercice 1.9 démontrer que pour tout nombre réel 1 appartenant
a 'intervalle [x, x'] on a

"‘) > (0 + 2‘5 [f(x) = ()] -

70> @ - x)ﬂ-"x’ =it R

2¢ Soit x un nombre réel positif; démontrer que I'application ¢ définie sur
I’ensemble ]x, + oof par

oty =10 =1

est décroissante. Démontrer que la fonction ¢ est & valeurs positives (on pourra
raisonner par I'absurde) et en déduire que la fonction f'est croissante.

30 Soient x, y et z trois nombres réels vérifiant 0 < x < y < z. Démontrer
que
fO) - f(2) —fO)
y=x - z-y
Soient k et x deux nombres réels strictement positifs. Démontrer que si & € x
alors (k) — f(0) = f(x + k) — f(x) = 0.

49 En utilisant le fait que I’application f est continue au point 0, démontrer
que la fonction f est uniformément continue sur 'ensemble [0, + 00[

Solution

10 1l est clair que la relation est vraie pour n = 1. Supposons la vraie pour un
certain entier # — 1; alors pour tout entier k' vérifiant 0 < k' < 2"~ nous
avons

(x 2 )s 10+ S

Soit k un entier tel que 0 < k < 2”; ou bien k est de la forme k = 2 k" avec
0 <k <2 tetalors

’

— X

g D i B
2" 2"
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donc
1+ 6555 160 + U6 = 1691 = 169 + 16 = S
ou bien k est de la forme k = 2k" + l avec 0 € k" < 2"~ 1 et alors

=)o o)

x + k= _)”=-l[(x+k”x
2 2

o
donc
(o5 w2 5]
d’ott
5>
il, [f(x) T (f(x} () + f(x) + ki;._i.l (F(x) f(x))]
soit

4

Ceci démontre que 'inégalité

2= %) 5500+ £ 1) - 7]

f(x . ’-‘-;-35) > 09+ 116 ~ )

est vraie pour Ientier n. Comme cette inégalité est vraie pour 'entier n = 1
nous avons

pour tout entier n > 1 et tout entier k vérifiant 0 < k < 2"

") ST+ é’f [f&) — fO]

Nous savons d’aprés I'exercice 1.9 que tout nombre réel ¢, de Iintervalle
fermé [x, x'], est limite d’une suite de nombres réels (x,) ol x, est de la forme

r

X x-l-.!cx-)c
n = " —_—
9"




62

EXERCICES D’ANALYSE

avec 0 < k, < 2" La fonction fest continue au point t et comme lim x, = ¢,

=+ oo

nous avons lim f(x,) = f(t). Or pour tout entier # = 1 nous avons

n=r+ o0

TG0 500 & ;i [/() = F O]

soit

7D = 709+ — )f%} — I/

X

Les inégalités se conservent par passage a la limite donc

f(x)—f(x)

f—x

JOZf(x)+ (@ - x)

Nous remarquons que ceci signifie que le graphe de la fonction fest au-dessus
de la corde déterminée par les points de coordonnées (x,f(x)) et (¥, /(x)).

20 Soient ¢ et t' deux nombres réels tels que x < f < ¢; alors d’aprés la
question précédente nous savons que

DS gy [0S, 10— )

= '
—~ X f—X I i—X

FO) = f) + (-

puisque  — x > 0 ; ceci démontre que la fonction ¢ est décroissante. Supposons
gu’il existe un nombre réel ¢ tel que x < fet () < 0. Alors

f@O -1 _

donc la fonction affine g définie par

4 —Jf(x)

t—x

g(u) = f(x) + (u —

pour tout nombre réel u, prend la valeur — 1 pour

_ )+ 1) —x) (f() + 1)t — x).

e OEIe)) e N e
mais
=% (f® + 1)t — x)
JO20 e e <0 P Tro-jm <0

d’ott u > t. Nous avons d’autre part f(u) = 0 donc

F > 169 + = 10T gy 1O =S 10 1)
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ce qui signifie que @) > @(7); ceci est impossible puisque la fonction ¢ est
décroissante. Nous venons donc de démontrer que I'application ¢ est une
application décroissante et positive sur I'ensemble [0, + ool.

Soient x et ' deux nombres réels tels que 0 < x < x’; comme la fonction ¢
définic par

[ = f(x)

o) == —

est positive, nous avons @(x") > 0d’ot f(x) = f(x) ; ceci démontre donc que
la fonction [ est croissante sur I'ensemble J0, + oo[. Soit x un nombre réel tel
que 0 < x. Puisque la fonction fest continue au point 0 nous avons

lim f(t)= f(0).

t=+0+

Supposons que f(0) > f(x) et posons & = f(0) — f(x); alors il existe un
nombre réel # > 0 tel que pour tout nombre réel ¢ vérifiant 0 < 1 <y nous
ayons |f(:} —f(O)I < ¢ Soit t un nombre réel tel que 0 < ¢ < Inf (, x),
alors nous avons |f(t) —f(0)| <& d’ott f(0) —&<f(1) <f(0) +¢& soit
f(x) < f(t) ce qui est impossible puisque la fonction f est croissante sur
I’ensemble 10, + oof, par suite £(0) < f(x) si x > 0, donc la fonction f est
croissante sur I’ensemble [0, + ol.

30 Puisque ¢ est une application décroissante nous avons

@ =10 L IO =I®  poi ey > 00 + (¢ — 9 LTS

—_—

z—Xx y—Xx y—x

par suite

1@ = 10) > 169 + 2 = 9 TO=ID 1

soit
16 — 7o) 3 e — =1,
y—x
et comme z — y > 0 nous avons
i@ =10)  10) = 1)
z—y = y—=%

Nous avons 0 < h < x < x + h donc en appliquant ce qui précede aux
nombres 0, x, x + h nous obtenons

£G) = O _ fx + b = ()
x—0 7 x+4+h-—x
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or

69— S©) _ (k) —J©)
x = h

car la fonction ¢ est décroissante, donc nous avons

f(h) - /O ﬂ%@. dot f(h) — f(0) = f(x + b) — f(x).

La fonction f est croissante donc f(x + h) = f(x) et par suite
f—fO=2fx+h-f(x)=0.

40 Spit ¢ un nombre réel strictement positif; puisque la fonction f est continue
au point 0, il existe un nombre réel 1 > 0 tel que pour tout nombre réel x = 0
vérifiant x < 7 nous ayons | f(x) — f(0) | < &2. Nous allons démontrer que
pour tout couple (x, x") de nombres réels positifs vérifiant | x" — x| < 7/2,
nous avons | f(x") — f(x) | < & L'inégalité est vraie si x = x’, supposons donc
x < x' et posons X' = x + h ol h est un nombre réel strictement positif véri-
fiant I'inégalité h < n/2.

Etudions d’abord le cas x = #n. Nous avons 0 <h <x <x + A d’ou
G+ h) —f() <fh) —f(O) < #f2 <.

Etudions le cas x <y < x + h. Nousavonsy —2h < x —hdou x> h
parsuite0 <h<x < x+ hdouf(x + h) — f(x) <e

Etudions maintenant le cas 0 < x < x + h < 5. Nous avons

£

fx+m—fO] <5 e [0SO <3

d’olr

|G —fx+ B = |(f) = FO) + (fO) — f(x + )| <
|f) —F O] + |£O) ~f(x+ B)| <e.

Nous venons donc de démontrer que pour tout nombre réel &€ > 0, le nombre
réel /2 est tel que pour tout couple (x, x") de points de I’ensemble [0, + oo
vérifiant | ¥ — x| < 7/2 nous ayons |f(x) — f(x")| <& ceci achéve de
démentrer que la fonction f est uniformément continue sur I'ensemble [0, + cof.

2.21

Soit f une fonction définie et continue sur 'intervalle fermé [0, 1] et & valeurs
dans ce méme intervalle. Démontrer qu’il existe un point x de I'intervalle [0, 1]
tel que f(x) = x.
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Solution  Considérons la fonction g: [0, 1] — [0, 1] définie par g(x) = f(x) — x
pour tout €lément x de [0, 1]. Cette fonction est continue sur 'intervalle [0, 1]
puisqu’elle est la différence de deux fonctions continues. Nous avons g(0) = f(0)
et g(1) =f(1) — 1. Comme f(1) < | nous avons g(1) < 0, et d’autre part
£(0) = 0. La fonction g étant continue sur I'intervalle fermé [0, 1], d’aprés le
théoréme des valeurs intermédiaires (cf. C. E., Chap. 4, § 1V, 47) cette fonction g
prend toute valeur comprise entre g(0) et g(1), donc en particulier la valeur 0,
par suite il existe un point x de I'intervalle [0, 1] tel que g(x) = 0donc f(x) = x.

2.22 Soit f une fonction réelle définie et continue sur R. On suppose que
lim f(f) = + o© et Iim f(f) = — 0.
—++m ==

1© Démontrer qu'il existe un nombre réel x (resp. y) tel que £ (x) < 0 (resp.
f(» = 0). En déduire que I'’équation f() = 0 admet au moins une solution.
2° Démontrer que tout polyndéme de degré impair a coefficients réels admet
au moins une racine réelle (on pourra utiliser les résultats de I'exercice 2.2, 39).

Solution 10 Puisque lim f(r) = + oo il existe un nombre réel y tel que pour tout
1—++eoo

nombre réel £ = y nous ayons f(¢) = 0, donc f(y) = 0. Nous démontrerions

de méme I'existence d’'un nombre réel x tel que f(x) < 0. La fonction f étant

continue sur R, est continue sur I'intervalle d’extrémités x et y ; d’apres le théo-

réme des valeurs intermédiaires la fonction f prend toute valeur comprise entre

f(x) et f(») donc en particulier la valeur 0. Par suite il existe un nombre réel ¢

tel que f(tr) = 0.

20 Soit P(X) = @apyq X" + a5, X" + - + a; X + a, un polynéme de
degré impair, & coefficients réels. Nous savons d’aprés 'exercice 2.2, 3° que

lim P(1) = + o0 sidgy,y; >0et que lim P(f)= — o0 si a,;,,;<0.
=40
Deméme lIm P(f) = — cosiayey; > 0ct Iim P(t) = + cosiay,, <O.

t—+— o0 == 00

Supposons a,, . ; > 0; alors la 1€ question démontre qu’il existe un nombre réel ¢
tel que P(7) = 0. Si a,,,; < 01l suffit de raisonner sur le polynébme — P. En
conclusion tout polynéme de degré impair, a coefficients réels, admet au
moins une racine réelle.

2.23 Soient a et b deux nombres réels tels que a < b. Soient f et g deux fonctions
réelles définies et continues sur I'intervalle fermé [a, b]. On suppose que pour
tout élément x de [a, b] on a f(x) > g(x). Démontrer qu’il existe un nombre
réel A > 0 tel que pour tout élément x de [a, b] on ait f(x) = g(x) + A

CaALvo. — Exercices d’analyse 3
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Considérons la fonction h = f — g définie sur [a, b] par h(x) = f(x) — g(x)
pour tout élément x de [a, b]. Cette fonction est définie et continue sur I'inter-
valle fermé borné [a, b], par suite elle admet un minimum en un peint ¢ de

[a, b] et nous avons Inf h(f) = h(c); or h(c) > 0 donc si nous posons h(c) = 4
t € [a,h]
nous aurons A(x) = A pour tout élément x de [a, b] par suite pour tout point

x de lintervalle fermé [a, b] nous avons f(x) = g(x) + A

2.24

Soit f une fonction réelle définie et continue sur R. Démontrer que si f est
périodique de période T alors f est bornée sur R.

Solution

La fonction f étant continue sur R, elle est continue sur Pintervalle fermé
borné [0, 7], par suite f admet un maximum M et un minimum . Soit X un
nombre réel alors nous savons qu’il existe un entier relatif » tel que

n<xT<n+1
(cf. exercice 2.6, 1°) donc nT < x < (n+ 1) T d'ot 0 x —nT < &7,

par suite m < f(x — nT) < M donc m < f(x) < M. Ceci démontre que la
fonction f est bornée sur R.

2.25

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b et f une fonction réelle définie
et continue sur 'intervalle [a, b]. On suppose que f admet un maximum local
en un point x, de [a, b] et un maximum local en un point x, de [a, b] tels que
x,; < x,. Démontrer que f admet un minimum local en un point ¢ de I'inter-
valle ouvert JIx,, x,[.

Solution

La fonction f, étant continue sur I'intervalle fermé borné [x,, x,], admet un
minimum en un point ¢’ de intervalle [x,, x,]. Nous avons

f(c) = 1Inf f(1) donc f(c') <f(xy) et f(c) <f(x;).

fe[x;,x2]

Supposons d’abord que I'une des inégalités soit une égalité et par exemple

(¢ = f(x,). Puisque x, est un maximum relatif il existe un nombre n > 0

tel que pour tout point x vérifiant x; < x < x, + 1 nous ayons f(x) < f(xy).
Maisf(x,) = Inf f(r)donc pour tout nombre réel x vérifiant x; < x < x, +7

te[x1,%:]

nous avons f(x) = f(x,), par suite la fonction f est constante sur I'intervalle
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[%;, x; + n] donc elle admet un minimum relatif au point ¢ = x, + g (comme

d’ailleurs en tout point de I'intervalle ouvert ]xy, x; + ﬂ[)- Supposons mainte-
nant f(c’) < Inf (f(x,), f(x2)); alors ¢’ # x, et ¢’ # x, donc ¢’ appartient 2
intervalle ouvert 1x;, x,[. Posons n = Inf (¢’ — x, x, — ¢); alors en tout
point x de lintervalle J¢’ — n, ¢’ + n[ nous avons f(x) = f(c’), par suite la
fonction f admet un minimum relatif au point ¢’. Ceci démontre qu'il existe
un point ¢ de I'intervalle ouvert Jx;, x,[ ol la fonction f admet un minimum
relatif.

2.26

Soient @ et b deux nombres réels tels que @ < b. On considére une fonction f
définie et croissante sur intervalle fermé [a, b] telle que

f(la, 8]) = [f (@), f(®)] -

Démontrer que la fonction f est continue sur Iintervalle [a, b].

Solution

Soit x, un point du semi-segment [a, b[; nous savons (¢f. C. E., Ch. 4,8V, 51
que lim f(x) = Inf f(x). Posons i, = Inf f(x), nousavons f(xg) < .

x-—+xg+t+ Xo<X=h Xg<x<h

Supposons que f ne soit pas continue 2 droite au point X ; alors [ (xg) < ig.
Soit y un élément de Pintervalle ouvert |/ (xo), iof ; comme

1/ (o), do[ = [f (@), f(B)],

y appartient a I’ensemble £ ([a, b]) donc il existe un élément x de Pintervalle
[a, b] tel que f(x) = y. Nous avons alors f(x,) < f(x) donc xp, < x et par
définition de i, f(x) = iy ce qui est impossible car y appartient & Pintervalle
ouvert | £ (xo), io] . Nous venons de démontrer que pour tout point x, de [a, b,
f est continue & droite au point X, NOUS démontrerions de maniére analogue
que f est une fonction continue en tout point x, du semi-segment ]a, b], par
suite 'application f est continue sur I'intervalle fermé [a, b].

2.21

Soient g et b deux nombres réels ; calculer Arc tga + Arcigb.

Solution

Nous savons que pour tout couple (z, f) de nombres réels vérifiant
tgatgf#1ona
tgo + tgf

e+ P =T gas
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Par suite si tg (Arc tg o) tg (Arc tg b) # | nous aurons

tg (Arctg a) + tg(Arctg b)
— tg (Arctga) tg (Arctg b)

tg (Arctga + Arctgh) =

D’autre part tg (Arc tg x) = x pour tout nombre réel x donc nous avons

tg (Arctga + Arctgb) = En_"l-—; si ab # 1.

Nous savons que la relation Arc tg x = y est équivalente &

t =X et E< <E*
par suite
i3 7 n i
— = t = i —= <A =
2-.::}‘u'cg.:z-iz € 2-:: rctgb<2

d’olt — 7 < Arctga + Arctgh < m. Nous avons donc

Arctga + Arctgb = Arctg ~1—_+—bb + kn

ol k est un entier rationnel ; plus précisément

a+b
Arctga + Arctgh = Arctgl i
. 7
si —ﬂ{Arctga+Arctgb<—5
a+b
Arctga + Arctgh = Arctgl —
si —%-::Arctga+Arctgb<:g
a+b
Arctga + Arcigh = Arctg-l—:-—b-i- s
si " < Arctga + Arctgh < 7.

2

Ftudions maintenant le cas ab = 1. La relation tgoatg = 1 est équivalente
a la relation

1 : T
tga—-t—éﬁ soit tga—tg(E— ) et aFkn
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donc
n
a-—*i—ﬂ+kn et o # kn,

soit encore
7
a+ﬁ=§+kﬂz et a#kn.
Par suite si ab = 1, tg (Arc tg a) tg (Arctgb) = 1 d’on
Arctga+Arctgb=§+kn et Arctga # kn

ce qui nous donne

Arctga+Arctgb=—§ si a<0
et
f"&.rctg.:z+1f’ﬁr1c:lgl!:l=:'2—r si a>0.
CONCLUSION
Arctga + Arctgh = Arct lr',—-}-—b-+
. Bb= Aty p T
si —n{Arctga+Arctgb<—g
a+ b
Arctga+Arctgb=Arctgl_a5
Siab # 1
: 7 n
sl —§<Arctga+Arctgb«:-2-
Arctga + Arctgb = Arct 2+ - T
g . 1 —ab
si E<Arctga+Arctgb<ﬂ.
1 s .
Arctga+Arcth=—§ si a<0
Siab=1
Arct a+15’u'(.=t-!-—E si a>0
g B, =3 .
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2.28

Calculer

2

2+Arccos 5
1+ x 1 4+ x

Arcsin

suivant les valeurs de x (on pourra poser x = tg 6/2).

Solution

Posons
x—tg ol ~E<E<E soit —n<f<n=m
=183 R ! n |
Nous avons alors
2 x R l—xz
— = 1gin f et =cosf.
L+ 52 1+ x?

Nous savons que la relation y = Arcsin x est équivalente a siny = x et
— nf2 < y < n/2, de méme la relation y = Arc cos x est équivalente a cos y=x
et0 < y < 7. Posons Arc sin (sin f) = a et Arc cos (cos §) = $ alors nous avons

S o<

H

ol |
b

sin @ = sin o et —

donc0 =a + 2knouf =n — o + 2 kn. Les conditions imposées 2 0 et 2 «
nous donnent

f 0 s -Z<0<3
Arcsin(sin9)=?—n—9 si —-—n<0< —g
\ T—0 si géﬂ{ﬂ.

De méme nous avons cos@ =cosff et 0 <P < n,donc 0=+ B + 2kn;
les conditions imposées & 6 et f nous donnent

0 si 0<b<n

Arccos(cosﬂ)={_9 si —n<0<0
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Par suite nous avons

—n—20

Arc sin (sin 6) + Arc cos (cos 0) =
20

si

sl

si

si

7

T

. &

n<f< 5

i1

~<f0<
5 0<0
r
sb<c
? 2
<0<

Comme x = tg0/2 avec — n < 8 < n nous avons 6 = 2 Arctgx d’on
en transformant les conditions sur # en conditions sur x

- — 4 Arctg x

0
4 Arctg x
s

Arc sin

I+
13 2 + Arc cos - — =
X - X

si
si
si
si

x< —1
-1<€<x<0
0<xx<1
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FONCTIONS DIFFERENTIABLES
D’'UNE VARIABLE REELLE

3.1

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b et soit f une fonction différen-
tiable en tout point de I'intervalle fermé [a, b]. On suppose que f admet des
maxima locaux aux points x, et x, (x; < x,) de l'intervalle [a, b]. Démontrer
qu'il existe un point x, de I'intervalle ouvert ]x,, x,[ tel que f'(x,) = 0.

Solution

La fonction f est différentiable sur [a, b] donc elle est continue sur [a, b] et 2
fortiori sur 'intervalle fermé borné [x, x,]. Par suite (¢f. C. E., Ch. 4, § IV, n°46)
la fonction f admet un minimum en un point x, de 'intervalle [x;, x,]. Ou bien
Xo appartient & I'intervalle ouvert Jx,, x,[ ou bien x, est 'un des points x,, x,.
Supposons que x, = x,. Puisque la fonction f admet un maximum local au
point x,, il existe un nombre réel strictement positif ' tel que pour tout point x
de [a, b] vérifiant | x — x, | < #’ nous ayons f (x) < f(x,). Mais f (x,) = f(x,)
est la borne inférieure de I’ensemble des /(1) pour tout élément ¢ de [x,, x,]
donc f(x;) < f(x) pour tout élément x de [x,, x,]. Posons s’ = Inf (1, x, — x,)
alors pour tout point x du semi-segment [x;, x; + 5[ nous avons f (x,) = f(x) ;
la fonction est donc constante sur cet ensemble par suite elle admet aussi un
minimum au point x, + #/2 appartenant & I'intervalle ouvert Jx,, x,[. Si nous
avions x, = Xx, un raisonnement analogue prouverait que f admet un minimum
en un point de 'intervalle ouvert Ix,, x,[. Nous venons donc de voir que dans
tous les cas la fonction f admet un minimum en un point x, de Vintervalle
ouvert Jx,, x,[ ; comme cette fonction est différentiable sur cet intervalle nous
avons f'(x,) = 0. '
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3.2

Soient f une fonction réelle, définie au voisinage d’un nombre réel x,, et o
un nombre réel. On dit que f satisfait & une condition de Lipschitz d’ordre o
au point x, 8’il existe des nombres réels strictement positifs M et a tels que pour
tout élément x de I'intervalle ouvert Jx, — a, x, + al on ait

If(x)*f(xo}l < M[x —xo|".

19 Démontrer qu’une fonction qui vérifie une condition de Lipschitz d’ordre «
€n Xy, est continue au point x, si o > 0.

2° Démontrer qu’une fonction qui vérifie une condition de Lipschitz d’ordre «
en xo, est différentiable et admet une dérivée nulle au point Xpsia > 1.

3° Donner un exemple de fonction, vérifiant une condition de Lipschitz
d’ordre & au pomt x,, qui est continue mais non différentiable au point x,.

Solution

1¢ Soit f une fonction réelle, définie au voisinage de Xg, €t vérifiant une
condition de Lipschitz d’ordre & > 0 en x,. Nous savons qu’il existe deux
nombres réels M ct a, strictement positifs, tels que pour tout nombre réel x
vérifiant | x — xo | < @ nous ayons |f(x) — f(xo)| < M| x — x4 |° Soit &
un nombre réel strictement positif; nous cherchons un nombre réel # > 0
tel que pour tout nombre réel x vérifiant | x — x, | < # nous ayons

|7 ) — flx)| <&.

Comme pour tout élément x de P’intervalle ouvert Jx, — a, x, + a[ nous avons
Lf'(x) —-f (x{,)] < M| x — xq[% il suffit de trouver un nombre réel u tel que

<y < a ct que pour tout élément x de ]x, — #, X, + n[ nous ayons
M| x — x4 |* < & La fonction réelle x > | x — x, |* est continue au point x, si
a > 0, donc il existe un nombre réel 5, > 0 tel que pour tout nombre réel x
vérifiant | x — x, | < 1, nous ayons | x — x, [* < & M. Posons

n = Inf (a, n,)
alors pour tout élément x de ]x, — #, xo + [ nous avons
/G —fG) | < MIx—x|° <&
Ceci démontre que la fonction fest continue au point x,,.

2°¢ Soit f une fonction réelle, définie au voisinage du point x, et vérifiant une
condition de Lipschitz d’ordre @ > 1 en x,. Nous savons qu’il existe deux
nombres réels M et a, strictement positifs, tels que pour tout nombre réel x
vérifiant | x — x, | < @ nous ayons |f(x) —f(x0)| < M|x - x| Soit &
un nombre réel strictement positif; nous cherchons un nombre réel > 0 tel que
pour tout élément x de intervalle ouvert ]x, — n, x, + y[ nous ayons

|/ ~F(xo)| <elx = x1.
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Comme pour tout élément x de Jx, — a, xp + a[ nous avons

If{x} —f(-’fo}l <M|x— x|

il suffit de trouver un nombre réel n tel que 0 < n < a et que pour tout
élément x de Jx, — 1, Xo + n[ nous ayons M| x — xo |* < &| x — xg |, soit
| x — xo |*~! < &/M. Puisque o — 1 > 0 la fonction réelle x+— | x — xo e
est continue au point x, donc il existe un nombre réel n, > 0 tel que pour tout
nombre réel x vérifiant | x — xo| < n, nous ayoms |x — xo|*7' < &/M.
Posons 5 = Inf (1,, a); alors pour tout nombre réel x vérifiant | x — xo| <7
nous avons |f(x) -—f(xo)l <M|x —xp|* <&|x— xg| Ceci démontre
que la fonction f est différentiable au point x,.

30 Considérons la fonction réelle définie au voisinage de 0 par f(x) = /.
Cette fonction vérifie une condition de Lipschitz d’ordre 1/3 au point 0 par
conséquent elle est continue en ce point. Nous avons

donc la fonction f n’est pas différentiable au point 0.

3.3

Soit f une fonction définie au voisinage du nombre réel xo. On définit la
dérivée symétrique de f au point x, par
: h) — —
f;(xﬂ). i I“Tlf(xo + )2 hf(xﬂ h)

h—0

quand cette limite existe.

lo Démontrer que si la fonction f admet une dérivée a droite fa(x,) et une
dérivée 2 gauche fi(x,) au point x,, elle admet une dérivée symétrique au
point x,. Calculer cette dérivée symétrique en fonction de f(xo) et f a(x0)

20 Démontrer que la fonction réelle f définie par f(x) = xsin (1 [x)six # Oet

f(0) = 0, admet une dérivée symétrique au point 0, mais n’admet pas de dérivée

4 gauche ni de dérivée & droite au point 0.

3¢ Démontrer que si une fonction réelle f, définie ct croissante sur un inter-
valle ouvert Ja, b[ (a et b étant des nombres réels tels que a < b) admet en
tout point de cet intervalle une dérivée symétrique, celle-ci est positive.

4° Montrer au moyen d’un exemple que la fonction f peut avoir un extre-
mum local au point xg sans que f(xo) soit nulle.

Solution

lo Nous remarquons que la quantité

o + B) — (o — B)
2h
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ne change pas si nous remplagons /1 par — h, par suite

S(xg + h] — fxo _ﬂ_

fe(xg) = ;.I_i.]{:.:. 2
La fonction f admet des dérivées  droite et & gauche au point x,, nous avons
donc
Ty = lim Sflxo + h; —flxo) f(xo) = lim Slxo + hz —f(xo)’
h—=0+ h=+0-
par suite
f;{xan) = Jim f{xﬂ —f)k_ f(xﬂ)
h=0+
d’ou
j_:(xo) - lim f(‘xl} + h) i j(xﬁ - h)
h0+ 2h
K (f(xo + h) "‘f(-’fo)) + (f(xo) — flxo — h])
= lim
W0+ 2h
done

Siloxo) = 3 (filoo) + fi(50)) -

20 Calculons la dérivée symétrique de [ au point 0. Nous avons
[ (h) — f(— k) = 0 pour tout nombre réel h par suite

. JO+ h) —f(0O—h)
= 2h =P

ce qui démontre que f admet une dérivée symétrique nulle au point 0. D’autre
part nous avons

f(h) — f(©) _ hsin(i/h) — 0

h h
d’on
U (S

Une démonstration analogue & celle donnée dans 'exercice 2.3 nous montre que
la fonction hi—sin (1/h) n’a pas de limite lorsque h tend vers 0, par suite la
fonction / n’admet ni dérivée & gauche ni dérivée & droite au point 0.
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30 Pour tout nombre réel h > 0 tel que les points x, — h et x, + h appar-
tiennent a I'intervalle ouvert Ja, b[, nous avons

fo + ) —flxo =M
2 h o

puisque la fonction f est croissante. Mais les inégalités se conservent par passage
a la limite donc

fim flxo + h) — f(xo — h) >0 dou  fl(xe) =0.
Aty 2h

Ceci étant vrai pour tout point x, de U'intervalle ouvert Ja, b[ la dérivée Syme-
trique de f est positive sur tout Iintervalle ]a, b[.

40 Considérons la fonction réelle f définie par f(x) = x pour x > 0 et
f(x) = — 3 x pour x < 0. La fonction f admet une dérivée 2 gauche et une
dérivée 2 droite au point 0 donc elle admet une dérivée symétrique et nous
avons

F20) = 130 + £,0) = 41 = H = — 1.

D’autre part, comme f(x) = 0 pour tout nombre réel x, nous avons f(x) = f(0)
ce qui prouve que f admet un minimum au point 0.

3.4

Soient k un nombre réel et f'la fonction réelle définie sur R par
f(x) = x? sin£+kx si x#0 et f(0)=0.
10 Démontrer que la fonction f est différentiable sur R et calculer sa dérivée

en tout point de R.

2¢ On suppose maintenant 0 < | k [ < 1. Démontrer que pour tout nombre
réel o, > 0 la fonction dérivée /' change de signe sur intervalle ouvert ]— o, of.
La fonction x — f(x) est-elle continue sur R ?

Solution

10 Si x # 0 les théorémes sur la somme, le produit et la composée de fonc-
tions différentiables nous permettent d’affirmer que la fonction f est diffé-
rentiable au point x. Etudions la différentiabilité de f au point 0 et pour cela
calculons

lim f(x) — jl(o) )

x—+0 X



FONCTIONS DIFFERENTIABLES D'UNE VARIABLE REELLE 77

Nous avons
f(I)"f(D)=xsinl+k et ]imxsin—!-=0;
X X x=+0 X
par suite
1'0) = nmf{x) —JO _ .
x—=0

La fonction f est donc différentiable en tout point de R. Nous venons de voir
que f'(0) = k et nous avons

’ . | 1
f(x}—2x51n;—cos;+k

pour tout nombre réel x non nul.

20 Si o est un nombre réel strictement positif nous savons qu’il existe un entier
n > 0 tel que I/nn < a; alors les nombres réels 1/nn et 1/(n + 1) = sont des
éléments de I'intervalle ouvert ]— o, a[. Nous avons

o O s e

Comme | k | < 1 ces deux nombres sont de signes contraires ce qui démontre

que la fonction dérivée /' change de signe sur ]— a, of.
La fonction x s f'(x) est continue pour tout €lément x non nul de R car

alors

o) = 2 % sin L — cos X
f(x)—szmx cosx+k.

Supposons que f soit continue au point 0, alors il existe un nombre réel o« > 0
tel que pour tout nombre réel x vérifiant | x | < a nous ayons

|7 — k| < 1k

soitk — |k] < f'(x) <k +|k|.Sik > Oalors f'(x) > Oetsik < 0,f'(x) <0;
par suite pour tout élément x de ]1— o, a[, f * garde un signe constant ce quiest
impossible donc la fonction x — f'(x) n’est pas continue au point 0.

3.5

Calculer et comparer les dérivées des fonctions réelles f et g définies pour
x#0etx# — 1 par

f(x) = Arctg - i__? et g(x) = Arctg - F Arc tgx <2
2 x? x4+ 1 X

Pouvait-on prévoir le résultat ?
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Nous avons
e I
, 2 x? x? 4 x
JF(x)=—— g i ey
1 i 4x" +1
I +1— f +—
2x 4 x
de méme
(___x__?)’ (x—l)’ x_-j—l—x x—x+1
, x+ 1 + 1)? %*
20y =— = = "_15: ; :«:3 IE
1+( ) 1+(" ) L+ s 1+
x+1 x (x+ 1) x
d’ou
iy 1 . 1 . 4x
2x? 4+ 2x+1 2x2—-2x+1 4x* +1

Nous avons donc f'(x) = g'(x).
Nous savons (¢f. exercice 2.27) que

Uu-—rv
Arctgu — Arctgo = Arctgl +uv+ kn
ou k est un entier. Nous avons donc
X x —1
o x — 1 x+1 x
Arctgx+i—Arctg——x——Arctg — + km
L w1

d’otll

g(x) = Arctg 51'5 +kn  soit  g(x)=S(x)+ kn,
X

par suite pour tout nombre réel x différent de O et de — 1 nous avons

gx) =1"(x).

3.6

Soient a et b deux nombres réels tels que a< bet f une fonction réelle définie,
continue et n fois différentiable sur I'intervalle ouvert Ja, b[. On suppose de plus
que la fonction fs’annule en n + 1 points distincts de I'intervalle ]a, b[. Démon-
trer qu’il existe un point de cet intervalle oltla dérivée d’ordre n de f/ prend la

valeur 0.
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Solution

Soient ag, a,, ..., a, les n 4+ 1 points distincts oll f s’annule. Nous pouvons
appliquer le théoréme de Rolle & la fonction f sur U'intervalle [a,, a,,,1(0 < k
< n — 1). Tl existe donc un point g de l'intervalle ouvert ]a,, ay .| tel que
f'(az) = 0, par suite la fonction f* s’annule en n points distincts de 'inter-
valle Ja, b[. Désignons par ® la fonction dérivée p-itme de f(1 < p <n) et
supposons que f” s’annule en n + 1 — p points distincts, af, af, ..., ai_ ,, de
Pintervalle ouvert la, b[. Nous pouvons appliquer le théoréme de Rolle i la
fonction £ sur chacun des intervalles [af, af.1] (0 < k < n — p), par suite
il existe n — p points af*' (0 < k < n — p — 1) appartenant chacun 2

Jak, ahi sl tels que F®* V(af ™) = 0. Nous venons de démontrer par récurrence
sur p que pour tout entier ¢ vérifiant 0 < ¢ < n, la fonction @ s’annule au
moins en n + 1 — g points distincts de Pintervalle ouvert la, b[, par suite il
existe un point de cet intervalle oll la fonction f® s’annule.

3.7

Soient p et ¢ deux nombres réels et n un entier strictement positif. Démontrer
que le polyndme f(x) = x" + px + ¢ nepeut avoir plus de deux racines réelles
si n est pair et plus de trois racines réelles si n est impair.

Solution

Soient a et b deux racines du polyndme x" + px + ¢g. Désignons par f la
fonction polynomiale définie pour tout nombre réel x par

fX)=x"+px+gqg

et appliquons le théoréme de Rolle & cette fonction sur Uintervalle fermé
[a, b]. 1l existe donc un point de P'intervalle ouvert ]a, b[ en lequel la fonction £~
s’annule, par suite si le polyndme f admet k racines f’ en admet au moins
k — 1. Etudions la fonction /' ; nous avons f'(x) = nx"~ + p. Si n est pair
I'équation x"~' = — p/n admet une et une seule racine réelle donc le polyndme
S admet au plus deux racines réelles. Si n est impair I’équation x** = — p/n
admet au plus deux racines réelles donc le polynéome f admet au plus trois
racines réelles.

3.8

Démontrer les inégalités suivantes :

) X "
1° Arcsin x < — s D<x<1.

I — x

2

F Arctg x > 2 si x>0.

I + x
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1° Appliquons le théoréme des accroissements finis 4 la fonction
t+— Arcsin t

sur I'intervalle [0, x]. Nous savons qu'il existe un point ¢ de I'intervalle ouvert
10, x[ tel que

Arcsin x — Arcsin0 = (x —0}—‘—_—_.

J1 = ¢
Comme 0 < ¢ < x, nous avons
1 = I’.'z > 1 =5 xz et —_— —
d’ot

: x
Arcsin x < —— pour O<x<l.
Vi - x*

20 Appliquons le théoréme des accroissements finis a la fonction
t— Arctgt,

sur ’intervalte [0, x]. Nous savons qu’il existe un point ¢ de I'intervalle ouvert
10. x[ tel que

Arctg x — Arctg 0 = (x —'Cl)—I o
I+ ¢
Comme 0 < ¢ < x nous avons
1
1+ <1 +x* et ey k.

L6 143
d’oli

An:tgx}—x—i pour x> 0.
I 4+ x

39

Soient a et b deux nombres réels tels que @ < b et f une fonction réelle, définie
continue sur I'intervalle fermé [a, b], différentiable en tout point de I'intervalle
ouvert Ja, b, sauf peut-étre en un point x, de Ja, b[.

1o Démontrer que si la fonction dérivée /' admet une limite au point x,
alors la fonction [ est différentiable au point x, et

J'(xp) = lim f(x).

X Xg



FONCTIONS DIFFERENTIABLES D'UNE VARIABLE REELLE 81

2¢ En étudiant la fonction réelle g définie par
g = 1 ;
g(x) = x sin — si x#0 et g(0) =0,

démontrer que la réciproque de Ja propriété démontrée au 1° est fausse.

Solution

fo Soit x un point de I'intervalle [a, b], tel que x < x,. Appliquons le théo-
réme des accroissements finis 4 la fonction f sur lintervalle [x, x,]. Nous
savons qu’il existe un point 1, de intervalle ouvert ]x, x,[ tel que

\@__— S (%)

X — Xo

=112 -

Puisque x < #, < Xp, lim #, = x, donc

x—rXg

lim f&) = fxo) _ lim f'(n,) = lim f(x).

x—+Xxg— X — Xp x~+xp— x=xp—

Par suite la fonction f est différentiable & gauche au point x, et sa dérivée &
gauche fy(x,) en ce point vérifie
Jo (o) = lim  f'(x).
x—rxg—
Nous démontrerions de maniére analogue que la fonction f est différentiable
a droite au point X, et que sa dérivée a droite f4(x,) en ce point vérifie
Ji(xg) = lim f'(x).
x—+xn+
Par suite la fonction f est différentiable au point x, et sa dérivée en ce point
vérifie
f'(x) = lim f'(x).
x=*Xp
20 11 est clair que la fonction g est différentiable sur R sauf peut-&tre au
point 0. Nous avons

Iim g_(x__}—ﬂ = lim x sin1 =0 (cf. exercice 2.2).
x=+0 X x—+0 X
La fonction g est donc différentiable au point 0 et sa dérivée g'(0) en ce point
est nulle. D’autre part pour tout nombre réel x # 0, nous avons
’ i iF 1
g'(x) = szmg cos .

Lorsque x tend vers 0, 2 xsin (1/x) tend vers 0 mais la quantité cos (1/x) n’a
pas de limite (cf. exercice 2.3) par suite la fonction g’ n’a pas de limite lorsque
x tend vers 0.
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3.10 Soit f une fonction & valeurs réelles définie et contindment dérivable sur
Tintervalle [0, 1]. On suppose de plus que la fonction f est strictement positive
sur lintervalle fermé [0, 1].

1° Démontrer qu’il existe un nombre réel 1 > 0 tel que pour tout élément
de 'intervalle [0, 1] ont ait f'(x) = A.

20 En déduire que si f(0) = 0 alors f(x) > Ax pour tout élément de I'inter-
valle fermé [0, 1].

Solution 10 La fonction f' étant continue sur l'intervalle fermé borné [0, 1], admet
un minimum en un point ¢ de [0, 1]. Nous avons donc

Inf f'(t) = f'(c) mais  f'(c) > 0;

te[0,1]

par suite si nous posons f'(¢) = A, pour tout élément x de [0, 1] nous aurons
F'(x) = A

2¢ Soit x un élément de lintervalle ]O, 1]. Appliquons le théoréme des
accroissements finis 4 la fonction f sur 'intervalle [0, x]. Nous savons qu’il
existe un point u de Vintervalle ouvert 10, x[ tel que /(x) — f(0) = f'(u) x.
Mais f(0) = 0 et /() = A donc f(x) = Ax. D’autre part cette inégalité est
vraie pour x = 0 donc nous avons f(x) > Ax pour tout élément de I'intervalle
ferme [0, 1].

3.11 Soit f une fonction 4 valeurs réelles définie, continue et différentiable sur le
semi-segment ]0, 1]. On suppose que pour tout élément x de J0, 1] on a

|l x| <1.

On considére la suite (u,) définie par u, = f(1/n) pour tout entier n > 1 ;
démontrer, en utilisant le critére de Cauchy, que cette suite est convergente.

Solution Soit & un nombre réel strictement positif ; pour démontrer que la suite (u,)
est une suite de Cauchy nous devons trouver un entier N tel que pour tout
couple (p, g) d’entiers, vérifiant p = g > N, nous ayons | u, — u, | < &. Nous

avyons
sy o()
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par suite nous pouvons appliquer le théoréme des accroissements finis, a la
fonction f, sur lintervalle fermé [1/p, 1/g]. Nous savons qu’il existe alors un
point x de l'intervalle ouvert ]1/p, 1/g[ tel que

)G~

Comme I f ’(x)l < 1 nous obtenons

) -4g)
gl -4ls
La suite (1/n) est convergente donc c’est une suite de Cauchy, par suite il

existe un entier N tel que pour tout couple (p, g) d’entiers vérifiant p > g = N,
nous ayons

i

: 1 1
|f(x)|€|p :

1 1

p

lu, — u,| =

'l' l‘ y_ N
‘ﬁ—al-:s d'ou lu, —u,| <e.

Ainsi pour tout nombre réel ¢ > 0 il existe un entier N tel que pour tout
couple (p, g) d’entiers vérifiant p > g > N, nous ayons | u, — u, | < &. Ceci
démontre que la suite (u,) est une suite de Cauchy donc une suite convergente.

3.12

Soit f une fonction définie sur R, & valeurs dans R, continue et dérivable
sur R,. On suppose de plus que la fonction dérivée [ est strictement décrois-
sante et &4 valeurs positives.

1¢ Démontrer que pour tout élément x de I'ensemble [1, + oo on a:

f+D—/(x)<f'x)<f(x)~-flx-1).

En déduire que si /' admet une limite finie 4 lorsque x tend vers + oo, alors [’
admet la limite O lorsque x tend vers + co.

2° On définit la suite (s,) par s, = f'(1) + f'(2) + - + f'(p) pour tout
entier p > 1. Démontrer que la suite (s,) est convergente si et seulement si la
fonction f admet une limite finie 4 lorsque x tend vers + co.

Application : Etudier la convergence des suites suivantes :
—_— ! + I - + =x + - 1
A TP T 1 + p?

oot gt geged  Gag
VT +1 V2 Vitp

a (p=1)
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30 On définit les suites () et (o)) par 0, = 5, — f(p + 1) et o = 5, — [(p)
pour tout entier p > 1. Démontrer que les suites (o) et (o,) sont des suites
monotones et que 'on a ¢, < &, pour tout entier p > 1. Trouver une condition

nécessaire et suffisante sur la fonction /7 pour que les suites (o) et (o7) soient
adjacentes.

Solution

1o Soit x un nombre réel tel que x = 1 ; les hypothéses faites sur la fonction f
nous permettent d’appliquer le théoréme des accroissements finis 4 f sur I'in-
tervalle [x — 1, x]. Nous savons donc qu’il existe un point ¢, de l'intervalle
ouvert Ix — 1, x[ tel que f(x) — f(x — 1) = f'(¢y). La fonction f' est stricte-
ment décroissante donc f'(¢,) > f'(x) par suite f(x) —f(x—1) > ')
En appliquant de nouveau le théoréme des accroissements finis & la fonction f
sur Pintervalle [x, x + 1] nous trouverions un point ¢; de Pintervalle ouvert
Jx,x + 1[telque f(x + 1) = f(x) =F "(¢,). La fonction f étant strictement
décroissante nous avons f'(x) > f'(cy) d’ot f'(x) > f(x + 1) — f(x). Ainsi
pour tout élément x de I’ensemble [1, + ocof nous avons

f+1) —fx)<f'x)<fl®)—-flx-1.
Si la fonction f admet la limite A lorsque x tend vers + oo alors

lim [f(x + 1) = f(x)] = lim [f(x) = f(x - 1)] =0

x=+ 4 @ x—* 4 G0
donc par passage 2 la limite dans I'inégalité ci-dessus nous obtenons

lim f'(x)=0.

x=++ o

20 Sj x prend les valeurs 1, 2, ..., p nous obtenons les p inégalités suivantes :

f@ -1 <M <fO) - £
fA-1@  <f@<fD-fO

Fo+ 1) —f(0) <f'G) <SP ~fp— 1.

En effectuant la somme membre & membre de ces inégalités nous obtenons
f+1)—f) <s, <f(p)—f(0). Puisque la fonction dérivée f' est stric-
tement positive la fonction f est strictement croissante.

Supposons que f admette la limite A lorsque x tend vers + co alors pour tout
entier p > 1 nous avons s, < f(p) —f(0) < 4 — £(0). La suite (s,) est donc
majorée. D’autre part, puisque / est une fonction strictement positive il est clair
que s, < 5,4+, pour tout entier p = 1, donc la suite (s,) est croissante ; la
suite (s,) est donc convergente.

Supposons que f n’admette pas de limite finie lorsque x tend vers + oo,
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alors comme la fonction f est croissante lim f(x) = + co. Mais nous avons
x -+ ob
vu que s, > f(p + 1) — /(1) donc
lim s, > lim [f(p+1)~f(1)] dou lim s, = + 0;

p-—b-l-m p—d--!-m p—p-i-qo

la suite (s,) n’est donc pas convergente. Ceci démontre que la suite (s,) est
convergente si et seulement si la fonction f admet une limite finie lorsque x tend
vers + ©0.

Application :

Considérons la fonction réelle f, définie pour x > 0 par fi(x) = Arc tg x.
Cette fonction est continue, différentiable pour tout nombre réel x > 0 et
nous avons fi(x) = 1/(1 + x?) par suite la fonction f est bien strictement

décroissante et positive. Nous avons a, = fi(l) + fi(2) + — + fi(p) et
comme lim Arctgx = m/2 nous pouvons affirmer que la suite (a,) est

x-++ a0
convergente.

Considérons la fonction réelle £, définie pour x = 0 par f(x) = 21 + x.
Cette fonction est continue, différentiable pour tout nombre réel x > 0 etnous

avons f5(x) = l!«/ 14 x, par suite la fonction f' est bien strictement décrois-
sante et positive. Nous avons b, = f3(1) + f2(2) + - + f2(p) et comme
lim 21 + x = + o nous pouvons affirmer que la suite b, admet la limite

x=* 4w 1
+ oo donc est divergente.
30 La suite (o,) est croissante car

Opi1— 0p=5p1 — S —f(p+2) +f+ D=+ D-fp+D+f(p+1D)
et nous savons d’apres P'inégalité démontrée au 1° que
fp+)>fe+2)—f(p+1) donc 0,4y —0,>0.
De méme nous avons
Ohi1— Oy =51 — S —f@+ D+ =+ D -f+1)+/0),
or
fp+ ) <flp+1D—f(p) donc o, —0,<0.

La suite (0,) est donc croissante et la suite (0,) décroissante. D’autre part la
fonction f est croissante donc f(p) < f(p + 1) d’oll 6, < g, pour tout entier
p = L. Les suites (o,) et (o) seront donc adjacentes si et seulement si

lim (o, —0,) =0  soit lim [f(p+ 1) —f(p)]=0.

p= 4 oo = - oo
Nous allons démontrer que cette derniére condition est équivalente a

lim f'(x)=0.

x—++ oo
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Draprés I'inégalité démontrée au 1° nous avons 0 < f(p + 1) — f(p) < f'(p)
donc si

lim f'(x) =0  alors lim f'(p) =0

X+ oo p—+ @
et comme les inégalités se conservent par passage 2 la limite nous obtenons

lim [f(p+ 1) - f(p)] = 0.

Pt

Réciproquement d’aprés I'inégalité démontrée au 1° nous avons
O0<f'p<fp-rflp—-1)

donc si
lim S+ D-f@)]=0 alos lim [f(p) —f(p - D] =0

et par passage 4 1a limite nous obtenons lim f'(p) = 0. Soit £ un nombre réel
p—+w
strictement positif, puisque lim f'(p) = 0 il existe un entier N tel que pour
p—=+om
tout entier p > N nous ayons f'(p) < ¢, alors pour tout nombre réel x> p
nous avons f'(x) < f'(p) <&, ce qui démontre que lim f'(x) = 0. Ceci

x=+ oo

acheve de démontrer que les suites (a,) et (o,) sont adjacentes si et seulement si

lim f'(x)=0.
x++wm
3.13 Soient @ un nombre réel et f une fonction réelle définie, continue et différen-

tiable sur I’ensemble [a, + co[.
1° On suppose que lim f'(x) = + co. Démontrer que

x=r+ o

lim f(x)= + .

x—++ o0

2¢ On suppose que lim f'(x) = 0. Démontrer que

x=+o0
lim _[(x_] = {J,

x=+ 4 o x
3° On suppose que lim f’(x) = / ou I est un nombre réel strictement posi-
x—+ o0
tif. Démontrer que

e _,

lim —== et que lim f(x) = + .

X=+ o o0 X X—++ o
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Solution

1° Puisque lim f'(x) = + oo il existe un nombre réel 4 tel que pour tout
x—++w
nombre réel x > A4 nous ayons f'(x) > 1. Nous pouvons appliquer le théo-
réme des accroissements finis 2 la fonction fsur I'intervalle [4, x] donc il existe
un élément ¢, de lintervalle ouvert 14, x[ tel que f(x) = f(4) + (x — 4) [(c,).
Comme ¢, > A nous avons f'(c,) > 1 d’ot f(x) > f(4) + (x — A). Par suite
il est clair que lim f(x) = + .

x4+ oD

20 Soit & un nombre réel strictement positif. Puisque

lim f(x) =0,

x—*+

il existe un nombre réel A4 > a tel que pour tout nombre réel x > A4 nous ayons
| £'(x) | < &/2. Nous pouvons appliquer le théoréme des accroissements finis
4 la fonction f sur P'intervalle [4, x] donc il existe un élément c, de I'intervalle
ouvert ]4. x[ tel que f(x) = f(4) + (x — 4) S '(c)). Nous avons alors pour
tout x > Sup (4, 0)

10| _ | ) + & = Af e
X

X

<[1D| 42 A1,

_x—A
x

Puisque ¢, > 4, f'(cl) < % donc fie) < %

par suite pour tout

2
D’autre part si X > _,_Ifii).l alors lﬁ;jll <;

2|/
B ]

nombre réel x > Sup (A, ) nous avons | f(x)/x| <& ce qui

démontre que

Iim ﬂi)=0.

x—=tow X

30 Soit &€ un nombre réel strictement positif ; puisque lim f'x)=1

x-++ 00
il existe un nombre réel 4 > a tel que pour tout nombre réel x vérifiant x > A4
nous ayons | f'(x) — I | < /3. Nous pouvons appliquer le théoréme des accrois-
sements finis & Ia fonction f sur intervalle [4, x], donc il existe un point ¢,

~ de Pintervalle ouvert 14, x{ tel que f(x) = f(4) + (x — A)['(c,). Nous avons

donc
J&) _ ;] _|fe) = ix| _ ’f(A) 4 xf'(e) — Af'(e) — Ix
X X X
d’oul
A) , e,
'{%l—!l < ‘ﬁx—-] +|fled— 1+ 4 f-(xi) :
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Puisque ¢, > A nous avons

£
{‘_.‘

x> i’—@—' alors
£ 3

)
X

Ifed-1]<5 esi
Nous avons

f-1]<s si x>4 donc |fic)- 1|<E

3 3

d’ou
£

£ '
I—§<f(c,)<f+3

et par suite

I 8L 1 8)
{(1-9) <" <2

pour tout nombre réel x > Sup (4, 0). Par passage 2 la limite nous obtenons
lim Jr—@-’51=0 d’on lim A"fﬁ=0;

X=+ + o X x=4 @ X

par suite il existe un nombre réel 4’ tel que pour tout nombre réel x > A’
nous ayons

£

{3.

| 4L
X

Ainsi pour tout nombre réel ¢ > 0 il existe un nombre réel, 3 savoir
Sup (A, ?.J-iﬁl_l LA, 0)
tel que pour tout nombre réel x vérifiant
x > Sup (A,g—lf-—a(f)—l, A 0)

nous ayons

X

o,

ce qui achéve de démontrer que

lim 'f—(—x—)=!.

x=+w X
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Soit M un nombre réel strictement positif. Puisque / > 0 il existe un nombre
réel ¢ tel que 0 < & < I, et comme lim f(x)/x = /il existe un nombre réel B

x—-+ a0
tel que pour tout élément x de I’ensemble ]B, + oo[ nous ayons
j_'%c_}_ﬁ_ <& 50il I~a<j-—(§j<l+a.

Si x > Sup (B, 0) alors x(I — &) < f(x) < x(I + £) d’our :
f(x)>M si x(I —g)>M  soit xbf—i’f--s.
i M
Ainsi pour tout nombre réel x > Sup(B, 0, I_:T;) nous avons f(x) > M
ce qui démontre que

Iim f(x) = + .

x>+ o0

3.14 Soient @ un nombre réel et # un nombre réel strictement positif. Soit / une
fonction réelle définie continue sur I'intervalle fermé [@ — h,a + A], différen-
tiable sur I'intervalle ouvert Ja — h, a + Al

1° Démontrer qu’il existe un élément p de Iintervalle ouvert J0, 1] tel que

fla+h)— fla—h)
h

=f'(a + ph) + f'(a — ph)-

20 Démontrer qu’il existe un élément @ de Vintervalle ouvert ]0, 1] tel que

fla+h) — ZJ;(G} 1@ = h) _ a0k — (@ — OB).

3o On définit la fonction réelle ¢ par
_f@+w) —2f(a) + f(a — u)
2

i

pour O<|u|<h.

o(u)

Démontrer que si f"(a) existe alors lim ¢(u) = f"(a).
u—0

4o Donner un exemple ot lim ¢(u) existe et ol f "(@) n’existe pas.

u-+0

Solution o Considérons la fonction F, définie pour tout nombre réel x de I'intervalle
fermé [0, 1] par F(x) = f(a + xh) — f(a — xh). La fonction F est continue
sur I'intervalle [0, 1] et différentiable sur Iintervalle ouvert ]0, 1], par suite
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nous pouvons appliquer le théoréme des accroissements finis. Nous savons donc
qu’il existe un point p de I'intervalle ouvert 0, 1[ tel que
F(1) — F0) = F()
c’est-a-dire
fl@+h—f(a—h—[fla)-f@]=h'"(a+ ph) + h'@- ph

d’otx

fla+h —hf(" =B _ fa+ uh) + @ - ).

2¢ Considérons la fonction G, définie pour tout nombre réel x de I'intervalle
fermé [0, 1] par G(x) = f(a + xh) + f(a — xh). Une méthode analogue a la
précédente nous démontre I'existence d’un élément 6 de I'intervalle ouvert
10, 1] tel que G(1) — G(0) = G'(6) soit

fla+h)— 2.:;@ @ =B _ s 08 — fia - oB).

3° Ecrivons la formule de Taylor & I'ordre 2, pour la fonction f, sur I'inter-
valle [a, a + u] et sur l'intervalle [a — u, a] ot u est un nombre réel vérifiant
0 < u < h. Nous avons

fa + u) — f(a) = uf'(a) + ’—‘z-[f"(a) + &,(w)] o lim ,(u) = 0
et

2 _
fla— )~ f(a) = — uf'(@) + 5 [f"(@) + 2] ob lim e,(u) = 0.

u—+0
Additionnons membre 3 membre ces deux égalités ; nous obtenons

o) = '@ + 2020,

mais

lim[e,(u) + &,(u)] =0  donc  lim @(u) = f"(a) .

u—+0 u—+0

4e Considérons la fonction f définie par f(x) = x? sin (1/x) si x # 0 et f(0) = 0.
Posons a = 0 ; nous avons donc

2 ; _ 2 o
) = u”sin (1/u) — 02+ u” sin (— 1/u) _ 0 dbiic Moy 6.

u u—0
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D’autre part nous savons (¢f. exercice 3.4, 1°) que

f’(u)=2usini--—cos£— pour u#0 et f0)=0,

donc

M=2sin1ﬁlmsl
u u i u

par conséquent la quantité /'(u)/u n’a pas de limite lorsque u tend vers 0 ce qui
signifie que /' n’admet pas de dérivée au point 0 donc f”(0) n’existe pas.

3.15

Soient @ un nombre réel strictement positif et f une fonction réelle définie et
continue sur I'intervalle fermé [— a, a], deux fois différentiable sur I'intervalle
ouvert ]— @, af. On suppose de plus que f(0) = 0 et que la fonction | /" | est
bornée sur P'intervalle ouvert ]— g, a[. Démontrer que la suite (u,), définie par

u"zf(n_lz)'i'f(fi)"‘"""f(fi) pour n::-al,

est convergente et déterminer sa limite.

Solution

Appliquons la formule de Taylor & P'ordre 2 4 la fonction f sur Pinter-
valle [0, p/n*] (n > 1/a et O < p < ). Nous savons qu’il existe un élément g,
de I'intervalle ouvert ]0, p/n?[ tel que

2
I (;;;) = f(0) + -::%f 0 + ip;; fFHED -
Nous obtenons donc

n=3 f(—%) -ro(x, %)+ z 2—"" &

p=1 \n p=1 n

Soit M un majorant de | f” | sur Iintervalle ]— a, a[ nous avons
n pl n
Z S f”(tp) g Z‘

P

p=1 2!14

2 n
D M 2
— M=
2n* 2n4p§1P

nous savons que

Lo, nn+ D20+ 1)
2P =T 6
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donc
n pz
Y &)

p=1 2n

<mmrne
12 n

n + 1)

D’autre part

donc

) n(n + 1) < Mn(n +1)2n+ 1)

§ 2 n* 12 n*

.

un_f’(ﬂ) z _pg

p=1 N

Nous avons

n(n+1!_
— =

lim e !__}__(i_n-}»_l) =0 et lim
n—+ @ 12n n—+ @ n

donc par passage 2 la limite dans I'inégalité précédente nous obtenons

f(0) n(n + 1_) < M lim n(n + 1_)_(2 n+1)

U, ———- -
4@ 12-?!4

2 n

lim ("n ‘%@)I =0 dou lim u, 1O

n—++ @ n—+ @ 2

Nous venons donc de démontrer que la suite (u,) est convergente et admet la
limite f'(0)/2.

3.16

Soient @ un nombre réel et u un nombre réel strictement positif. Soit f une
fonction réelle définie, continue et n + 1 fois continiiment différentiable sur
I'intervalle fermé [a — u, a + u). On suppose de plus que f"*")(a) # 0. Pour
tout entier p vérifiant 0 < p < n on écrit la formule de Taylor sous la forme

r ptl
" e +

Gt (b))

fla+ ) =f@+ Y

P
r=1
ot 0 < 0,,(h) < 1.

1o On suppose que f®*(a) # 0. Démontrer que

1
im §.(hy = ——.
i'-T] () p+1
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2° Onsuppose que f** 1)(a)=0etsoit r le plus petit entier tel que/**"(a) # 0.
(Un tel entier existe puisque f“*'X(a) # Oet on a p + r < n + 1.) Démontrer
que

y r!p!]”’
lim 6,(h) = |————| .
it (T

Solution 1° Ecrivons la formule de Taylor & I'ordre p et & I'ordre p + 1 pour la
fonction f au voisinage du point a. Nous avons

, hn—l ) P
f@+ B = 1@ + @ + - + s 1) + %f’(ﬂ + h0,(h)
, P! -
fa+h) = f@)+ k'@ + = + 57/ @ +

h? (p) hPH pt1l) hé h
-+ ;;Tf (a) + (p-l-—l)'f( (‘3' + hO,4( )) .

En comparant les deux égalités nous obtenons :

h* {p) h* p) th (p+1)
ﬁf (@ + o (h)) = p—!f (a) +mf (a + h6,,1(h))
SOIlL
fP(a + ho,(n) — fP(a) = g%if‘”"(“ + hb,.1(H)).

Si nous appliquons le théoréme des accroissements finis 2 la fonction £ sur
I'intervalle [a, a + h0,(h)] nous obtenons

FP(a + hO(B)) — fP(a) = WO () f** Na + AhO(h)) ot O0<i<l.
Nous avons donc
0,(h) f®*D(a + 1h,(h)) = }?Tlr_l S a + h6,.,(H)).

La fonction f**1) étant continue au voisinage du point a, les deux membres de
cette derniére inégalité admettent une limite lorsque 4 tend vers 0. Par suite
nous avons

1

e i

lim [6,(h) f** Ya)] =

et comme f*'Y(g) # 0 nous avons

1
I‘ H h = e .
!:l-l:l;l) p( ) p+1
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2¢ Ecrivons la formule de Taylor a I'ordre p et 4 'ordre p + r pour la fone-
tion f au voisinage du point a. Nous avons

fla + h) = f(a) + hf'(a) + — + o i_l)—!f“’_"{a) - 5’; SP(a + hO,(h))
fla+ 1) = 1@ + W@ + = + i 10 + 20 +
+ % f®*a + hO,.,,(h)) .

En comparant ces deux €galités nous obtenons :

B B Y
;,—!f ®a + ho(h)) = Fﬂf (a) + i —®*(a + ho,,(h)). 0]

Appliquons la formule de Taylor a I'ordre r 2 la fonction /P sur intervalle
[a, a + k6, (h)] nous obtenons :

FPa + ho(h) = fPa) + hO,(R) f** (a) + -~ +
[he"(h)] LBl et g 4 k0 (h) on O<i<I.
Mais
FOR ) = e = AP = D

donc en comparant avec I’égalité (1) nous obtenons

[9 (h}] {p+r)
5 ,:f (a + Ah0,(h)) = _—( =

La fonction f*" étant continue au voisinage de a les deux membres de cette
égalité ont une limite lorsque k& tend vers 0. Nous obtenons donc

[Ilm 8,,(!1)] P (a) =

h—+0

fENa + kb, (h)).

A

et comme f?*(4) # 0 nous obtenons la relation

) p! r! i/r
s k) = [(p + 1) '] )

3.17

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b. Soit f une fonction réelle
définie et convexe sur I'intervalle fermé [g, b].

1° Soient A4,, 1, 4; trois nombres réels tels que A; + A, + 43 =1 et
Xy, X, X3 des éléments de I’'intervalle [a, b]. Démontrer que

Fyxy + 2% 4+ A3%3) < A (%)) + 420 (x2) + A3/ (x3) .
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2° Soient 1, ..., A, n nombres réels tels que Z Ar=1 el Xy Xgy iy Xy
i=1

n €léments de 'intervalle [a, b]. Démontrer que

f(‘;ﬂl A; xi) < ::Zi A f(x;) .

411 xl + 112 x:

Solution 1° Nous avons (43 + 4;) + 43, =1 el est un élément de

Ay + A,
[a, b] car
‘11 ‘12
A +.12+A, + 4, s
D’autre part
i A
/'[lxl +;{2x2 +A3JC3 =(11] + .12} 1:] L %2}:2‘ +413x3
1 4

donc puisque la fonction f est convexe nous avons (¢f. C. E., Ch. 5, § TV, 69)

Ay xy + 4, x;
Ay + 2,

S + Dy + Ay x) < O + 2 )+ 1 s

mais

f(Al Xy + 4, x2)< A f(xy) + 4, f(x5)
M+ /T A+ Ay

donc nous avons
SOy xy + A% + A3 %3) < A f(x) + A, 0(x3) + A3 (x3) .

20 Nous allons raisonner par récurrence. La propriété est vraie pour
n = 1,2, 3 ; supposons la vraie pour I’entier # — 1. Nous avons

n—1
3, =

i=1 E A

donc

n n—1 ) n—1 jufxi
Z‘;lixi: _Z: AI) Z -1 +2,,JC"



96 EXERCICES D’ANALYSE

donc

n—1

I (;i 4; x‘-) Q(JE A‘) :{ %}i;: + 4, f(x,) -

Mais d’aprés 'hypothése de récurrence nous avons

z ‘ll'xi n—1 ,-
fl=—]= _Zl —— (%)
XA Xk

dol -
j('_i ii xi) < ; A S ().

La propriété est donc vraie pour n par suite nous avons cette inégalité pour
tout entier n = 1.

3.18 12 Soient x et y deux nombres réels strictement positifs et soient p et g deux
nombres réels strictement supérieurs a 1 vérifiant

+—=1

1
P

Démontrer que

b

bs
x”l’ ylfq g W

-1
=

20 Soient @y, @y, ..., @y by, b3, ..., b, des nombres réels strictement positifs.
En appliquant le résultat précédent aux couples de termes

af b{ :
X =— y Yi=—— pour § =02 B
p g
Y aj Y, b
i=1 i=1

démontrer I'inégalité (de Holder)

n n I/p/ m 1/q
afbi“-‘;(z af') (Z bf) -
i=1 i=1 i=1

i =
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3° Les notations étant les mémes que ci-dessus démontrer I'inégalité (de
Minkowsky)

_SDIIIIiIJIl 1° L’inégalité proposée est équivalente 3
1/p

,1_(-3)+ 1 L(x) > 0.

P\Y q y
Etudions la fonction

11y,
t=f(==-t+——1t""  pour t>0.

p q

Nous avons

' 1 1 m-1 (1/py—1
J == — =Pt = 2 (q — fn-Yy
P pP

| -

Comme 1/p — 1 < 0, f'(¢) est positif pour ¢ > 1 et négatif pour < 1. La
fonction fadmet donc un minimum pour ¢ = 1 et nous avons

11
i) S =z — Lo

Par suite la fonction f'est toujours positive ce qui démontre I'inégalité

X Vv
x”l” ylm g e

P 9

2¢ Ecrivons I'inégalité précédente pour les valeurs proposées ; nous obtenons,

P 1/p q 1/q P q
_"?I_ _“.b'_ 1 N“‘ + L nb' pour i=1,2..n.
Yaf \yuf FPya 9y
i1

i=1 i=1 i=1

A\

Effectuons la somme membre & membre de ces n inégalités ; nous obtenons :
n

NCHELCHIE
i=1

— gt S
(Sa) (3 00)" P Sar 254

CALvD. — Exercices d’analyse 4
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d’olr

ce qui nous donne
n " i/jp/f n 1/g
Zaibié(z ﬂ.’P) (z bf) W
i=1 i=1 i=1

30 Remarquons que (a; + b)? = afa; + b)P™' + bfa; + b)*~!, d'ou

il (ﬂi + bi'}p = Z a,—{a,- + bi)Pm ! + i bi(a; + bi)p_l .
i= i=1

Appliquons I'inégalité de Holder a chacun des termes en posant

=1- c’est-a-dire g=-—.

| -
L~

Nous obtenons

n

Y afa; + b)"™’ s;(i; ag’)up[i @i + bi)P] =1/

i=1 i=1

et

n n ijpf n (p—1)/p
3. biai + ) s( Y. b;’) Y (a; + bi)"]

i=1 i=1

En additionnant membre 3 membre ces deux inégalités nous obtenons I'inéga-
lité cherchée :

LZ‘ (@ + b;)"] ”P s(i; a?)”p +(§l b{’) il




4
FONCTIONS EXPONENTIELLE ET

LOGARITHME. DEVELOPPEMENTS LIMITES

4.1

Soient u, un nombre réel et (u,) la suite définie par son premier terme 4, et par

-ty

e
i = —
L T

pour tout entier n 2 0. Etudier la suite (u,).

Solution

Pour tout entier # = 1, nous avons u, > 0 puisque la fonction exponentielle
ne prend que des valeurs strictement positives. Comme u, > 0 pour n > 1
nous avons ¢™* < 1 d’out 0 < u, < 1/n pour tout entier » = 1. Soit £ un
nombre réel strictement positif, nous savons qu’il existe un entier n, tel que
1/n, < ¢ alors pour tout entier n = n, nous avons

1 1 8
O<uy,<-—-<-—<z¢ d’olr |u, — 0] <&
n o ng

ce qui démontre que la suite (u,) admet la limite 0.

4.2

Soit & un nombre réel ; calculer la dérivée n-iéme de la fonction réelle définie
pour tout nombre réel x par f(x) = e***** cos (x sin o).
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Solution ~ Nous avons f'(x) = cos a e*“*** cos (x sin®) — €***** sin (x sin &) sin a, d’ol
f'(x) = e*°***cos (x sin a + ). Supposons que nous ayons

fU(x) = e¥°°** cos (x sin & + 70)
alors nous aurons
f("+”(x) — cos & 5957 cos (x sin o + na) — €5 * sin (x sin o + noo) sin o
d’ott fOFD(x) = e***** cos (x sin o + (n + 1) «). Ceci démontre que

f®(x) = e*°°*“ cos (x sin @ + no) pour tout entier » > 0.

4.3 Calculer les dérivées des fonctions réelles suivantes définies par :
1° f(x) = Log (Log x) pour tout nombre réel x > 0.
20 g(x) = Arc tg (Log x) pour tout nombre réel x > 0.

30 h(x) = Logv1—2 sin? x pour tout nombre réel x tel que — % Eall 3 % ]

Solution 1° Nous trouvons

20 Nous trouvons

1
T DN R
gt x(1 4+ Log” x)

30 Remarquons que h(x) = % Log (1 — 2 sin? x) par suite

— 4 si i
H(x) = — sin X cos X Sfp-?x—-=—tg2x.

2(1 — 2sin? xj  2sin?x— 1

4.4 Soit fla fonction réelle définie par f(x) = — Log (Log x) pour tout nombre
réel x > 1.

1° Démontrer que f'est une fonction convexe.
20 En déduire 'inégalité

a+ b
2

Log ;\/LogaLogb

ot g et b sont deux nombres réels supérieurs a 1.




FONCTIONS EXPONENTIELLE ET LOGARITHME 101

Solution

1° T1 est clair que la fonction f est deux fois dérivable pour tout nombre réel
x > 1, par suite pour démontrer que I’application f est une fonction convexe il
suffit de démontrer que la dérivée seconde de f est positive. Nous avons

1 dob  f7x) = Log x + i
x Log x (x Log x)

S = -

puisque x > 1 nous avons Log x > 0, donc f”(x) > 0 pour tout nombre réel
x> 1

20 Puisque I'application fest une fonction convexe nous avons

(%5 < 1@ + 160

soit
+ by 1
-~ Log(Log“ 3-*) < 5[~ Log (Log @) — Lo (Log &)
d’olt
a+b —e
= Log(Log )a; - Log Jﬁg alogh.

La fonction logarithme étant croissante cette derniére inégalité nous donne

Logﬂz—b;z fﬂagalmgb.

4.5

Pour tout nombre réel x > 0 démontrer les inégalités

x
x+1

< Log(l + x) < x.

Solution

La fonction réelle f définie sur Pintervalle [0, x] par () = Log (1 + 1), est
continue sur cet intervalle et différentiable sur I'intervalle ouvert 0, x[, par
suite nous pouvons appliquer le théoréme des accroissements finis. Il existe donc
un nombre réel ¢ appartenant a I'intervalle ouvert ]0, x[ tel que

f(x)—f0)=xf(c) dou Log(l+x)=

14+c¢’

Comme ¢ > 0 nous avons

1+c¢
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et comme ¢ < X nous avons

1
1 <1 d —_—
+ ¢ + X% onc Tk
Par suite nous obtenons les inégalités

< Log(1 + x) < x.

xX+1

4.6

Soient a et b deux nombres réels tels que @ < b et fune fonction réelle définie
et continue sur Pintervalle fermé [a, b]. On suppose que f ne s’annule pas
sur Iintervalle [a, b] et qu’elle est différentiable sur I'intervalle ouvert Ja, b[.
Démontrer qu’il existe un élément ¢ de la, b| tel que

@ _ @-wrere

J@®)

Solution

La fonction g = Log|f| est continue sur Iintervalle fermé [a, b] et diffé-
rentiable sur D'intervalle ouvert Ja, b[, par suite nous pouvons appliquer le
théoréme des accroissements finis. Il existe donc un élément ¢ de lintervalle
ouvert la, b[ tel que

, : |/ | f©
gla) —gb) =(a— byg(c) dou Logiy ——=(a—b—.

|7(®)| (©
Puisque la fonction f est continue et ne s’annule pas sur [a, b] cette application
conserve un signe constant donc

lf@| _f@ .. @ _ w»rome
o] " N e E :

4.7

Exprimer 2 I’aide de la fonction logarithme les applications suivantes définies
par

1° f(x) = Arg sh (1/x) pour tout nombre réel x # 0.
20 g(x) = Argth[(x* — 1)/(x* + 1)] pour tout nombre réel x.
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Solution [ La fonction f étant impaire il suffit de I’écrire pour x > 0. Nous trouvons

f(x) = Log(% + ’\/;)

f(x) = Log (-:E+—\h +x2_) =Log(1 + V1 + x?) — Log x.

X

d’ol

Pour x < 0, nous avons

f) = —f(—x) = —Log(l ++1+ x?) + Log (- %).

20 Nous avons

x—1
1. PYETT 1, e i
5 %
x=._L{) — = - —=—LO x2=].40 Xl
g(x) 5 gl_x2—1 5 5 Loe glx|
xt+ 1
4.8 Démontrer que la fonction réelle f, définie par f(x) = e-1/>* pour tout

nombre réel x # 0 et par f£(0) = 0, est indéfiniment différentiable au point 0
et que les dérivées de tous les ordres sont nulles au point 0.

Solution Etudions d’abord la dérivée premiére. Pour x # 0 nous avons

f.f(x) = _21 &= 1/x? et f;(o) =T fu(_ﬂ' = lim ! C-l"xz .
X x=0 X x=+0 X

Si x tend vers 0 par valeurs positives alors 1/x tend vers + oo donc
H 1 —(1/=
lim —e ¥ =90
x=0+ ¥
en vertu des théorémes de croissance comparée des fonctions exponentielle et
puissance (¢f. C. E., Ch. 6, § VIII, 93) ; de méme nous avons
. | 1/x2
Iim —e =0

x—+0—

par suite f est dérivable au point 0 donc continue en ce point. Ceci démontre
que la fonction f est continue et dérivable en tout point de R.
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Faisons ’hypothése de récurrence suivante : pour tout entier positif p infé-
rieur A un entier », la fonction f” est définie, continue et de plus

1N 2
f@0) =0 et fP0x)= P,,(;) e '™ pour x#0
ol P, est un polyndme.
Montrons que f* 1) existe et vérifie toutes ces conditions, Pour x # 0 nous

avons
: 1 (1) - o k.
et = = Zrfl) e + Tn () e
X X X

d’otl
1 ,
SE(x) = Ppyy (}) e- 1% olt Py (u) = — o Py(u) + 2u* P(u).

Nous avons
(n) _ im
f{n-l-l}(o} —_ llmf (JC] f (0) = lim EPH(l)e—lfxa =0

x=+0 X x+0 X

toujours en vertu des théorémes de croissance comparée des fonctions expo-
nentielle et puissance. La fonction f"*1) est continue en tout point de R* et
comme

. : 1y _

lim f®*)(x) = lim P,,H( )e 1 — 0 = f*0)

x—0 x=0 X

la fonction f@* 1 est continue au point 0. Nous venons ainsi de démontrer que
la fonction f@*1) vérifie encore ’hypothése de récurrence par conséquent f
est indéfiniment différentiable et £ (0) = 0 pour tout entier n = 0.

49

Déterminer toutes les applications continues f de R dans R} qui vérifient la

relation
1(552) = Fe 7o)

pour tout couple (x, y) de nombres réels (cet exercice utilise le résultat de
I’exercice 2. 10).

Solution

L’application f ne prenant que des valeurs strictement positives I'égalité

1(232) = @70
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est équivalente & I’égalité

Log f (x ;r 2 )= %(Logf(x) + Log f(»)) -

Nous voyons donc que la fonction g = Log o f vérifie la relation

g(232)= 3 1s0 + 501,

par suite d’aprés I’exercice 2.10 nous savons qu’il existe deux nombres réels
a, b tels que g(x) = ax + b pour tout nombre réel x. Nous avons donc

Logf(x) =ax +b doit f(x)=e™**",

ceci démontre que toutes les fonctions réelles continues f vérifiant la relation

1(252) - vieiror

pour tout couple (x, y) de nombres réels, sont de la forme f(x) = e**Potiaet b
sont des nombres réels.

4-1 0 Soit n un entier naturel.

1° Déterminer toutes les applications continues de R, dans R, qui vérifient,
pour tout couple (x, y) d’éléments de R, la relation

F) + ) =l + y).

2¢ Déterminer toutes les applications continues de R, dans R qui vérifient,
pour tout couple (x, y) d’éléments de R, la relation

FrO) =11 + ).

Cet exercice utilise le résultat de I’exercice 2.9.

Solution 1o Puisque x et y sont des nombres réels positifs la relation

fx) +10) =1I(x" + y9'"]

est équivalente 2 Ja relation

5+ o' = flx + .
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Si on appelle g la fonction réelle définie par g(x) = x'/" pour tout élément
x de R,, la relation précédente s’¢écrit

fog(x) + fog(y) =foglx + ).

Nous savons (cf. exercice 2.9) que les seules applications continues h de R
dans R vérifiant la relation A(x + y) = h(x) + h(y), pour tout couple (x, y)
de nombres réels, sont de la forme A(x) = ax ol a est un nombre réel, par suite

fog(x) = ax

pour tout élément x de R, et comme la fonction g est bijective nous avons
f(x) = ax" pour tout nombre réel x = 0.

20 L'égalité £ (x) £ (») = f[(x" + y™"'"] est équivalente & la relation

Log[f(x) f(3)] = Logf[(x" + y)'"]

soit Logf(x) + Logf(y) = Logf[(x" + y")"/"]. Nous voyons donc que la
fonction Log o f doit satisfaire 2 la condition étudiée dans la premiére question,
par suite Log f(x) = ax" oil a est un nombre réel donc, f(x) = €™ pour tout
nombre réel x = 0.

41

Calculer les limites suivantes :

. 1—cosx . (1 —cosx)Arctgx .. (1 —e)sinx
i —— 5 lim ( e )z g ; lim ( = :-)—é—
x>0 g7 x x=0 xXsmn-x x-0 X"+ X

Solution

Nous savons que 1 — cos x ~ x?/2 et tg x ~ x au voisinage de 0, par suite

. 1 —cosx ox 2 1
.hm 72 ——! ]_'lm _.’;._ ——JH
x=0 1Ig"x x=0 X

Nous avons Arc tg x ~ x et sin x ~ x au voisinage de 0 donc

. (- . (Y
lim ( M 'leArc L lim l:'x f_zz}_x = 1 .
x=0 xsin” x x—0 XX 2

Nous savons que 1 — €* ~ — x au voisinage de 0 donc

x-oxz-l-x x=0l + x

L W ek L O W R

lim
x—+0 xz -+ .7::3
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412 Calculer les limites suivantes :
g 1 e =1
L
lim (cos x)'/*"
x=+ 0+
ou m est un élément de R,.
Solution  Nous avons

1 e —1 1 . 1

;Log = —;Log(e —1) - ;Logx,
mais

lim L"f X~ 0 (cf.C.E., Ch. 6§ VIII, 94)

x—=++ew
donc
1 e* -1 1

.1 ST | Ty

Nous avons
lim € _x L 1 donc lim (Log(e* — 1) — Loge™) = Logl =0
=+t L+ x—+ oo
d’ot
lim (Log(e*— 1) — x)=0 soit lim !’i(i—_—g —1=0
x4+ x=++w

donc

o
lim ~Log(e*—1)=1.
x—++o
Nous avons (cos x)*"=g(l/x™Loe(cosx) Ay voisinage du point 0 nous
savons que

2
cosx~1_§2_ et Log(1 +u)~u
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comme limcosx —1=0,

x=+0
2
Log(l + (cosx — 1)) ~cosx —1 ~ — 52—

donc Log cos x ~ — x*/2 au voisinage de 0. Par suite : sim > 2

lim — Logcos x = lim — 1;5 = —ow dou lim (cosx)'™ =0
x=0+ )HB x—+0+ 2 Xm x—0+
sim=2
. 1 1 1
lim L Logcosx = lim — -= — —
=0+ X" x=04+ 2 2
d’otr
= 1/xm —-1/2 1
lim (cos x) =e = —
x=+0+ c
sim< 2
lim imLogcosx = lim —x*™ =0
x=0+ X x=0+
d’ou
lim (cosx)'"*" =1.
x=+0+
CONCLUSION
Si m>2, lim (cos x)'*" = 0.
x=+0-+
i 1
Si m=2, lim (cos x)'™™" = —.
x=0+ \/E
Si 0sm<2, lim (cos x)'*" =1.
x—=0+
4.13 Trouver les développements limités 4 Pordre 4, au voisinage de 0, des fonc-
tions suivantes définies par :
X
o = —_
1 f1(x) e
1
2 fa(x) =

COS X
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Solution 1o Nous avons
X X

) _ o 5
sin x = X 3!+5!+0(.x)

d’oll
X x _ o
. St 3 5-_ el 2 4 e ]
sin x x x s _x X 4
X ¢ +~——~120+0(x) 1 3 +-—120+0(x)

Nous avons d’autre part

r _ 2 2
1+u_1 u -+ u’ + o(u”)
pour u au voisinage de 0, donc
2 4 2 4 2
B oy it B B “ Bl B 4 4
sinx_l ( 6+l20+o(x))+( 6+120+0{x)) + o(x")
d’ou
2 4
x . X Tx 4
Sinx——l+6+360+o(x).

Nous pourrions obtenir ce résultat en effectuant la division suivant les puis-
sances croissantes, de 1 par 1 — (x2/6) + (x*/120).

20 Nous avons
2 4

Wi 4
cosx =1 21 +4.! + o(x7).
Effectuons la division suivant les puissantes croissantes, de 1 par
1 — ﬁ + _J_C: 4
2 0 247
" nous obtenons
2 4
% X
1 1 - 'E + '2'—4
_I+£_fj 1+x2+,5_x4:
2 24 2 24
xz J.’-4
2 24
_x o X
2 4 48
5xt_x°
24 48
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Par suite

1 B

- il 4
e 1+2+ 24 + o(x7) .

Nous pouvions aussi obtenir ce résultat en utilisant la méthode indiquée dans

le 1°.
4.14 Trouver les développements limités & I’ordre 4, au voisinage de 0, des fonc-
tions suivantes définies par :
o _ Log (1 + x)
1 fi) = =
x
2° frx) = 2 .
e —1

Solution 1° Nous avons

1 _ 2 _ 3 4 4
I+Jé_l x+ x x4+ x° + o(x)

et
¥ x? x* i
Lng(l+x)—x—f+?——4—+o(x)

d’ot1 en effectuant le produit de ces deux développements limités

Log(1+x) _ 3x2+ 1 x* 25x*
Ld-x 3 6 12

2° Nous avons
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nous obtenons

X x + x—z + -Jf -+ fc-i + -xi
2 6 24 120
xz JC3 JC4 x5 X * JC4
— X === = =11l - 4 == =
2 6 24 120 2 12 720
22 _xt xX
2 6 24 120
S M
2 4 "1 4
12 24 80
_x_x X
12 24 72
X
720
D’ol
2
X X X
=14 — - 19 +
e —1 23 12 ?20 0(4)
415 Donner les développements limités & I'ordre 4, au voisinage de 0, des fonc-
tions suivantes définies par :
i° fi(x) = /1 + sinx
2° f2(x) = 7
g fal) = e .
4° £ = (1 + )"~

Soletion 1o En posant u = sin x nous avons

fl(x) =3 (I + u)% =1+ i (%) ;T ‘%) u? (‘})(_'3‘%?(_ ‘%) ua

PHEDEDED ey o).
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Mais
xS
sinx=x-§-1+o(x4)
d’ol
5t 4 3 3 4 4 4 4
u2=x2—?+o{x); W =%+ o(xh; ut=x*+ o(x?
donc
1 x? 1{ , x4) 1 5 5 4 4
fl(x)—l+§(x-—~ —g)—g(x o +16x ~ 133 % + o(x™)
d’ou
2 3 4
- ¥ ke F % 4
fl(x)—1+2 3 48+384+0(x).
2° Nous savons que
2 4
x x &
cosx=1—ﬁ+4—!+o(x)

donc
F5(0) = OB o) g o GBI )

Si nous posons

__£+£+0{4) alors e"—1+u+£+o{u2)
H= = T Tak 9 = 3
d’on
2 &4 4 2 4
“ _ _x Xy 1 h_qg_X X 4
e-—1+( 2+24)+2(4)+4:?(x)—1 2+‘5+n:J(:vc).

Nous avons donc

Jix) =e — %xz + -;-x“ + o(x*).
30 Nous avons
. 1
S 2 a
cosx . _ J~C--+£-+o(x4)

2 724
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En posant

2
uuv—x—+—+0(x)

nous trouvons

1 . 1 - 2 2\ _( xz x4) X4 4
cosx'_1+u_1 u+u +ou)=1 —2—+24;|-4+0(x)
soit
1 % . 5t 4 x x3 .
x-1+—2-+—~24—+o(x) donc m—»x+-——+o(x)

Si nous posons

X
v=x+7+o(x4)

nous avomns
2 3 4

fa(x) =¢" —1+v+§—|-+§-—|+-——+o(v)
Mais v? = x® + x* + o(x*); ¥ = x® 4 o(x*) ;v* = x* + o(x*) par suite
3

f3(x)—l+x+7+ (x +x)+ x +-2—1a-x + o(x*)

d’ou
¥ 2% . 13x*

f3(x}—l+x+?+ 3 R 24 + o(xY).

40 Nous avons f4(x) = (1 + x)/* = elt/oe(1+x) Majg
2 3 4 5

g B0 o X R 5
Log(l + x) = x 2+3 4+5+0(x)
donc nous avons
1 x  x* x* x*
SEOR(L ) = L—p b o—p # bl

Si nous posons

4
X

TS ol alos () =e.e

U= —
d’on
u  ur ut

f4(x)=e(1 i+ ot -4!+0(u4))
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D’autre part

2
B . B0 H B dy. W L E g T 4
= 3+9+4+o(x} n 3+3‘5+t:l(x}
3 4
u3=—f—+"-;—+o(x4)
i_ % 4
u =IE+°(x)

Nous avons donc
2

f(x)ﬁe[l_i+i_£+£_+1(§i_£+13x4

ax) = ks ot et 3T 8 ) Y
1 X3 x* 1 x*
+6(—’—§+—Z)+ﬂi‘é+o(xd)-

Donc

x 11x* 71x* 2447 4 ]
f4(x}_e[l—§+~ﬁ———ﬁ+§-§6—0x -I-O(x4) ;

4.16 Donner le développement limité jusqu'a P'ordre 3 de la fonction f définie
par f(x) = \[x au voisinage de 1.

Solution 1Te méthode : Nous pouvons appliquer directement la formule de Taylor
au voisinage de 1 ; nous obtenons ainsi
(x-1 (x — x-1°

: 0 . 1)°
10 = 1O + ST W + T5 W + SO + ol = ]

Nous avons

Jy=1; f&)= 2—:7; dou S =1
FE=-—  don  fW=-g

4%’

3
f7x) = —= don  f'1)=g.
8 \/xﬁ 8
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Par suite nous trouvons

_ . 2 - 3
f(:«:}=l+x21—-{ch 81) 5 2 161) + of(x — 1)%].

28 méthode : Posons u = x — 1. Quand x se trouve au voisinage de 1, u est
au voisinage de 0 et on peut appliquer les formules habituelles

. J 1+u=1+2 {i)_gT%) z_l_(%)( 3’}')( 3) ¥ + o(?)
d’ou
2 3
\/;-I+J—c—;—l—£x;]') +(jc 161} + o[ (x — 1)*].

417

1° Donner le développement limité & 'ordre 3, au voisinage d’un point x,
de Iintervalle ouvert 10, n[, de la fonction f définie par f(x) = Log sin x.
2° En déduire le développement limité 4 'ordre 3 de f au voisinage du
point 7/2.

Solution

1° Nous allons utiliser la formule de Taylor :
56 = £oxa) + 2 ey + BT oy o
5 iy et ~ 2.
Nous avons
6 = cotgx, f6) =~ . [ =2
sm Sll'l X

pour tout élément x de ]0, n[, d’oti le développement cherché

; : (x — x0)°
Log sin x = Logsin x, + (x — x,) cotg xo — ———2~ =k
; 2 sin” x,
COS X

(x = x0)” + of(x — x0)*].
3 sin® x,

2° Si nous appliquons le résultat ci-dessus pour x, = /2 nous obtenons :

e {e 3 (o]
ogsinx = — 5 |x 2 + o0 5) |-

115
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Faisons le calcul directement : posons u = x — /2 alors nous avons

: : i i u? "
smx=sm(u+—2-)=cosu mais cosu=1—-2—+o{u)
donc

2 2
Logcos u = Log [1 - l—‘z— 4+ o(u3)] = — EZ_ + o(u®)

. 1 n\2 11:3]
Logsmx——i(x—i) +o[( —5) .

d’ol

4.18 Donner le développement limité jusqu’a P'ordre 3 de Ia fonction f définie par

x+1
f(x) = Arctg “‘m

au voisinage de + 0.

Solution  Comme
; x+1
lim
x—++wm x + 2

cherchons d’abord le développement limité de la fonction Arc tg au voisinage
de 1. En appliquant la formule de Taylor nous trouvons :

Arctgv = Arctgl + o ; 1 (Arctg)’ (1) + o 2_' LY (Arctg)” (1) +

e (_*1_3__. (Arctg)” (1) + o[(@ — 1)*] .

Nous avons :

m y , : 1
Arctgl:i; (Arctg)’ (x) = e d’on (Arc tg) (1)=E
(Arctg)’ (x) = (T—z‘x—)w dot  (Arctg)" (1) = — %

2((3 i ol dot  (Arctg)” (1) = %
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Par suite nous obtenons

v—1 (@-1°, @w-1°
te=g— 77 T

Arctgy = + o[(v — 1*].

LR

Développons maintenant v(x) = Jix + l)f(x'+ 2) au voisinage de + oo,

Posons X = 1/x, nous avons alors v(x) = N (1 + X)/(1 +2X) & développer
par rapport a X au voisinage de 0 or :

1 2 3 3
d’olt
1+__}_( - 2 3 3y
=1—-X+2X2—-4X*+oX?).
Si nous posons w = — X + 2X? — 4 X* + o(X?) nous devons développer
2 3
} = 1 — E—En }:J.._ 3
v=414+w L +5 8+16+0(W)'
Nous avons w? = X2 — 4 X 3 o(X¥) et w® = — X* + o(X*) d’out
¥ 1x* aBax 5
v—]—§+—-§-——-w-1?—+0(}f),
par suite
X 7X* 25%° *): 0 lz_xz 7x3+ %)
b= Ll g ~ R O ST
X3
- 1= -~ + oX%).

8

En remplagant dans la formule donnant Arc tg v nous trouvons

EV=27Ta\T2 73 16 a\4 8
1 x? 5
% X 33X s5x

T— T o e — e — 3
=4 a4t B g T oX)

d’ot finalement

Arctg,\/;_:l:—1=j—r—--l +—:-‘--— —55 +0(I)
x+2 4 &x B 965 x3)
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419

Donner le développement limité au voisinage de 0, jusqu’a I'ordre 5, de la
fonction f définie par

Arcsin x
f(x)= Y
\/1 ws gl

En déduire le développement limité au voisinage de 0, & 'ordre 6, de la fonction
g définie par g(x) = (Arc sin x)°.

Solution

Calculons le développement limité au voisinage de 0 de 1/+/1 — x?, nous
avons
2 4
. S A-x)"=1+2 + i + o(x*) .
\/1 = x® 2 8
Nous savons que Arc sin x est la primitive de 1,,'\/1_— x? qui s’annule pour
x = 0, d’ou le développement de Arc sin x au voisinage de 0 :

JC3 5

; 3x 5
Arc smx—x+z+—aﬁ+o(x).

Par suite nous avons

Arc sin x ( x> 3x* )( % A 5)
= — =(1+—+—/ ¥ 4+
f(x) 5 5 + o(x") ) x + E o(x”)

V1 — x?

d’o
2x* 8x°

f@=x+—5+3z+ o(x%) .

Nous remarquons que

2 Arcsin x

gx) = i =2f(x),

par suite g(x) est la primitive de 2 f (x) qui s’annule pour x = 0. Nous avons
donc

4x* 16x°
"(x) = 2 e b S 5
g0 =2x+ =+ 75 + o(x®)
d’on
4 8 JC6

g() = x* + 5 + ¢ + o).
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4.20

Trouver, lorsque x tend vers 0, la partie principale de la fonction f définie

par
f(x)=1—cosx + Logcos x.

Solution

Nous savons que

2 4
x x
cosx—l—wi+ﬁ+o(x4)

au voisinage de 0. Posons

2 4

_ _x X 4
u = 5 +24+o(x),
nous trouvons alors
u? x2 x* x*
Logcosszog(l+u)=u—-2—+o(uz)=—~f+ﬁ—~8++o(x4}
d’onr
2 4 .
Logcos x = —E—E+o(x).
Par suite nous avons
2 4 2 4 4
X X N . KT 4
f(x) = 3 2% > 12+O(x) g + o(x").

La fonction f est donc un infiniment petit, d’ordre 4 au voisinage de 0, et de
partié principale — x*/8.

4.21

Trouver la partie principale et 'ordre de la fonction f définie par
f(x) = Argth (Arg sh x) — Argsh (Arg th x)

au voisinage de 0.

Solution

Calculons d’abord les développements limités au voisinage de 0 des fonctions
qui interviennent. Si g(u) = Argth u nous avons

; |
uy = -—
g'(u) 3
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et au voisinage de 0, g'() = 1 + 1> + u* + u® + o(u®) d’olt
3 5 T

— T AR 0 7 —

Posons h(v) = Arg sh v, nous savons que
1 =t

h'(v) = ——
V1 4+ ¢?

donc au voisinage de 0 nous avons

2 4 (3]
— ney _q ¥ 307 v o
W)=0Q+0) 2=1 5 g 16+o{v)

d’oul

_+o(@") car h0)=0.

Nous avons alors :

Argth(Argshx) = x — <o+ Z5 — 7 3¢ + 3 5+ a0 T
1{ s sx"’) x’ 3
+Tj(x T +—.}"+O(x)
o2 e 3 & % 3xT Sx
=X—g*t3tm "6 TS5 T a0 76
7 7 7
X T aS 7
+ 36 6+7+o(x)
D’autre part nous avons
¥ x X Afx o 3x  w
Argsh(Argthx)—x+-ﬁ +?+—?— (x + x +T+-§)
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Nous avons donc
3x? x7 x' x X
Arg th (Arg sh x) — Argsh (Argth x) = w5 Y " bt e

La fonction fest d’ordre 7 au voisinage de 0 et de partie principale — x"/30.

4.22 Déterminer les nombres réels a et b de maniére que la fonction £, définie par
‘ x + ax®
x) = sin x - -,
fx) e

soit au voisinage de 0 un infiniment petit d’ordre aussi élevé que possible ;
trouver alors sa partie principale.

Solution  Divisons le polynéme x + ax* par le polyndme 1 + bx* selon les puissances
croissantes. Nous obtenons

x4 ax? 14 bx?
—’“?i x+(a—b) x* —b(a—b) x* + b*(a—b)x"
i -
T Ha—-b
b(a—b) x> +b*(a—b)x’
bz(a—b)”;

Nous avons donc

3
= x4 @ D)~ ba =~ B + 5 = B + o)
X

et d’autre part
3 5 7
N x x> x 4
smx—-x—3,—1+§-!~—;j;—!+o(x),
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par conséquent pour que f soit d’ordre aussi élevé que possible nous devons

avoir :
b= —a #E —bE—B =
D= =g B a4 = 120°
Par suite il faut prendre
b_l L -—_1__[-—_2_
=20 % T 6 e

nous aurons alors

S0 = == b= D x + o) = (= 31 + 5 4a) ¥+ o)

7! 7!
soit
1) = — e + 0.
50 400
Sia= — 7/60 et b = 1/20, la fonction f sera un infiniment petit d’ordre 7

et de partie principale — 11 x7/50 400.

4.23 Déterminer les nombres réels a et b de maniére que la fonction f, définie par
1+ ax?
(x) =cosx — ——,
f 1 + bx?

soit au voisinage de O un infiniment petit d’ordre aussi élevé que possible ;
trouver alors sa partie principale.

Solution  Développons d’abord (1 + ax?)/(1 + bx?), nous avons

1 Ib 5 =1- bx? + b2 x* — b* x® + o(x®)
+ bx
el par suite
2
: I :xi =+ ax?)(1 — bx? + b? x* — b*x® + 0(x°))
%

=1+ (@a—b)x* - bla — b)x* + b*(@a — b)x®* + o(x°).
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Comme

cos —-l—xz-{-?i——x'6
ST E M

l

-+ o(x%),

=8

pour que f soit d’ordre aussi élevé que possible il faut prendre

1 1
ﬂ—b——i et —b(ﬂ—b)=§
ce qui nous donne
lb—i et a——1+—1-——i
12 T 2T
Nous trouvons alors
J = — 2~ B = )2+ 0bc®) =~ 735+ 5g)x* + 06
720 720 © 288
donc
00 =2 + o)
) =g AR
Sia = — 5/12etb = 1/12, la fonction fsera un infiniment petit d’ordre 6 et de
partie principale x°/480.
4.24 Trouver la limite lorsque x tend vers + oo de la fonction f définie par

f(x) = x — x? Log(l + _Tlc)

Solution Quand x tend vers + o0, 1/x se trouve au voisinage de 0 et on peut écrire :

1 1 1 1 1
io (1 +—)=--—- L Y o(—)
g x x 2x* 3x* x>

et par suite

1 1 1 1
s =x=xt (L5 o)
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d’ot
1 1 1 1 1 1

Nous avons donc

lim £ = %
x=++4 o0
4.25 Donner un développement limité généralisé, jusqu’au terme en I/x?, au

voisinage de + co, de la fonction f définie par

x? +#2.

x—1°

f(x) =

Solution  Nous remarquons que
_ 2 14X
T =¥ T 0w
Posons X = 1/x. Lorsque x tend vers + co, 1/x est au voisinage de 0, donc

nous pouvons faire un développement limité i I'ordre 4 de la fonction

= o,
1—-X

au voisinage de 0. Nous avons

liﬁ‘i=1+x+xz+xs+k"‘+ 0 (X*)
d’oun
3
1_1"':3%_:(1+2X3)(1+X+X2+X3+X"+0(X4D=

-] X X2 3XV L 3X* 1 ofXY).
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Par suite
1 1 3 3 1
f(x)=x2(l+;+¥£+—3+?+ a(:?))

soit

ffx)=x2+x+1+§+ B 5 a(l)
x x2 xz

4.26 Donner un développement limité généralisé jusqu'a I'ordre 3, au voisinage

de 0, de la fonction f définie par

cOs X
fx) = Tosl =9

Soluition  Nous savons que

et que

Nous trouvons alors

2 4
A X ¥ o(x®
1 2 24
Fx)=- —— 3 &
g B2 X g
z " 3 4 5
Effectuons la division selon les puissances croissantes du polyndme
1 — ﬁ + i
2 24
par le polyndme
o EL B XL
2" 3 4 -1
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nous obtenons
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2 4 2 3 4
X X - I X X
1 = g A= = 1—§-+'—3'——4'+-—5—
PR % & r X l+£_7x2_5x3 41 x*
2 3 4 5 2 12 24 720
£ 3% % DX
2 6 4 120
x P x A
2 4 6 8
BE S0 -
12 12 30
1% Tx*  Txt
12 24 36
R
24 180
5xP_ 5xt
24 48
41 x*
720
Nous obtenons donc
1 ¥ 1t A= gLy 4)
f(x)=i(l+§_ 12 " 24 e o)
d’onr
1 1 7x 5% #41% .
JQ=3¥3-1m %t T o)
4,27 Déterminer les parties principales au voisinage de O des fonctions suivantes
définies par :
1° fix) =+fsinx —.shx pour x>0
2° g(x) = ¥x — g x pour x>0
.
3 h(x) E_x ----- g pour x>0.




FONCTIONS EXPONENTIELLE ET LOGARITHME 127

Solution 10 Nous savons que
3 3

sinx=x—§6—+o(x3) et shx=x+§6—+o(x3).

Nous avons

& R 52 L \?
NSinx = x—€+a(x)=ﬁ(l—?+a(x))
d’otr
5/2

VSinx = f(l “’ﬁ'ﬁ' o(x )) 2 —3517+ o(x>'%) .

D’autre part

x3
JJshx = x+?+o{x3)
et de maniére analogue nous obtenons
1/2 - 5/2
Jshx =x 1 + o(x™%)

par suite

i 5/2
f&) = = F + o).

20 Trouvons d’abord le développement de la fonction tangente au voisinage
de 0. Nous avons

3

3
y x —— + o(x
sin X 3|+ )
[gx:.--—z__. 1‘7

cosx ., % £ oG

d’ou
2 3

%2 = x § x 4
tgx=(x—€r+0(x))(1 +—2~+ﬂ(x))=x+—3—~+o(x),
par suite

e 2 1/4
Vg x = x”“(l 4: %— + o{xz)) = x”“( + s + O(xz))
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Nous obtenons donc

9/4

2
S U S x nt_ X 9/4
g(x) = x X (1 + Thi o(x )) B + o(x”"7).

30 Nous avons sin x = x + o(x?) et tg? x = x* + o(x?) d’oll

i/sin:z —tg?x = Ix — x> + o(x?) = x"*(1 — x + o(x))'"*

= x'/3 (1 — ;- + o(x})

et par suite

1

= x (1 +2 4 o(x))‘
2

\/smx—tg X 3

Nous avons alors

X

g ¥ o(x}) = — x4 olx"%)

h(x) = (x — x"*) x~ 13 (1 +

car x*3, x5/3 et x7/¢ sont des infiniment petits par rapport & x"/¢,

4,28 Donner un équivalent au voisinage de + oo de la fonction f définie par

f(x) = x[/\/xm;r+ﬁl - X \/E] .

Solution Nous trouvons d’abord
e 2 1 1
Vx* l=x2(1+l) =x2(l+—-——-+o(~))
x* 2 x* x*
d’on

— 1
«/1+x4=x2+%+o(—),

2:x x?

par conséquent

/\/x2+\/1:-x;= ~/2x2+——1—+0(--1—)=\/§x(1+—l——-+o(—l-))”2
2 2 2 4 4 4
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Nous avons finalement

fx) = x[ﬁx +8\/f3 —\/ix -1-0(;13)] soil f(x)=£ + 0(_1_)’

22
par suite au voisinage de + o

N e S )
8x

4.29

Déterminer le nombre réel A tel que la fonction f définie par

fO)=vx? —x + 1 +Ix® + %% + 1

admette O pour limite lorsque x tend vers — oo ; trouver alors un équivalent
de f au voisinage de — o0.

Solution Nous avons
1/2 1/3
f{x)=|x|(1-1+-2) +x(1+:1+_1.3.)
X X x x
d’on
) == e dron --+0(—))+x(1+----——-+a(ﬁ.))
L ( 2x  8x° x? Ix 9x? x*/

f(x)=(%+§)—(§+%)%+o(a—t).

Ainsi nous obtenons

lim f(x}=%+£',

X+ =0

cette limite sera nulle si et seulement si A = — 3 et nous aurons alors

f(x) = — 8532 + o(;cl-).

4.30 Soient a et 7/ deux nombres réels. On définit la suite de nombres réels (x,)
en posant x, = Oet x,,; = a + 1 sin x,, pour tout entier n = 0.

1° Démontrer que quels que soient les nombres réels u et v on a I'inégalité
|sinu —sine| < |u— v

CaLvo. — Exercices d’analyse 5
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20 Démontrer que pour tout entier 7 >0 on a | X,4; — X, | < lallz"|.
30 Démontrerquesi|7| <letm =nona

lallt"]

x_x < -
lm nl"‘--l_ltl

En déduire que si | | < 1 la suite (x,) est convergente et que sa limite x est le
seul nombre réel qui vérifie la relation x = @ + 7sin x.

40 Si on suppose a fixé, x,(f) = a et x,(t) = a + #sin a sont des fonctions
continues de f. Démontrer par récurrence que les fonctions x, définies par
x,(t) = a + tsin x,_,(t) sont continues.

50 Ecrire le développement limité & I’ordre 3 de la fonction sinus au voisinage
du point a.

6° Démontrer par récurrence sur n, que pour tout entier p strictement positif
la fonction x, posséde un développement limité d’ordre p au voisinage de 0,
qu’on écrira

x(0) = co(m) + cy(n) t + == 4 (M ¥ + gx,)t" avec lim g,(x,1)=0.
=0

70 Démontrer que si m = n > r on a ¢(n) = ¢,(m) (autrement dit les coeffi-
cients ¢ (n) de " dans les développements limités des x,(1) sont tous égaux dés
que # > r). On notera c, cette valeur commune.

g0 Démontrer quesi|7| <k < lona
[ .
s o i .
| %) — =) | < 7 3 171
En déduire que pour tout entier p strictement positif, la fonction x admet le

développement limité d’ordre p au voisinage de 0

x() =co + 11+ ¢ 2+ 4+, 1’ +g()1° avec lim g,(f) = 0.

=0

9¢ Calculer le développement limité d’ordre 3 de la fonction x au voisinage
de 0.

Solution

lo Supposons u < v ; nous savons que la fonction sinus est continue sur
Pintervalle fermé [, v] et différentiable sur P'intervalle ouvert Ju, o par suite
nous pouvons appliquer le théoréme des accroissements finis & la fonction sinus
sur l'intervalle [1, v]. Il existe donc un point w de I'intervalle ouvert e, o[ tel que
sin v — sinu = (v — u) cos w, comme | cos w | < 1 nous avons

|sinv—sinu|=|v—u|icosw|ﬁlv—-ul.

Si v < u nous ferions un raisonnement analogue et enfin si u = v I'inégalité
est vérifiée.
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2° En appliquant I'inégalité précédente nous trouvons
| X1 — Xl = | tsinx, —tsinx,_ | <|r]]x—x_,]|.
Par suite nous avons les » inégalités :
| s — %, | S #]| 1% — %2 |

Ixn_xn-lléltllxn—'l _xn‘—zl

*

[x; — x| <[1]l%—x]1.
En multipliant ces n inégalités membre & membre nous obtenons
[ X1 — X, | < N2 %y — X0 | = |a]]2]".

3o Comme m est supérieur 4 n nous avons

(X = 20) = (tpy — Xpm1) + K1 — Xz} + = + (Xyp1 — %)
d’ou

[ % =] S 1%~ Xy | + | % =1, = Xy | % F [ Ky — % |
et par suite
% =3 I < lalltf™ " +al|t]"? + =+ al|t]"

d’olr

n m—n— ] == [E]™"*
X — Xpl <T@l (U4 1t] 4+ = 4 [0 = Ja) e L™

I—]t]
Comme|#] < Inousavons | — |#] > Oet|¢]" " > 0donc

T L e
< .
L= = L=I[¢]

Ixm_xnlglalltin

Pour démontrer que la suite (x,) est convergente nous allons démontrer que
c’est une suite de Cauchy. Il est clair que si @ = 0 alors x, = 0 pour tout entier n
et la suite (x,) est une suite de Cauchy. Supposons donc |a| # O et soit &
un nombre réel strictement positif. Comme |z | < 1 nous savons qu’il existe
un entier n, tel que pour tout entier n > n, nous ayons

" < S

par suite pour tout couple (m, n) d’entiers vérifiant m > n > Ny nous avons
| Xm — X, | < & La suite (x,) est donc une suite de Cauchy, par suite elle est
convergente. Posons

x= lim x,;
n=*+ o
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comme la fonction réelle # — @ + ¢ sin u est continue au point x, nous avons

lim (@ + tsinx,) = a + tsinx

n—=tw
d’oll

lim x,,, =a + fsinx soit x=a+ tsinx.

n—++oo

Soit x' un nombre réel différent de x et tel que x' = a + fsin x". Comme
| £] < 1 nous avons | x — x'| = |f]]|sinx —sinx’ | < |t]|x — x| ce qui
est impossible car | 7] | x — x'| < | x — x|, par suite x est 'unique nombre
réel vérifiant la relation x = a + 7 sin x.

40 Supposons la fonction x, continue, alors la fonction sin x,, est continue
car composée de deux fonctions continucs et par suite X, () = a + tsin x,(t)
est une fonction continue. Comme x, est une fonction continue toutes les

fonctions x, le sont.

50 Ecrivons la formule de Taylor & 'ordre 3 au voisinage du point a; nous
obtenons :

2
sin x = sina + (x — a) sin’ (@) + (ii—fﬁ sin” (a) +
3
X = Q) . w
(—3—r)— sin” (a) + o[(x — @)°] .
On obtient le développement :
sinx = sina + (x — a)cosa — ?$(x —a)? —
cos a

g (x — a)® + o[(x — a)*].

6° La fonction constante x, admet des développements limités de tous ordres.
Supposons que X, admette un développement limité d’ordre p au voisinage de 0.
Comme la fonction sinus admet des développements limités d’ordre quel-
congque au voisinage de tout nombre réel, la fonction sin x, admet un dévelop-
pement limité d’ordre p au voisinage de 0 et par suite la fonction

x,+1(t) = a + 1sin x,(1)

en admet aussi un.

70 Comme x,(0) = a pour tout entier » nous avons bien cy(n) = co(m). Nous
pouvons faire un raisonnement par récurrence sur r, hypothése de récurrence
étant que ¢,(n) = ¢(m) pour i < r — 1. Nous avons alors

xm(t) . xn(‘) = I:Igl (Ci(m) = C,;(ﬂ)) ti] + (’F‘p(mt t) - 'Bp(ns I)) o
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Mais d’aprés le 3° nous savons que

|@f e
|xm(!) = xn(t}l < 'm:

donc

I [ l"' (C,-(m) = Cr(”v)) + f[ i (,f_'i(m) _ C,-_(?l)) li_r_l &

i=r+1

'*@4m4>—84mﬁ)f”_1‘é%%gﬁ%.

Comme r < n, en divisant les deux membres de cette inégalité par | ¢ |" nous
obtenons

P

(e(m) — c(m) + 1 [ Y (edm) — em) 7 +

i=rtl

i — ) o
+ (Ep(ma t) - Ep(ﬂ, I)} i 1] = L‘.,I;]_L_‘_'_._..]'f—l -
Mais
i lallel™ _ .
-0 L = “l

et la limite du premier membre lorsque r tend vers 0 est ¢,(m) — c(n). Nous
avons donc c,(m) = ¢,(n), par suite ¢,(m) = c,(n) pour tout triplet (m, n, r)
d’entiers vérifiant m = n > r.

80 L’inégalité démontrée au 3° devient pour | 7| < k < 1
lall ]
I Xu() — %,(0) | < 1_k
par suite lorsque m tend vers + co nous obtenons 'inégalité

|x() — x| < 4L

Choisissons n > p nous avons alors
X(t) =co + ¢yt + -+ ¢, 17 + otF).

D’autre part pour n > p, | 1| = o(t?) donc |x(1) — x,(1)| = o(t") et par
suite x(f) — x,(¢) = o(t”). Nous trouvons donc x(t) = x,(t) + o(t") d’ou
x(t) = ¢o + ¢4(1) + - + ¢,(t*) + o(t") ce qui donne le développement limité
a 'ordre p de la fonction x.

90 D’aprés ce que ’on a vu il suffit de déterminer le développement limité &
’ordre 3 de x,(¢). Nous avons x,(¢) = a, x,(t) = a + tsina,

x3(1) =a + tsin(a + {sina).
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Si nous utilisons le développement limité de sin x au voisinage du point a nous
obtenons

sin® a
sin(a + tsing) =sina + tsinacosa — t*~—2—+ o(t?)
et par suite
.3
. : sin” a
x5(f) = a + tsina + t*sinacosa — r’—a—-l-o(t"‘}.

Comme x, = a + tsin x5(t) nous devons calculer le développement limité &
I’ordre 2 de sin x5(f), nous avons

sin(a +tsinag + t*sinacosa + 0{12}) =
sin” a

5 2 + o(t?) .

— sina + cos a(tsin a + ¢~ sin a cos a) —

Nous obtenons donc
. 7
. . ; sin® a
x4() = a + tsina + t*sinacosa + t"‘(smacosz a—— )+ oft®) .

D’oll

e
. ; : sin® a
x{t):a+lsma-i-rzsmaoosa+13(smacosza- 5 )+o(z3).
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ETUDES DE FONCTIONS

Ce chapitre est entiérement consacré i des études de fonctions réelles de
variable réelle. Rappelons que P'étude d’une fonction comporte les étapes
suivantes :

1) Détermination de I'ensemble de définition ; cet ensemble est le plus souvent
une réunion d’intervalles de R.

2) Etude de la continuité et des limites aux bornes de chacun des intervalles
composant ’ensemble de définition. Eventuellement, prolongement par conti-
nuité de la fonction.

3) Détermination, s’il y a lieu, des asymptotes et de la position du graphe
par rapport 4 ces asymptotes.

4) Etude de la dérivabilité de la fonction prolongée.
Détermination du signe de la dérivée.

5) Etablissement du tableau de variation et tracé du graphe.

bl Etudier la fonction réelle f définie par f(x) = x*.

Solition  Nous avons f(x) = x* = ¢*L°** donc 'ensemble de définition de la fonc-
tion f est I'intervalle D = 0, + oo[ et f est continue sur cet ensemble, Comme

ImxLogx =20

x=—+0
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nous avons
Im f(ix)=1,
x—0+
de méme
lim xLogx = + @ donc lim f(x)= + co.
x—*+ oo x=++ oo

Nous voyons que I'on peut prolonger la fonction par continuité en posant

fO)=1L
Pour tout élément x de D nous avons

f'(x) = ¥ (Log x + 1);

la fonction dérivée f” est du signe de expression Log x + 1 qui s’annule pour
x = l/e. Etudions maintenant si la fonction prolongée par continuité est déri-
vable & droite au point 0. Nous avons :

- fx)—1 _ grioex _q . PR s x Log x
x—=+0-+ X x>0+ X x20+ X LOg x X )

Lorsque x tend vers 0 +, x Log x tend vers 0 donc

I it |
im ————=1;
x=0+ X Log X

d’autre part
lim Logx = — o donc lim Az~ = — 0.
x—0+ x—=0+
Résumons dans un tableau ces résultats
L
X 0 € +oC
(s ’: —_—0 — ﬂ
S(x) Z +
1

lf!’x)
\e"él'/
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Nous obtenons le graphe suivant

f(x) f

Lo B
m!——

=Y

5.2

Etudier la fonction f définie par

f& =6 - Log 1%,

Solution

Pour que la fonction f'soit définie il faut et il suffit que

E_j;5:>.0,

1 —-x
par suite I'ensemble de définition de f est D = ]— 1, 1[. Remarquons que

f=) =6 = Dlogs =% = — 7x),

la fonction f est impaire ; il suffit donc de I'étudier sur I'ensemble D' = [0, 1[.
Remarquons aussi que pour tout élément x de D', 1 + x et 1 — x sont des
nombres réels positifs, par suite nous pouvons écrire

) =(*— D Log(l + x) — (¥ — ) Log (1 — x).
Comme

lim (x — 1) Log(x — 1) = 0,

x—+1-
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nous avons

lim (x* — 1) Log(1 —x) =0

x-—+1=
d’oli

lim (x* — 1) Log(l + x) — (x* — 1) Log(1 e

x—=1-
d’autre part il est clair que f(0) = 0.

Pour tout élément x de D’ nous avons

7 _ 1+.x 2 [l 1_]
f(x)—ZxLogl_x+(x 1) 1_|_x+1__x
—2[xLo l—ﬂ—i]—zx[l_o“”‘—l]
o BT o 1 - x x|’

Nous sommes done conduits & étudier la fonction g définie sur ]0, 1[ par

14+ x 1
g’(x)—LQg‘l_x—;
Nous avons
2 1 X241
’(x =—_—-+ = ——
g(x) L=t X x(l—xz)

donc pour tout élément x de Pintervalle 10, I[ nous avons g'(x) > 0 ce qui
prouve que la fonction g est strictement croissante. Nous avons

Iim g{x) = — @
x=+0+
et
; ; ; gew: )
lim g(x) = lim Log (1 + x) — lim Log(1 — x) — lim 2 = + .
il x—+1— x=+1- x=+1=

La fonction g s’annule donc une fois pour une valeur o et comme la fonction
dérivée f' est du signe de g nous avons f (x) < 0pour0 < x < oetf (x) > 0
pour o < x < |. Enfin il est clair que f'(0) = — 2. Calculons maintenant la
pente de la demi-tangente & gauche du point 1. Nous avons

lim ﬂé)—l= lim [(x+1)Log(x+l)-—(x+ ) Log(l —x)] =+ .

x=21- X x—+1—
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Résumons ces résultats dans le tableau de variations

2 -] —& 0 4o 1
P >
S(x) % oo + 00— -2 — 0 + 4« —_

f(x) 0

W
N\

fFﬂ-’) g
o/ 0‘““1[(&)/

Nous obtenons le graphe suivant :
y *

\

v S-a)

®

i
=]
S

B

\

_
%
_
_

.

f(=)

A
N
A

FIG. 5.2

5.3 Etudier la fonction f définie par f(x) = x'/&~1),

. Solution  Nous avons f(x) = e"®/==D donc 'ensemble de définition def est I'ensem-
ble D = ]0, I[U] 1, + oo[. Nous avons lim f(x) = + oo et lim f(x) = 1.

x—+0+ x -+ oo
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Pour étudier f au voisinage du point 1 posons x = 1 + u ! lorsque x lend vers 1.
u tend vers 0 et nous pouvons écrire
f(x) = efloE X (x—1) _ gllos (1 +ml/u _ o 1 =(ui2)+otud

d’olr
fx) = e.e BT = e(l - ; + aiu))

e cu e S =1) 5
=e— 5 + o(u) = ¢ 5 + olx — 1).

Nous voyons que lim f(x) = e, par suite nous pouvons prolonger par conti-

x==1

nuité 1a fonction f au point 1 en posant f(1) = e. De plus nous avons
im Q=T _ o ) —e €
x—r1 x—1 x=1 X = 1 7

ce qui démontre que la fonction prolongée est dérivable au point 1 et que

)= —ef

Pour tout élément x de D nous avons
o) cvmme-n [ = 1)~ Log]
(x — 1)’

donc la fonction f* a le méme signe que la fonction g définie par

1
glx) =1 —x—Logx.

Nous avons
i X . —1—-—=x1o
lim g(x) = — @ et lim g(x)=11m-x- S . - 2 R
x—++w x—=0+ x-+0+ x
Comme
: 1 1
: x

nous voyons que g'(x) = 0 pour x = 1 par suite la fonction g croit de — co0 &
g (1) = 0lorsque x varie de 0 a 1 et ensuite décroit de 0 4. — oo quand x

varie de 1 & + oco. La fonction g et par conséquent /' est toujours négative.

Nous avons le tableau de variations suivant :

X

0
fm - - -
x) Ao —a
f(x) /%ﬁ e—
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Nous obtenons le graphe suivant :

I |

FIG. 53

b4

Etudier la fonction f* définie par
J(x) =

x P
Log x~

Solution

La fonction f est définie et continue sur I’ensemble
D=10,1[Ull, + oof.
D’aprés la croissance comparée des fonctions puissance et logarithme nous

avons
Im f(x)= + @ et lim f(x) =0.

X+ 4 oo x—+0+

Nous pouvons donc prolonger par continuité la fonction f au point 0 en posant
Ff(0) = 0. D’autre part

lim f(x) = + o© et lim f(x) = — o0.
x—=1+ x—=1—
Calculons f'(x) pour tout élément x de D. Nous avons
, Logx — 1
fi) = 285 —

(Log x)*
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par suite f’(x) = 0 pour x = e. Cherchons si la fonction prolongée est déri-
vable & droite au point 0. Nous avons

= f(x) - 1 b | " F
lim —— = lim ——— =0 d’our 0)=0.
x-0+ X «04+ LOBX 1i©

Résumons ces résultats dans le tableau de variations suivant :

% 0 1 e +%0
Sx) 7 D - = 0 +
f(x) 0

— o0

/
oy
7
Nous obtenons le graphe suivant :

7 |

14

S
)
=

FIG. 5.4
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5.5 Etudier la fonction f définie par f (x) = etx—1)x2,

Solution  La fonction fest définie et continue sur 'ensemble R*. Comme

x—1
lim S e 0,
x=++to X
nous avons
lim f(x) =
X=» + oo
D’autre part
. ox—1 .
lim —- = — o0 donc lim f(x) = 0.
x—+0 X x—=0

Nous pouvnns donc prolonger la fonction f'par continuité au point 0 en posant

f(Q) =

Calculons J'(x) pour tout élément x de R* ; nous avons

1 2 — i
£1(x) = 2 x(x ) gl =1 2_33‘ el /=2

x X

Comme etx-1)/=?/x* > 0 pour tout élément x de R*, le signe de la fonction f’ est
le méme que celui de 'expression x(2 — x). Cherchons si la fonction prolongée
est dérivable au point 0 ; nous avons

lim f(JC) = lim _1_ e{x—l},f.tz L (x — l)jfx 1
x=+0 X x=0* .1:—'0 € e x(x — I)IJCI '
mais — (x — 1)/x? tend vers + oo lorsque x tend vers 0 donc
. (x = x?
g =
SR e-—(x—l},fx

d’autre part

i % =
=0 x(x — 1)/x* xv0x — 1
par suite
lim 1)
x=+0 X

ce qui prouve que la fonction prolongée est dérivable au point 0 etque f*(0) = 0.
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Résumons ces résultats dans un tableau de variations
X —0C 0 2 4o

f(x) — 0 + 0 —
1 4
Lf(xj hhm““mhimﬂh{)gfﬁ,ff’r\i;"““Haﬁhh*hl

Nous obtenons le graphe suivant :

y A

0 i 2 =
FIG. 5.5
b.6 Etudier la fonction f définie par f(x) = (x — 1)e¥/*~ 1),

Solution L’ensemble de définition de f est 'ensemble D = R — {1 }. Etudions le
comportement de f au voisinage du point 1. Nous pouvons écrire

f() = ex — Delet,
si x tend vers 1 par valeurs plus petites, 1/(x — 1) tend vers — cv donc

lim (x — De/® D=0 et lim f(x) =0.

x—=1— x—=1=

Si x > 1 nous avons

1/(x—1)

S ) = M S e —
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et comime

: 1

im —— = + o,
x-el+ X 1

le théoréme sur la croissance comparée d’une exponentielle et d’une puissance

nous montre que

1/{x—1)

lim e o —— =
M Se=n " ®

Pour tout élément x de D nous avons

f(x) = e*fix'ﬂ(l . 1)"_"_1 _z?f) BN s 4
(x—1)

par suite la fonction f’ s’annule pour x = 2 et est du méme signe que Pexpres-

sion (x — 2) (x — 1). Déterminons la pente de la demi-tangente a gauche du

point 1, nous avons :

lim ;f-(f)— = lim e

x=+1 - x x—+1—

xf(x—1) == O .

Pour faire ’étude des branches infinies remarquons que si x tend vers + oo,
1/(x — 1) tend vers 0 ; nous pouvons donc écrire f(x)=e(x — 1) e/~ D dou

o=t g e ()

=e(x—1+l+f("x%"ﬁ+o(5c1—]))

d’oti

f(x) =€z + Ec_e:_l) 5 O(x 1 1) .

Le graphe de fadmet donc pour asymptote la droite y = ex.

Résumons ces résultats dans le tableau de variations :

x =00 1 2 + oo

—_—

S(x] =+ Bl — 0 +

e w/ﬂ e
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Nous obtenons le graphe suivant
7 )
*
o
i
a\
E2 /
0
1 2 x
FIG. 5.6
5.7 Etudier la fonction f définie par

sy = (1 +;)
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Solution

Nous avons f (x) = -8+ D/x1 13 fonction f est donc définie et continue pour

(x + 1)/x > 0, i.e. pour tout élément x de I’ensemble

Lorsque x tend vers + co ou vers — o0 NOus avons

xLog(l. + %)= x(% + o(%)) =1+ 0(),

par suite
lim f(x) = lim e =e.
x—=++tom x—++ow
Comme
2 x + 1
lim —
x={—1)—
nous avons

lim f(x)=+ .
: x{—1)—
Lorsque x tend vers O par valeurs positives nous savons que x Log x tend vers 0
donc
1 x+1 . ;

lim x Log=—— = lim xLog(x + 1) — lim x Logx =0

x-0+ X x—0+ X0+
d’ou

lim f(x) =

x=0+

Nous pouvons ainsi prolonger la fonction f par continuité au point 0 en posant

£(0) = 1.

Calculons f'(x) pour tout élément x de D ; nous avons

Hx) — eXLosl(r+1)/x] x+ 1 ( ! 1))
fl(x) =€ (Log kX

1 x
2y x Log [(x+1)/x] Lo x + 1 )
¢ ( & T x+ 1
Le signe de f’(x) est le méme que celui de

x+ 1 1

= L . .

8x) i x+1
Etudions sommairement la fonction g. Nous avons
lim g(x) =0
x—++too

lim g(x) =+ oo

x—+0+

i s~ 1 (x+ DLlogl(x+ )fx] -1 i 1
x-+(~ 1)~ x=(=1)= x+1 Cxe-n- X+ 1

et

=4 00.
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Comme

: 1 i 1 1
F) = — — ==
x+1 x (x+1) x(x + 1)
la fonction g croit de. 0 & + co lorsque x varie de — co & — 1 et décroit de
+ o0 & 0 lorsque x varie de 0 2 + oo ; la fonction g reste donc constamment
positive. Etudions si la fonction f est dérivable 4 droite au point 0. Nous savons
que

: x+1 X
lim x Log 10  donc eXlelHLE | L x]og + 1 ;
x—+0+ X X
par suite nous avons
. x) — 1 . eXleslxtl] . xLo 1)/x
fim 79 =1 i L topy ZEEEER Y ADS]
x=0+ x x—+0+ X x=0+ X

Le graphe de la fonction f admet donc une demi-tangente verticale 4 I’origine.
Nous avons le tableau de variations suivant :

x o0 -1 0 +oc

S + ///Qm +
S(x] tol /e
e __F

Nous obtenons le graphe suivant :

=X
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5.8

Etudier la fonction f définie par f(x) = x + +/x? — 1.

Solution

La fonction fest définie pour x* — 1 = 0 donc sur I'ensemble
D=1]1-c0,—1JU[L, + oof .
Etudions f au voisinage de + oo, nous avons
1

f(x)=x+x I = =
x

1 1 1 1
ool o)1)

par suite

d’oli

lim f(x)= + o0,

x—*+ oo

le graphe de f admet la droite d’équation y = 2 x comme asymptote et se trouve
au-dessous de cette droite. Au voisinage de — o0 nous avons

f(x)=x —x /i—x—l__,—

d’otr
1 1 1 1
X —x1 - —+ 0( ))= — o(—);
&) ( 2 x? x? 2% x
par suite
lim f(x)=0.
Calculons f'(x) pour tout élément x de D, différent de 1 et de — 1, nous
avons
VP —1+4x

O =14+—>

-1 -
Il est clair que £’ ne s’annule jamais ; comme f’ est continue sur chacun des
intervalles ]— oo, — 1[ et ]1, + oo[ elle y garde un signe constant. Comme

Frea=B2

[ est négative sur 'intervalle ]— oo, — 1[ ; de méme

7

donc f' est positive sur 'intervalle ]1, + col.

ray=Y3 ’;3 >0,
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Déterminons la pente de la demi-tangente au graphe & droite du point 1 ;

nous avons
" x+\/x2—1—1 lim(1+w‘x+l) £
im = = oo .
x-1+ x—1 x—+1+ \/x———l

De la méme maniére déterminons la pente de la demi-tangente au graphe
a gauche du point — 1; nous avons
)- -
x —cc =

. ﬁj+ 1 A / — ¥
x—*{lit{l)—- - :+ 1 i x—»](l?:}— (l . i +1
1
e . ?m +
(x] Ao
4% e SO //ff T

Nous obtenons le graphe suivant

Nous avons le tableau de variations suivant

5
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5.9

Etudier la fonction f définie par

f(x) = ™ x(x + 2).

Solution

La fonction f est définie si x(x + 2) > 0 et x # 0, donc I'ensemble de
définition de f est 'ensemble D = ]— o0, — 2] U |0, + oo[. Etudions la limite
de la fonction f & droite au point 0, nous avons

1/x

€
lim eY*./x = lim — =
x—+ {4 \/_ x=0+ (Ilfx)lfz

d’aprés la croissance comparée d’une exponentielle et d’une puissance au voisi-

nage de + oo ; par suite lim f(x) = + oo. Etudions la fonction f lorsque x
x-0+

tend vers + oo, nous avons
1 1
e =1+—-+ 0(_)
X X
et

\/x(x+ii=|.x[,\/l +%=|x| (l+§—51—2+0(—13)).

X

Lorsque x tend vers + o0 nous avons

f(x)=(l +%+o(%))(x+1 —El—x+o(%))=x+2+2]—x+oe),

le graphe de la fonction f admet donc la droite d’équation y = x + 2 comme
asymptote et se trouve au-dessus de cette droite. Lorsque x tend vers — oo
nous avons

m={ s -1 geralpll ~2-goggs o)

le graphe de la fonction f admet donc la droite d’équation y = — x — 2
comme asymptote et se trouve au-dessus de cette droite.
Pour tout élément x de D tel que x ¥ — 2 nous avons

fr(x) = elj'x(_ m n 2x + 2_) _ elf:c xg _ 9

X 2J%x +2)  x

x  Jx(x + 2)

S est donc du signe de I'expression x(x* — 2) et la fonction f admet un mini-
mum pour x = +/2. Tl est aisé de vérifier que (+/2) > +/2 + 2 donc ce mini-
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mum est situé sur le graphe au-dessus de 'asymptote. Déterminons la pente de
la demi-tangente & gauche du point — 2 ; nous avons

g D, i —
x—r(—z]—x + 2 x.—}(—z}— X + 2

La demi-tangente & gauche du point — 2 est donc paralléle & Paxe Oy.
Nous avons le tableau de variations suivant :

X —o0 i

F) e

0 V2  Fee
= 0

Filx [ oo +o0
\0 _ \fw;')/
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5.10

Etudier la fonction f définie par f(x) = x* Arctg [1/(x + .

Solution

La fonction f est continue pour tout nombre réel x appartenant a I’ensemble
D =R — {—1}. Nous avons

J lim f(x) = —g et lim f(x)=g.

x—(—1)- x—+(—1)+

Pour étudier la fonction f au voisinage de linfini posons u = 1/(x + 1).
Nous avons

1 2 , 3 2 1
Arctg — — = Arctgu = u + ou”) et x"= -=1) =1—-+-;
x+1 u

par suite

f(x)=£_2+u+0(u) d’ot f(x)="_1+3c‘_i_1+°(x-llrl);

le graphe de la fonction f admet la droite d’équation y = x — 1 pour asymptote
lorsque x tend vers + oo ou vers — 0.
Calculons la dérivée de f pour tout élément x de D. Nous avons

y 1 - 1(x + 1)°
= 2 e 2 bl .
AL xArctgx-[_ i LR 1 +[1f(x+1)2]

d’oll

1 X
SR U SR T |
) x+1 x*4+2x+2

Pour connaitre le signe de f* nous devons étudier la fonction g définie par

1 X
%) =2AKCtlg— ———
gx) g:x:+l x24+2x+2

Nous avons

lim g(x) =0, lim gx)=—-n+1 et lim gx)==n+1.

x=+te x=+(— 1)~ x=+(—1)+
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Comme
, — 16 & 1)? L2 —-255—2x
g(X)=2'-—- 'r( )2 = 2 7
1+ [1(x + 1] (x*+2x +2)
-2 —x*+2 —x*—4x—6

"X 42x+2 P +2x+2F G +2x+ 2

nous remarquons que g’ est toujours négative donc la fonction g est décrois-
sante et par suite négative pour x < — | et positive pour x > — 1.

Calculons les pentes des demi-tangentes A droite et & gauche du point — 1;
pour cela posons x + 1 = v. Pour v > 0 nous avons

fx) = (n[2) (v — 1) [Arctg (1/v)] — (n/2)
x+1 N v

(@ =20+ )[(#)2) - Arcigo] — (n/2)
v

=%[(1—2v+0(v))(g"”+"{"))_;]

=£;[—v—1rv+o(v)-]=—1—R+0(1)-

Donc

i @ @D

— ﬂ.
x-+(— 1)+ x+1

Pour v < 0 nous ferions un calcul analogue en utilisant la relation
Arctgp = — & — Arc g~
= e r —
te 2 £y

(cf. exercice 2.27), nous obtenons le résultat

im [+ @D _
Sy x+1

Résumons tous ces résultats dans le tableau de variations suivant :
x - -1 0 + o0

f(x) -+ all|-l-==. — 0 -+

fe | i —

oo
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Nous obtenons le graphe suivant :

4

N

I
nola

FIG. 5.10

.11 Etudier la fonction f définie par f(x) = ff;f —3x+ 2.
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Solution La fonction f est définie et continue sur R tout entier. Pour étudier les
branches infinies posons X = 1/x et effectuons un développement limité pour X
au voisinage de 0.

3
f(x)=xl\/1.,.1...32+§3=}:7(1—3X2+2X3)”3=%Y(1—X2+0(X2))
d ot

f(x) = ———X+0(X)—x—]—+ (;)

Le graphe de f'admet la droite d’équation y = x pour asymptote et se trouve au-
dessus de cette droite quand x tend vers — oo et au-dessous lorsque x tend

vers + oo. mew e
Remarquons que f(x) = if(? — 1)? (x + 2), la fonction f est donc dérivable
sur R sauf peut-étre pour x = 1 et x = — 2. Pour x # 1 et x # — 2 nous
avons
3x2—-3 x -1
e = —

3\/(x—-1) (x + 20 \/(x )x + 22

la fonction f' est donc du méme signe que I’expression x* — 1. Au voisinage
de 1 nous avons

lim f) =) _ im @ﬂﬁ"" Z)If — lim (> + 2)”3 -

T =Sl oo
x—1+ x — 1 x—+1+ x—1 il F (X — 1)1;’3
de méme
o SOV —FM) _ £
x=1- x—1 ,,_,1_ (x — 1)1!3

Le graphe de f présente donc un point de rebroussement & demi-tangente
paralléle & I'axe Oy. Au voisinage du point — 2 nous avons

L OR (G B R Ve G R e i

23 +00;
x-r— 2. x+2 x+—2 x+ 2 -2 (x + 2)
le graphe de f admet une tangente paralléle a I'axe Oy.
Nous avons le tableau de variations suivant
x ~0 0 =l 1 +

fx) + 4oy + 0 — —oe

T i) /0/’«1 = /

—Q0
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Nous obtenons le graphe suivant :

y A

157

&
‘_‘J’
8\(12
I__
-2 -1 0 I x
FIG. 5.1
512 Etudier la fonction f définie par
Log|x — 2|
FR = ———

Log | x |
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La fonction fest définie et continue sur I’ensemble D = R — { — 1,0,1,2 }.
Nous avons

lim Log|x|=0

x=+=1
donc
lim f(x)=+ o et lim f(x)=— oo,
x-—s(-—-]_}- x—+(—1)+
comme
limLog|x| = — o
x-+0
nous avons
lim f(x) =0,
x—+0

nous pouvons donc prolonger par continuité la fonction f en posant f(0) = 0.
D’autre part, puisque

limxLog|x|=0,

x=+0

nous avons

lim@=+oo et lim{@=
x=20— X x=+0+ X

— a0

ce qui prouve que le graphe de f admet un point de rebroussement & demi-
tangente paralléle & I'axe Oy. Pour étudier f au voisinage du point 1 posons
x =1+ u ol u est au voisinage de 0. Ence cas | -1 +u|=1—wu et
|1 4+ u] =1 + u, nous pouvons donc écrire

_Log|—1+u] Log(l —u
M = Tar ~ Leg( +4)

d’oit
2
. o(u?)

) =————

u- 2
2 + o(u®)

u—

=(—-1—gi+o(u))(1+g-+0(u))= —1—u+ o).

Nous avons donc

limf(x) = —1,

x—1
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par suite f peut étre prolongée par continuité au point 1 en posant (1) = — 1.
Comme

S =f1) . —1l—u+o+1

Iim—————~ = lim =—1,

x=1 a1 u—+0 u
la fonction f prolongée en posant (1) = — 1 est dérivable au point 1 et
J'(1) = — 1. 1l est clair d’autre part que
: y . Log|x|+ Logl1—(2/x)|
lim f(x) = — o0 et lim f(x)= lim =1k,
.1:—'2f( ) x—bi-cﬂf( ) x+t o Lﬁg I X |

Le graphe de la fonction f admet donc comme asymptotes les droites d’équa-
tionsx = — l,x=2ety=1.

Pour tout élément x de D nous avons

1
JI:_21.,0g|;>cl—:‘C—ngl;vc—zul

_xLog|x|—(x—2)Log|x— 2]

F ) = _ i
F (Log|x[)? x(x — 2) (Log | x |)?

Nous sommes donc amenés & étudier la fonction g définie par
gx)=xLog|x|—(x—2)Log|x —2].

Cette fonction est définie et continue sur R si nous posons g(0) = g(2) = 2 Log 2.
Nous avons

g(x)=Log|x|+1—Log|x—2]|—1=Log

X
x =2\

Il est clair queJ.x,’(x —2)| > 1pour x > 1, ij(x = 2)£= | pour x = let
| x/(x — 2)| <1 pour x < 1; par suite g’(1) = 0, g'(x) <0 pour x <1et
g'(x) > 0 pour x > 1. La fonction g admet donc un minimum pour x = 1 et ce
minimum vaut g(1) =0, ceci prouve donc que la fonction g est toujours positive
et par suite la fonction f a le méme signe que ’expression x(x — 2).

Nous avons le tableau de variations suivant :

x -0 —1 0 1 2 + 00
/1) + + 4ol — 1 — |

Ao

o/ (x) 0 1
l/ \,o/ T ~—a =
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Nous obtenons le graphe suivant :

y

" FAG. 5.12

513 Etudier la fonction f définie par £(x) = (1 + tg x)* *.
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Soltion  Comme f(x) = e *Les1+18%) 15 fonction f est définie si et seulement si
1 +tgx>0 et x#n/2+ kn(k €Z). La fonction f étant périodique de
période 2 7, nous pouvons nous limiter a I'étude sur I'ensemble

i 3n 3=n
”—]‘Z*a[“]"r=‘i[-

Etudions le comportement de f aux bornes des intervalles constituant D. Nous

avons
lim eslnx{..og{l+tgx) = 4 00;
x->(—nj4)+
lim es!nx[..og(l+mx) — 4 00 lim E:Si" xLog(t+igx) __ 0;
x—+{nf2)— x—+(3n/4)}+
fim csinxl..og{l-ﬂgx‘l =0

x—+(3nj2)—

Nous pouvons donc prolonger f par continuité en posant
In 3n
f(—4— + an)zf(---z— + 2 kﬂ)= 0

pour tout entier relatif k.

Cherchons la pente de la demi-tangente & droite au point 3 n/4. Posons
x = (3 m/4) + u ; lorsque x tend vers 3 /4, u tend vers 0 et nous aurons

. Ix - — 1 +‘E")
Log(1 + tgx) = Log(] + tg( 2 - u))— Log(l + 1+

= Log(2tgu) — Log (1 + tgu) = Log 2tgu) — u + ofu)
2

sin x = sin 3\£+ )—sin3—ﬂoos +cos3—ﬂs'nu— “(cos u — sin u)
N L Sl R g Ty

2
— —"—g:(l — u + o(u)).
Nous avons donc

) =SB4 _ 1 v212) 1 -utowun (Log 2 tgw)—utofw)
x — (3 n/4) u

d’oli

S} — Q3 nj4) - 1 [e{\/EIZ}(Los{Z wu)—u—uLog (2 1g u)+o{ﬂ))]
x — (3 n/4) u d

CaLvo. — Exercices d'analyse
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par suite

Im —
x—+(3nfd)+ X — (3 m/4)

o(V/2/2) Log (2 124) =
= | Koy s lim e(V2/2) (-u-uleg(Zgw+olu))|
u

2=+ 0+ =+ +
Comme
u
ulog(2tgu) = ﬁ'tgva 2tguLog(2tgu),
lim (— u — uLog (2 tgu) + o(u)) = 0
u—+0
d’on

lim V22 (—u-ulog2wmto) _ .
3
u—0+
d’autre part

V22 L2180 _ () g )V 2/

2
et comme \—2/: <1,

par suite

m 1 =SG ) _

x=(3njay+ X T (3 n/4)

le graphe de f admet donc une demi-tangente paralléle 4 I'axe Oy. Pour chercher
la pente de la demi-tangente au point 3 /2, posons x = (3 7/2) — v. Nous
savons que

. (31: ) (31: ) .
SN|-— — v)= — Cos ¥ et cos—~2——v=—smv

+ 00,

2
d ot

par suite

1

sin x Log (1 + tg x) = — cosv(Log(l +fg_v))
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d’ott sin x Log (1 + tg x) = — cos v Log (1 + tgv) + cos v Log sin v —
cos v Log cos v. 1l est clair que

lim (— cosvLog(l + tgv) — cosv Logcosv) =0

v—+0+
par suite
L i
lim f{x) _f(3 ﬂfZ)____ lim [emv 23 S e—cosui.us(l +tg v)—cos v Log cos v]
x—+(3n/2)— X — (3 ﬂ:,"2] =0+ -0
d’ou
i
lim f(x) _f(3 Tf,’2) r li emsv LO'SS ne
x@r2)~- X — (3 7nf2) v-+0+ — v
Nous avons
L. i i 5
eoosv ogsu.lv_ fiom i Logaine e]'.-ogsw » (eoe u—1} Logsin sin v
=[e ] = [¢ =
— v =8 — B
d’ott
. ecosﬂlog sin v ) . ) . Si]"l v
lim ————— = | lim e®oDlogsine | iy —— |
=0+ — v +0+ p+0+ — U
Mais
. sinvp
Iim = —1
v=0+ — U

1l suffit donc de déterminer

lim (cosv — 1) Logsinwv.
v—=0+

Nous avons :

; cos v ; :
(cosv — 1) Logsinv = —ing  Sinv Logsinv.

Lorsque v tend vers 0+, sin v Log sin v tend vers 04, cos v — 1 ~ v%/2 et
sinv ~ v donc

g SO
o0+ SIDD
par suite
lim (cosv — 1) Logsinv =0  d’ol lim 16 = F3 =[2) = —1.

x— (3 n/2)

v—=+0+ x=(3n/2)—
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Calculons la dérivée de f. Nous avons :
() = f(x) [cosx Log (1 + tgx) + sin x 14t x

tg x(1 + tg° x)
1+ tgx )

= f(x) cos x [Log 1+ tgx) +

La fonction tangente étant strictement croissante, la fonction qui se trouve
entre crochets dans I'égalité ci-dessus aura le méme signe que la fonction g
définie par

u(l + u?)

g(u) = Log (1 + u) + = S

lorsque u varie de — 1 & + oo. 1l est clair que g(0) = 0. Calculons g'; nous
avons

; 1 1+3)0 +uw) —u—u’
g(u)=_..+(_ i l...__)z_.

1 4+ u (1 + w)
d’ou

= 2u +3u +u+2

g'u) = -

S+ w?

Nous devons donc trouver le signe de P(u) = 2u® +3u* +u+ 2 pour
u> — 1. Comme P'(u) = 6 4> + 6 u + 1 admet les racines

—3—./3 ;3+ﬁ

6 et Hz == 6

u]_:

le polyndme P est d’abord croissant ensuite décroissant puis a4 nouveau
croissant. La valeur du minimum relatif est
16 — 24 /3

108

P(u,) = 2

qui est strictement positive donc P change une seule fois de signe. Comme
P(— 1) = 2 est strictement positif on a P(u) > 0 pour tout u > — 1. La
fonction g est alors strictement croissante et comme elle s’annule pour u = 0
elle est négative pour 1 < 0 et positive pour u = 0. Nous pouvons construire
le tableau de variations de f

7T 7T S 3x

x —4 v - S 5
Sx) //// — T %///j + 0 - Z
7N & N s _
% \1/ /%/;0/ \0 Z
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Nous obtenons le graphe suivant :

| - "
. _
% _
2 _
ff A %
i .
= 5&. _ b
H ,_* .
L s Z -
e - _
$= - ;/;
=z ~
g I it T g - {f;
E e
Z = =
T 0 I L an : A3
4 I 9 }4 T %? X
FIG. 5.13
514 Etudier la fonction f définie par f(x) = x e'* pour tout nombre rée]

x<0, f(0)=0 et f(x)=x>Log|[(x+ 1)/x] pour tout nombre réel x > 0.

Solution  La fonction fest définie sur R et continue partout sauf peut-étre au point 0.

Nous avons
lim f(x) = lim xe'™ =0

x=0— x—0-
et
lim f(x) = lim [x* Log(x + 1) — x* Logx] = 0;
x—+0+ x=+0+
par suite
lim f(x) = f(0) = lim f(x),
x>0~ x—0+
la fonction f est donc continue au point 0.
Etudions la dérivabilité en ce point. Nous avons :

lim 222 = fim e =0
X =

x—=0-

lim 140 _ [x Log(x + 1) —xLogx] =0.

x=+0+ X x20+
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Tl existe donc une dérivée A gauche et une dérivée a droite et comme elles sont
égales, la fonction fest dérivable au point O et f(0) = 0.
Lorsque x tend vers — oo nous avons :

f(x}——~xe”"=x(l +1 - —1—2- +o(lz))=x = I 2 +o(1).

. 2% b 2 X

Le graphe de f admet donc la droite d’équation y = x + |1 comme asymptote
et se trouve au-dessous de cette droite. Lorsque x tend vers + co nous avons :

f(x) = x? Log(l + D= x’*(1 kel + A 1 0(13))

x 2x* 3x° x

= X -— l-f"j;'+‘0(l)
N 2. 3x x/”

Le graphe de f admet donc la droite d’équation y = x — % comme asymptote
et se trouve au-dessus de cette droite.
Pour tout nombre réel x < 0 nous avons
1
fi(x) = e”"(l — —)

X

par suite la fonction f’ est positive pour x < 0. Comme

lim f(x) = lim (e”"‘ = i e”") =0,

x—+0- x=(-

la fonction dérivée f * est continue & gauche du point 0. Pour x > 0 nous avons :

. x+ 1 2( 1 l) ( x+ 1 1 )
(— L —_—— — = e -
f'(x) =2xLog 3 + x =<1 % x|{2 Log = =1
Nous devons étudier le signe de
x + 1 1
= L — i
g(x) = 2 Log X x + 1

Nous avons
2(x + 1) Log(x +1) —2xLogx —2Logx — 1 _

Iim g(x) = lim
.t'il)t}-i &(x) x=+0+ x+1 + w0
et
lim g(x)=0.
x=++too
Comme
. 2 2 1 —x—2
g =—= -S4 = E o
x+1 x (x+1) x(x + 1)

est strictement négatif pour tout nombre réel x > 0 la fonction g décroit de
+ oo 4 0, et reste donc positive. D’autre part nous avons

x+ 1 X .
[ZxLog- x-v-«x+]]=0=f({))

lim f'(x) = lim

x—0+ x=0+
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ce qui prouve que la fonction f” est continue a droite de 0 donc continue au

po_ll_,“ets Ol:ésultats précédents se trouvent résumés dans le tableau de variations
suivant :
x —oc 0 “Foo
J(x) + 0 T
f () i

Nous obtenons le graphe suivant :

f}‘

FIG. 5.14
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5,15

lo Etudier les variations et construire le graphe I" de la fonction f de R
dans R définie par f(f) = Logch ¢

20 Former I’équation de la tangente au graphe I” au point d’abscisse 7.
Déterminer Pordonnée g(#,) du point de cette tangente d’abscisse nulle.

30 Etudier les variations et construire le graphe de la fonction g.

Solution

1¢ Comme ch 7 est un nombre réel strictement positif quel que soit ¢ appar-
tenant 2 R, la fonction f est définie et continue sur R. Comme [ est une fonction
paire nous I’étudierons pour ¢ 2 0. Lorsque ¢ tend vers + co nous avons

f = Loge—j-f-e— = Loge' + Log(1 + e 2) — Log2

=t—TLog2 + ¢ % + ofe™™).

Le graphe de f admet la droite d’équation y = ¢t — Log 2 comme asymptote
et I” se trouve au-dessus de cette droite.

Nous avons

i sh t
f{t)—al-;—tht.

Pour ¢ = 0, th £ est positive donc f est croissante.

Nous avons le tableau de variations suivant :

l -0 0 +oo
St — 0 +

s e s
{ \0/
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Nous obtenons le graphe suivant :

by

V i

-Log2

FIG. 5.15.1

2¢ La tangente cherchée est la droite de pente f'(¢,) = th 1, qui passe par le
point de coordonnées (¢o, 1 (f5)) = (o, Log ch ;). Son équation est

y = Logchty, + (t — ty) tht,

si t = 0 nous obtenons g(t,) = Logchty — 1, th £,

3o La fonction g est définie et continue sur R et est paire. Lorsque f tend
vers + oo, lim tht=1 et Logcht~t— Log2; nous avons donc

t—=++

Iim g(f) = — Log2.

i+ w

Comme g'(t) =tht — tht — #(1 — th®r) est négative pour ¢ > 0, nous
obtenons le tableau de variations suivant :

t —0C 0 + oo
g'(t) =+ 0 =

g (t) .
-Log2 / \-Log 2
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Nous obtenons le graphe suivant :

Ay

— T

FIG. 5152

516 Pour chaque nombre réel a on considére Ia fonction f, définie par

£ = (x — @™

On désigne par I, le graphe de f,. Etodier les variations de la fonction f, et
construire le graphe I, dans chacun des cas suivants :

a<—l;a=—-1;—1<a<0;a=0;
1 1 1

0<a<—5;a= -2;—2{0<1;a>1.
€ € [ =

Solution  La fonction f(x) = e**1°8 >~ est définie et continue pour x € Ja + oo[.
Quand x tend vers a par valeurs supérieures nous avons

i = Hin e ORmese) SRXED .,

x-+a+ x-—=+a+

Nous pouvons prolonger par continuité la fonction f, en posant f,(a) = 0.
Comme
Iim xLog(x —a)= + o,

x-+ + oo

nous avons
lim f(x)=+o si a>0, lim fy(x)=1

x—++ow x*++ew
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et
lim f(x)=0 si a<O0.
x=++ o
Calculons Ia pente de la demi-tangente  droite au point a. Nous avons :
afx—a) Log (x—a) ,a% Log (x—a)
: x) — fla , & e
lim X — Sl _
x-ra+ X —a x—+a-+ X —a
soit
lim fux) — 14a) fda) = lim e~ ALesG=a)y _ gyl
x-+a+ X —a x—*a+
Mais

lim (x — a) Log(x —a) =0,

x—=+a-+

par suite la pente de la demi-tangente est 0 pour @ —1>01poura®—1=0
et + oo poura® — 1 < 0.

Nous avons

X —4da

fax) = afa(x)' [Log (x —a) + __x_{l

Si nous posons

X
ga(x)_!-"og(x_a]'l'x_a;

le signe de f, sera celui de ag,(x). Nous avons

lim gix)= + <0

x=+ 4 ab

fim ) = lim _(x-—a)l.og(x—a)—l-x: X
x=+a+ x—+a+ x —a x—at+ ¥ — d

Cette limite vaut + co poura > Oet — co poura < 0.
Nous avons

1 X—a—x x—2a
(%) = - s A G <
&%) x—a (x—a} (x—a)i

Sia < 0, gi(x) est positive pour x > 0 et comme

Iim gfx) = — oo et lim gx) = + @

x—+a+ x=+ + oo



172

EXERCICES D'ANALYSE

il existe un nombre réel unique o, tel que o, > a et g,(a,) = 0 ; par suite

2,(x) < 0 pour x < o, et g(x) > 0 pour x > ¢a,. Sia >0, g:(x) s’annule pour
x = 2a et le signe de g, dépend de celui de g(a) = Loga + 2. Nous distin-
guerons les trois cas suivants :

()0 < a < 1/e* ; nous avons le tableau de variations suivant :

X a 2a 400

g;(x) = 0 -

L +oo
ga{-'x ) \ga(ga) /

Comme g,(2 a) < 0 il existe deux nombres réels B, et y, tels que f, élppar-
tienne & Pintervalle ] a, 2a [, y, appartienne & lintervalle ]2a, + co | et

2B = 84va) = 0.

(i) @ = 1/e* ; nous avons le tableau de variations suivant :

| 2
x 2 Y +w
g (x) — 0 =}

a 0
(iii) @ > 1/e? ; nous obtenons le tableau de variations suivant

x [/ 2a + o0

g/(x) - o+
g (x) [t S

Comme g,(2 @) > 0 la fonction g ne s’annule jamais.
Résumons ces divers cas dans des tableaux de variations de f, et contruisons

les graphes correspondants ; nous obtenons :

a< —1
X a “a 4
f;(x] oo + 0 i

Jal) Jal*a
{}/ [ )\0



173

ETUDES DE FONCTIONS

g

2
B
e
[i¥]
e

Le grap

/

FIG. 5.16.1

*_4q

e R

AL

I, donc le graphe de f_, est:

k=

On remarque que o_; =0et f_ (a_,)

FIG. 5.16.2
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1 lil'a X
FIG. 5.16.3
a=0
Nous avons fy(x) = x° = 1, la fonction f, est constante et de valeur 1. Le
graphe de f; est:
1 x

FIG. 5.16.4
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8 8
l—l
pl L8
i S
S
<= o |
3
\'
a — —
v " ..rxla ,.MMa.
@ S5 Ve

Le graphe de f, est :

A R S R S e

//////////,, Fomme ]

FIG. 5.16.5

+4 o0

T
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Le graphe de f} .2 est

b=

e
s Ty o e
SR ) o_e

FIG. 5.16.6

<a<l

1
2

+oo

+ o0

4o

[x)
Sl

S
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Le graphc de f; est @

¥
i
_
%

// %ﬁ%ﬁ%ﬁ% i

A=

FIG. 5.16.7

+oo

4o

=

S(%)

Le graphe de f; est :

FIG. 5.16.8
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a>1
X a +o0
L= o +

Tofo) //'+w
0

%
FIG. 5.16.9
b7 On considére les applications f; de R dans R, dépendant du paramétre réel 4,
définies en posant f;(x) = A€¢* + x* + 2 x + 2. On désigne par C, le graphe

de f;-
1o Etudier le comportement de f; quand x tend vers + co. Démontrer qu’il
existe une application g de R dans R telle que lim (/3(x) — g(x)) = 0 pour

X=r= 0D

tout nombre réel A.

20 Calculer f;(x). Démontrer que y = f3(x) et y' = f3(x) vérifient quel que
soit 1 une relation de la forme F(x, y, y') = 0 que I'on déterminera. En déduire
’ensemble des points de C; ou la tangente est paralléle a I'axe Ox.

30 Calculer y” = f5(x). En déduire lensemble des points d"inflexion de C,.
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4o Etudier le signe de f;.
50 Pour A # A’ étudier les positions respectives des graphes C; et C,..

6° Etudier les variations de f, et construire sur un méme graphique, les
graphes C;pourd < —2;A=—2;—-2<1<0;1A=0;4>0.

Soltion 10 Si 4 = 0
lim fo(x) = lim (x> +2x+2)= + .

x—++ oo x—++cg

siA#0

= lim A¢

Xx=++ a0

2
im fi() = lim Ae"(l 3z izxf—z)
x—=+4o X—=++ oo 1« ex
quand A > 0 nous avons
X+ 4o

et quand 4 < O
lim f,(x) = — .

Xx—*+ o0

Comme lim ¢* =0, en posant g(x) = x> + 2x + 2 = fo(x) nous avons

lim (fy(x) — g(x) = 0.

Xob— oD

20 Nous avons fj(x) = Ae* + 2 x + 2. La relation cherchée est

-

y—y —x*=0.
Nous savons que la tangente au graphe C; au point (x, y) est paralléle & I'axe

Ox si et seulement si ;(x) = 0. Par suite les coordonnées de ce point vérifient la
relation y = x2. Ceci signifie que I’ensemble des points de C; ot la tangente est
paralléle 4 Iaxe Ox est I'intersection de C, avec la parabole d’équation y = x2.

30 Nous avons f3(x) = Ae* + 2. L'équation A e* + 2 = 0 n’a pas de solution
réelle si 1 > 0 et admet 'unique solution x = Log (— 2/2) si A < 0. Comme

(%) > 0six < Log (— 2/2) et f1(x) < 0six > Log(— 2/1), le point
x = Log(— 2/2)

correspond & un point d’inflexion du graphe C,. La relation trouvée au 2°
devient par dérivation y' — y" — 2x=0doll y — y" — x* —2x = 0. Les
points d’inflexion de C; se trouvent donc sur la parabole d’équation

y=x*+2x.
40 Cherchons le signe de
Fi) =26+ 2x + 2.

A laquestion précédente nous avons étudié le signe de la dérivéede f3.Sid > 0,
[1(x) croit de — o0 & + oo donc s’annule une fois et change de signe. Si 4 < 0,
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£, admet un maximum pour x = Log (— 2/4) et tend vers — o quand x tend
vers + oo ou vers — oo. Nous devons donc chercher le signe du maximum.

Nous avons :

()= (- 2 ().

donc si A < — 2 le maximum est négatif et /; est toujoursstrictement négative.

Sil = — 2,/ ,sannule pour x = 0 et est strictement négative pour x # 0.
si A > — 2, le maximum est strictement positif et f, s'annule deux fois et
change deux fois de signe.

50 Si 1 < A’ nous avons f(x) — f(x) = (' — ) e* ce qui prouve que
£(%) > f3() pour tout nombre réel x donc C;. est au-dessus de C;.

6° Donnons les tableaux de variations de f, pour chacun des cas étudiés
précédemment.

i< -2

x o0 +c0
A1%) -
o
A= -2

X —o0 0 4o
I () - 0 -
W fr—
—-2<1<0

X —o0 8! & +o0
S (=) — 0 + 0 —
Alx) [ Al
A \&{QJ " \_w
A=0

x —a0 | 406
o(*) — 0 +
%(x) & /+00

\l
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A>0
X —00 [4's +cc
Jf )L(XJ — 0 +
15 +©
Sy (@)
Nous obtenons les graphes suivants
Y=o Gy

o
+
=
il
=

Q< A}

l
As=2 A==9

FIG. 5.17
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5.18

Soit {f; } une famille de fonctions définies pour tout nombre réel A par

(%) = (x — A) e'/*. On appelle I', le graphe de la fonction f;.

19 Etudier f, au voisinage de 0 pour A < 0; A =0;41> 0.
20 Etudier les branches infinies de f;.
3¢ Calculer la dérivée de f, et étudier son signe pour
i=<3: A= Lk,
40 Si 1 et A’ sont deux nombres réels tels que 1 < A, que peut-on dire des
graphes et 17 ?

50 Etudier les variations des fonctions f; et dessiner sur un méme graphique
les graphes Iy pour A<0;A=0;0<iA<};A=1%1;3<i<}:4=%;
b h<lid=lsd> 1.

Solution

1 Nous savons que
lim xe'™ = + o0 = lim fy(x)
x=+0+ x=0+
et
lim xe'* = lim fo(x) = 0.
x—0— x—+0-=
De plus

: x .
lim fox) _ lim e =0
x=+0—- X x—=0—=

ce qui prouve que I'o admet ’axe Ox pour demi-tangente & gauche au point 0.
Nous avons

lim f;(x) = lim (— A¢e'/™)

x=+0 x=+0
donc pour 4 > 0 nous avons

lim (—Ae'™) = —0 et lim (— Ae'™ =0.

x=0+ x—=0—
Pour 1 < 0 nous avons

lim (—Ae™ =+ et lim (— Ae!™ =0.
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De plus

. X . —Ae'”
lim filx) = lim 0
x=»0—- X x=0— X
ce qui prouve que tous les graphes des fonctions f; admettent 'axe Ox comme
demi-tangente a gauche du point 0.
20 Lorsque x tend vers I'infini 1/x tend vers 0 et nous avons

Ql‘u =1 -+ 1 + 1_2 + 0(.1)

x 2x x2

et par suite

fx(x)=[1 +J-E +Zl£+o(fx1—2)](x—i)=x+(1—l)+ 1;514-0(9.

Le graphe I'; admet donc comme asymptote la droite d’équation
y=x%x+00-17).

Pour A > } ce graphe se trouve en dessous de I'asymptote quand x tend vers
+ oo et au-dessus quand x tend vers — o0. Pour 4 < {4, I'; se trouve au-dessus
de 'asymptote pour x tendant vers + oo et en dessous pour x tendant vers
— oo0. Pour connaitre la position de I'y;; par rapport a la droite d’équation
y = x + 3 nous devons calculer le terme suivant du développement limité de f;.
Nous avons

1 1 1 1 1 1 1 1
(x)=(1+—+—+—+0(—r))( — )=x+————---~+o(—)
Ji x 2x* 6x° x? 2 2 122 x2

par suite le graphe I'y, se trouve au-dessous de I"asymptotelorsque x tend vers
4 oo ou vers — oo.

3¢ Pour tout nombre réel x # 0 nous avons :

x — J.)% ell*

s =1 -* A
* x x?

= x4+ 7).

Le signe de f; est le méme que celui du trindme x* — x + A. Le discriminant
de ce trindme est 4 = 1 — 4 A, par suite pour A > 3, 4 est strictement négatif
et x2 — x + A est toujours strictement positif, donc la fonction f, est croissante.
Pour 1 = 1 le trindbme admet la racine double x = } et est positif pour tout
nombre réel x, la fonction fj,, est donc croissante. Si 4 < 4, le trinbme admet
deux racines distinctes a et f et est négatif pour o < x < f et positif pour
x <aoux > f. Commeaff = 4, quand 1 > 0,a et f sont de méme signe et
comme o + f = 1, ils sont tous deux positifs. De plus, de I'égalité o + f§ = 1
nous déduisons que a < letf <l donc A =aff <aet A < f.Quand A <0

o et f sont de signes contraires. Pour 1 = 0, la dérivée f; s’annule pour x = 0
etx=1.
40 Si A < ', pour tout élément x de R* nous avons

@) =) = —He* — (x — et = — He'”,
par suite si I<Xle graphe I'; se trouve au-dessus du graphe I7;..
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50 Nous obtenons les tableaux de variations suivants :

A<0
X =8 A x 0 b ~+00
L) -+- 0 — — 0 +
A~ Hle) e .
A
¥ _____..--(]-"'" \I\O \Ja{ﬁ) /
Le minimum f;(f) est strictement positif car f; ne s’annule qu’une fois pour
x = A
A=0
x —o0 0 1 +o0
Sol%) + o — @
Jo(x) 1] i 9
- / \e/
O0<i<}
x |- 0 A 5% p 4
J3(=) 4 8 = B
_};(.‘,"C} /O ; e )‘i{a}\ /—l—oc
| on e
“ A

Comme f; ne s’annule qu'au point x = 1 nous avons nécessairement

fi@) >0 et fi(f)>0.

h=1
x| 0 T o0
fT,;“(xi + 0 4 0 +
Sl 0 & :
%( } _w/ _-00__/—732""_'—/'
A>3
x ~ 00 0 1 + o
filx) + +
-{1'[‘*} /U /0'.1.00

Pour 4 > 1 toutes les fonctions f, ont le méme tableau de variations, les courbes
ne différant que par leur position par rapport aux asymptotes
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Nous obtenons les graphes suivants :

‘.}

SRR

FIG. 5.18
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6.1 Soit x un nombre réel strictement positif ; a I"aide des propriétés des progres-
sions géométriques, démontrer que
. lpzn-l e.t . 1
im = ¥ "= b

n-+ 1 p=0

Utiliser ce résultat pour établir pour, tout nombre réel x > 0, la relation

x
j edt=¢"—1.

o0

Solition  La quantité

p=n—1

Z epx,’n

=0

est 1a somme des n premiers termes de la progression géométrique de raison
e*™ et de premier terme 1. Nous avons

p=n—1 epx!n _,] _ enx}n
Z =g xfn *
p=0 1—e
par suite
=n—1
LS e 11— €
n p=0 n(l — ")
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Lorsque # tend vers + co, €¥" — 1 tend vers 0 en étant équivalent & x/n (cf"
C. E.,Ch. 6, § I n® 76, b) par suite
) , . I p=n—1 ex )
lim n(l —e"™) = —x dob lim - Y ™= —————].
n—++o n*+u3n p=0 X

x

Calculons I'intégrale J e’ df comme limite des sommes de Darboux infe-
o
rieures, relatives au partage de I'intervalle [a, b] en # parties égales. Nous obte-

nons :

X xp"ﬂ"
j edi = lim = Y el — X _ ]

0 n—++eg H p=0

(¢f. C.E,Ch.8,§TI, n°112).

6.2

Solution

Soit « un nombre réel strictement positif.
19 Pour quelles valeurs de « I'intégrale

2z
I = j Log(l — 2acos x + o) dx

o

est-clle définie ?
2¢ Calculer I lorsqu’elle est définie.

1o L’intégrale I est définie lorsque la quantité 1 — 2 « cos x + «® est stric-
tement positive sur I'intervalle fermé [0, 2 n] ; or
1+ o

20

1l —2acosx +a2=0 si COs x =

Comme expression (1 + «?)/2 « a toujours une valeur supérieure ou égale a 1
et ne prend la valeur 1 que pour o = 1, I'intégrale I est définie pour tout nombre
réel o strictement positif et différent de 1.

20 Supposons « # 1 et calculons / comme limite des sommes de Darboux
relatives au partage de I'intervalle [0, 2 7] en n parties égales. Nous obtenons

o, B 2 2
I= lim Y —n-Log(l —2aqcos P 4 az)
n—++w p=1 n n

d’ou
I = lim ?Log[n (l —Zams?.pa?)].

n—++w
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Le trindme 1 — 2acos (2 nip/n) -+ o® admet pour racines les nombres
complexes e2i™/" et e 270" Les nombres e”™7'" et ¢ 2"P/" sont les n racines

n-iemes de 'unité lorsque p varie de 1 & n, par suite :

= 27p 2 fo atmpimy TT — 2imp/
11 l—Zoccos--n—+fz = [Tita—e® % T le—e =709)
p=1 p=1

p=1

; n(l — 2&005?%E+a2)=(a"~ D@ — 1) =(@" — 1)>.

1

r

Nous obtenons donc

I = lim ?FLog(oc"— 1)? = lim 4—;Log11—a"

=+ oo n A+ + oo

dott I =0si0 < o < 1. Si & > | nous avons

Log|1 — o'| = Log (" — 1) = ngf‘f"(1 - :u)z nLoga + Log(l ——1-‘.)
fr 4

d’ott /=4 nLogo.

6.3

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b et f une fonction réelle a
valeurs positives définie et intégrable sur I'intervalle ferme borné [a, b] de R.

Démontrer que la fonction \ff est intégrale sur [a, b].

Solution

Soit (x,) (0 < p < n) une suite finie de points de 'intervalle [a, b] telle que
Xo =@, X, < x,pourl € p <netx, = b. Soient M, (resp. m,) le maximum
(resp. minimum) de la fonction fsur Pintervalle [x,, x,[pour0 < p < n — L
La fonction f étant intégrable sur [a, b], pour tout nombre réel & > 0 il existe
un nombre réel ’ > Otel quesix,,; — x, < #n pourp=0,1,...,n — I alors

p=n—1

YoM, — mp) (Xpey — X)) <E.
p=0
Si M, et m,, ne sont pas tous deux nuls nous avons :

— M, — m
\Lnd = \fn1 =_—r P 3
P r \/ﬂdp +-\/W%
par suite M, > ¢ implique

M, = m, < E'f-__—fnf < lt(}'«i"p — m,)
JMP \/s'
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et d’autre part M, < &’ entraine \/Mp — ~.J’(m~p < \/MF < +/¢'. Dans tous les
€as nous avons

\/E—mu‘é \_;—, (M, — m,) +E.

E

Si M, et m, sont tous deux nuls il est clair que cette derniére inégalité est
encore vérifiée. Nous avons donc

3, WMy = ) (e — 7)<
p=n—1 —
< - Y, (M, —m)(xp:1 — x,) + Je'(b—a)
g P=0

soit encore si X,y — X, < 1 pour p = 0,1,....,n—1:

p=n—1

”Z"U (m a \/m_p)(xp-l-l i xp) = \/E(b —a + l).

Soit & un nombre réel strictement positif, en posant & = e*/(b — a + 1)
ce qui précéde nous démontre I'existence d’un nombre réel ' > 0O tel que si
Xp+1 — Xp <y pourp=0,1,..,n — 1 alors

p=n—

1 P ——
;0 (\/Mp il ‘\/mp) (xp-H. - xp) <E,

ce qui démontre que la fonction \/} est intégrable sur [a, b] (¢f. C. E., Ch. 8,
§ I, n° 114).

6.4

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b et fune fonction réelle définie
et continue sur lintervalle fermé [a, #]. On suppose que

b
j [f)] dx = 0.

Démontrer que la fonction fest nulle sur Pintervalle [q, b).

Solution

Supposons que f ne soit pas nulle alors il existe un point x, de Uintervalle
[a, b] tel que f(x,) # 0. La fonction €étant continue au point X, il existe un
nombre réel y > 0 tel que pour tout élément x de [a, b] vérifiant | x — xo | < 1
nous ayons

|f(x) = fxo) | < |f(;c0” soit  |f(x) | =

I (xo_)
=
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Par suite si nous posons & = Sup (a, x, — 1) et f = Inf (b, xo + 1) il est clair
que I'intervalle [o, ] est de longueur non nulle d’ott :

b p B 2 2
J [£(0] dx > I [ dx > J [L(:ﬂ?]_ e [_f(:o}] .

b
La derniére quantité étant strictement positive, j Lr ?(x)] dx est non nulle
]

ce qui est en contradiction avec I’hypothése, par suite si
b
.[ [f()]?dx =0

alors f est la fonction nulle.

6.5

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b, f une fonction continue sur
Pintervalle fermé [a, b] et g une fonction positive et intégrable sur [a, b}. On
désigne par m (resp. M) le minimum (resp. maximum) de fsur [a, b].

1° Démontrer que la fonction F définie sur [a, b] par

b
FO) =169 | g a

est continue et trouver ses extrema en fonction de m et M.
20 En déduire qu’il existe un élément ¢ de [a, b] tel que

I F(g)dt = f(c)j g dt .

(Cette égalité est appelée premiére formule de la moyenne.)

Etudier le cas ol g est la fonction constante de valeur 1.

Solution

b
1° Posons A = j g(t) dt ; alors F = Af donc F est une fonction continue

sur [a, b]; comme 4 > 0le maximum de F est AM et son minimum Am.

20 Pour tout élément ¢t de [g, b] nous avons :

mg(r) < f(1) g(t) < Mg(?)
d’ol

b

mj}mméj}wm0MQMmem
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par suite
b
mA < j f(Oeg®Hdt < MA.

La fonction F étant continue sur Uintervalle [a, ], le théoréme des valeurs
intermédiaires appliqué & la fonction F nous montre qu’il existe un élément ¢
de [a, b] tel que

F(o) = Jif (Ngndt  don _Ef (1) g(1) dt = f(c) I: g() dt.
La fonction constante g de valeur 1 est intégrable sur [a, b] et nous avons
jbg(r)dr =b-a,
par suite il existe un nombre ¢ de [a, b] tel que
Ef(!) dt = (b — a) f(0);

ceci n’est autre que le théoréme des accroissements finis appliqué a la fonction

xHjxf(!}dt.

65

Soient @ et b deux nombres réels tels que a < b, f une fonction continue et
monotone sur lintervaile fermé [a, b] et g une fonction continue sur [a, b].
On désigne par G la fonction définie par

60 = | g ar
pour tout élément x de [a, b] et on considére Pintégrale :
] b
1= [ roswa= | rocwa.

1o Démontrer que pour tout nombre réel € > 0, on peut trouver une famille
finie d'éléments ; (i = 0, 1, ..., #) de [a, b] tels que

2¢ Etablir I’égalit¢ :

ag

f(a;) G'(1) dt ' & B

a; —

i
i

nora; i=n
" @0 - aw - T G@ e - .
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3° On pose

Ll

I = Z f(a}G(r)dt

i=1

Démontrer que le nombre £, — f(b) G(b) appartient & I'intervalle limité par
les nombres

[f(a)) —f(b)][ Inf G(x) et [fla) — f(b)] LSup G(x)|;

x & [a,b] e [ab]

en déduire que le nombre I — f(b) G(b) appartient & Pintervalle limité par les
nombres

[f(a) —f(b)][ Inf G(x)] et [f(a) —f(b)] [ Sup G(x)] -

x e [a,b] x € [a,b]

40 On considére la fonction continue H définie sur I'intervalle [a, b] par
H(x) = [ f(a) — f(b)] G(x) ; démontrer qu’il existe un nombre ¢ de I'intervalle
[a, b] vérifiant H(c) = I — f(b) G(b). En déduire I'égalité suivante :

1=1@ | s+ f(b)j g dr.

(Cette égalité est appelée seconde formule de la moyenne.)

Solution

1e Considérons une famille finie de points a; (i = 0,1, ...,n) telle que
aq=aa=bete; £a;,,(=0,1,....n — 1}, Nous avons :

L

i=n
I — 21 fla) G'(H)dt = Z [f(t) — fla)] G'(1) dt .
i= 1 -1

La fonction f étant continue sur I'intervalle ferme borné [a, ], est uniforme-
ment continue sur cet intervalle, donc pour tout nombre réel £, > 0 il existe un
nombre réel n, > 0 tel que pour tout couple (x, x") de points de [a, b] vérifiant
| X — x| < #, nous ayons | f(x) — f(x) | < &;. Supposons que la famille (a;)
vérifie en outre la condition |a;., — <n(i=0,1,..,n—1), alors
pour tout ¢lément ¢ de [a;_, ¢;] nous avonq () — (al)| < &;. Nous dédui-
sons de cect que :

ag

< g | f() — f(a)| G'(1) dt

i=1 Ja; 4

i=n i b
<Y Gt =e | |G|
i= ai-1i a

11 est clair que si la fonction g(1r) = G'(¥) est partout nulle le probléme est €vi-
dent, nous exclurons donc ce cas. Nous supposons donc que

-y j " f(a) G di
i=1 ai—y

b
j |G'(t)y | dt > 0,
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si nous choisissons
£

r | G'(o) | dt

£ =

nous obtenons

< £.

| i=n pra

[~ % f(a) G'(¥) dt
i=1

ai=1
20 Nous avons :

i=n raj
1;1 _[ f(a) G'() dt = f(a,)[Gla,) — G(@)] + f(az) [G(az) — G(a)] + = +

+ f(a,-1) [G(a,—1) — G(a,-2)] + f(B)[G(b) — Ga,-1)] -

En regroupant différemment les termes de cette somme nous obtenons

f;n ap n
:;1 f(a) G'(p) dt = f(b) G(b) — Eg G(a;-1) [fa) — flai-1)] -

L

3¢ La fonction G est continue sur Pintervalle fermé borné [a, b]; elle est donc
bornée sur cet intervalle. Posons

M = Sup G(x) et

x € [a,b]

Supposons la fonction f croissante alors f (a))— f(a;—1) =0pouri=1,2, ..., n
et par suite :

m ‘é [/(ad — fles)] <

m = Inf G(x).

x e [a,b]

i=n
iy

s Gla;—1) [f(ai) _f(ai—l)]

<M ‘zz [f@) — fa_)] .-

ce qui peut s’écrire :
i=n
m[ f(b) — f(ay)] < I=Zz Gla;- ) [f(@) — f(ai-1)] < M[f(b) — f(ay)]

Supposons la fonction f décroissante, nous avons :

i=n

MLf(B) — f(ay)] < ;=Z; Gla;—1) [f(a) — fla:-1)] < m[f(B) — flay)] -

Nous avons donc dans tous les cas
i=n

Fo— f(b) G(b) = — !;2 Gla;-1) [f(@) — f(a;-1)]

CaLvo., — Exercices d’analyse
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par suite le nombre £ — f(b) G(b) appartient 2 lintervalle limité par les
nombres m[ f(ay) — f(b)] et M[f(as) — f (b)]- Nous pouvons choisir la suite
finie (a;) associée 2 & de telle mani€re qu’elle vérifie outre la condition

@iy —ail < my,

la condition | @4, —a;| <& pour i=0,1,...,n— 1. Nous avons alors
| I— #.| <&l 1°)

Si la fonction f est croissante nous pouvons écrire :
M[f(@) — f(B)] < 5. — f (&) GB) < m[f (@) = F@B)]-

Lorsque & tend vers 0, #, tend vers [ et @, tend vers a. A la limite nous avons

donc M[f(a) — f(B)] < I — f(b) G(b) < m[ f(a) — F(®] _
Si f est croissante nous obtenons les inégalités de sens contraire. Dans tous
les cas le nombre I — f(b) G(b) appartient & P'intervalle limité par les points

M[f(a) — f(®)], mLf(@) — [ (B)]-

4o La fonction H définic par H(x) = [f(a) — f(b)] G(x) sur Uintervalle
[a, b] est continue sur [a, b]. Ses extrema sont M| f(a) — f (B)] et mf(a) —1(B)].
Le nombre I — f(b) G(b) appartient & P'intervalle d’extrémités M [ f(a) — f(B)
et m[f(a) — f(b)] donc le théoréme des valeurs intermédiaires, appliqué 2 la
fonction H, nous montre qu’il existe un point ¢ de l'intervalle [a, b] tel que
H(c) = I — f(b) G(b). Nous avons donc

@ — o] [ cwa =150 [ e,
soit encore
1=1@ [ s+ 10| s - | w0l
et par suite

1=1@ [ s a 410 [ s ar.

6.7

Les notations sont celles de 'exercice précédent. On suppose que f est une
fonction continue sur Pintervalle fermé [a, b], positive et décroissante et que g
est une fonction continue sur [a, b].

1e Démontrer les inégalités
f(a}[ Inf Gx)|<I s;f(a}LSup G(x)].

xelabl € [a,b]
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2¢° En considérant la fonction K continue, définie sur [a, b] par
K(x) = f(a) G(x), démontrer qu’il existe un nombre réel x, de [a, b] tel que

1=5@ | sa.

Solution

1¢ Considérons le nombre .#, défini 4 la question 3¢ de I’exercice précédent.
Nous pouvons écrire

%, = 1(b) GB) + zz 6(a:) [f (@1 — F(ad].-

Comme la fonction f est décroissante nous avons f(a;-,)— f(a;) = 0 pour
i=1,2,...,netdautre part f(6) = 0. En notant toujours M et m le maximum

et le minimum de la fonction G sur [a, b] nous avons :
i=n i=n
nls®+ X (famn ~ @] < . < M[s®) + 3 (100 - 1@)|

soit encore mf (a,) < F, < Mf(a,). Lorsque ¢ tend vers 0, a, tend vers a et .7,
vers I, 4 la limite nous avons donc

mf(a) < I < Mf(a).

2¢ La fonction K définie sur [a, b]. par K(x) = f(a) G(x) est continue sur
[a, b], son maximum et son minimum sont respectivement Mf (a) et mf (a),
Iest un nombre compris entre les extrema de K sur [a,b], le théoréme des
valeurs intermédiaires, appliqué 4 la fonction K, nous montre qu’il existe
un nombre x;, de 'intervalle [a, b] tel que K(x;) = I, c’est-2-dire que

I = f(a) JW g(f) dr.

6.8

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b, et f et g deux fonctions
bornées et intégrables sur [a, b], vérifiant la relation :

Uif(x) 2(x) dx]"' _ [ r [T dx] [ f (GO dx] %,
1o Démontrer qu’il existe un nombre réel k tel que
jb [7() — kgx)]* dx = 0.

2° Que peut-on en conclure si de plus les fonctions fet g sont continues sur
I'intervalle [a, b] ?
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10 Considérons le trindme du second degré en 1 :
b b b
i* j [g(x)] dx — 2 rj f(x) g(x) dx + j [F()] dx.
Le discriminant de ce trindme est

Uif (x) g(x) dxr ~ j': [T dx j :[f(x)]z dx:

ce discriminant est mul par hypothése, le trindme admet donc la racine double

Ef(x) 80) dx
J: [g{x)]2 dx -

Le nombre réel k ainsi trouvé vérifie donc la relation :

k =

b b b
@ [ [e ax — 2k [ s et ax + | [P ax =0

soit

r [f(x) — kg()]* dx = 0.

20 Si les fonctions fet g sont continues alors la fonction f — kg est continue,
d’oir f — kg = 0 (cf. exercice 6.4), soit encore f = kg.

6.9

On considére la suite (g,) de fonctions en escalier sur 'intervalle [0, 1]
définie par :

= R

g(x)=0 pour x>

g(x)=n pour x < l;

1o Existe-t-il une fonction bornée définie sur [0, 1] qui soit limite de cette
suite ?

20 Soit f une fonction continue sur [0, 1] ; démontrer que la suite (u,) définie
par

1
U, = j F(x) galx) dx
(]

a pour limite f(0) lorsque n tend vers I'infini.
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Solution

1o Pour tout élément x du semi-segment ]0, 1[, g,(x) tend vers 0 lorsque n
tend vers I'infini. En effet pour tout élément o de ]0, 1] il existe un entier N tel
que 1/N < o, donc pour tout entier n = N nous avons g,(a) = 0. D’autre part
£,(0) = n pour tout entier n > 0, donc lorsque » tend vers I'infini g,(0) tend
vers I'infini ; il n’existe donc pas de fonction bornée sur [0, 1] qui soit limite de
la suite (g,,)-

2° Nous avons

1/n

1
L= f0s@d=n| feax.
0 0

1/n
D’aprés la premiere formule de la moyenne appliquée 2 l’intégralej f(x)dx,

o
nous savons (¢f. exercice 6.5) qu’il existe un nombre o, de JO, I/n[ tel que

1/n 1

F(x)dx = —f(o,) .
0 h

Par suite I, = f(o,). Lorsque n tend vers + oo, o, tend vers 0 et comme la
fonction f est continue f(e,) tend vers f(0). La suite (/,) admet doncla limite
f(0) lorsque n tend vers I’infini.

6.10

On considére la suite de nombres réels (1) définie par
nf2
I, = J. sin” x dx
0
pour tout entier n > 0. Démontrer que cette suite admet 0 pour limite lorsque n
tend vers I'infini.

Solution

Soit € un nombre réel tel que 0 < & < /2 ; la fonction sinus est une fonction
positive croissante sur l'intervalle [0, /2] par suite pour tout élément x de
[0, /2 — g/2] nous avons

0<sinx < sin(g — l;)

nf2—gl2 i T e 7 e\1"
< a = s hlsinli e
0 < L sin” x dx < (2 2) [sm(2 2)] i

Le nombre réel sin (n/2 — &/2) est strictement plus petit que 1, il en résulte que

. LAY
[l 3 o

et par suite



198

EXERCICES D’ANALYSE

: : . ; nf2—e/2 | .
En raison de I'inégalité précédente I “* sin" x dx tend aussi vers 0 lorsque n
0

tend vers + oo, donc il existe un entier N tel que pour tout entier n > N nous
ayons

/2 —&f2 £
Osj sin"xdx < =.
0

3

D’autre part

nf2
0 < f sin" x dx <
n/2—e/2

B[

et
nj2—ef2 n/2
l. = j sin” x dx + j sin” x dx,
0 /2 —El2

par suite, si # > N nous aurons 0 < I, < &. La suite (1) admet donc O pour
limite lorsque n tend vers I'infini.

6.11

Soit f une fonction réelle définie et continue sur I'intervalle fermé [— L,1];
démontrer que la fonction réelle F définie par

sin X

F(x) = f(®)dt

0

pour tout nombre réel x, est dérivable et vérifie la relation F’(x)=cos x.f(sin x).

Solution

La fonction F est la fonction composée de la fonction g définie par
g0 = | f@a
et de la fonction sinus. Comme ces fonctions sont dérivables, la fonction F est

dérivable et nous avons F'(x) = g’[u(x)] (sin)’ (x). Mais (sin)’ (x) = cos x et
g’(¥) = f(u) par suite F'(x) = cos x.f[sin x].

6.12

Soit f une fonction réelle définie et continue sur R. Démontrer que I'existence
d’une période T pour f entraine la propriété suivante : La fonction F définie
pour tout nombre réel x par

F(x) = J

x+

T
f(@) dt

x

est constante.




INTEGRATION . 199

Solution Supposons que la fonction f admette la période 7, nous avons
fx)=fG+T)

pour tout nombre réel x. Considérons I'intégrale
x+T
Fo=| soa,
on remarque que
0 T x+T
F(x) = j f(ode + J f(Hde + j J(@)de.
x 0 i
Effectuons le changement de variable t = u + T dans I'intégrale
x+T
J f(p) dt.
T
Nous obtenons
x+T x x
_[ f(f)df=jf(u+ﬂdﬂ=jf(u)du
T 0 0

par suite

F(x) = -Lf(t) dt

et F est une fonction constante.

6.13 Pour tout nombre réel x strictement positif, &tablir 'égalité

r dt j”" dt
e M

Solution  Premiére méthode.

Considérons I'intégrale
r _dt
w1 4127

cette intégrale est toujours définie puisque la quantité 1 + ¢* ne s’annule
jamais. Effectuons un changement de variable en prenant comme nouvelle
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variable u = 1/t, ceci est possible puisque ¢ ne s’annule jamais sur 'intervalle
d’extrémités 1 et x. Nous obtenons

[l e —uria | 5er
=1+ 1x 1 4 (1/u?) u’ x 1 + 1 1+ %

Nous avons donc

J‘ dt__J‘”" dt
x1+I2 1 1+F2-

Seconde méthode.

1 dt T
On a j,i_-l-—ti = Arctgl — Arctgx = 3 = Arc tg x
x dt 1 1 =
——==A ~ — A = Arctg - — —
et jl {112 rctgx rc tg 1 gx 2
or (¢f. exercice 2.27) on sait que si x > 0, Arc tg x + Arc tg;E = g d’oli
le résultat.
6.14 Soit k& un nombre réel strictement positif. On considére la fonction F définie

pour x > 0 par :
1
F(x) = j s* sin (sx) ds .
0

1o Etablir I'égalité suivante :

1 (" 5.
JFI[:\:)=JCMI Lt sint dif.

20 En déduire que la fonction F est dérivable pour x > 0 et vérifie la relation
xF'(x) + (k + 1) F(x) = sin x pour tout nombre réel x > 0.

Solution lo Le nombre réel x étant strictement positif nous pouvons effectuer le
changement de variable ¢ = sx. Nous obtenons :
Yo e f I
j s"sm(sx)ds=j -—ksin.!g-= Hj
0Xx x %

0

Fsintdi.

0
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20 La fonction 7+ t* sin 7 est une fonction réelle définie et continue sur
I'intervalle fermé [0, x]. Par suite la fonction

x
Ju—vJA t* sin 1 dt
. o

est dérivable et sa dérivée au point x est x*sin x (¢f. C.E., Ch. 9, § I, n° 130).
La fonction Fest donc dérivable carelle est le produit de deux fonctions déri-
vables ; nous avons :
Fx) = - x*sinx — mj * sin 1 dt
X

1 xk+2 0

et par suite
xF'(x) + (k + 1) F(x) = sin x .

6.15

Soient k un nombre réel tel que 0 < k& < 1 et x un nombre réel quelconque ;
on considére I'intégrale
y(x) = r ! dt
01 — Kk?sin®t

On pose T = y(n/2).

1° Etudier directement la fonction y ainsi définie sur R. Montrer que y est
une fonction différentiable et calculer sa dérivée y’. En déduire que la fonction z
définie pour tout nombre réel x par z(x) = y(x + n) — y(x) a une valeur
constante que ’on exprimera a I'aide de T.

29 Démontrer que la fonction G admet une dérivée seconde G” vérifiant
G"(») + k% sin G(») cos G(y) = 0 pour tout nombre réel y.

3° Pour tout nombre réel v on définit les fonctions Sn, Cnet H par

Sn(v) = sin G(v), Cn(v) = cos G(v) et H(v) = V1 -— k? sin® G(v) .

Etudier la parité de ces fonctions. Calculer les dérivées de ces fonctions.

Solution

1° Le nombre réel k vérifiant 0 < k < 1, k? sin? ¢ est toujours strictement
plus petit que 1 donc 1 — k% sin? ¢ ne s’annule jamais et la fonction
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est continue pour tout nombre réel 7, par suite la fonction y est définie pour
tout nombre réel x. Nous avons

o dt

J’(—x}=j ¥ —dt;

0 /1 — k*sin®1
effectuons le changement de variable t = — u, nous obtenons

y—x) = r = )
- T —_—— = - x).
01 — k?* sin® u d
La fonction y est donc impaire. La fonction
1

I ——
V1 — k*sin® t

étant continue pour tout nombre réel ¢ la fonction y est dérivable et sa dérivée
est définie par

y 1
¥y (x) . _:—_: =
J1 — k2 sin? x

(¢f. C.E., Ch. 9, §1, n° 130). La fonction y est donc strictement croissante
puisque sa dérivée est toujours strictement positive. La fonction z a pour
dérivée 0, car y'(x + m) = »'(x) pour tout nombre réel x, cette fonction
&tant continue elle est constante et égale & p(m) — p(0) soit aussi

* 1

y(‘ﬂ:) = j- ——_—— dr.
01 — k*sin® t

Nous avons :

[t [
o V1 — k?sin®t niz \J1 — k2 sin® 1

Effectuons le changement de variable ¥ = = — 1 dans la seconde intégrale,
nous obtenons :
]‘m'z du

r oAt r __—du o Gu
"fzxfi—kisinzt *fzxfl—kzsinzu 0 ~Jl—i‘czﬁinzu

Par suite y(n) = 2 Tet z(x) = y(x + 7)) — y(x) = 2 T pour tout nombre réel x.
Si 11 est un entier nous déduisons de ce qui précede que y(x + nm) — yW(x) = 2nT
et donc que y(x) tend vers + oo lorsque x tend vers + 0. Le tableau de varia-
tion de la fonction y(x) est donc :

x l—oo 0 +ce

()
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20 La fonction y étant continue et strictement croissante, elle admet une
fonction réciproque G également continue et strictement croissante sur R
(¢f. C. E., Ch. 4,§ V, n° 52). La fonction G est dérivable et sa dérivée est

G'(y) = -,'_ — V'l — k?sin? x
Y(x)
avec x = G(») (¢f. C. E., Ch. 5, § 1, n° 62). Nous avons donc
G'(y) = 1 — k2 sin® G(p).

La fonction y - +/1 — k? sin? G() étant dérivable comme fonction composée
de fonctions dérivables, G’ est dérivable et par suite nous avons

G"(y) = 1 — k*sin® G(y)] " V*[— 2 k* G’(p) cos G(y).sin G()]
soit G"(y) = — k? cos G(y) sin G().
30 La fonction y étant impaire, la fonction G est aussi impaire, nous avons
donc
Sn(— v) = sin G(— v) = sin[— G@)] = — sin G(v) = — Sn(v) .
Cn(— v) = cos G(— v) = cos[ — G(v)] = cos G(v)= Cn (v)
H(— v) = /1 — k*sin® G(— v) = H(v).
La fonction Sn est impaire, les fonctions Cn et H sont paires. Nous avons
H(v) = — G'(v) dott H'(t) = G"(v) = — k* Cn(v) Sn(v). Les fonctions Sn
et Cn sont dérivables comme fonctions composées de fonctions dérivables et
nous avons :

Sn'(v) = G'(v) cos G(v) = H(v) Cn(v)
Cn'(v) = — G'(v) sin G(v) = — H(v) Sn(v) .

b.16

19 Etudier la fonction F définie pour tout nombre réel x = 0 par
F(x) = j e " dr.
0

Démontrer que F admet une limite finie K lorsque x tend vers + oo.
20 FEtudier la fonction G définie pour tout nombre réel x = 0 par

G(x) = j e " dt.

3¢ Soit k un nombre réel tel que 0 < k < K ; démontrer qu’il est possible
de définir une fonction y vérifiant sur un intervalle que I’on précisera

O
I e Udt=k.

Etudier la fonction jy.
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{o La fonction t+> e~ " est continue sur I'intervalle fermé [0, x] donc, la
fonction F est définie et dérivable pour tout x > 0 et sa dérivée au point x est
e *". La fonction x +— e~** étant positive pour tout x, la fonction F est crois-
sante. Pour r > 1, e~ est inférieur & e~ * car la fonction x — e” est croissante.
Nous avons donc pour 7 > 1,6~ < e™"et par suite pour x > 1,

x - xX 1
I e’ dt{j e_‘dt=E—e"‘.

1 1

X

Lorsque x tend vers + <o, I e *tend vers 1/e ; donc quand x tend vers + oo
1

la fonction F est majorée par

L 1
j afigp g L
e

1]

et comme F est croissante, F admet une limite finie K. Le tableau de variation
de la fonction Fest donc :

x10 4o

Fx) /K
0

La dérivée de la fonction F vaut | pour x = 0 par suite la tangente a I'origine
du graphe de F a pour pente 1. Nous obtenons le graphe suivant :

17

FIG. 6.16.1
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2° La fonction G est définie pour tout x = 0 et nous avons
G(x) = F(x?) — F(x).
La fonction G est dérivable et sa dérivée est
G(x)=2xF(?) - F(x)=2xe ™ —e ™ =e*[2xe " - 1].

— x4 x2

Etudions la fonction z définie par z(x) = 2 x e — 1. Nous avons

# =271 =45 + 2] =261+ 222 —4 x4,

Le trinéme 1 —2X +4X 2 admet la racine positive (1 + \/ 5)/4. Posons

— V(1 + V5 5)}4 On remarque que x, < 1, nous déduisons de ceci le tableau
des variations de la fonction z.

x 0 Xg | +oo

2'(x) + 0 — —

® (JC) b /Z{xﬂ) h"“"""-l \\‘_l

Nous déduisons de ceci que la fonction z admet deux racines 'une plus petite
que 1 que nous noterons o et 'autre plus grande que I que nous noterons f.
Le signe de z(x) nous donne le signe de G'(x). Le tableau des variations de la
fonction G est donc :

x ﬂ a 1 b + o0
G'(x) -0 ;o 0 —
0 0 0
\mm _’/,,r'

La fonction G admet donc un minimum neégatif m et un maximum positif M.
La tangente au graphe, a I'origine a pour pente — 1. Nous obtenons le graphe
suivant :
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FIG. 6.16.2

30 La fonction F étant continue, croissante sur Pintervalle [0, + oo, elle
admet une fonction réciproque H, également continue et croissante sur I'inter-
valle [0, K[, telle que H(0) = Oet lim H(y) = + . La fonction H est égale-

y=K-
ment dérivable sur [0, K[ et sa dérivée au point yo = F(Xg) est :
1 i 2 2
H' = = —e®  do  H'(y) = el
0)0) F (xo) o x& 0
Soit k un nombre réel fixé tel que 0 < k < K, cherchons §il est possible de

y(x)
définir une fonction y vérifiant j e~ dt = k C’est-a-dire telle que

X

F(y(x)) — F(x) =k ;

y est définie par F(y(x)) = F(x) + k ; ceci suppose que F(x) + k < K donc
que x < H(K — k). La fonction y ne peut étre définie que sur l'intervalle
[0, H(K — k)[ et sur cet intervalle elle est définie par y(x) = H[F(x) + k].
Ies fonctions F et H étant croissantes, la fonction y Pest également. Le tableau
des variations de y est le suivant :

x 0 H(K-k)
F(x) |0 o K~k
F(x)+k| k PR K
Y \Hp) —— e
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La fonction y est dérivable comme fonction composée defonctions dérivables.
Nous avons

yr(x} = HI[F{JC) + k]-Fr(x) = e[y{xﬂz.e—r" )

Le graphe de la fonction y est le suivant :

4
Hik)
¢ L HE-Y) *
FIG. 6.16.3
6.17 Soient a et b deux nombres réels tels que a < b et g et & deux fonctions réelles

continues admettant sur 'intervalle [a, ] des dérivées d’ordre n 4+ 1 continues.
On note g™ (resp. i*¥) la dérivée d’ordre k de g (resp. h). On pose g'® = g et
h® = h. Pour tout élément x de [a, b] établir 'égalité :

x k=n
j g®) K" @y dt = 3 (= D [W0x) A" P — gY@ B @] +
a E=0

4 (_ I\’n-l-l J’x g[""'”{t) f!(i') dl.

[
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Quel résultat obtient-on dans le cas particulier out

h(t) = “—},’9— ?

Solution Nous allons démeontrer cette formule par récurrence. Pour n = 0 nous avons
d’aprés la formule d’intégration par parties :

[ s 1w at = [z 1) — @ 1@ - | £ H) @t

c’est-3-dire que la formule proposée est vraie pour n = 0.

Supposons que la formule soit vraie jusqu'a P'ordre n et appliquons-la au
couple (g, #") ; nous obtenons :

k=n—1

[eom™@a=" 3 0 [9 00"" ™ =) () @]

+ (1) rg‘"’(r) W) di
Mais
j T g ™) W(1) dt = (0 hx) — g™(a) h(a) — j g (1) ht) dt

et en remplagant dans I’égalité précédente nous obtenons :

k=n—1

r g h" OWydi= Y (- D[P0 h" ) — g%0) h (@] +
a k=0

+ (= D' [g") h(x) — £™(@ h@] + (— D™ j g™ (1) h(1) dt

&

o :io (- D*[g®6) K" M) — g®Aa) K" @)] +

+ (— ! r g™ (1) h(r) dt .

La formule est vraie pour Pentier n + 1 donc par récurrence la formuleest vraie
pour tout entier n = 1.
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Dans le cas particulier o A(f) = (f — x)"/(n T) nous obtenons la relation

k=n
R D [e®0) K" 0) — g™a) K" (a)] +

+ (= 1 -r g{n+1)(t)(f ;!I)"d!

k=n x}lt

= 500 — g@ + ¥ (- D'g¥) T+
k=1 ;!

+ (= 1+t jx gﬁ'*’”(:)(xT*‘!)—ndt

d’ol

( ): (_a)z

6 = 5@ + E= V@) + C SV ) 4 E D )

I j g+ 15 r— & ;! D ai.

Ceci est la formule de Taylor avec reste sous la forme d’une intégrale (¢f
C.E,Ch. 9 §1, no 132).

6.1 3 1° Soient k,, k,, A et B des nombres réels et y une fonction réelle admettant
sur un intervalle fermé [a, b] une dérivée y' et une dérivée seconde " vérifiant
pour tout élément x de [a, b] les relations :

(M Y'(x) = k; + ky(x — a).
@ y@ = 4.

(3) y'(@ = B.

Déterminer la fonction y.

29 Etant donné un nombre réel C trouver une fonction y vérifiant lesrelations
(1) et (2) et 1a relation y(b) = C

Solution 1° La fonction y’ est la primitive de la fonction y” prenant la valeur B pour
X = g ; par suite

Y(x) = %(x —a)® + k(x— a) + B.



210

EXERCICES D’ANALYSE

y est la primitive de y’ prenant la valeur 4 pour x = a ; par suite
y(x) =%(x— a)® +Ezl(x— a + Bx—a)+ A.
20 " est une primitive de y”, donc il existe un nombre réel k, tel que
y(x) = %(.x —a)y + ki(x — a) + ks

Comme y est une primitive de y”, il existe un nombre réel k, tel que

y(x) = %—(x —a)® + %(x —a)? + ki(x —a) + k.
Comme y(a) = A nous obtenons k, = A. Comme y(b) = C nous obtenons

C=%(b—a)3+%(b—a)2 + kyb—a)+ A

d’olr :

C—'A ECE z_kl -
— — 2 - - b a).

k3 =
La fonction y qui vérifie les trois conditions imposées est donc :

y(x) = Eﬁg(x ) +%1(x —a) +

- k
(H - %{b — a)* — ?‘(b - a})(x—a)+A,

soit encore
y(x) = %—-(x —a)(x—b)(x+b—2a)+

—_—

b_a(x—a)+A.

+%u—@m—m+

6.19

Soit i un nombre réel strictement positif ; on pose x; = ih pour i = 1,2,3.
Calculer I'intégrale

I=j |x(x-—x1)(.x-—x3)(x—x3)ldx.

—h
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Solution Sur l'intervalle fermé [— A, A] les expressions x — x; pour i = 1, 2, 3 sont
négatives, par suite nous avons :

o
L= j- x(x — x)(x — x3) (x — x3)dx —

=h

h
— j' x(x — x1) (x — %) (x — x3)dx.
0

Nous devons calculer la primitive du polyndéme

P(x) = x(x — x;) (x — x3) (x — x3) = x[x* — (x; + x5+ x3) x* +
+ () X3 + Xy X3 + X3 X)X — Xy X3 X3
soit P(x) = x* — 6 hx® + 11 h* x* — 6 h* x. Nous avons donc

0 k
I = P(x) dx — j P(x) dx
—h 0
d’oty, si Q désigne une primitive du polynéme P, I = — Q(— k) — Q(h). Nous
pouvons prendre

x> 3hx* 11h*X° 5 5

et par suite I = 9 A°,

6-20 Soient a, b, ¢ trois nombres réels ; on considére la fraction rationnelle

_ ax?+ b{i—_i)
e

1o Décomposer cette fraction rationnelle en éléments simples.

20 Soit f la fonction rationnelle associée f. A quelles conditions les primitives

de f sont-elles des fonctions rationnelles ? Donner leurs expressions lorsque
ces conditions sont satisfaites.

Solution 1¢ La décomposition de la fraction rationnelle f/ est de la forme

.« B ¥ 6
L 2 e AT LI TRt

ot a, B, 7, & des nombres réels. Nous obtenons « (resp. y) en multipliant f'(x)
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par (x — 1)? (resp. (x + 1)?) et en remplagant x par 1 (resp. — 1) dans le
résultat obtenu. Nous trouvons

a_a+b+c _a—b+c
i 4 3 T_ 4 -

En calculant (0) et la limite lorsque x tend vers + oo de xf (x), nous obtenons
c=a—pf+y+det0=pF+ddon

a—c c—a
B=— ¢ o=—F.
Nous avons donc
a+b+c¢c a—-—-b+c a-—c 1 1
f(x) = 5 e [————- ]
4(x — 1) 4(x + 1) 4 Ix—1 x+1
20 Les primitives de la fonction fsont toutes de la forme
a+b+c —1 a—b+c¢c —1 a—c x—1
F(x) = 4 x—1+ 4 ‘x+1+ 4 Blx¥1 +k

ol k désigne une constante réelle. Les primitives de [ seront donc des fonctions
rationnelles si et seulement si a = ¢. Dans cette situation nous obtenons

2a+b 1 2a-b 1
F x-1 Z x-1

F(x) = — + k

ol k désigne une constante réelle.

6.21 Soient a et x deux nombres réels strictement supérieurs a 1 et tels que a < x.
Calculer les intégrales des fonctions rationnelles sutvantes.

x 3 2
1 J[=J‘3£+lm 2t

dt.

B 1
2° J = j. — ——dt.
« £°(1 + )

Solution 1o Les racines du polyndme (1? — 1)* étant extérieures a I'intervalle [a, x],
la fonction rationnelle (3 #2 + 1012 — 2£)/(t> — 1)* est continue sur P'inter-
valle [a, x] donc intégrable.
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Décomposons la fraction rationnelte (3¢ 4 1022 — 21)/(t* — 1)* en élé-
ments simples, cette décomposition sera de la forme :
38 +102-2t_ A B C D

S S - = 1
- 1)° (:—1)1+z—1+(:+1)2+:+1 i

Nous obtenons 4 (resp. C) en multipliant Pégalité (1) par (¢ — 1) (resp.
(t + 1)*) et en remplagant x par 1(resp. — 1) dans I'égalité obtenue. Nous
avons A = 11/4 et C = 9/4. Pour t = 0 nous obtenons la relation

0=A-B+C+ D.

En multipliant les deux membres de I’égalité (1) par ¢ et en faisant tendre ¢
vers 4+ oo nous obtenons la relation 3= B+ D dol B=4et D= — 1.
Nous obtenons donc

1 a
t + 1)?

4 ]
o L,
t—1 t+1

3P +102—-2¢ 11 L 9
@ - 1* 4 =1 4

L’intégrale est donc égale a

x

I=[—1£=1——§—]«+4L0gl!—l|—Loglt+]|]

4 t—-1 t+1 .
soit
1 | E— 1=
2 1t -1 |I+||u
d’onl

. 4
o l[le+ I 10a+ I]+ Log(x 1 (q+_l)

| P R (x+ 1)@ - D*

20 Nous avons t3(1 + 73) = ¢3(1 + 7) (1 — 1 + r?*). Les racines réelles du
polynéme (1 + t*) sont donc 0 et — 1 ; elles sont extérieures a I'intervalle
[a, x] donc I'intégrale J est bien définie. Nous avons

| | 1

S (Rl T I

1

Décomposons en éléments simples la fraction rationnelle 1/(1 + ). Nous
obtenons

1 _ A B+ C
114, 141 12F£7°

ol A, B, C désignent des nombres réels. En réduisant le second membre au
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méme dénominateur et en identifiant avec le premier membre, nous obtenons
A=14 B= — tet C = %, nous avons donc

_,1..___1_1[1 4 2—*‘_]
A +n & 3l 1=

La fraction rationnelle (2 — 1)/(1 — t 4+ t?) peut s’écrire

1 3
2 _"3PUtE g w1 3 2
1 et | 22 —-t41 2 :_.1_)24.3
2 4
soit encore
2-¢ _ 1 o2e—1 2
1—t+1¢ 28 -1+1 50_1y+1
3 2
Nous obtenons donc :

11 1
;=[.____..Lo § 5 9 o
a3 % g | I

1 2 V3 2( Wr
+ - L t“ —t4+1]—>-Arctg— (|t — - .
6%1 | . gﬁ
Soit

11 1] 1 , £ L S | 2 x4
Fmaws| om = Chags T e Tags
21x* 4 3 ﬁ+ .

a 6 I |

=5 [Arctg;/z—g(x - %)— Arc tg%(a — 1)]

2

6.22 Pour chaque entier n = 1 calculer I'intégrale
1
L= @ on 0= =
0

(x Logn + 1) (1 + nx?*Logn) )
Lorsque » tend vers Vinfini étudier les suites () et (f(x)).

Solution

La fonction f, est une fonction rationnelle dont le dénominateur a pour seule
racine réelle x = — 1/Log n, nous obtenons donc

) = A Cx+ D

e e M
x + (I/Logn) 1+ nx"Logn




INTEGRATION 215
Pour calculer 4, multiplions les deux membres de cette égalité par x + (1/Logn)
et remplagons x par — 1/Log n dans I’égalité obtenue. Nous trouvons

A= —1/Logn.

Fn remplagant x par 0 dans I’égalité (1) nous obtenons D = 0 et en calculant
la limite lorsque x tend vers Vinfini de I'expression xf,(x) nous obtenons

-+ = =
nLogn ]
d’ou C = n. Par suite nous avons
1 1 nx

n(-x = A= e i ' e .
1) Logn x+ (1/Logn) 1+ nx*Logn

Une primitive de f, est donc

1 2

F(x) = ———1—-Log X +

1
Logn Logn

Par suite I, = F,(1) — F,(0) soit

1 1 1
I“__LognLog|1+Logn +2LognLog|1+nLogn|+
+LognLOg Logn
d’oll
1
I,=— Yo r Log(1+Logn)+ n].og(l-i—nl_ogn).

Nous savons que

Lo
lim —2% — 0,
u—+o U
par suite :
Log(1 + Logn) - Log(l + Logn) 1+ Logn _
Fiioe) Logn = o T 14+ Logn Logn

D’autre part

Log(1 + n Logn) 1[1 A
2 Log n 2
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Comme
1 1 1
Log H+Logn Log;l-+Logn H+L0gn
Logn % T, Logn
nous avons
Lag(% + Log n)
..-l»l?w P =0.

Par suite lorsque n tend vers Pinfini 7, tend vers 4. D’autre part
lim f£,0) = — 1

n—+ -+
et pour tout nombre réel x de J0, 1], nous avons
lim f(x) = 0;

n—++ow

nous voyons donc que dans ce cas particulier :

lim I, # l( lim f,,(x))dx =D

n—++w 0 \n2teo

6.23

Soit m un entier positif, on considére intégrale

1
o 1+1

Démontrer que [, vérifie une égalité delaforme : I, = A, + B, n + C,, Log2
ou A,, B,, et C,, sont des nombres rationnels. Trouver les entiers positifs m tels
que B, =00u C,=0.

Solution

Décomposons en éléments simples la fraction rationnelle (1 — 0)™/(1 + ?).
Nous obtenons

a-n"_

t
= Bl + 7 .
+ t

tz

ol E, () représente la partie entiére de la fraction rationnelle et «,, et f,, des
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nombres rationnels. Le polynome E (1) est & coefficients rationnels si m = 2
sinon E,_ (1) = 0. Par suite

1

B = [Pm(t} + 9;3 Log(l + *) + B, Arctg 1]
o

ou P, (1) désigne une primitive de la fonction polynome E,,. Nous obtenons donc
= Po(1) = P(0) + 5" Log2 + f g

Comme E,, est un polyndme a coefficients rationnels, 1l est clair que P,, est aussi
un polyndme a coefficients rationnels, donc I, est de la forme

I,=A4,+ B,n+ C,Log2

ot 4,,, B,, et C,, sont des rationnels définis par :
4 =P ) - P0), B,=P" o ¢, =

Les expressions de E, (1), f,, et o, s’obtiennent par division du polynéme
(1 — )™ par 1 + t*. Ecrivons I'identité de la division de ces deux polyndmes,
nousavons : (1 — )" = (1 + 1} E, (1) + o, t + f,.. Pour t = i nous obtenons
(—-D"=o,i+ p, dautre part

1—i=.2e"™* donc a,i+ f,= (2" e ™,

Nous avons donc
= (\/_)"'ws— et  a,=— (/2" sinf?—.

Les entiers m tels que B,, = 0 sont les entiers tels que f,, = 0 donc tels que
cos (mnfd) = 0, parsuite B,, = 0 si et seulement si m = 2 + 4k ol kestun
entier naturel. De méme les entiers m tels que C,, = 0 sont les entiers m tels que
sin (mmn/4) = 0donc C,, = 0 si et seulementsim = 4 k ou k est unentier naturel.

6.24

Soitent @ un nombre réel et F une fonction rationnelle définie sur I'intervalle

[a, + oo[. La fonction G définie sur [a, + oo[ par G(x) = I F(1) dr est-elle
bornée ? ‘
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La fonction F est définie pour ¢ = 0, ses poles réels sont donc tous strictement
plus petits que a. Considérons la décomposition en éléments simples de la
fonction F(?), cette décomposition comporte une partie entiére E(r) (éventuelle-
ment nulle), des termes de la forme A4;/(t — a)* (a; étant un pole réel de la
fonction et k; un entier strictement positif) et des termes de la forme

C;t+ B;
(" + bt + c)™

(C;, Bj, by, ¢; étant des nombres réels et m; un entier strictement positif).

X

L’intégrale j E(t) df est un polyndme en x équivalent pour x tendant vers

- P on . -~
Iinfini & un mondme de la forme &, x” ol p est le degré de ce polyndme. Nous
avons d’autre part

T A A; | 1
= e e e W]
ﬂ(f—ﬂii k;"‘l x—ﬂ,-_}' (ﬂ"—ai)I
lorsque k; est différent de | et

[ A= ALog
a(f —= ﬂi)ki

lorsque k; = 1.
Par suite lorsque x tend vers + co
* A
=t ol

a(f—ﬂ)’q

tend vers O si k; # 1 et vers Pinfini en étant équivalent &4 4; Log x si k; = 1.
Si m; est différent de 1,

j‘" C;t + B,
a(t> + byt + )™

dt = H(x) + Arctg[L(x)]

ol H(x) est une fonction rationnelle ayant la limite O lorsque x tend vers + o0
et L(x) un polynome du premier degré en x. Par suite

r __Gt+ B
a une limite finie lorsque x tend vers + oo (¢f. C.E, Ch. 9, § I, n° 132 et
§ I1, n© 134). D’autre part
B, — G b
_Cit+B _C 2tk T 2
£ +btte; 2 P+bt+e F+bit+c
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Par suite
* C.o¥%B ¢ 2% b g
j —2—’+7de= I Log x_2_+__ g Fy + D; Arc tg L(x) + E;
at® + b;t + ¢ 2 a” + b;a + ¢

D; et E; étant des constantes et L'(x) un polynéme du premier degré en x, donc
lorsque x tend vers + oo,

x 1 :
j 2C_, w8y dr
tend vers I’infini en étant équivalent & C; Log x.

Dans la décomposition de la fraction rationnelle F{(7), considérons la somme
S des coefficients relatifs aux termes qui sont d’ordre 1/t lorsque ¢ tend vers
I'infini. Si £(z) est non nul I’étude précédente montre que lorsque x tend vers

+ oo, jx F(1) dt est équivalent a a, x* + S Log x (avec a, # 0) donc admet
une limite infinie.
Si E(1) est nul, r F{(t) est équivalente 2 S Log x pour x tendant vers + oo
0

x
doncsi S # 0, j F(t) admet une limite infinie. La fonction G est donc bornée si
0

et seulement si la partie entiére de la fraction F(#) est nulle ainsi que la somme
des coefficients relatifs aux termes qui sont d’ordre 1/t dans la décomposition
en éléments simples de la fraction.

6.25

Calculer les intégrales suivantes :

1° ———— dt  ol1 x est un nombre réel quelconque
Jol 4+t
X

2" t*(1 4+ ¢*)° dt o x est un nombre réel quelconque
v 0
[* Log t L -

3° ____;%_ df o x est un nombre réel strictement positif
« 1

4° ————dt ol m est un entier positif et x un nombre réel stricte-
J2 ((Log 1) ment plus grand que 2.

G X
5 cos® tsin tdt oii x est un nombre réel quelconque.

¥ 0
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Solution D’aprés les conditions imposées 2 x toutes les intégrales données ci-dessus
sont définies.

1° Prenons comme nouvelle variable # = 1?, nous avons :

j’ g =[!-L0g|1+H]J = Log/1 + .
ol +t ol +4+u 2 0

20 Effectuons le changement de variable = ¢°, nous obtenons
x x3 6] x5
1 1+ u) 1
4 545 4, sio Wy L 5\6
Iﬂ!(1+f) d!‘—jo (1 + u) Sdu [-——HSD ] 3{][(1+Jc) 1] «

30 Prenons comme nouvelle variable u = Log f, nous avons :

x Log x 27 Log x

J. }O-E——rdr=-[ udu=[u4—] =1(L0gx)2.
1t o 21, 2

40 Avec la méme méthode qu’au 3° nous obtenons
* 1 Los* g
j " _dp= I =
2 {Log )" Log2 U™
Si m = 1 nous avons

Log> dy Log x
— = [Log u]I*% = Log ———.
j , U [Log ]Log2 g g2

Si m # 1 nous avons

-[LDEIEI _ 1__ [_1 ]Logx
Log2 U™ 1l —m ™ g2

d’oll
r_ - [_ 1 ]
2t(Log )" 1 — m l(Logx)™™ '  (Log2)™ 1
57 j cos tsintdt = — j cos® t d[cos ]
Q 0
o R | 6
—[— 5 ]O—E[l—ms x].
6.26 Soit z une fonction définie sur R et & valeurs dans C. Pour tout nombre réel x

on note f(x) la partie réelle de z(x) et g(x) sa partie imaginaire. Si f et g sont
deux fonctions intégrables, et a et b deux nombres réels, on pose
b

rf(x}dx +i j:g{x} dx = .L z(x) dx .

a
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Soit o« un nombre complexe ; on note A sa partie réelle et k sa partie imaginaire.
Pour tout nombre réel x on pose par définition €™ = e"™[cos kx + i sin kx].
Démontrer que 'on peut définir

b b e2x b
j e™ dx et que j ey = [——] :

& o a

Solution  Les fonctions réelles €™ cos kx et €* sin kx étant continues sur R, pour tout
couple (a, b) de nombres réels on peut définir

b

b
I e cos kx dx et J- e sin kx dx

a a
et par suite
b
J- e dx .

da

Soit F(x) (resp. G(x)) la partie réelle (resp. imaginaire) de e*/o. Nous avons

Ui e ; x5
=S5 =m-(h — ik) (cos kx + isin kx)
o
et par suite
ehx
F(X) = hZ—kZ{h cos kx + k sin kx)
+
et
ehx
G(x) = 2 ?(— k cos kx + hsin kx) .
+

Calculons F'(x) et G'(x) nous obtenons :

heﬂx ] e'ﬁx : .
Fi(x)=-—— —(hcoskx + ksinkx) + —— (= khsin kx + k“ cos kx

soit encore F'(x) = €™ cos kx. Nous démontrerions de méme que
G'(x) = €™ sin kx

nous avons donc :
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6.27 Soient f une fonction réelle continue sur Pintervalle [0, z], et n un entier
strictement positif. On considére 1'intégrale

fi(n) = j:f(x) cos nx dx .

Soit k un entier strictement positif, calculer f(#) dans les cas suivants :
19 f(x) = sin kx
2° f(x) = "%,
30 f(x) = x* — 2 nx.

Solution 1¢ Nous avons
fi(n) = I sin kx cos nx dx .
0

Supposons k # n alors sin kx cos nx = 3[sin (k + n) x — sin (k — n) x}
Par suite nous avons

_1[ cos(k+n)x Eps(k—n_}_:g]*

f'(”)‘z[ ben T R g
d’olr

. 1 (__ l)i‘.'l-u (_ l)k—n - 1 1 ]

o=z |-+ T e =k

Comme k + n et k — n ont méme parité nous obtenons :
hl) = ——— [( e — ] s

Supposons maintenant que k = n, alors

7T
fi(n) = j sin nx cos nx dx
0
d’on
i cos 2 nx

I
fl(n)“"EJOSIHZHIdI—-E — EE—"']O-—D,

2° Nous avons
fi(n) = J- e cos nx dx .



INTEGRATION 223

Posons z,(n) = j ek Himx dx (cf. exercice 6.26), fi(n) est la partie réelle de z,(n).

(1]
Or nous avons

e{k +imx | x e[l:-l- in)x k — in i
z,(n) = [ ”J et — =— e [cos nx + isin nx]
k+1 k+in k" +n

donc

fi(n) = [kze-: e (k cos nx + n sin nx)] S e f — [(— 1" — 1].
3° Nous avons
fi(n) = _[ (x* — 2 7x) cos nx dx
0

soit
fl(n)=j x% cos nx dx — 23tj x cos nx dx .
0

0

Par intégration par parties nous obtenons successivement :

x cosnxdx =

r [ sm nx " sin nx
0

[cos nx| ™ =(— )" -1

L Hz o nz
n I' b4 o
sin nx 2 x sin nx
szmsnxdx= 2~——] —j —dx
0 B n o0 o n
2 T
= -——j x sin nx dx
nJtg
n
; COS X T cos nx
I x sin nx dx =[—x———~] + —dx
O n 0 o n

n n? n

Par suite nous obtenons

(— 12 (— 1F—1] 2%
fl(n}:"'_"_z R"_zﬂ["n'ﬁ'—]:'"—z.
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6.28

Soient A, B, C, a, x des nombres réels tels que 0 < a < x. On suppose que
A > 0 et que B2 — AC < 0 et on considére la fonction g définie pour tout

tion par parties I'intégrale j g(r)de.

Solution

Compte tenu des hypothéses faites sur 4, B, C le trindme At* + 2Bt + C
est strictement positif sur R et la fonction g est définie, continue et strictement
positive sur tout intervalle fermé [a, x] de R. Par intégration par parties nous
obtenons :

x S S | | * (Af =+ .B)fdt
N di = ;/A;2+ZBI+CJ_ - =0 (1)
,Lg() A o JoNAP 2B+ C

Observons que

- _ B2 AC — B?
JA:“+23:+C=JAN/(1+E) piE=E

A2

el posons

u—t+B et K—/\/AC_BZ'
A Y
nous obtenons :

* (At + B)tdt (xH B [y — (B[A)] du
e = it ﬁ 2 ——— =
. VA + 2Bt + C J a+(B/A) \/H =

\/_ "x+(B/A) uz du B x+(BfA) u du
= ./4 — . -—
|

2 :_i = 3 ._,,,___;'. &
a+(BJA) \‘G’ + K aﬂﬂmp'\/“ + K

Mais
%+ (B A) — ATV x
f_-J- ”-di_-z=[-£ \/u1+K2] =[--\/At2 + 2B+ C}
V/A a+(B/A) \/uz o VA at(pia) LA
et d’autre part

x+(B/A) .2d x o x -+ (B A) 2 d
ﬁf —“—-”—:;=J- g(t)dt—\/AI & U8
K

Ju? + K

a

a+(B/A) a+(BfA)
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Nous avons donc :

X (A! & B)dl X P ) Xt A du
— =J g(t) di !\"'\AJ —

) JAZ y 2Bt 4 C e Vi + K

= [g L e g zﬁ:TE] :

mais

'x+(B/A) ] x+(B/A)
.[ L= [L0g|u+-\/u2+K2|]

2 2 +(B/A)
b (IA \/u + K a

donc nous obtenons

ML B b= PR 4 B €| —
Nar y2B+C ) A )

- __ qx+(BlA)
—[Kz \/A Log|lu+ N/uz-l-Kzl
a+(B/A)
et en portant ce résultat dans I’égalité (1) nous obtenons finalement :
" B - -—— 1%  [{AC — B’
?-j g(ndt = [(t+ - )\/At2 + 2Bt + C] +[(— -.—)x
. A a A JA
_ | x+(B[A)
x Log|u +\/u2+K"’|]
a+{BfA)

d’ol

J g(f) di = %(x + g)JE? +2Bx + C — %(a 4 J—E)\/Aaz-F 2B+ C +

AC—B* | Ax+ B+JAVAX + 2Bx + C
2A4 Aa + B + VAN Aa* + 2Ba + C
6.29 Soient @ un nombre réel strictement supérieur a 2 et x un nombre réel tel que
x = a. Calculer les intégrales
x x ‘2
o= I _2.—t +1 —dt; J = P———a_r de.
(> — 31t + 2% a(4 + 917)%

CaLvo. — Exercices d’analyse 8
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Solution Calculons I. Nous avons
2 —31+ 2=(:—»)2 —1=1[(2:—3)2— 1]
4 4 .

Prenons comme nouvelle variable u = 2t — 3. Nous avons alors
1 5
2x—3 | — e 2x—3 2x—13
J' (2 i 2)d“ J i j i
= i (R s RO, W —_—
ney ko - 2a-3 Vit — 1 20-3 Vu? — 1

et par suite

2x—3

1 =[\/u_"—_1 + SLoglu +@ — 1 |]

2a-13
nous obtenons donc
1=[2\/Fl_3"':+2+5Log|2:—3+2\/72—3s+2|]:

d’ot
=N —3x+ 22 —da+2+

2x—3+2_\/_3?—3xat
Za—3+2\faz—3a+2

5 Log

Calculons J. Nous avons

4+912=4(1 +%rz).

Prenons comme nouvelle variable u = Arg sh (31/2) et posons

3%

3a
a—Argsh—z— et p = Argsh 3

Nous obtenons

2 2
J—_[ ~3——-——2chudu soit J-—-ij sh? u du
—J, 2chu 3 T2T), )

f
Calculons J. sh? u du par une intégration par parties ; nous obtenons

[

B [
j- shzudu=[shuchu]£-jchzudu, or ch’u=1+sh’u

o @
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donc

# 2
Zj- sh* udu = [shuchu — u}’ et par suite J=ﬁ-[shuchu—u]£.

Nous avons

- Ax 3t 9 5 )
u—Argshvz——Log(T-l- ~/4t +1)

et par suite

213 3 31 J92 )]’
J—ﬁztx4+91 —Log(—2—+ 4t + 1 ]

d’our
3x + V92 I&]
3a+ \/9 a’® + 4

J=%[§(xJ449x2_a\/4+9?)-Log

6.30

1° Soit a un nombre réel. Démontrer que toute fonction G, définie sur I'in-
tervalle [— a, a] par
P(sin x, cos x)
Q(sin x, cos x)

G(x) =

ot P(u,v) et Q(u, v) sont des polyndmes A deux indéterminées u et v, peut
s’écrire
GOx) = L;(cos x)} + sin x. M(cos x)
L;(cos x) + sin x.M,(cos x)

ou L,(v), M(v), L,(v) , M,(v) sont des polyndmes en v.

20 Démontrer que dans I’hypothése ol pour tout élément x de [— a, a],
G(x) = — G(— x), la fonction G est de la forme G(x) = S(cos x) sin x ot S
est une fonction rationnelle.

3° En déduire une remarque utile pour reconnaitre que Pintégrale
b
| 6 ax

peut €tre calculée & ’aide du changement de variable s = cos x.

Quelles sont les remarques analogues pour reconnaitre que cette intégrale
peut étre calculée a I'aide du changement de variable s = sin x ou 5 = tg x ?
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i° Le polyndme P(u, v) peut s'écrire sous la forme
Pa,v)= Y ay v

O0=p=m
O=g=n

ou a,, est Ie coefficient du mondme 1P v° de ce polynéme. Séparons les mondmes
qui contiennent u 4 une puissance impaire des mondmes qui contiennent u i une
puissance paire. Nous avons

o 2r 2r+1 g
P,0) = Y an u v+ Y Guaig¥ V.
0<2Zr=m 1=2r+1=m
O<g=<n 0<g<n

Si u — sin x et v = cos x nous avons #* + v? = L. Soit Ly(v) le polyndme

2
0<2r=m
0<g<n

et M(v) le polynbme
Z a2r+1,q(l = vz)rvq’

1<2r+1Zm
O=g<n

alors pour u = sin x ¢t v = COs X nous obtenons P(u, v) = L,(v) + uM (v)-
Nous démontrerions de maniére analogue qu'il existe deux polyndmes L,(v)
et M,(v) tels que pour 1 = sin x et v = COS X NOUS ayons

O(u, v) = Ly(v) + uM ,(v)

et par suite

G(x) = L,(cos x) + sin x.M,(cos x)
= L,(cos x) + sin x-My(cos x)

2¢ Supposons que pour tout élément x de [— a, a] nous ayons
G(x) = — G(— x).

La fonction cosinus est une fonction paire et la fonction sinus une fonction
impaire. Nous avons donc

Li(co_g) + sinx.M(cosx) _ L,(cos x) — sin x. M (cos x)
L,(cos x) + sin x.M,(cos x) ~ 7 L,(cos x) — sin x. M(cos x)

pour tout élément x de [— a, a]. Par suite :

L,(cos x) Ly(cos x) + sin x[ M;(cos x) Ly(cos x) — L(cos x) M,(cos x)] —
— sin? xM,(cos x) M,(cos x) = — Ly(cos x) Ly(cos x) +
+ sin x[ M, (cos x) Ly(cos x) — Ly(cos x) M, (cos x)] +
+ sin? xM,(cos x) M,(cos x)
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pour tout €lément x de [ — a, a]. Nous avons donc la relation
Ly(cos x) Ly(cos x) — sin® xM,(cos x) M,(cos x) = 0

pour tout élément x de [— a, a]. Supposons que le polynébme L, ne soit pas

identiquement nul, alors nous aurons

sin? xM(cos x) M,(cos x)
L,(cos x)

sin xM (cos x)
L,(cos x)

Lq(cos x) = et par suite G(x) =
Si le polynome L, est identiquement nul alors nécessairement le polynéme M,
est identiquement nul, car M, ne peut étre identiquement nul en méme temps
que L,. Nous avons alors

G(x) = Lifsy) sin x — L‘Z(COS %) ,
sin xM,(cos x) (1 — cos® x) M,(cos x)
Donc si G(x) = — G(— x) pour tout élément x de [— a, o] il existe une fonc-

tion rationnelle S telle que G(x) = sin x. S(cos x).

b
3o Nous déduisons du 2° que 'intégrale j G(x) dx peut étre calculée en

faisant le changement de variable cos x = s, si G(x) = — G(— x) soit encore si
Pélément différentiel G(x)dx est invariant par la transformation x> — x.
Les notations et les hypothéses étant celles de la question précédente nous
avons alors

rb b

G{x)dx = I sin xS(cos x) dx;

donc si S est une primitive de la fonction rationnelle S, nous avons :

~b
G(x) dx = S(cos b) — S(cos a).

Nous démontrerions de méme que I'intégrale proposée peut étre calculée en
faisant le changement de variable sin x = s (resp. tg x = t) si I'élément diffé-
rentiel G(x) dx est invariant par la transformation

x> — x(resp. x— 1w + x).

6.31

Soient b et ¢ deux nombres réels non nuls et a et x deux nombres réels tels que
chacune des intégrales suivantes soit définie :

1° j— A dt; jE’-?—r di: 3 I l-g--;—dr;
o2 4 cost a SIn aCos” 1

¢ J- e 2-df; 5° j 2 .2 2.2, 96
aSIN” 1 COS“ 1 ab cos:+r sin” 1

Calculer ces intégrales.
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Solution i° Prenons comme nouvelle variable u = tg(¢/2). Nous obtenons :

r 1 j‘*“““’l +u’ 2du _ rﬂ*m 2 du

—dl = = - 4
a2 + cost w@2) 3 + u? 1+ u tg(@2) 3 + 53®

b |

d’ou
2 1 2 [ > ]ts(xf?-)
——dt = — Arcig — —
L 2 + cost J3 s V3w
3 V3 J3

20 [’élément différentiel cos® t/sin® ¢ dt est invariant par la transformation
x> 1 — X, prenons donc u = sin 1 comme nouvelle variable. Nous obtenons

x 3 sin x 2 sinx
cos 1 1 - | i
.—;"d‘=j 'aid"‘:[‘ =y
aSIN I sinag u Ju Hlsina

par suite

* cos t 1 1 1 1 1

[esiig A1 _ L], 1L
a Sin I Jlsin"x sin"a sinx sina

30 L’élément différentiel considéré est invariant par la transformation
x1— x + 7 nous pouvons donc prendre u = tg? comme nouvelle variable.

Nous avons

r LI =J’mu du =[-“—z]m”r = %[tglx —tga).

a COSz t iga 2 tg a

4o Nous avons comme ci-dessus en posant u = tg!

x tgx 2
j R 1 —dt = -[ l_-i-;i du

a Sillz 1 C{)Sz [ tga u
_[_1+u]m" Ll itex—1tga
= u lg,_tga tg x £ ga-
50 Nous avons de méme :
x 1 gx 1 Jtex
j ) T d‘=j z—"lﬁd“=—[“‘”gf“
ab“cos“t 4+ c sin” wga b + ¢ u ch b luga

—l[Arct (Et )-*Act(Et )-|
=T gng rgbga-.
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5.32 Soit # un entier positif ; calculer :

r (tg i dt.

Solution Posons
I, = r (tg )" dt

et effectuons le changement de variable tg t = u. Nous obtenons

tg x ]
In=j = h zdu.
lgﬂl + u

Nous pouvons écrire que v" = (1 + u®) "2 — "~ 2 et par suite que :

tgx
In = J. u"_zdu - In—i'. = n E 1 [(tg-x)"_l - (tga)”—l.] - Iﬂ‘"z .
tgu -

Ceci nous permet de calculer 7, par récurrence pour tout n > 0 si nous connais-
sons [y et I,. Nous avons

IG=J. dt=x-a

et

cos a

x g x g x
11=I tgtdr=j "dlf-i=[1rog~/1+u2] = Log
a COos X

tga 1 + u tg a

Supposons 7 pair. Si nous posons z = 2 p nous obtenons ;

[(tg x)* ' — (tg a)’?™ '] — I,

1
I 2p—1

1 - o
Iz = 3p = 3[(tgx)zp M C-07) i [ P

1
I, =3ltgx—-tgd] —Ip

Iy =x—a.
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232
De ces p + 1 égalités nous déduisons :
1 = i
lp =557 [tgx)**~" — (tga)”™™ "] +
(-1 2p—3 __ 2p—3
+ 353l (tga)® ] +
+ (= 1)y gx —tga) + (— 1P (x — a).
Supposons # impair. Si nous posons n = 2 p + 1 nous obtenons
1
IZp-l-l 5 EE [(tg x)Zp es (tg a)ip] - Iﬂ-p—l[
1 - &
Lp-y = m[ﬁg e {tg a)*? 2] — Iyp-3
1
I - [(tg x)* — (t8 a’] - I
cos a

L = Log| Cosx

Des p -+ 1 égalités précédentes nous déduisons :
1 (— 1) - 2
Lpsr = z—ﬁ[ﬁg )7 — (tg a)’"] + 5 5 5 [(tgx)*™* — (tg ay** "] + - +
(-0t 2 e cos a
¢ et x — tg @l + (= P Log | oS
6.33 Soient a et x deux nombres réels et » un entier rationnel. Calculer les inté-

grales suivantes :

_r dt | J_j" dt
a3 chid a(sht+chn)"

Solution Effectuons le changement de variable u = th(7/2) dans I ; nous obtenons

14+ 42

1
du=-(1—-H)di f = ——
2(1 u’)dt, ch .
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et par suite en posant a = th(a/2) et §# = th(x/2) nous avons :

r_ o r' A z_ﬂ_u__f du
83+Ch[ o l_j—_uzl—uz a2——u2h

3+
T

Mais nous avons

1 _ _1_[_‘_+_,'__]
2—w 232Lf8-w B

donc
PR ¥ SN TS
a3 +cht 2.2 L \/'—u \/§+u
sl Log \/2“'“]
2421 V2 —-u
soit

(/2 + - th(x/2)) (y/2 — th lh(_a,’Z))
(V2 — th(x/2)) (v/2 + th(a/2)) |

2\/_

Sin = 0 nous avons
Jo=j dt = x — a;

sin # 0, en observant que sh ¢ + ch = ¢* nous obtenons

Jo = j gl = [e—"—']
a — R

6.34

Soient a et x deux nombres réels strictement positifs ; on considére intégrale

= t"
F(x, n, )=j- —di
{ £ a(ﬁ'—l)r

ol n et p sont des entiers positifs tels que p > 1. En supposantn > l et p > 1
exprimer F(x, n, p) 4 'aide de F(x,n,p — 1) et de F(x,n — 1,p — l) Démon-
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trer que le calcul de F(x, n, p) peut se ramener i celui d'intégrales de la forme
F(x,m, 1) avec 1 < m < n (on ne cherchera pas 4 calculer ces derniéres).
Appliquer cette méthode & la réduction de I'intégrale
* f
Fx,l,2)=-[ - —dr.
( a(e' — 1)
Solution  Nous pouvons écrire

) ﬂ(! .y ¢ -I—E_!) dt
a (ﬁt - I}p

Feon ) = |

et par suite
i

* "¢
F(x,n,p) = — F(x,n,p — 1) +J o S
P a(ct-* l)p

L’entier p étant strictement supérieur & 1, nous obtenons par intégration par
partics :

dr.

jx | rnel ldt _ [— In H_:i]x . .n J'x t_n— -ldt.
a (e — 1)° 1—pE -1 1-plae—1)

Nous avons donc

1 X a”
F(x,n, p) = — - ——
(x, n, p) = p[(e‘r T 1)""1] +

+;—-f CF(on—1,p—1) = FGnp—1.

Sin > 2etp — 1 > 1 nous pouvons appliquer a nouveau la formule précédente
a F(x,n,p — ) etad Flx,n— l,p— 1)ce qui raméne le calcul de F(x, n, p)
au calcul d’intégrales de la forme F(x,r,p — 2) avec n — 2 <r<n Donc
si n = p 4 la suite de p — 1 opérations nous ramenons le calcul de F(x, n, p)
3 celui d’intégrales de la forme F(x, r, 1)avec 1 < r < n.Sip <mn, aprésp — 1
applications de la formule précédente nous nous ramenons au calcul d’intégrales
de la forme F(x, m, 1) avec 1 < m < n et au calcul d’intégrales de la forme
F(x,0,r) avec p — n < r < 1. Démontrons que ces derniéres intégrales se
calculent par récurrence. Nous avons

X x = t x 3 t
F(x,O,s)=J- —df-——j > e—dr+j—fd
a (EI = l}s u(e = UE a(e e 1)5

soit

1 1 *
F = P, 5= D | =
(xs 0': S) (x’ 3 } + l — 5 [(et _ l)s— l] a



INTEGRATION 235

d’ou

1 1 |
F !01 = = F 103- = 1 + = [ — ey --:|'
(x, 0, 5) (x,0,s — 1) Cile—p o

En ajoutant membre & membre les r égalités obtenues en multipliant la s-iéme
égalité ci-dessus par (— 1)*”! pour s = 1, 2, ..., r, nous obtenons

iin) = 2 [_._ : ! _] _

y — l (eal_ l)r-l .l t?_ﬂ_ l}r-l

1 1 1 ) ,_2[ 1 1 ]
_ ) _ i - o B B, B
r+-2[(e"— NrE @ l)"z] FenE= 1 e*—]

e —1

+ (= 1)"'Log +(— 1) (x —a).

Par suite dans tous les cas le calcul de F(x, n, p) se raméne 2 celui d’intégrales
de la forme F(x, m, 1).

Etudions F(x, 1, 2). Nous obtenons

a X
Fx,1,2=[ — ]+F(x,0,1—Fx,i,l.
B =~ ) = F(x, 1,1)
Mais
e —1
F(x,0,1) = — (x — a) + Log i
e_-
Nous avons donc :
F(x,1,2)=[ . .. ]—(x—a)+Log“’ _IIHF(x,I,I).
e —1 e —1 e’ —1|

Le calcul de F(x, 1, 2) se raméne donc au calcul de F(x, 1, 1).
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 EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

1.1 Intégrer les équations différentielles suivantes
A +xPy +2x+2xp°=0 (1)
\-/1__+—xzy'—-y2—y—l=0 (2)
¥ —y
—— —e " =0. (3)
N

Solulion  Ces trois équations sont & variables séparables.
1o L’équation (1) s’écrit aussi

A+ 32y =—2x(1 +y?)

soit encore
y' —2x

1+ (1+x)P

En intégrant les deux membres de cette derniére équation on trouve

Arctgy = - 'i—i"'K
1+ x
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oti K est un nombre réel ; donc les solutions de 'équation (1) sont de la forme
1

ol K est un nombre réel.

20 L’équation (2) se met sous la forme

e RS
y =< \
J1 .22

Le polyndme r? + r + 1 ne posséde aucune racine réelle donc I'équation (2)
est équivalente & I’équation

y _ 1
YV Hy+1 o Ux gt

Pour intégrer le premier membre posons u = y + 3 et 1 = 2uf\/ 5, alors

y! _ U r 2 rr

y2+jx+i— 3 (\/ngf.’;rz+l
w5

donc une primitive du premier membre est
2y + 1
N
Par ailleurs nous savons (¢f. C. E., Ch. 9, §I, n® 129) que les primitives du
second membre sont de la forme

2
e Al’ct
- R

Argshx + 4

oli A est un nombre réel, donc on a

\% Arctgz—y\/; ] = Argshx + 1
d’olt
Q—f—i = tg(ﬁl Argshx + g \fj)
J3 2 2
et

/3. (/3 A3 1
o g R : ol (!
P = 2lg(2 Arg sh x + 5 ) 5
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donc les solutions de I'équation (2) sont de la forme

y=£tg(1/—§-Argshx+K)—%

2 2

ol K est un nombre réel.
3o L’équation (3) s'écrit aussi

solt encore
ye=a/xt+1.

Une primitive du premier membre est €’ ; pour calculer une primitive du
second membre posons x = sh u, alors

j\/xz +1dx = j\!sh2;+—i chudu = jchzudu

=jch22u+ldu=sh2:+2u+K_

ot K est un nombre réel ; or

sh2u +2u shuchu-+u x\/;xz + 1+ Argshx

4 - 2 2

donc
X x/;cai_-i-_l + Argshx

o 2

+ K

ol K est un nombre réel. Comme la fonction

x Vx? + g Arg sh x
!

X =

est strictement croissante de — oo 4 + oo lorsque x varie de — o0 a + <0,
pour chaque nombre réel K I'ensemble des nombres réels x tels que

x\/;"_+ 1 + Argshx i

5 K=>0

est un intervalle ouvert, soit

Jag, + o]
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et I'équation (3) admet alors, sur cet intervalle la solution

2
o, (x\/x +12+ Arg sh x +K)

1.2

On considére les équations différentielles

. _EEY
¥y == (1)
Xy =y +Jx* + yP. (%))

Trouver leurs intégrales générales sur chacun des intervalles ]— oo, O] et
10, + ool.

Solution

On constate aisément que les équations (1) et (2) sont inchangées lorsqu’on
remplace x par Ax et y par Ay ot 4 est un nombre réel. Ces deux équations sont

donc homogénes.

19 Cherchons d’abord si I’équation (1) posséde une solution de la forme
y = tx ou t est un nombre réel ; on devrait avoir pour cela r = (x + ¢x)/x
pour tout nombre réel x non nul, ce qui est impossible.

Posons 4 présent y = tx, t étant une fonction dérivable de x. Alors on a
¥ = t'x + t et en portant dans I'équation (1) on trouve

t'x+1t= T r iy
=

Dans chacun des intervalles considérés cette équation équivaut a

s0it

et par intégration
t=Log|x|+ K

oll K est un nombre réel.

La solution générale de I’équation (1) est donc de la forme

[y=xLogx + K, x si  xe]0,+ oof
y=xLog(—x)+ K;x si xel— 00,0

ou K, K, sont deux nombres réels.
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20 On démontre facilement que la seule solution de 'équation (2) de la forme
y = tx ou t est un nombre réel, est la fonction constante de valeur 0. Cherchons
a présent les solutions de I'équation (2) sous la forme y = tx ol t est une forc-
tion dérivable de x. On a y = t’ x + t d’oli en portant dans ['équation (2)

Xt x + 1) =tx + Jx? 4 22
soit encore
£ x*=|x|1+ 2.
Dans chacun des intervalles considérés cette équation équivaut a

g ]
N e
Dans l'intervalle J0, + co[ on obtient en intégrant les deux membres
Argsht = Log x + K,

oil K, est un nombre réel ; d’ot t = sh (Log x + X5 )-
Dans l'intervalle ]— oo, O[ on obtient

Argshr = — Log(— x) + K;
ot K, est un nombre réel ; d’ot t = sh (K, — Log(— x))-
Par suite la forme générale des solutions de I'équation (2) est
y = xsh(K; + Log x) si x €70, + oof
y = xsh (K, — Log (— x)) si  xe]— o0,0f

ol K, K, sont deux nombres réels.
On peut transformer I’expression de ces solutions en posant K, = Log C,.
K, = Log C, ol C,, C, sont deux nombres strictement positifs ; on a alors

1

CiX—m— z .02
5 o C! X e C] X 1
sh (K; + Log x) = sh(Log C; x) = 5 =3¢ %
e X
i Cz e ._x C2 o xz — C%
ehi{Ks— Log (- x”_Sh(L“g( _x"))‘ 2 2Cx
1a forme générale des solutions de I'équation (2) devient alors
ci x* — 1 s
== si xe]0, + oo
2 2
\y=fchz si xe]— c0,0[

ol C,, C, sont deux nombres réels strictement positifs.
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1.3

On considére I’équation difiérentielle
xy' —(x+Dy+e(x*+1)=0. (M
1o Trouver son intégrale générale dans chacun des intervalles ]— co, 0]
et 10, + oof.

30 Montrer qu'il existe des fonctions définies et continues sur R qui sont
solutions de I’équation (1) pour x # 0.

Solution

1o L’équation homogéne associée & I'équation (1) est
xy) —(x+1D)y=0. (2)

Dans chacun des intervalles ]— o, Of et 10, + oo les solutions de cette équa-
tion qui ne s’annulent pas sont celles de I'équation

3

y x4+ 1 3)

y x
En intégrant chacun des membres de I'équation (3) on obtient
Log|yl=x+ Log|x| + K
o1 K est un nombre réel ; il en résulte que
y=0Cxe"
ol C est un nombre réel.

Pour déterminer Ia solution générale de I'équation (1) sur chacun des inter-
valles ]— oo, 0[ et J0, + o[, appliquons la méthode de variation des constantes.
Ecrivons y sous la forme

y = C(x) xe* €))]
ol C est une fonction dérivable de x. Alors on a en dérivant (4)
y = C(x)xe* + C(x) e" + C(x) xe”
et en portant dans 'équation (1) on obtient

C'(x) x* e* + C(x) x e~ + C(x) x* e — C(x) x2e* — C(x)xe” +
+ e +1)=0

soit
C'(x)x*e” +e(x* + 1) =0
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d’oti il vient

d’oll en intégrant

C(x)=—x+%+k

ott k est un nombre réel.
L’intégrale générale de I'équation (1) est donc de la forme
=(—xT+ 1+ k x)e” si xeRY
ly=(—x2+l+k2x}ex si xeR%
ou k,, k, sont des nombres réels.
29 Pour tout nombre réel k on a

lim(—x*+1+kx)e*=1

x—+0

donc les fonctions g;,(4 € R, u € R) définies par
g =(—x*+1+ix)e& si xeR:
£:,(0) = 1
g =(—x*+1+p)e” i xeR:

satisfont 2 la question

14

On considére I’équation différentielle

xy' —y=Logl|l + x|

M

1° Trouver son intégrale générale dans chacun des intervalles ]— oo, — 1[

1— 1,0[ et 10, + oof.

20 Montrer qu’il existe des fonctions définies et continues sur R qui sont
solutions de I’équation (1) pour x # 0 et x # — 1 et qui ont des dérivées

infinies pour x = Qet x = — 1.

Solution

10 L’équation homogéne associée & I’équation (1) est

xy'—y=0

@
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Dans chacun des intervalles ]— oo, 0f, 10, + oo[ les solutions de I'équation (2)
qui ne s’annulent pas sont celles de I'équation

L2 ®
d’ol en intégrant

Log|y|=1Log|x|+ K
donc y = Cx ou C est un nombre réel.

Comme Log | 1 + x | n’est pas défini pour x = — I, nous allons déterminer
la forme de I'intégrale générale de I’équation (1) dans chacun des intervalles
]— o, = 1[,}— 1,0[, ]0, + o[. Pour cela nous appliquons la méthode de
variation des constantes en posant

y = C(x) x 4
ot C est une fonction dérivable de x. En dérivant (4) on obtient
y'=Cx)x + Cx)
d’oll en portant dans I’équation (1),
C'(x)x* =Log| | + x|
d’on

Log |1+ x|

C(x) = >

Une intégration par parties donne alors

—(x+1DLog|l + x|
x

C(x) = + Log|x|+ k

ot k est un nombre réel.

La forme générale de I'intégrale de I'équation (1) est donc

y=—(x+1)Log(x +1) +xLogx +kyx si xe]0,+ cof

y=—(x+1)Log(x+1) +xLog|x|+k,x si xel-10[

y=—(x+1)Log|x+ 1] +xLoglx [+ksx si xe]l—oo—I1[
ot k,, k,, k5 sont des nombres réels.

20 Observons que pour tout nombre réel k on a

lim[~ (x + 1) Log(x + 1) + x Log | x| + kx] =0

x—=0
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donc si ky, k, sont deux nombres réels, on définit une fonction g continue sur
]— 1, + oo| en posant
g(x) = —(x+1DLog(x + 1)+ xLogx +k3x S x€]0, +oo[
g(0) =0
gx)=—(x+ DLlog(x + 1) + xLog| x| + k, x si  xe]— LO[.

A présent observons que

Jim [—(x+ DLog(x+ 1) + xLog|x| + k2 x] = — k;
x={—1)+
et
lim [—(x+ 1)Log|x+ 1|+ xLog|x|+ksx]=—kj.
g—;{—l‘-

Il en résulte que pour tout couple (k,, k,) de nombres réels, la fonction g, s,
définie sur R par

Zu(®)  =—(x+1)Log(x+1) + xLogx + k;x si xe]0, + cof
gkgkz{ﬂ) = 0

G®)  =—(x+D)Log(x+1)+xLog|x|+kyx si xe]-1,0[
gkgkz('_ l) = kz

g(x)  =—0(+1) Log|x+1|+xLog|x|+k,x si xe]—oo,—1[

est continue sur R et sa restriction & chacun des intervalles |—oco, —1[, ]—1, 0[
et 10, + oo est évidemment solution de Iéquation (1). Soit (k,, k,) un couple
de nombres réels ; posons g = gx,x, OU &k, st la fonction définie comme
ci-dessus ; alors,

lim gxu)—g(9= lim [——~;-—1Log(x+1)+L0g|x|+k] — 0

x=+0+ X x=+0+

et

2 =80 _ i [

i
ac Log(x + 1) + Log | x| + k2]= —
x'-'-‘l}— x x—+0 -
donc la dérivée de g au point 0 est — co.

D’autre part

g —a(— 1) _
e x + 1

., —(x+DLlog|x+ 1|+ xLog|x|+k,x+k,
=Ilm I—
x—=+—1 (x‘l‘l)

donc la dérivée de g au point — 1 est + o0.
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1.5

On considére I’équation différentielle
(- 1Dy +2y=x2. 4}
1° Trouver sa solution générale dans chacun des intervalles ]— oo, — 1[,
1— 1,0[ 10, 1[ et ]1, + oof.

20 En déduire qu’il existe une fonction réelle g et une seule, définie, continue
et dérivable sur R qui soit solution de I'équation (1) dans chacun des intervalles
]_ w, — I[J ]_ 1: 0[1 ]07 l[ﬁt]l, & CD[

Solution

1o 1’équation homogene associée a I'équation (1) est
x(x* - 1)y +2y=0. (2)

Dans chacun des intervalles 1— oo, — 1[,1— 1,0[ 10, 1[, ]1, + oo, les
solutions de cette équation qui ne s’annulent pas sont celles de I’équation

¥ 2 3
y x(xz—l). 3

En décomposant la fonction rationnelle — 2/x(x*> — 1) en éléments simples
on obtient

-2 2 1 1

EE—-]) x %=1 x+F1u

et en intégrant les deux membres de ’équation (3) il vient

2
Loglyl=Log 5 —— +K
|%* — 1]

ou K est un nombre réel ; il en résulte que

olt C est un nombre réel

Pour déterminer la solution générale de ’équation (1) sur chacun des inter-
valles ]— oo, — 1[, ]— 1,0[, 10, 1[, 11, + oo appliquons la méthode de varia-
tion des constantes. Posons

2

X
= C(x) —— (4)
y = ?nchz =5
otl C est une fonction dérivable de x. Alors en dérivant (4) on obtient
%7 2x
'=C(x) ——— C(x)——2
y ()xz_1 ()'[xz_l)2
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d’oli en portant dans I’équation (1)
e =8
soit

Cix) = %

et en intégrant
C(x)=Log|x| + k
ol k est un nombre réel.
Revenant maintenant & la formule (4) on a 'intégrale générale de ’équation

(1) sous la forme

2
y=(L0EIX|+k1)—2=x—-——l' si IE]—@,—I[
x —
x2
y=(Loglx|+k2)—z-—l~ sii xe]-1,0[
x —

2

y = (Log|x| + k3) si xe]o, 1

x2—1

2
Y= (Log | x| + ky) -..ix.--I si xe]l, + oof
x —_—

ol ky, k,, k5, k; sont des nombres réels.

22 Supposons qu’il existe une fonction g définie et continue sur R dont la
restriction 4 chacun des intervalles ]— oo, — 1[,]1— 1,0[, 10, 1[, 11, + oo
soit solution de I’équation (1). Alors on a des nombres réels k,, k,, ka, k, tels
que

2
g(x)_-_(Laglx|+k1)--2x1- i xel]-o, — 1[
x_

2

si xe]— 1,0

g(x) = (Log | x| + k;)

o= |
xz
g(x) = (Log x + kj) '_z._--I si xe]o, 1[
x —
xz
glx) = (Logx + kg) . si xe]l, +oof.
x J—
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Comme g est continue au point 1, on a
2 2

g(1) = lim (Logx + ki) = lim (Logx + k)

e xz — 1 x-=+1+ xz -1

X

Calculons la limite de x? Log x/(x* — 1) lorsque x tend vers 1;en posant
x=1+hona
Logx _ Log (1 + h)

x> —1 2h+h

Au voisinage de 0, Log (1 + ) ~ het 2h + h* ~ 2 h donc

i Logx _1_ . x Logx
yol %P == O |
Mais on a
kax: 1 ko x*
H=-+ Ik B =g i
s() sit—xt =1 2 sgsaex®—1

donc on a nécessairement k3 = k; = 0.

En utilisant la continuité de g au point — 1 on démontre de la méme manicre
que ky = k, = 0 ; par ailleurs on a

2
fim 7 2081 21

x—0 xz -1

=0

et g est continue au point 0 donc g(0) = 0. Par suite la fonction g est définie par

x* Log| x
0 = = Losl x|

B si xeR—={—-1,0,+1}
x“ =1

g(— 1) = g(1) = -21- e g0)=0.

Comme il est clair que ces formules définissent une fonction continue sur
R, nous venons de démontrer qu'il existe une fonction g définie et continue
sur R, et une seule, dont la restriction & chacun des intervalles

]=o0, —1f, 1—1, O[, 10, 1[ et ]I, + oo[ soit solution de I'équation (1).

Montrons que cette fonction g est dérivable en tout point de R. Sur
R—-{-101},

g s’exprime sous forme d’un produit de fonctions dérivables donc est dérivable.
D’autre part g est une fonction paire donc il suffira de démontrer que g est
dérivable aux points 0 et 1. On a
g — el0)  ¥Loglx]
X x2—~1
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donc

x—+0
par suite g est dérivable en 0 et g'(0) = 0.

Faisons un développement limité de g au voisinagede 1;enposant x = 1 + A
on a

oy (L PP Lot + ) (_1 +2h 4 o(h))(h - h—; & o{h))
2h + K 2h + h*
soit
g0) =3+ 2 o) =5+ o =1 =D
or g(1) = % donc
gx) —g(1) 1

,_.1 x—1 2

par suite g est dérivable au point 1 et g'(1) = }
1.6 On considére 'équation différentielle
2x(1 =)y +(1—x)y=1. )

Solution

1o Trouver son intégrale générale dans chacun des intervalles ]— oo, 0,
10, 1] et ]1, + oof.

20 Montrer qu’il existe une fonction f continue sur ]— oo, 1[ et une seule,
qui soit solution de ’équation (1) pour x # 0. Montrer que f est dérivable sur
1— oo, I[.

3o Montrer qu’il n’existe aucune fonction g définie et continue sur R dont
la restriction 24 chacun des intervalles | — oo, 0O[, 0, 1[ et ]1, + co[ soit solution
de I'équation (1).

1 L’équation homogeéne associée a ’équation (1) est

2x(1 —x)y' +(1 —x)y=0. (2)
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Dans chacun des intervalles 1— oo, O[, 10, I[ et J1, + o[ les solutions de
cette équation qui ne s’annulent pas sont celles de I’équation
y._ .t
= i (3)

En intégrant les deux membres de cette ¢quation il vient

Log|y|= —4Loglx|+ K
ou K est un nombre réel, d’otr
y = -
MEY

ol C est un nombre réel.

Pour trouver la solution générale de I'équation (1), appliquons la méthode
de variation des constantes. Nous distinguerons deux cas suivant que x appar-
tient 4 ]— oo, O[ ou a I'un des intervalles ]0, 1[ ou ]1, + oo[.

Dans l'intervalle ]— oo, O] posons

C(x)
T 4

— X

ou C est une fonction dérivable de x ; en dérivant (4) on obtient

r o Clw) | CE)
Y S =% 2xy—x
d’oll en portant dans I'équation (1)
SL—-0C0) Sl - A0 8-
Y j—. %o — % - X
soit \/_____
- X 1
P LI ) 5
€ 2 x(1 — x) 24— x(l = %) @

On intégre (5) en effectuant le changement de variable u = +/ — x et on
trouve

C(x) = Arctg\/— x + K

oll K est un nombre réel. La forme générale de la solution de I'équation (1)
dans ]— oo, Of est donc

Vex Ao E

Arctg/— x K

ol K est un nombre réel.
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Dans chacun des intervalles 10, 1] et ]1, + co[ posons

C(x)
= (6)
Jx
oll C est une fonction dérivable de x ; alors en dérivant (6) il vient
,_CH _ 0
\/ X 2 x/x
et en portant ce résultat dans I’équation (1) on trouve
2x(1 —x)C(x) 2x(1 —x)Cx) , (1 —x) C(x)
Jx 2 x4/% Jx
s0it
e - )

T2x(l—% 2x1—-%

On intégre (7) en faisant le changement de variable u = N J_C, et il vient
1

Clx) = 5 Lo 1 +

g| ———
1 —.x

ot K est un nombre réel, donc la forme générale de la solution de I'équation (1)
dans chacun des intervalles 10, 1[ et ]1, + oof est

1 1+ ./x
2T
W ow o - | R

ol K’ est un nombre réel (¢f. C. E. Ch. 9, § I, n° 129).

+ K’

y:

\/

11 résulte de tout ceci que I'intégrale générale de I'équation (1) se présente
sous la forme

e e — si xe]—o0,0
R, 1- 00,0
y=_1_ Log 1__\/;5 +_I.{%I=ArM+§% si xe]o, 1[
2x 1 =x| o x NERENE
1 1+ X K3 .
= log| " NT| 4 2 si xe€]l,+o0
QR h] v - i

o1 K,, K,, K5 sont des nombres réels (¢f. C. E., Ch. 6, § VIIL n° o1).
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20 Supposons qu’il existe une fonction f continue sur ]— oo, 1[ dont la
restriction 2 chacun des intervalles ] — oo, 0[ et JO, 1] soit solution de I’équation
(1). Alors il existe des nombres réels K, Kz tels que

s_f(x)— MG — X si xe]—oco,0[

-\"—'X -\!-—»x

Argth\/x K, ,
)f() — gt \/x si. xe]o, 1[

de plus on a

f(0) = lim [

x—+0—

Arctg\/— x 4 K ] - [Arg th f K, ]

A= x V= x x—+0+ Vx \/ x

Or les développements limités au voisinage de 0 des fonctions Arctg et
Arg th sont

3

Arctg u = u —%+ o(u®)

3
Argthu=u+%—+o(u3)

(cf. C. E.,Ch. 7, § T, n 102 et 103) ; on a donc au voisinage de 0 les déve-
loppements limités

Amtg'———1+;E+.9|(x), pour x<0
- X 3
et
Argth\/j =1+f+a(x), pour % 10,
Jx 3
I1 en résulte que
im At VE_ gy AR ‘g_‘_f:—x =
x—+0+ \f{; x—=+0- \/
Par ailleurs, lim K,//— x est infinie si K; # 0 donc on a nécessairement
x—+ 0=

K, = 0. De la méme maniére on voit que K, = 0 et £(0) = 1. Or il est clair
que la fonction f définie sur ]— oo, 1 en posant

Fld= f‘“’% i xe]—oo,0[
fO=1
fiy = MBI §i xeloi[

NE
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est continue sur ]— o0, 1[ et est solution de I’équation (1) pour x # 0 ; cette
fonction fest la seule fonction définie et continue sur ]— oo, 1] qui soit solution
de I'équation (1) pour x # 0. Montrons que f est dérivable sur ]— o, 1[; en
tout point de cet intervalle différent de 0, f s’exprime sous forme d’un produit
de fonctions dérivables donc est dérivable, de plus en se servant des développe-
ments limités calculés ci-dessus, on a

lim fx) =10 _ lim Jx) — 1) _ i 1 +o(l) = 1

x=0+ X x—=0— X S 3
donc f est dérivable en 0 et £'(0) = 4, par suite f est dérivable sur I'intervalle
]— oo, — 1.

30 Supposons qu'il existe une fonction g définie et continue sur R dont la
restriction 2 chacun des intervalles 1— co, 0, 10, 1[ et ]1, + co[ soit solution
de I'équation (1) ; alors nécessairement la restriction de g 4 ]— oo, 1[ est f
donc il existe un nombre réel K tel que

[ gy — Arcte/—x i xe]—oo,0f
= x
g0) =1
| g) — -A“—g\‘}‘x_—*/" i xelo 1
1 1 enfix K :
S 7 ol SO , +oof .
kg(x) 55 gll—«ﬁc & si xel, +oof

lim ﬂgith\/;:- = +
x—+1- x

et pour tout nombre réel K, on a

: 1 1 K
lim (——.-, Log i ‘/—; i< 7)= + o0,
x-+1+ Z\fx 1 — \/} \/x
donc la fonction g ne peut étre continue au point 1, par suite il n’existe aucune

fonction g définie et continue sur R qui soit solution de I'équation (1) pour
x#0etx# 1.

i1

On considére ’équation différentielle
) ¥y 3 . 4
Yoo & & Y0 (D

Trouver son intégrale générale dans chacun des intervalles ] — oo, 0[ et ]0, + ool.
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Solition  Cette équation est une équation de Bernoulli (¢f. C. E., Ch. 11, § I, n° 166).

Cherchons donc ses solutions qui ne s’annulent pas en la dmsant par y* et en

posant z = 1/y3. Onaz' = — 3 '/y* et'équation (1) qui s’écrit alors
. 1
_V_4 -3 + x3 =0
Y Xy
devient
EE L P
T x +x" =0. (2)

Cette équation est linéaire. L'équation homogéne qui lui est associée est

zl‘

6 il (3)

Les solutions qui ne s’annulent pas de I'équation (3) sont de la forme

- @

otl C est un nombre réel. Pour obtenir les solutions de I'équation (2) on applique
la méthode de variation des constantes ; on obtient

i C'(x) 3C(x)

x3 %
et en portant dans 1’équation (2)
. (x?} + %1 =0
3%
soit
C'(x) = 3 x°
et en intégrant on obtient
C(x) = -3-'-;‘— +K

ot K est un nombre réel ; il en résulte que la forme générale des solutions de
I’équation (2) est

4
=§L}I{! Si JCE]_‘O0,0[
1%
7
g 3¥ + Ko s x €10, +oo[
T x3

ol K,, K, sont des nombres réels.
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Pour que l'on ait 3 x” + K, # 0 pour tout élément x de ]— oo, O[ il faut et
suffit que K, < 0; de méme pour que I'on ait 3x’ + K; # 0 pour tout
élément x de 10, + oof, il faut et suffit que K, = 0 donc la forme générale des
solutions de I’équation (1) est

3 3
] __ix_ x 0[
Sy_~{3x?+K1 Si x€]—o0,

31 -3
( N 0, +cof
Y=+, ® *+

ol K,, K, sont deux nombres réels tels que K; < Oet K, = 0.

7.8

Intégrer les équations différentielles suivantes

' =3y +2y=2x*-Tx>+2x—1 (1)
y' —4y +4y=2x—2)¢ (2)
y' =2y +2y=2x*—-4x+4 (3)

Solution

lo L’équation caractéristique associée & I’équation (1) est
r?—=3r+2=0

elle admet les racines 1 et 2 donc (¢f. C. E., Ch. 11, § IT, n® 167) I'équation homo-
géne associée a I’équation (1) admet pour solution générale les fonctions de la
forme

y=Ae* + Be¥
oit A et B sont des nombres réels.

Comme le second membre de I'équation (1) est une fonction polynéme du
troisiéme degré en x, cherchons une solution particuliére de I’équation (1) sous
la forme

y=ax’ +bx* +ex+d

y=3ax>+2bx+c et y =6ax+2b
d’ol1 en portant dans 1’équation (1)

(6ax +2b) —33ax® +2bx+¢) + 2ax® + bx* + ex + d) =
=2x —T7x*+2x-1
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soit

2ax* + 2b—9a) x> + Qc—6b+6a)x+ (2b—3c+2d) =
=2x*-T7x*+2x—1

par suite on a

2a=2
2b—9%9a= —17
2c—6b+6a=2
2b—-3c+2d=-1

dotia=1,b=1,¢c=1etd=0.La forme générale des solutions de I'équa-
tion (1) est donc

y=Ae+ Be* +x* +x* + x

ou A et B sont des nombres réels.

20 L’équation caractéristique associée & I'équation (2) est

r*—4r+4=0.

Elle admet une racine double égale 4 2 donc (¢f. C. E., Ch. 11,§ II, n°® 167)
la forme générale des solutions de I’équation homogéne associée a I'équation
(2) est

y = (Ax + B)e**
ol A et B sont des nombres réels.

Comme le second membre de 'équation (2) se présente sous la forme de
produit par e* d’une fonction polyndme du premier degré, cherchons une solu-
tion particuliére sous la forme

y=(ax + b)e"

On a
y=eax+b+a), y'=¢elax+ b+ 2a)

d’oil en portant dans ’équation (2)
lax + b+ 2a—4ax—4b—4a+4ax+4b] =€e2x—4)
soit
elax + b —2a] = e"[2x — 4]
d’otl

{a=2
b—2a=—4
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soita = 2, b = 0 et la forme générale des solutions de I'équation (2) est
y = (4x + B)e™ + 2 x¢*
ol A et B sont des nombres réels.
30 L’équation caractéristique associée a I'équation (3) est
r2—2r+2=0.

Flle admet les racines complexes 1 + i et 1 — i donc (¢f. C.E, Ch. 11, § II,
n° 167) la forme générale des solutions de I'équation homogéne associée a
I’éguation (3) est

y = ¢*(4 cos x + BsinXx)
oil A et B sont des nombres réels.

Comme le second membre de I'équation (3) est une fonction polyndme du
second degré en x, cherchons une solution particuliére sous la forme

y=ax® + bx + c.
Onay = 2ax + b,y" = 2ad’olien portant dans I’équation (3)
2a—4dax —2b+2ax* +2bx+2¢c=2x—-4x+4
soit
2ax* +2(b —2a)x+2a+c—b)=2x"—-4x+4
on en tire

2a=2
2(b —2a)= — 4
2a+c—b)=4

dotia = 1, b = 0, ¢ = 1 et la forme générale des solutions de Péquation (3) est
y = e*(A cos x + Bsinx) + x? + |

oil A et B sont des nombres réels.

79

Intégrer les équations différentielles suivantes

y' -2y +y=6xe" (1)
y+2y —8y=4e**(3x+5) 2)
y" —4y +13y=10cos2x + 25sin2 x. (3)
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Solution 1o 1’équation caractéristique associée  I’équation (1) est
r2—2r+1=0.

Elle admet une racine double égale & 1 donc (¢f. C. E., Ch. 11, § II, n° 167)
la forme générale des solutions de I’équation homogene associée 4 I'équation (1)
est

y=(4x + B)¢*
ol 4 et B sont des nombres réels.

Comme le second membre de I’équation (1) se présente sous forme de produit
par €* d’une fonction polyndéme du premier degré en x et comme 1 est racine
double de I'équation caractéristique, nous devons chercher une solution parti-
culiére de I’équation (1) sous forme de produit par ¢* d’une fonction polyndme
du troisiéme degré en x. Compte tenu de la forme des solutions de I’équation
homogene associée & 1’équation (1), il nous suffira de chercher cette solution
particuliére sous la forme

y = (ax® + bx®) &*

On a

Y =0@ax® + 2bx + ax® + bx*)e* = (ax® + (b + 3a) x* + 2 bx)e*
et

V'=Bax* +2(b+3a)x + 2b + ax® + (b + 3a) x* + 2 bx) e
soit
Y'=(ax* +(b+6a)x* +22b+3a)x + 2b)e*.

En portant dans I’éguation (1) on trouve

e(ax* + b+ 6a)x* +22b +3a)x +2b —2ax®> — 2(b + 3 a) x2
— 4bx + ax® + bx*) = 6 xe*

soit eX(6ax + 2b) =6xe* dolt a=1 et b =0 et la forme générale des
solutions de Péquation (1) est

y =(4x + B)e* + x*
ol A et B sont des nombres réels.
20 L’équation caractéristique associée & I'équation (2) est
r*+2r—8=0.

Elle admet les racines — 4 et + 2 donc (¢f. C. E., Ch. 11, §1I, n° 161) la forme
générale des solutions de I’équation homogéne associée & Péquation (2) est

y=A62x+Be—4x

ou A et B sont des nombres réels.
Cawvo. — Exercices d’analyse 9
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Comme le second membre de I'équation (2) se présente sous la forme du
produit par ¢** d’une fonction polyndme du premier degré, comme 2 est racine
simple du polyndme caractéristique, compte tenu de la forme générale des
solutions de I'équation homogeéne associée A I'équation (2), nous chercherons
une solution particuliére de I'équation (2) sous la forme

y = (ax? + bx)e**.
On a
y =Qax + b+ 2ax? +2bx)e** = (2ax® + Aa + b) x + b) e**
et

Y = (4ax + 2a + b) + 4ax® + 4a + b)x + 2b)e* =
= (4ax* +4Ra+ B x + 2a + 2 b)) e*

d’oli en portant dans I'équation (2)

e[4ax’ + 4b + 2a)x + 2a + 2b) + 4ax® +4a + b)x +2b —
—8ax® — 8bx] =4e*(3x+ 5)

soit
e**(12ax + 2a + 6b) = 4e*(3x + 5)
d’otr
!12& =12
2a+6b=20

soit a = 1, b = 3 et la forme générale des solutions de I’équation (2) est
p=(*+3x+ e+ Be ™™
ol1 4 et B sont des nombres réels.
30 L’équation caractéristique associée A I'équation (3) est
r2—4r+13=0.

Elle admet les racines complexes 2 + 3iet 2 — 3 i donc (¢f. C.E., Ch. 11, §11,

ne 167) la forme générale des solutions de I'équation homogene associce a
I’équation (3) est

y = e*(A cos 3 x + Bsin 3 x)
ot1 A et B sont des nombres réels.
Cherchons une solution particuliére de P'équation (3) sous la forme

y=acos2x + bsin2x.
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On a

Y =—2asin2x+ 2bcos2x et y"= —4dacos2x~4bsin2x

d’ol1 en portant dans I’équation (3)

(—d4a—-8b+13a)cos2x+(—4b+8a+ 13h)sin2x =
= 10cos2x + 25sin 2 x

d’ou

‘9a—8b=1{}
8a+9b=25

donca = 2, b = 1 et la forme générale des solutions de I'équation (3) est

y=e"(4cos3x + Bsin3x) + 2cos2x + sin2 x

ol A et B sont des nombres réels.

7.10 Intégrer I’équation différentielle
Y'+4y +3y=2e@x*+6x+5)—6(cos3x + 2sin3x). (1)

Solution L’équation caractéristique associée a I'’équation (1) est
r*+4r+3=0.

Elle admet les racines — 1 et — 3 donc (¢f. C. E., Ch. 11, § I1, n° 167) la forme
géncrale des solutions de I’équation homogeéne associée A I'équation (1) est

y=Ae *+ Be ¥
ol A et B sont des nombres réels.

D’aprés le principe de superposition des solutions (loc. c¢it.) pour trouver une
solution particuliére de 1’équation (1) il nous suffira de trouver une solution
particuliére de chacune des équations suivantes

YV'+4y' +3y=2e@x*+6x+5) 2
V'+4y +3y= — 6(cos3 x + 2sin 3 x) 3)
et de les additionner.
Cherchons une solution particuliére de I’équation (2) sous la forme

Y = eax® + bx + ¢)
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y' = e(ax’ +(b+2a)x+(c+b))

et
y' =¢e(ax* + (bt+4a)x + (c+ 2b + 2a))

d’oil en portant dans I’équation (2)

e*(ax? +(b+4a)x+(c+2b+2a)+4ax’ +4b +2a)x+4c+ b+
+3ax? +3bx+3c)=2e"@4x*+6x+5)

soit
*(Bax® + (80 + 12a)x + (Bc + 6b+2a)=c(@x*+12x + 10)
d’ot1 il vient
8a =28

804 1206=12
8c+6b+2a=10

donc a=1,b =0, ¢ =1 et une solution particuliére de I’équation (2) est
y =" x>+ 1).
A présent cherchons une solution particuliére de I'équation (3) sous la forme
y=acos3x+ bsin3x.
On a
y' = —3asin3x + 1bcos3x et y' = —9acos3Ix —9bsin3x
d’oil en portant dans ’équation (3)

(—9a+ 12b 4+ 3a)cos3x + (—9b — 12a + 3b)sin3x =
— — 6cos3x — 12sin3 x

d’oil

l —6a+12b=— 6

—12a—6b=—12
donc a = 1 et b = 0 et une solution particuliére de I'équation (3) est
p=rco83 X
On a donc une solution particuliére de I'équation (1) en posant
y=e(x?+1)+cos3x
et la forme générale des solutions de 'équation (1) est
y=Ade *+ Be ¥ +e"(x* +1) +cos3x

ol A et B sont des nombres réels.
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.11

Intégrer I'équation différentielle suivante
V' =20 +y=e(x+1) m

ou a est un nombre réel.

Solution

L’équation caractéristique associée a I'équation (1) est
r2—2ar+1=0,.

Son discriminant est «* — 1. Nous distinguerons donc quatre cas suivant que
w—1>0,02—1<0,a=10ua= — L.
a) o> — 1 > 0. Alors I’équation caractéristique posséde deux racines réelles

ro=0o++a* — letr, =« — +/a® — 1 donc (¢f. C. E., Ch. 11, § II, n°167)
la forme générale des solutions de I’équation homogéne associée & I’équation (1)
est

ou A et B sont deux nombres réels.

Comme o> — 1 > 0, « n’est pas racine de I’équation caractéristique par suite
nous cherchons une solution particuliére de I’équation (1) sous la forme

y=¢e%ax + b).
On a
YV =e¢oaax + ab + a) et 3 = (Pax + «*b + 2 aa)
d’oli en portant dans 1’équation (1)
e*efax +e’b+20a —2cax — 26> b — 20a + ax + b) = e(x + 1)
soit
e (a(l — a®) x + b(1 — a?)) = e™(x + 1)

d’olt I'on tire @ = b = 1/(1 — «®) et la solution générale de I'équation (1)
dans ce cas est de la forme

y= A elet vV I—a?)x + Be{a—v’l_--'aiix + cu(ix +a12)

ot A et B sont des nombres réels.
b) «* — 1 < 0. Dans ce cas I'équation caractéristique admet deux racines



262

EXERCICES D'ANALYSE

complexes conjuguees ry = o + i\/l_;? et r,=a —1i \/'1 — o donc
(¢f. C.E., Ch. 11, § II, n° 167) la forme générale des solutions de 'équation
homogéne associée & I’équation (1) est

y = (4 cos (v/ 1 — o) x + Bsin(\/1 — &®) x)
ot A4 et B sont des nombres réels.

Comme 1 — o > 0, o n'est pas racine de I'équation caractéristique par
suite nous cherchons une solution particuliére de I’équation (1) sous la forme

y =¢e%ax + b).

Les mémes calculs que dans le cas a) fournissent a = b = 1/(1 — o?) et la
solution générale de I’équation (1) dans ce cas est

o = E— x .l. 1
y=¢ (A cos (W1 — oa®) x + Bsin(v1 —o®) x + 1—'_"?)
ol A4 et B sont des nombres réels.
¢) a = 1. L’équation (1) s’écrit dans ce cas
y'=2y +y=¢ekx+1).
Son équation caractéristique est

2 —2r+1=0.

Elle admet une racine double égale & 1 donc (¢f. C. E., Ch. 11, §II, n°167) la
forme générale des solutions de I'équation homogene associée 4 ’équation (1)
est

y = (Ax + B)e"
oil A et B sont des nombres réels.

Comme 1 est racine double de I’éguation caractéristique et compte tenu dela
forme des solutions de ’équation homogéne, nous devons chercher une solution
particuliére de I’équation (1) sous la forme

y = e*(ax® + bx?).
On a
y = eXax® + bx* + 3ax? + 2bx) = e*(ax’ + (b + 3 0) x? + 2 bx)
et

y" = e'(ax? +(®+3a)x> +2bx + 3ax’ +2b+3a)x +2b) =
—eXax® + (b + 6a) x> +22b+ 3a)x + 2b)
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d’ol en portant dans I’équation (1)

ela® + (b+6a)x*> +22b+3a)x+2b—2ax* — 2bx* —
—6ax? — 4bx + ax® + bx?) = eX(x + 1)

soit
eGax +2b)=¢e(x+ 1)
d’oli’on tirea = § et b = 1 et la forme générale des solutions de ’équation (1)

dans ce cas est

2 ¥ .
J»’—(F+E+Ax+8)e

oll A et B sont des nombres réels.
d) a = — 1. L’équation (1) s’écrit dans ce cas

YV'+2y+y=eF(x+1).
Son €équation caractéristique est
+2r+1=0

et elle admet une racine double égale 4 — 1 donc (¢f. C. E., Ch. 11, § I1, n° 167) ;
la forme générale des solutions de I'équation homogéne associée a I’équation (1)
est

y=(Ax + B)e™
ou A et B sont des nombres réels.

Comme — 1 est racine double de ’équation caractéristique et compte tenu
de la forme générale des solutions de I'équation homogeéne associée 4 ’équation
(1), nous cherchons une solution particuliére de I"équation (1) sous la forme

y = e ax® + bx?)

On a
y=e(—ax’ — bx" + 3ax* + 2bx) = e *(— ax* + 3a — b) x* + 2 bx)
et
V'=eXax> —(Ba—-b)x* —2bx —3ax> + 23a — b)x + 2b)
soit

y'=e(ax* —(6a —b)x* +2(3a — 2b)x + 2b),
d’ot1 en portant dans I’équation (1)

e e —(6a—b) x> +20Ba —2B5)x +2b —2ax° + 23 a — b) »2
+4bx + ax® + bx*) =e ¥(x + 1)
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soit
e 6ax +2b)=e(x+ 1)

d’oli 'on tire @ = %, b = 1 et la forme générale des solutions de I"équation (1)
est dans ce cas

x X )_x

ou A et B sont des nombres reels.

1.12

On désigne par E I'espace vectoriel sur R des fonctions réelles définies et

indéfiniment dérivables sur R’ . Pour chaque nombre réel non nul g, on définit
une application 7, de E dans lui-méme, en posant pour chaque élément y de E

T) =y + axy'.
1° Montrer que pour tout nombre réel non nul a, I'application 7, est un

endomorphisme de E et déterminer son noyatl.

20 Soient @ et b deux nombres réels non nuls. Déterminer le noyau de
T,o T, et écrire I’équation différentielle du second ordre que vérifient les élé-

ments de ce noyau.
3¢ Trouver tous les éléments de E qui sont solution de chacune des équations
différentielles suivantes :
a) y+8xy +4x2y" =0
b) y+2xy +1x*y"=0.

Solution

1° Si y est un élément de E il est clair que T,(y) = y + ax)’ est une fonction

indéfiniment dérivable sur R donc I'application 7, prend bien ses valeurs
dans E. Si y,, ¥, sont deux éléments de E et o, o, deux nombres réels, on a

Toy 1 + 02 y2) = (&g ¥y + @3 y3) + ax(ey yy + @2 ¥5)’
= oy ¥y + axay ¥y + @y, + axe, y;
= a;(y1 + axyy) + aa(y, + axy?)
soit
Ty ¥y + @2 ¥3) = o T,(01) + 0 T(y,) -

Donc T, est bien un endomorphisme de E.
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Pour qu’un €élément y de E appartienne & Ker 7, il faut et suffit que y soit
solution de I’équation différentielle

y+axy =0. (1)

En intégrant cette équation on voit que le noyau de T, se compose des fonc-
tions de la forme

3y = Cx7 48
ot C est un nombre réel.

2° Pour qu’un €lément y de E appartienne au noyau de 7,0 7} il faut et
suffit que T,(y) appartienne au noyau de 7, donc d’aprés la question préceédente,
y appartient & Ker 7, o T}, si et seulement si il existe un nombre réel C tel que

y + bxy' = Cx~ ' (2)

En vertu de la question 1° es solutions de I'équation homogeéne associée a
I’équation (2) sont de la forme
T O R

Pour trouver la solution générale de I’équation (2) dans R appliquons la
méthode de variation des constantes ; posons

y = Cix) xR (3)

ol C; est une fonction dérivable de x. Alors en dérivant (3) on obtient

)"’ — C:l(x) x-l,"h o g_!é'z_clx(—lib}—l

et en portant ce résultat dans 1’équation (2) il vient
bl oy x~ E = (g HE
soit

, C i _
Ci(x) = _E x( 1/ay+(1/b)—1 ] (4)

A présent nous distinguerons deux cas suivant que a et b sont égaux ou non.
Si @ = b on obtient en intégrant (4)

Ci(x) = -ELogx + B

oll B est un nombre réel. Dans ce cas la solution générale de I'équation (2)
dans R} est de la forme

y =(%Logx + B)x'”"’
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oil B est un nombre réel, et le noyau de 7,0 T, se compose des éléments y de £
de la forme

y =(A4Logx + B)x~'*
oll A et B sont deux nombres réels.

Si a # b on obtient en intégrant (4)

Ci(x) = &'Cgb' xm-uja 4 p

oll B est un nombre réel. Dans ce cas la solution générale de P’équation (2)

dans R% est de la forme

. Ca —1/a —1/b

oil B est un nombre réel et le noyau de T, o T}, se compose des éléments y de E
de la forme

y = Ax~ 1 4 Bx~'P
oll 4 et B sont des nombres réels.
A présent soit y un élément de E ; on a
7,0 Ty(») = Ty + bxy’) =y + bxy" + ax(y" + by" + bxy")
soit
T,0 Ty(y) = y + (@ + b + ab) xy’ + abx*y" .

Par conséquent les éléments du noyau de 7, o T} sont les éléments y de E qui
sont solution de ’équation diflérentielle

y+(a+b+ab}xy’+abx2y"={).

30 Dans chaque cas cherchons des nombres réels a et b tels que les solutions
des équations proposées soient les éléments du noyau de T,0 7).

@) On doit résoudre le systéme

[a+b+ab=8

ab =4
soit

{a+b=4

ab = 4

donc a et b sont les racines de I'équation

X?—4X+4=0
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d’oit @ = b = 2. En se servant du résultat de la question précédente on voit
que les éléments y de E qui sont solution de I'équation différenticlle

y+8xy+4x2y" =0
sont les éléments de la forme

y=(ALogx + By x'/?
ou A et B sont des nombres réels.

b) En appliquant la méme méthode que ci-dessus on trouve a = ,b=1
et les éléments y de E qui sont solution de I'équation différentielle

y+2xy+3x2y"=0
sont les éléments de la forme
y=Ax"! 4+ Bx~?

ou A et B sont des nombres réels.

113

On considére I’équation différentielle
X2y +4xy'+2—-xHy=1. ¢}
19 Trouver son intégrale générale dans R} et dans RY en effectuant le chan-

gement de variable u = x? y.

2¢ Montrer qu’il existe une fonction f définie et continue sur R, et une seule,
qui soit solution de I’équation (1) pour x # 0. Montrer que cette fonction est
dérivable en tout point de R.

30 Quelles sont les solutions de I'équation (1) qui restent bornées lorsque x
tend vers + oo et lorsque x tend vers — o ?

Solution

I° En posant y = u/x* on a
, u  2u , u' 4u  6u

y=——-——" ¢t YV=————+—.
¥ ¥ x»2 x x*

L’équation (1) devient alors
U —u=1. (2)

L’équation (2) admet le polyndme caractéristique r* — 1, donc la solution
générale de I’équation homogene associée a I'équation (2) est de la forme

u=Ae" +Be™™

ol A et B sont des nombres réels.
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Comme la fonction constante de valeur — 1 est une solution évidente de
I’équation (2), cette équation admet pour solution générale

u=Ae* + Be *—1

ou A et B sont deux nombres réels ; par suite la solution générale de I’équation
(1) est de la forme

_ Ay Bie™ 1

y="—+-".—-—— si xeRL
X x x
A, e Bye ™ 1 :

y="2 I —— si  xeR}
x X 5

ou A4,, B,, A,, B, sont des nombres réels.

2° Supposons qu’il existe une fonction f définie sur R, continue et dont la

restriction 2 R et R* soit solution de I’équation (1), alors en vertu de la ques-
tion précédente, il existe des nombres réels 4,, B,, 4,, B, tels que

A e Bye ™™ 1

— I . *
fx) = T Tz i xeR
A, e B,e ™ 1 )
f =222 4220~ si xeR:
X x x

et

x? x® x?

f(0) = lim (1"2 T lim (Aze 5 e —1).

x—=0—= X X X x—+0+

Or on a au voisinage de 0 les développements limités

2 3

X x_ JC_ 3
e—1+x+2+6+o(x}
2 3
e s x__x_ 3
e *=1-—x+4 3 6+o(x)
d’ol
A, e Bye™™
--'-2—+ 'i ——1‘,:=(A,+Bl—1)iz+(A1—Bl)i+M+ﬂ(x)
X x X X X
et
A, e B,e™ 1 1 1 A B
o+ =+ By~ 1)+ (4, — By + 2T 2 o(x),
X X X X X
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A Bie* 1

Comme [ est continue au point 0, ;C e M posséde une limite
finie lorsque x tend vers O par valeurs inférieures, donc on a
[A + B =1
Al = Bl - 0

d’ott 4, = B, = L.

De méme, ﬁ;:—x + 5 xiux = % posséde une limite finie lorsque x tend vers
0 par valeurs supéricures, donc on a
{Az + B, =1
A, — B, =0
doid, = B, =4ctona
f(x)=?x+e_x ——l5=rih—x :—] si xeR*

2 x* x #
o=,

Nous venons de démontrer que la seule fonction définie et continue sur R
dont la restriction & R* est solution de I’équation (1) est la fonction définie
par les formules ci-dessus. Montrons que f est dérivable sur R. En tout point
de R*, la fonction f s’exprime comme produit de fonctions dérivables donc est
dérivable ; au voisinage de O le développement limité de ch est

xz  x* s
chx=1+—2~+ﬂ+0fx)
donc
1 3
f{X)—§+ﬂ+o(X)
par suite
JO)—% _ x 2
e St
et

o =1imf® =2 _9

x—=+0 X

donc f est dérivable au point O et par suite f est dérivable en tout point de R.
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30 Soit y une solution de I’équation (1) ; alors d’aprés la premiére question
il existe des nombres réels A;, By, A,, B, tels que 'on ait

-x
=A'cx+£ﬁ?——-—1- si xeR%

e x> 5
A,  Bye ™ 1 .
y=----22 il S si xeR?% .
x x X

... Apet 1 B,e ™ 1
lim Ji—.—_2=1 L;!___:!:O
x+—am X X x—++wm X x
D’autre part, si A, # Oona
x
Jim 22 = gOD
x++w X
ol € est le signe de A, etsi By # Oona
. Byje™
lim L = 5' o0

x=s—om X

ol & est le signe de B, donc pour que y soit bornée lorsque x tend vers + oo
et lorsque x tend vers — co, il faut que 4, = B; = 0 et il est clair que cette
condition est suffisante.

114 On considére I'équation différentielle
a” + by + oy +dy=0 1)

ol a, b, ¢, d sont des nombres réels avec a # 0.

1¢ Chercher une solution de I’équation (1) sous la forme y = ¢ ol r est
un nombre réel. Montrer qu’il existe toujours une telle solution.

20 Sir, est une racine réelle de I'équation
ar® +br: 4+ er +d=0.
Montrer qu’il existe des nombres réels o et f tels que la fonction
z=ay" + o' + By
vérifie I’équation différentielle

zZ —rz=0. 2



EQUATIONS DIFFERENTIELLES 271

Calculer o et f en fonction de a, b, c et . Montrer que
(ar* +or + P (r —r)=ar® + br* +er+d.
30 Montrer que ’équation (1) est équivalente au systéme

ay" +ay’' + pfy =z
Ll - ®

ol & et f sont les nombres réels calculés & la question précédente.
40 Donner la forme générale des solutions de I'équation (1)

Solution 10 Siy=e*onay =re*,y = rte™, y" = r? e etléquation (1) s’écrit
e ar* +br> +er +d)=0
et ceci n’est possible que si
ar* + br* + er +d=0.

Or nous savons que tout polyndme du troisiéme degré a coefficients réels
posséde au moins une racine réelle, donc il existe toujours une solution de la

forme y = ™.
20 Posons z = ay” + ay’ + By ol a et f sont deux nombres réels ; alors on a
z'=ay" + oy + By et

Z —rnz=a"+@—rna)y" +(f—ria)y —rpy.

Pour que la fonction 2z’ — r, z soit nulle, il suffit que 'on ait &« — rya = &,
B—ria=cet— fr, =dsoito=>b+arjetf=c+oary =c+ bry + ari;
alors on a bien — fr; = — ery — bri — ari = ddeplusona

(ar’ + ar + p(r — ry) =
=[ar* + (b + ar))r + (c + bry + ard)] (r — 1)
=arr +(b+ar)r* +(c+bry +ar)r—ar*r,—(b+ar)rir —
— (¢ + bry + ard)r,
—ar* + bt ter —ars —br? —cry =ar® + br* +er + 4.

30 Nous savons déja que si y est solution de I’équation (1) alors y vérifie le
systéme (3). Réciproquement, supposons que y soit solution du systeme (3),
alors on a

z=ay" + oy + By

donc
zZ =ay” + " + By
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ct

2 —rnz=0=ay" +(@—ar)y" + (B —or)y —Priy =
=ay”" + by +cy' +d

donc y est solution de I’équation (1).

40 Les solutions de I'équation (1) sont celles du systéme (3). La forme géné-
rale d’une solution de ’équation z’ — r; z = Oest z = K €™ ol K est un nombre
réel. On doit donc résoudre I’équation

ay’ + oy’ + fy = Ke"*. 4)
Nous distinguerons plusieurs cas suivant que les racines de 'équation
ar* + br* +a+d=0
sont toutes trois réelles ou pas.

a) Sile polyndme ar® + br + cr + d posséde trois racines réelles distinctes
ri, Fa, I3, alors le polynéme ar® + or + f posséde deux racines réelles distinctes
r, et ry et dans ce cas I’équation homogene associée a I'équation (4) admet pour
solution générale les fonctions de la forme

y=K;e" + K;e™*

ou K,, K5 sont des nombres réels (¢f. C. E., Ch. 11, § II, n° 167). Cherchons
une solution particuliére de I'équation (4) sous la forme y = 4, €"* ol 4,
est un nombre réel. On a

=A@y P = A e
et on doit avoir

A€ Nar? + ary + f) = Ke™*.
Comme ari + ar;, + f # 0 on doit avoir

K

)‘l —_ ) - "
ary +ary + f

Finalement la forme générale des solutions de I’'équation (4) est

K

= —— e+ Ky & + K5 ™
2
ar; + ory + B

ol K,, K sont des nombres réels, et la forme générale des solutions de I’équa-
tion (1) dans ce cas est

y — K] ers;r: + Kg er;x + K3 er;::

ou K, K,, K5 sont des nombres réels.
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b) Si le polyndme ar® + br® + cr + d posséde une racine réelle ry et deux
racines complexes conjuguées A + iw et A — iw, alors les racines complexes
sont celles du polyndme ar® + ar + f doncla solution de I’équation homogéne
associée & I’équation (4) se présente sous la forme

y = e™(K, sin wx + K, cos wx)

ou K,, K, sont des nombres réels (¢f. C. E., Ch. 11, § I, n® 167). Comme au cas
a) on vérifie que y = J; €"** est une solution particuli¢re de I’équation (4) si

T

ar} + or; +

donc la forme générale des solutions de I’équation (4) est

y=— B — " 4 MK, sin wx + K3 cos wx)
ar; +ar; + f

ol K,, K; sont des nombres réels, et la forme générale des solutions de I'équa-
tion (1) dans ce cas est

y = K, e + e™(K, sin wx + K5 cos wx)
oll K, K,, K, sont des nombres réels.

¢) Si le polynéme ar® + br* + ¢r + d admet la racine simple r; et la racine
double r, avec r, # r,, alors r, est racine double du polyndme ar® + ar + f§
et la solution générale de I'équation homogéne associée A I'équation (4) est de
la forme

y =e"(K; x + Kj)

ol K,, K5 sont des nombres réels. Comme dans les deux cas précédents, on voit
que

— 3 K er;x
ar;i +ory + B

est une solution particuliére de I’équation (4), donc la solution générale de
I’équation (4) est de la forme

K
=— e 4+ (K, x + K3)
ary +ory + p

ot K,, K, sont des nombres réels, et la solution générale de 1’équation (1) est
de la forme

y=K; e + (K, x +K,)

ou K,, K,, K; sont des nombres réels.
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Le cas od r, est racine double du polyndme ar® + br* + cr + detr, racine
simple avec r, # r, se traite de manicre analogue.
d) Si le polyndme ar® + br® + cr + d admet la racine triple ry, la méthode

précédente n’est pas valable car ar? + ar, + f = 0. Cherchons les solutions
sous la forme y = u(x) en* ol u(x) est une fonction deux fois dérivable de x ;

on a

y = u'(x) € + rqu(x) e

ct .

rix

Y o= d'(x) € 2 u'(x) e + rfu(x) e
L’équation (4) devient alors
[av” + 2ar; + ) u’ + (ar? + ary + pu]e™ = Ke".

Mais ar? + or, + p = Oet 2ar, + o = 0 donc I'équation (4) devient

" K
u'(x) = =
d’ou
, K
u'(x) = Py K,
et

u(x)=£x2 + Ky, x + K;
2a

out K,, K5 sont des nombres réels. La forme générale des solutions de I'équation
(4) est donc

K
y =(-2-‘-‘5 .’Cz + KZ X + K3)cr'x

ol K,, K sont des nombres réels et la solution générale de I"équation (1) est de
la forme

y = (K x* + K x + K3)e'™*

ou K,, K;, K, sont des nombres réels.
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PROBLEMES DE SYNTHESE

8.1

Soit f une fonction 2 valeurs réelles, continue sur R, dérivable sur R* et dont

la dérivée est strictement négative sur R¥ et strictement positive sur R%. On
suppose de plus que

lim f(x) = lim f(x).

x=*tw XoF =

1° Montrer que pour tout élément x de R* il existe un élément y de R* et
un seul tel que x # y et f(x) = f(y). Dans la suite du probléme on pose
y=9() et p0)=0.
2° Démontrer que la fonction ¢ admet une fonction réciproque et que
¢~ ' = . Que peut-on dire du graphe de ¢ ?
3¢ Démontrer que la fonction ¢ est continue sur R.
40 Démontrer que la fonction ¢ est dérivable sur R* et calculer, sa dérivée.

50 Etudier les variations de la fonction ¢. Calculer

lim ¢(x) et Iim o).

X=»—CO X+t oo

6° Montrer que si le graphe de f admet pour asymptote la droite d’équation
¥y =a;x + a, avec a; # 0 (resp. y = b; x + b, avec b; # 0) lorsque x tend
vers + oo (resp. — co) alors le graphe de ¢ admet des asymptotes lorsque x
tend vers + oo ou vers — 0. Déterminer ces asymptotes.
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1o Supposons x > 0 ; comme [ est strictement croissante sur R, on ne peut
avoir [(x) = f(x’) avec x # x' et x’ > 0, et on a

f0) < f(x) < lim f(1).

Or
lim f(f) = lim f(1) et lim f(f) = sup f(t)

t—++ oo 1=+ — o0 t—~+—wm teR-
donc il existe un élément z de R tel que

f(x) < f(z) < lim f(1).

i—+—

Mais alors /(%) € [f(0),/(2)] ; le théoréme des valeurs intermédiaires nous

permet d’affirmer qu'il existe un élément y de R* tel que f(x) = f(y). Cet
élément est unique car on ne peut avoir f(y) = Q) avecy #y ety <0

On fait un raisonnement analogue lorsque x < 0.

20 Par définition de ¢, pour tout nombre réel x non nul on a (x) # x;or x
est le seul réel différent de ¢(x) tel que f(@(x)) = f(x), donc @(p(x)) = x.
Comme ¢(¢(0)) = ¢(0) = 0 on a ¢ o ¢ = IdR, par suite ¢ est une bijection

et ¢! = . Dans un repére orthonorme le graphe de ¢ est symétrique par
rapport 2 la droite d’équation y = x.

30 Comme la restriction /| R, de f 4 R, estinjective elle établit une bijection
entre R, et I'ensemble [/(0), lim j'(x)[; /| R, admet donc une fonction

x—=t+ o

réciproque g définie sur [ f(0), lim f (x][ et & valeurs dans R,. Nous savons
x-++ oo

(¢f. C.E., Ch. 4, § 5, n° 52) que la fonction g est continue et strictement crois-
sante sur [ 1), tim ()] et que (¢f: C.E., Ch. 5, §1, n° 62) g est dérivable sur

x—+

] £(0), im f(x)[. De méme, /| R_ admet une fonction réciproque / définie,
x—=+o

continue et strictement croissante sur le méme intervalle que g et dérivable
sur ] f(0), lim f (x)[. Remarquons que pour x = 0 nous avons ¢(x) = ho f(x)

x—+ao

et pour x < 0, ¢(x) = gof(x) ; pour x = 0 les deux définitions coincident car
hof(0) = gof(0) = @(0) = 0.1l en résulte que Ja restriction de ¢ 4 R, ou
R_ est continue comme composée d’applications continues.

40 La dérivabilité de la fonction ¢, résulte comme sa continuité du fait que
¢ |RY = hofeto| R* = gof. Pour le calcul de ¢, rappelons que pour
x > 0 nous avons

/ -1 : L
g (f(x) i et pour x < 0,. h'(f(x) 70
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(¢f. C.E., Ch. 5, § I, n° 62). Nous avons donc pour x > 0
o(x) = h(f(x)) = h(f(e(x))) e ox) <0,

F [ r f((x)
@' ()= K[ f(e()]f"(x) Flo)
et pour x < 0, ¢(x) = g(f (%) = g(f (@(x)) avec p(x) > 0, donc
. : f'(x)
= ) g ) S . ;
¢'(x) = g[fleGN]f' (x o)

par suite pour tout élément x de R* nous avons :

5° Nous savons que f” est strictement positive sur R’ et strictement négative
sur RY, donc /(%) etf’(¢(x)) sont de signes contraires ; par suite ¢'(x) < 0
pour tout x # O et @ est une fonction strictement décroissante sur R} et R*.
Montrons que lim ¢@(x) = — 0. Soit A un nombre réel strictement négatif.

x=++ o0
Comme lim f(x) > f(A) il existe un nombre réel strictement positif B tel que

x—=++ oo

pour x > B nous ayons f(x) > f(A) ; mais alors f (¢(x)) > f(4) et comme f
est décroissante sur R_, ¢(x) < A. Nous venons donc de démontrer que pour
tout nombre réel négatif A, il existe un nombre réel positif B tel que pour tout

élément x de ]|B, + o[, nous ayons ¢(x) < A, par suite lim ¢@(x) = —oo.
x—++ oo
Nous démontrerions de maniére analogue que lim @(x) = + co.
X—»=—0D

6° Comme le graphe de f admet une asymptote lorsque x tend vers + oo, le
graphe de g en admet aussi une. Cherchons 4 déterminer son équation en
fonction de a, et a,. Posons g(x) = m; x + m, + o (1). Nous savons que
g(f(x)) = x pour tout x > 0 ; calculons le développement limité de g(/(x))au
voisinage de + co. Nous avons :

g(/(¥) = my(a, x + a, + o(1)) + m, + o(l) =
=m;a; x + (mya; + m,) + o(l)

d’oti par identification, m; = 1/a, et m, = — a,/a,, par suite
1 a,
g(x}-—ax—a—1~+o{l).

Un calcul analogue donne

h(x) = _!_x _b

+ o(1).
) b, (1)
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Lorsque x tend vers + oo nous avons

b
90) = () = - (@ % + a3 + o(D) = 72 + olD)

4 a, — b,
gs f?lx-ln—_bn + o(1) .

Lorsque x tend vers — o0 nous avons
1 a
o(x) = g(f(x)) = - (byx + by + o()) — 32: + o(1),

d’our

b, —a,
= + o(1).

o(x) = By
a, 1

Le graphe de la fonction ¢ admet la droite d’équation

" ﬂz-bz( _bh bz—_ﬂz)
y—blx+ B resp. y a1x+ a,

pour asymptote lorsque x tend vers + oo (resp. — o).

8.2

Soit f une fonction réelle définie, continue, positive, décroissante sur 'en-

semble R* des nombres récls strictement positifs. Pour chaque entier n > 1
on pose :

pP=n n
w=YI® o L=|f0d.
p=1 1
1°© Démontrer que pour tout entiern = 2ona:
ntl n
j f®dt < f(n) < J‘ f@de.
n n—1

2¢ Démontrer qu’il existe des nombres réels positifs a et b tels que pour tout
entier n > 2 on ait: I,,, — a < u, — b < I,. En déduire que les suites (,)
et (1) convergent ou bien divergent en méme temps.

30 Démontrer que la suite (v,) = (v, — I,) est décroissante et convergente
et que sa limite  vérifie les inégalités 0 < I < f(1). Lorsque la suite (1) est
convergente démontrer que I’on a les inégalités :

lim I, < lim uw,<f(1)+ lim I,.

n—*+ oo n—+ oo n—+ 4 o
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4° Pour chacune des fonctions f}, f5, f3, /4, définies pour tout nombre réel
x > 0 par

Ji(x) = 1/x

Sf7(x) = 1/x" ol & est un nombre réel strictement plus grand que 1
f3(x) = e P ol B est un nombre réel strictement positif

4 = 1/[x + x(Log x)°].

a) Calculer I, pour n = 1.
b) Déterminer si la suite (1) est divergente ou convergente.

¢) Dans le cas ot la suite (u,) est convergente, trouver un encadrement de sa
limite.

Solution 1© Puisque la fonction f est décroissante, nous avons pour tout élément s
de [n — 1, n] et tout élément u de [n, n + 1] :

f@ <f(n) <f(s)
donc (¢f. C. E.,Ch. 8,811, n° 118)
n+1 n
o< im < | o,

20 D’aprés la question précédente nous avons les inégalités
3 -2
j fHdt<f(d < | f(nde
2 41
4 r3
j fOdt<fB < | f(de
3 = . Ja .

il

| " a < S <

f() dr
-1

d’otl en additionnant membre & membre

" rOdt < u— 1) < | r0ar.
2 1
Or 1
I fOdt =TI, — 1,
2

donc a = I, et b = f (1) sont deux nombres réels positifs tels que I’on ait pour

tout entier n = 2
Iu+l_a£un_bgfn (l)
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. Comme la fonction f est positive, la suite (u,) est positive et pour tout entier

nz1,I >0(f C.E,Ch 8§ILn° 118, c); de plus thyy; — U, = fin+1)
donc u,4+; — u, = 0 et la suite (u,) est croissante ;

ntl
I, —1,= j f(r)dt donc l,,—1,=20

et la suite (I,) est croissante. La double inégalité (1) ci-dessus nous montre que
si la suite (u,) (resp. (1,)) converge, la suite (/) (resp. (u,)) est majorée, donc
converge ; par conséquent les suites (f,) et (u,) convergent ou divergent en
méme temps.

3¢ Pour tout entier # = 1, nous avons
Uppg — Uy = {Hu+l - I&',,) - (In-l-l =5 In)

donc

tar — =S+ D= | s@an

or nous avons démontré a la premiére question que

ntl
fin+ 1)< f(dt  donc Vper1 — U, <0

n

ce qui prouve que la suite (v,) est décroissante. Par ailleurs nous avons pour tout
entier n = 1:

Un =[f(1) = ijﬁ} dl]+[f(2)— J.:f(t) dt]+ >

o -0~ roal+so;

or f(n) = 0 et chacun des (n — 1) premiers termes de cette suite est positif
d’aprés la premiére question, donc v, > 0; par conséquent la suite (v,) est
positive et décroissante, donc convergente (¢f. C. E., Ch. 1, § 11, n° 14). Posons

= lim »,.
n-++m

De Pinégalité obtenue 2 la question précédente il résulte que pour tout entier
n = 1 nous avons 0 < v, < f(1), donc par passage a la limite nous obtenons
=

0<I<f(D).
Si la suite (I,) converge il en est de méme de la suite (u,) et nous avons
Iim v,= lim u, — lim I,
n=+am n—++o n+ o
donc
0< lim u, — lim I, <f (1)

n—+-F oo n—++
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d’otr :
lim I, < lim u,<f(l)+ lim I,.

n=++ n—* 4w n—++oo
4° q) Pour tout entier n > 1 nous avons :

" dt

L(f) = 1.7% [Logt]} = Logn
1
4 di -1 ]" — 1 1
fn = —— S ——— == - + —
(12) Jig -y (@-Dr*t a—1
[+ — 1|" 1 1
I" = eﬂ'ﬂr df = {— ] = — 4+ —
(/3) ), g, s T po
i dt
;i = ——
) J1t(l + (Log 9)*)
d’oul en faisant le changement de variable u = Log 1 ;
Logn  dy "
In{fd.) - " 'i‘—:;;z — [Al’c t-g (LOg t)]l = Arc tg (Log n).

b) Sin tend vers + o, Log n tend vers + oo donc la suite (1.(f)) est diver-
gente. Lorsque n tend vers + oo nous voyons que la suite (,(f3)) converge et
admet la limite 1/(x — 1), la suite ([(/f3)) converge et admet comme limite
1/B ® et 1a suite I( f,) converge et admet la limite 7/2.

¢) Des résultats de la seconde question nous déduisons que la suite (u,(f}))
est divergente et que les suites (1,(/2)), (#.(f3)) et (1,(f4)) convergent. En utili-
sant le résultat de la troisiéme question nous obtenons les encadrements suivants:

1 2 1

= e Ty
a_l*-‘;“!ﬁlwun{fz)ha_l“‘l
! v im wdmel. 4 2
ﬁeﬁ Hﬂﬂ+m R Hﬁeﬁ eﬁ

< lim wu(fy) s‘;_ %1

n—++ oo

[ -

8.3 Dans tout le probléme, f désigne une fonction réelle, définie et continue sur
P'intervalle [a, b] de R, dérivable sur [a, b] et dont la dérivée /7 est strictement
croissante sur [a, bf.

1° @) Soit x un peint de Ja, b] ; démontrer qu’il existe un point unique ¢ de

Ja, bl tel que f(x) — f(a) = (x — a) f'(c).
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b) Pour tout point 7 de ]a, b} on pose

R (U (O}

— da

Démontrer que I’application g est continue sur }a, b]l. Démontrer qu’elle se
prolonge par continuité au point 4.

¢) Démontrer que la fonction g est strictement croissante sur [a, b}.

20 Soit ¢ la fonction réelle définie sur [a, b] par ¢(a) = a et pour tout élément
x de ]a, b] par ¢(x) = ¢ ol ¢ désigne I'unique point de Ja, b[ tel que

J(x) = fla@) = (x — a)f'(c).

a) Démontrer que ¢ est une application strictement croissante.

b) Soit y un point quelconque de I'intervalle [a, ¢(b)], démontrer qu’il
existe un point unique x de [a, b] tel que g(x) = f'(y).

€) Démontrer que ¢([a, b]) = [a, ¢(b)]. En déduire que la fonction ¢ est
continue.

3o On suppose de plus dans cette question que I'application f* est continii-
ment dérivable sur [a, b] et que /" ne s’annule pas sur [a, b].

a) Démontrer que [’ admet une fonction réciproque continfiment dérivable.
En déduire que I’application ¢ est continiiment dérivable sur [a, b].

b) Calculer I'intégrale
b ———
[(LO=1@ iy .

c) Calculer ¢(t) pour f(r) = e’ et a = 0, b = 1. En déduire la valeur de

1, .1 t
e —e 1
t 5 -t—-dt.
0 t

1° g) Soit x un point de Ja, b] ; alors la fonction f est continue sur 'inter-
valle fermé [a, x] et dérivable sur I'intervalle ouvert la, x[. Le théoréme des
accroissements finis (¢f. C. E., Ch. 5, § I1, n° 65) nous permet d’affirmer qu’il
existe un point ¢ de Ja, x| tel que nous ayons

f&x) —fl@)=&-af()

Supposons que ¢’ soit un point de Ja, b[ tel que f(x) — f(a) = (x — a) f'(c),
alors nous avons (x — a) f'(c) = (x — a) f'(<’) donc f'(c) = f'(c’), or [ est
une fonction strictement croissante sur la, b[ donc ¢ = ¢/ d’oll 'unicité du
point c.



PROBLEMES DE SYNTHESE 283

b) La fonction g est le quotient de deux fonctions continues sur Ja, b], de
plus la fonction qui figure au dénominateur ne s’annule pas sur cet intervalle,
donc (¢f. C. E., Ch. 4, § I11, n® 43, c) g est continue sur Ja, b]. Comme la fonction
f est dérivable sur [a, b[, la fonction g posséde une limite & droite au point a
égale 2 f'(a), donc en posant g(a) = f'(a), la fonction g se trouve prolongée
par continuité sur [a, b].

¢) La fonction g est le quotient de deux fonctions dérivables sur Ja, b] et la
fonction qui se trouve au dénominateur ne s’annule pas sur Ja, ], donc g est
dérivable sur Ja, b] et pour tout point de ce semi-segment nous avons :

O (fz(t) —f@)
(t — a)
D’aprés (1°, a) il existe un point unique u de Ja, t[ tel que I'on ait
f(t) —fl@ = —a)f)

donc

t—a
or u <t et f' est strictement croissante, donc f'(u) < f'(t); d’autre part,
t —a > 0 donc g'(t) > 0. Comme ceci est vrai pour tout point de Ja, b], la
fonction g est strictement croissante sur Ja, b]. De plus si x est un €élément de
la, b], nous savons d’aprés 1° a) qu’il existe un point unique ¢ de Ja, b[ tel que
g(x) = f'(c) et f' est strictement croissante sur [a, b[ donc f'(a) < f'(c) soit
g(a) < g(x). 1l en résulte que la fonction g est strictement croissante sur [a, b].

20 g) De la définition de ¢ il résulte que @ prend ses valeurs dans [a, b et que
pour tout point x de [a, b], g(x) = f'(¢(x)). Soient x et x’ deux éléments de
[a, b] tels que x < x’ ; alors comme g est strictement croissante, nous avons
g(x) < g(x") soit f'(@(x)) < f'(@(x7)). Or f' est strictement croissante sur
[a, b[ donc ¢(x) < ¢(x"), ce qui prouve que ¢ est une fonction strictement
croissante.

b) Comme f* est strictement croissante, pour tout élément y de [a, o(b)]
nous avons @ < y < @(b), donc f'(a) < f'(y) < f'(0b)) ; or

(@ =g@ et f'(p®)=g®)

et la fonction g est continue, donc pour tout élément y de [a, ¢(b)] il existe un
élément x de [a, ] tel que f'()) = g(x). Soit x’ un élément de [a, b] tel que
g(x) = g(x"), alors x = x' car g est strictement croissante, d’oil le résultat.

¢) Comme P'application ¢ est strictement croissante, pour tout élément x de
[a, b] nous avons a < x < b donc ¢@(a) < ¢(x) < @(b) et ¢pla) = a; par suite
o(la, b]) = [a, p(b)]. Réciproquement, si y est un élément de [a, @(b)] il
résulte de 2°, b) qu’il existe un point x de [a, b] et un seul tel que g(x) = f'(»),
donc f'(y) = f"(¢(x)) et comme [ est strictement croissante, y = @(x), donc



284

EXERCICES D’ANALYSE

[a, o(B)] < ¢(la, b]) ¢out ¢([a, b]) = [a, p(b)]. Comme ¢ est monotone sur
[a, b] et vérifie o([a, b]) = [@(a), p(b)], ¢ est continue (¢f. exercice 2.26).

3o g) Comme f’ est dérivable sur [a, b] elle est continue sur cet intervalle.
Comme f' est croissante sur [a, b[, nous avons

fi(b) = lim f'(x) = Sup f'(x)
x—+h— x € [a,b]

(¢f- C.E., Ch. 4, § V, n° 51,b) donc pour tout élément x de [a, b], f'(b) = f'(x).
Soit x un point de [a, b[ tel que f'(b) = f'(x) alors il existe un élément y de
[a, B[ tel que x < y donc f'(b) < f'(y) et ceci est impossible ; par suite pour
tout élément x de [a, b[ nous avons f'(x) < f'(b) ; il en résulte bien que /' est
strictement croissante sur 'intervalle [a, b], donc (¢f. C. E.,Ch. 4, § 5, n° 52)
f’ admet une fonction réciproque # continue et strictement croissante ; de
plus comme f” ne s’annule pas sur [a, b], la fonction réciproque h de f’ est
dérivable (¢f. C. E., Ch. 5, § 1, n® 62) et nous avons

1
HO) =
f(h(»)
pour tout élément y de [ £'(a), f'(B)]. Comme h et f” sont continues et comme
f“oh ne s’annule pas sur [ f’(a),f'(h)] nous voyons que /' est une fonction
continue et donc que h est continiiment dérivable.
b) Nous avons

b _ b )
[TO=S@ i ai = [ s 00 ar = | row) g

d’onr
j f‘%;@ ¢'(t) dt = [f@W)], = 1 (@) — f(¢(a))

(¢f. C. E., Ch. 9, § I, n° 131).
¢) Sif(t) =e',a=0,b = letsitest un point de J0, 1] alors

f(®) —fF(0) = tf'(¢()) donc e — 1 =te’®
d’ou
e — 1

1

(1) = Log el o0) =0.

Nous avons alors pour ces fonctions

te —; +1_ 1) . 1O

donc :

| S e = f o) ~ Slo@) = e — e - 2.
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84 1° Soit f une fonction réelle continiment dérivable sur un intervalle [a, D],
fermé borné de R. Montrer que :

b
lim j S(x)sinnxdx =0 (n étant entier) .

n=+ oo
29 On considére la fonction

S’Il‘!f

o) =

et on pose
F(x) = j: () dt .

@) Montrer, en utilisant une intégration par parties que | F(x) — F(x') |
tend vers 0 lorsque x et x’ tendent vers + co.
b) En déduire que F admet une limite lorsque x tend vers + o0 ; on note ¢

cette limite.

3o Soient b un nombre réel strictement positif et / une fonction réelle deux
fois continliment dérivable sur [0, b].

@) Montrer que la fonction g définie sur [0, b] par

{g(x)—ﬂmx)_fm) x # 0

X

g(0) = f(0)

est continiiment dérivable sur I'intervalle [0, b].
b) En appliquant le résultat démontré 4 la question 1° démontrer que :
sin nx

lim f{x}

n>+o <Y a

dx = ¢.f(0) (neN).

4° Soit f une fonction réelle deux fois continliment dérivable sur [0, n].
a) Monirer que

_Ef{ )sm(2n+l}x x=J’ (it & o ))gmt{Zn—l— l)x

Sin X sSimm x

b) Montrer que la fonction i définie sur [0, /2] par

h(x) = (f(x) + f(n — ))— si x # 0

s x

h(©0) = f(0) + f(m)

est deux fois contintiment dérivable.
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¢) Déduire du résultat de la question 3° que

sin(2n + l)x
sin x

= ¢(f(0) + f (m)) -

iim [ 69

H-*+ oo
5¢ @) Monirer que

sin(2n + 1) x

- =1+4+2cos2x + "+ 2cos2nx.
sin x

b) En déduire la valeur de

j' sin(2n 4+ 1) x
a sin x

¢) En déduire la valeur de c.

Solution

1° Comme f’ est continue sur [, b] nous pouvons intégrer par parties
b
_[ f(x) sin nx dx .

Nous obtenons ainsi

jjf{x)sin nx dx =[ s mcf( )] + LCOS nxf( Ydx.

Or

f(a) cos na — f(b) cos nb
n

@]+ /0]

i3

donc
i, [ - =5 %50) o

D’autre part

b
< j |77y | ax,

J cosnxf()dx

et en posant

=j lf (x)ldx
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on trouve
M
n

<

b
j' coinxf,(x) Fe

1l en résulte que

lim j Cos"xf( ydx =0,

n—++ oo
d’ot1 le résultat cherché.
2° g) Nous avons

F(x)—F(x')=j L [ C'i"’] —j OB T,

x* ! t x 1
donc
: % 1 1
]F{x)—F(x’)|£ cosx _cosx'| j Ifmz”dt ety
x' x X X
” j""dt
x’tl
d’oll
, 1 1 1 1 1 1 1 1 2
IF()C)—F(JC) $+—'+ —r_— ﬁ“'f‘—,‘l"—,'l'— —+-';
X  x X % x X X p D

Lorsque x et x’ tendent vers + co, F(x") [ tend vers ().

b) Compte tenu du résultat précédent, le critére de Cauchy (¢f/. C.E. Ch. 4,
§ 11, n° 42, ¢) nous permet d’aflirmer que F(x) posséde une limite ¢ lorsque x
tend vers + oo.

30 @) Comme [ est continiiment dérivable sur 10, b], il est clair que g est
continiment dérivable sur ]0, b] et sa dérivée est égale a

¢(x) = A+ 4 28
x

Etudions la dérivabilité au point 0. 11 s’agit de voir si le rapport
() — 80) _ [f) — fO]/x — £©O) _ f(x) — £©O) — x'(©)

x x x2

posséde une limite lorsque x tend vers 0 & droite. Or fest deux fois continiment
dérivable sur [0, ] donc nous pouvons lui appliquer la formule de Taylor a
I’ordre 2 en 0. Nous obtenons ainsi

f) = f(0) + x'(0) + -"{9") avec O0<8<1.
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Il en résulte que

g(x) — g(©) _ 1"(0x)
e,

X

Lorsque x tend vers 0, fx tend vers (0 et comme f” est continue, nous avons

i 860 = 80) _ /"(O)
&,

x—+0+ X

1l nous reste a prouver la continuité de g’ au point 0 ; or, pour x # 0 nous
avons

(0= D =I@ 10

et nous avons vu que

10— 10 = s’ + 2P @ <o <

donc

. " fﬂ(gx) 2
xf'(x) — xf(0) — 122 po il B
g'(x) =- — _J') —f(0) _ f(0x)

X x 2 -

D’aprés le théoréme des accroissements finis appliqué a /', il existe un nombre
réel A tel que

0<2<1 et f/(x)—f(0)=x"(hx)

d’otr
g6 = sy — 2.
Lorsque x tend vers (), comme " est continue nous avons
lim g’ (x)= f;(-q)-
x=0+

par suite
g'(0) = lim g'(x)

x—=0+

ce qui montre que g est continiiment dérivable sur [0, b].
Appliquons a g le résultat du 1° nous obfenons

I Msmnxdx 0,

n—r+u
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&on
b b -
fim [ 29 sinnxdx = () lim I SRBY dx =
n=+ewJo X n—++oJ 0 X
nb N
— 10 lim | 2Ydy =10).c

n=+ow <0

40 g) Nous avons :

_[:f(x) sin(2n + 1) - rfz f{x)s-in 2n+1) W G

sin x 0 sin x

sin (ZIn + 1) x i
sin x

+ j;zf (x)

Dans la seconde intégrale faisons le changement de variable y = 7 — x;
nous obtenons :

n sin(Zn + 1) x B 0 e TG
jn;zf(x) sin x dx = j.ﬂﬂ — =) = e

= ™ sin@@n + 1) y

= [T - pTCEE DYy,

et comme y est une lettre muette dans la derniére intégrale, nous avons en
portant dans I'égalité précédente :

sin(2n+1}_xdx sin(2n + 1) x
sin x

t nfd
Lf(x) sn@ot Doy, j (U + @ - )

sin x

b) Comme lim x/sin x = 1 la fonction £ est continue sur [0, /2]). D’aprés
x=+0
les hypothéses, la fonction x [ f(x) + f(n — x)] est une fonction deux fois
continfiment dérivable sur [0, 7/2], par suite pour démontrer que hest deux fois
continfiment dérivable sur [0, 7/2] il suffit de le démontrer pour la fonction
k définie par k(x) = x/sin x. Les fonctions Idg et sinus sont dérivables et ne
s’annulent pas sur J0, #/2] donc k est dérivable sur ]0, n/2] et nous avons
W) =R EERE 5 xel.

sin® x
Au point 0 nous avons &(0) = 1 donc
k(x) — k(0) _ x —sinx
X T xsinx

En faisant un développement limité au voisinage de 0 de ce rapport nous
voyons que

k(x) — k(0) _ x k() — k(0) _
X

— + o(x) donc lim 0

X 6 x—+0+

CaLvo. — Exercices d’analyse 10
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soit k'(0) = 0. A présent observons que sur J0, 7/2], k' est un produit de
fonctions dérivables donc est dérivable et nous avons

e Z .
K(x) = x + x cos® x — sin X g £ E0.
sin® x

Par ailleurs £'(0) = 0 donc

K'(x) — k’(O) sin x — x cOS X

X JCSII‘! X

En faisant un développement limité au voisinage de 0 de ce rapport nous
trouvons
kK(x) — K(©) 1

) = lim KO~ KO _1
= =g e o(x) donc k"(0) = JLT+ = =3

Ainsi nous venons de démontrer que k est deux fois dérivable sur [0, /2],
donc k' est continue sur [0, 7/2] et nous allons nous assurer de la continuitéde
k” sur cet intervalle. Tout d’abord il est clair que k” est continue sur ]0, 7/2].
Calculons la limite de k"(x) lorsque x tend vers 0 par valeurs positives. En faisant
un développement limité de k"(x) au voisinage de 0, nous trouvons

() =% +o(x) donc lim K"(x) = K0

x—+0+

et la dérivée seconde de k est bien continue.
¢) Nous savons d’aprés 49, a) que :

g 2 | n/2 ) .
_[of( )Sm{s::]: )% 4 = L [fG) + f(r — x)] sm(Sl::_ )x
or
; o |
[ /() + [z — x)] sin (:i;i:;: Dx _ h(x)sm( ;;+ 1) x
donc

h(x)

sin x

jf()SIn(2n+l)x x=j"f2 sin{2r;+1)xd

0

Comme 4 est deux fois continfiment dérivable nous pouvons appliquer le
résultat de 39, b) et nous obtenons :

r‘” sin(2n + 1) x
x

h(x) dx = ¢.h(0) = ¢(f(0) + f())

lim

n—++w 0

donc
sin(2n + 1) X 4
sin x

= ¢(f(0) + f().

lim f()

n=++te
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5¢ g) La formule est vraie pour n = 0. Supposons la vraie pour (n — 1),
alors

sin(Zan+ 1)x—sin(2n — 1) x _2__§inx0052nx

: - = 2cos2nx,
sin x sin x

donc

sin{%_n + i}_Jc__ sin(2n — 1) x

- - + 2cos 2 nx
sin x sin x

=1+2cos2x+ - +2cos(2n — 1)x + 2cos2 nx.

La formule est donc vraie pour tout entier n = 0.
b) Pour tout entier p = | nous avons

0T
sin px] —o,

cos 2 px dx = I._ﬁ
Jo £ 2p

donc compte tenu de I’égalité trouvée a la question précédente et de la linéarité
de Pintégrale nous avons :

j sin(2n + l)xdx

0 sin x

o

=T.

¢) Prenons pour fla fonction constante de valeur 1 et appliquons le résultat
obtenu au 49, ¢). Nous avons pour tout entiern = 0 :

j sin(2n +l)xdx=n _— lim sin(2n + 1) x

- : ax ==
0 sin x —— sin x

Mais £(0) = f(x) = 1 donc

lim j SAR S D¥ae - 5e el  p=Z
0 sin X 2

n—=>-+o0

8.5

On désigne par E I'espace vectoriel des fonctions réelles continues sur
I’ensemble R des nombres réels. A tout élément f de E, on associe la fonc-
tion ¢ = w(f) définie pour tout nombre réel x par

x+1

o(x) = S dr.
x
1¢ @) Démontrer que u est une application linéaire de £ dans E.
b) Calculer la fonction ¢ associée a la fonction f définie par f (x) = cos ax
(ot # 0) ; pour o convenablement choisi, la fonction ¢ peut-elle €tre nulle quel
que soit x ?
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20 g) Démontrer que pour tout nombre réel x, ¢ est dérivable et que

PE =f(x+ 1) —f(x).

b) L’application u est-elle surjective ?

¢) Trouver le noyau . L’application u est-elle injective ?

39 @) On suppose que f admet une limite finie / lorsque x tend vers + o0 ;
¢ = u(f) a-t-elle une limite lorsque x tend vers + co ? Si oui, laquelle ?

b) La réciproque de la propriété que I'on vient de trouver est-elle exacte T
Si elle ne I’est pas, donner un exemple qui la met en défaut.

40 La fonction f, élément de E, est choisie de maniére qu’il existe des nombres
réels a, b, c tels que I'on ait :

fGY=ax+ b+ ; + rx) avec lim r(x) =0. §))

X x—+ o0

Démontrer qu’il existe des nombres réels o, f, y tels que pour ¢ = u(f) on ait :

px) avec lim p(x) = 0. (2)

X X

o0 = ax + f+ L+

50 Dans cette question on pose f (x) = 3/ x¥ — x + 1ou YA désigne 'unique
nombre réel dont le cube soit A4, et naturellement ¢ =u( f). On ne cherchera pas
a calculer une primitive de f.

a) Trouver les racines réelles de I'équation ¢'(x) = 0.

b) Etudier les variations de la fonction ¢.

¢) Indiquer I'allure de la courbe d’équation y = ¢(x). Déterminer en parti-
culier son asymptote.

N. B. Pour trouver des valeurs approchées du maximum et du minimum de @,
on pourra utiliser la courbe y = f(x). On donne

3 S TR Al
[ 243 J 2.3 I A
1+T_1,10 et ——é—_U,BSaloﬁpres.

Solution 10 @) Soient f, g deux éléments de E et /1 un nombre réel ; alors il résulte de
la linéarité des intégrales que pour tout nombre réel x nous avons :

x+ x4

u(f + g (x) = j (f +g@dt = j | (S0 + g) dt

x X

= I:Hf(r) dr + rH g(r) dt

x
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d’ott
u(f + ) () = u(f) (x) + 1ug) (%)

et

x

WO G = j G () di = 2 f £ dt = 2l () -

x

Nous avons donc w(f + g) = u(f) + u(g) et u(Af) = Au(f), ce qui prouve que
u est une application linéaire

b) Nous avons

xt+1

—

sin ort]"” sin (ax + o) — sin ox
5 o

o(x) = j cos ot dt = [_E_

x

par conséquent si o est de la forme 2 kn avec k entier rationnel, nous avons
sin (ox + «) = sin ax et ¢(x) = 0 pour tout nombre réel x.

2° g) Posons

F(x) = j f(nde.
[¢]
Comme f est continue sur R, nous savons (¢f. C. E., Ch. 9, §1, n°130) que pour
tout nombre réel x, Fest dérivable et F'(x) = f(x). Or @(x) = F(x + 1) — F(x)
donc pour tout x de R, @ est dérivable et nous avons :

P =Flx+1)-F)=fx+D-1().

b) Nous venons de démontrer que pour tout &lément / de E, u(f) est une
application dérivable de R dans R ; comme il existe des applications continues
non dérivables, u n’est pas surjective.

¢) Soit £ un élément du noyau de u; alors ¢ = u(f) = 0 donc ¢'(0) =0
par suite pour tout nombre rée] x nous avons @'(x) = f(x + 1) = f(x) = 0.
Donc f est périodique admettant 1 pour période et nous avons

Iz+lf(1) dt = I:f(l) di=0.

Réciproquement si f'est une fonction appartenant a E, admettant 1 pour période,
dont l'intégrale est nulle sur [0, 1] ; alors pour tout élément xde R nous avons :

x+1

1
unw = roa-= Lf(t) dt =0,

X
donc u(f) = 0 et f appartient au noyau de .

Le noyau de u est donc formé des applications continues sur R et & valeurs
dans R, admettant 1 pour période et dont I’intégrale sur [0, 1] est nulle. 11 a été
montré au 1°, b) que si k est un entier la fonction non nulle cos 2 knx appartient
au noyau de u, donc le noyau de u n’est pas réduit a { 0} et u n’est pas injective.
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39 g) Pour tout nombre réel ¢ > 0, il existe un nombre réel A tel que pour
tout nombre réel ¢t = A nous ayons { — e < f(t) <[+ ¢; alorssi x = A,
x+1>Adoncl—e<o(x) <!+ ¢ dott lim ¢(x) =1L

x—=+oo
b) La réciproque de cette propriétéestfausse; ainsipar exemple nousavons vu
que si f(x) = cos 2 nx, @(x) = 0 pour tout nombre réel x, donc lim @(x) =0

x—=+ w0

alors que f ne posséde pas de limite lorsque x tend vers + co.

40 Comme la fonction fest continue, il en est de méme de la fonction
r(x) = xf(x) — ax* — bx — c.

Comme lim r(x) = 0, pour tout nombre réel &¢ > 0, il existe un nombre réel
X = o)

A > 0 tel que pour tout nombre réel  vérifiant | 1| > A, nous ayons
|r(t)| < E.

Il en résulte que si | x | = A4 + 1, pour tout élément ¢ de [x, x + 1] nous avons
|#| = A donc | r(t) | < g et r(1)/t est continue dans [x, x + 1] donc intégrable.
Six>= A+ 1, nous avons :

[ < [ |

< . t

x+1
dr < donc lim x j () dt =0.

&
X x—++ o0 x t

Six< — A4 — 1, nous avons :

:“@d: < E“ -'1?—) dt < IT-TTTI
donc
lim x jx+i£dt =0
Posons
p1(x) = x rH 1) 4

alors nous avons
[0 g - £

% t X

et nous venons de démontrer que lim p;(x) = 0.

X = 0O

Compte tenu de ce résultat, pour | x | = 4 + 1, nous avons :
x+1
qo(x)=j (at+b+£)d1+ﬂ“5{f!
5 { x

2
2

f
x + ‘+91(x)‘
X X

=ax+( +b)x+cLog
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Orpour [ x| = A + 1, nous avons

X+1| 1 1 p,(x) ; | s
Log = I = Log(l + x) = o =~ avec :l_}]; pi(x) =0;
par suite
@(x) = ax + (g + b) + ; e @ avec p(x) = pi(x) + ¢ pi(x)

d’ott lim p(x) = 0. Parsuiteax = @, = (a/2) + bety = c.

X—=aD

5° La fonction réelle f définie par f(x) = \"’/x.3 — x + 1, pour tout nombre
réel x, est continue donc appartient 4 E. D’aprés la question 29, a) la fonction
¢ = u(f) est dérivable pour tout x de R et nous avons

G =+ DO =TI+ @+ D+1 =L~ x+1.

Si a et b sont deux nombres réels, il est clair que a® — b* et @ — b sont de méme
signe donc le signe de ¢’(x) est celui de :

) =+ 1P —x—x*+x—-1=3x*+3x=3x(x+1).

Les racines de I’équation ¢'(x) = Osontdoncx = Oetx = — 1.

b) Du résultat de la question précédente on déduit le tableau de variations
de ¢:

x |- -1 0 +o0

¢’(x) + f}' — 0 -+

400

9 (x) ¢1)
/ \w o) /

—a0

o(— 1) = j_lf(t) dt est un maximum ; @(0) = J;f(r) dz est un minimum.

¢) Pour calculer les valeurs approchées de ¢(— 1) et ¢(0), étudions I'appli-
cation fdans I'intervalle [— 1, 1]. Cette application se comporte comme I’appli-
cation P(x) = x> — x + 1 qui est dérivable de dérivée 3 x* — 1 donc f est
croissante dans [— 1, — lf\/ 3] décroissante dans [— 1 f\/ 3,4 }'\.@] et croissante
dans [1{\/3, 1]. De plus on a

J-D=f@=/=1 e f(j§)=\/l—%§zﬁ,85;
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de méme
3 T N I
1 2.3
f(— -":)= ,\/1 + *!_3 = 1510 ]
V3 9

le graphe de fdans [— 1, 1] est donc le suivant

yh
—— o 1.l
1
0,85
-1 =] 0 1 1 %
V& Vs
FIG. 8.5.1

Par suite 1 < ¢(— 1) < 1,10 et 0,85 < (1) < 1.

¢) En faisant un développement limité de f au voisinage de Uinfini nous
trouvons

1/3
f(x) = x(l — 1—2 + —1) = R 3 + Hx) avec Iim r(x)=0.
X

x? Ix % x=en

De la question 4° il résulte que

NV N B . - s
q:(x)-—x+§—3x+~x avec jitllp(x)—ﬂ.

Par conséquent le graphe de ¢ admet comme asymptote la droite y = x + 3.
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Il se trouve au-dessus de I'asymptote lorsque x tend vers — co et au-dessous
lorsque x tend vers + oo. Le graphe de ¢ est donc :

1

FIG. 8.5.2

8.6 Dans tout le probléme on €tudie des fonctions d’une variable réelle qui
prennent, selon le cas, des valeurs positives ou strictement positives. On désigne
par a un nombre réel.

1° Soit g, la fonction définie en posant pour tout nombre réel x strictement
positif,

EX) = %"em ¥,

Caivo. — Exercices d’analyse I
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Démontrer que g,(x) a une limite lorsque x tend vers 0 par valeurs stricte-
ment positives.

On suppose désormais que g, a été prolongée par continuité en 0 et on définit
la fonction £, en posant pour tout nombre réel x positif,

x
1.(x) = j e dt.
0

20 Démontrer que pour tout entier naturel », la dérivée n-iéme de lafonction

g, est de la forme
g = 3" e P ()

ol P, est un polyndme de degré inférieur & n.

Calculer P, (x) pour n = 0, 1,2 et écrire la relation permettant de calculer
P, , en fonction de P, ,_, et de sa dérivée.

30 Démontrer la relation

i) = x** 2 e — (@ + 2) for1(X)
40 Démontrer qu’il existe une suite de nombres (C,,);en telle que
k
fa(x) = xa+2 e“lfx Z Cﬂ,i xI o2 Ca,k+l a+k+ l(x) ]
i=0

pour tout entier naturel &, et calculer les nombres C, ; (ieN).

50 Démontrer que pour tout nombre réel positif x, on a

0 < farr(x) < x/o(x)

6° Les fonctions f, et x —» hfx) = x**?e”"* sont-elles équivalentes
quand x tend vers 0 par valeurs strictement positives ?

7° Résoudre I’équation différentielle

y=1-x7y (E)
oll y est une fonction de la variable x, qui ne prend que des valeurs strictement
positives (on utilisera la fonction fo).
Solution 10 Sia>0,
Iim x*=0 et lim e”/* =0 donc lim gix)=0.
x=+0+ g x=0+ x—20+

Sia < 0enposant y = 1/x on a

ga(x)=yy_:
[
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or
i L =0
y—++ow

(cf. C. E., Ch. 6, § VIII, n° 93) donc
lim g/x) =0.

x=0+
Par suite nous voyons que pour tout nombre réel a, on a

lim g (x) =0

x>0+
et nous poserons dans la suite g,(0) = 07
2° On a pour tout nombre réel x strictement positif,

gl(x) = ax®le~Mx 4 ya=2 o= im _ a2 o~ 1¥(gy 4 1)

g0 = ax* 2e " 4 (ax + Dfla — ) x* e 4 x*e” ]
soit

g'(x) = x""*e Y [a(@ — 1) x* + 2(a — D x + 1].

La proposition énoncée est donc vraie pourn = 0, 1,2, eton a

Pmu(.x:' =]
P,i(x) = ax + 1
P, ,(x) = a(a — 1) x24+2a—1Dx+1.

Pour démontrer le résultat général nous allons procéder par récurrence. Suppo-
sons que la dérivée (n — 1)-iéme de g, soit de la forme

g D) = xR ()
ol P,, _, est un polynéme de degré (n — 1) au plus. Alors on a
g(x) = x“ 2T VE P, L (%) + XTI Py, (X)) +
Y —2n 4 Damtle~ P ()
soit
g(x) = x* " e V[P, 1(x) + x* Pl y(x) + (@ + 2 — 21) XPo, (0] .
Posons
P, (x) = x2 P, w—1lx) + (@ +2—2n)xP,,—1(x) + Pop_1(x) -

Alorson a
gy = 2T IRP, ()

et comme le degré du polyndme P, ,_, estinférieur a (n — 1), celui du polynome
P, est inférieur & n, d’oll le résultat.
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x

3o En intégrant par parties j t*+! ¢~ 1" 4t on obtient
0

1

ta+2 —1js x J-x ta _”ld xni-z —1jx
f““(x)_[a_-l-_ie ]0—' ua+2E f—h“"_l‘__ze ""‘a+2f;(x)

d’ot
Jo(¥) = x*2e” M — (a + 2) fou (%)

4° La relation démontrée 2 la question précédente fournit des nombres
Ca’,ﬂ = 1, Cﬂ',l = o (ﬂ + 2)

tels que I'on ait
Ju(x) = 12715 Cio + Coa forrlX)-

Supposons trouvés des nombres C, o, Co,15 --» Caok tels que
k-1
fu(x) L xa+2 e_l;lx Z Cﬂ.f x' + Ca,kfu'l-k(x)
i=0

alors en remplagant f,,(x) par x****2e™V* — (a + k + 2) fo4r+1(x) dans
I’égalité précédente, on obtient

k-1
fa(x) s xﬂ+2 e_lfx[z Cﬁ,i x‘ + Cn.k xk] = Cn,k{a + k + z)fa-l-k-l-l.(x)
i=0
doncenposant C, 4y = — Copl@ + k + 2)ona
k
fux) = Xt ”x( ZD Ca.i x') i Ca..ﬁ:+lfn+k+ 1(x) .

Ceci démontre qu'il existe une suite (C, ;);n de nombres réels telle que, pour
tout entier naturel k, I'égalité ci-dessus soit satisfaite. Cette suite est définie

de maniére récurrente par C, o = let Copyq = — Cola + k + 2) ; on a donc
C.,=—(a+2),C,;=(a+ 2)(a+ 3)et pour tout entier k,
Cox=(D@+@+3)..(a+k+1).

50 f. . ,(x) est 'intégrale d’une fonction positive sur [0, x] donc

Jar1(x) 2 0
(¢f. C. E., Ch. 8, § IL, n° 118, ¢). Par ailleurs pour tout nombre réel 7 tel que
0<t<xonat‘e V' > 0donct' e ¥ < xt“e” '/"et ona (loc. cit.)
j il Ll T j. e M dt

0 0

soit

Sar1(X) < x£(%) .
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Par suite on a bien pour tout nombre réel x positif
0 < fus1(X) € X(%) -
6° On a
| ) — x* 27| = | (@ + Dfor (¥ | < (@ + 2) %)

or xf,(x) = o(f.(x)) donc f,(x) est équivalente & k,(x) lorsque x tend vers 0
par valeurs strictement positives.

7° Pour les valeurs strictement positives de x, I’équation différentielle (E)
s’écrit aussi

) 1
x
L’équation homogene associée a [’équation (E) est
, 1
X

Les solutions de I’équation (1) qui ne s’annulent pas sont celles de '’équation

donc en intégrant

y = Ce'*

ot C est un nombre réel. Pour trouver les solutions de I'équation (E) appliqguons
la méthode de variation des constantes ; posons

y=Cx)e'” (2)
ou C est une fonction dérivable de x ; alors en dérivant (2) on obtient

—— « _ O g
y = C(x) e” = ?-' C”

et en portant dans I’'équation (E) il vient
C'(x)e'* =1
soit
Cl) =1, 3
En intégrant (3) on obtient alors

Clx) = fox) + K
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oil K est un nombre réel, donc la forme générale des solutions de I’équation (E)
est

y = (folx) + K)e'™

ou K est un nombre réel.

8.7

On désigne par % I'ensemble des fonctions & valeurs réelles, définies et conti-
nues sur Pintervalle [— 1, 1] et on associe & chaque fonction f de ¥ la suite
des nombres

*
C) = [_% fedx  (keN).

I. 1° On désigne par f une fonction de % et par F'la primitive de fquis’annule
pour la valeur — %. Calculer les nombres Cy(F) en fonction des nombres

C(f).
2¢ Montrer que si P est un polyndme i coefficients réels et f une fonction de
%, I'intégrale

%
|, reopega

s’exprime simplement en fonction des nombres Cy(f).
11. Dans cette partie a et  sont deux nombres réels tels que

O<h<ieth<a<l-—-h

et on définit 1a fonction @, sur [— 1, 4+ 1] par
1 -7
() = —5 -
- n?
1o Etudier rapidement les variations de &, et tracer son graphe.

20 Déterminer pour tout nombre # de [— I, + 1] la limite de la suite de
terme général

u,(t) = [&O]" -

3o Montrer sans calculer I'intégrale que la suite de terme général

v, = j"_l [, dt

a pour limite 4+ co (On pourra considérer I'intégrale de la fonction &, dans
Iintervalle [— A/2, hf2]).
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49 On désigne par g une fonction & valeurs réelles définie et continue dans
I'intervalle [a — 1, a] et minorée dans [— /i, + A] par un nombre m strictement
positif. Montrer que I'intégrale

[* soraora

est strictement positive dés que » est assez grand.

IIT 1° Montrer que si f est une fonction de € et si f(0) n’est pas nul, les
nombres C,(f) ne sont pas tous nuls. On pourra €tudier pour une valeur conve-
nable du paramétre réel /, I'intégrale

.!'.i
j L f) [S,(0] de.

20 Montrer que si la fonction f de € n’est pas nulle pour une valeur x, de
I'intervalle ]— 4, 4[, les nombres Ci(f) ne sont pas tous nuls.
En déduire que I’application qui & toute fonction f de % associe la suite

(Ci(f ) en est injective.

Solution

I. 1o Soit k un entier naturel. Calculons I'intégrale
Y

C(F) = I F(x) x*dx

—%

au moyen d’une intégration par parties ; on obtient

Ll JF{x)x’““]"ﬁ L e
oo =2 - | swige
donc
__Fa2 1 . R, b

ClF) = &+ D2 b+l -%f(x) '

Or,
Y
F(%) = j_%f(ﬂ dx = Colf)

et

if"l
|” swetax =
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donc
1 [Co(f)
C(F) = k—ﬁ[F = Ckn(f)] .
2¢ Posons
P(X) = z [45% Xk .
K=0
Alors on a

Y Y2
j—ﬁf(x) P(x)dx = I ¥ a f(x) x“ dx =

~14 k=0
n 14 i n
- Y af sex ax= ¥ acun.
k=0 -1 k=0
I1. 1° @,(t) est un trindme du second degré en t qui atteint son maximum pour
t = 0 et sannule pour t = — 1 et t = + 1. L’ordonnée de son maximum est
@,(0) = 1/(1 — h*) et son graphe est la parabole suivante

Ay

FIG. 8.7

2¢ On voit sur le graphe précédent que si f est un élément de [— 1, + 1], ona

|| <1 si tel—1,—hUlh + 1]
D(t) =1 si t=h ou t=—h
o) | >1 si tel—h + Al
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Par conséquent

si te[—1,—h[ulh, +1], lim u(t) =0

n=*+oo
si t=h ou t=—~h, lim (=1
n—+-+to
si te]—h, + h[, lim u,(f) = + 0.
n—++on

3° On a les inégalités

donc
—h2 +hi2 4
v, = j N [@.(0] dr + j_m [2.0] dt + Lﬁ [T dr.

Comme la fonction [#,(#)]" ne prend que des valeurs positives dans [— 1, + 1]
les trois intégrales ci-dessus sont positives, donc

hf2
v, = j [2,0] dt .

—h{2

Or

rﬂ [60dt>h Inf [&0] (., C.E,Ch.8,§IL n°119)

—hj2 te[—h/2, bi2]

:et—ln?zr. 2] (201 = [{D# (g) ] - o (g) ’

Mais on a vu 2 la question précédente que la suite u,(h/2) tend vers + co. Il en
est donc de méme de la suite de terme général w, = hu,(h/2) et la suite (v,)
qui majore la suite (w,) tend aussi vers + oo.

4° On alesinégalitésa — 1 < —h< h < adoncona

[* soreora-

et

=h

. g [, dr + j’_h g [20] dr +

-+ L g2, 0] dt .
Observons que I’on a aussi

—h —h
I . g [2,0] drl < I B | g0 | [@,(0]" a2 g[! sup_ﬂ [qp,,(:)]"] x

a ela—1,

X L-1 | g | dt
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—h
soit en posant M = j | g(n) | dtf et en remarquant que
a—1

sup [0,0]" = [2(~ W] = 1

tefa—1,=h

on obtient

j.“h g [@, 0] dt I <M.

On démontre de la méme maniére que

r gt [2,(0]" dtl <N

avec N = j- |g(t) [dt. Par suite on a
h

—h a
— (M + N) < j > g [2,0] dt + L g [®O] dt < (M + N).

D’autre part compte tenu des hypothéses on a

+h/2

rh g®)[@,®] dt = m J-H [@.0] dt = m j [@,(0)]" dt
—h —k —hf2

+hf2

et on a vu & la question précédente que j- [@,(0]" dt tend vers + co lorsque
hi2

+h
n tend vers + o0, donc j g() [®(D]" dt tend vers + o0 lorsque n tend vers
—h

+ oo et il existe un entier P tel que pour tout entier n > P on ait
+h
I g [@,0] dt > (M + N).
~h
Alors, pour tout entier n > P I'intégrale

" eoloora

a
est strictement positive.

II1. 1¢ Pour appliquer le résultat précédent, il faut montrer que festminorée
sur un intervalle de la forme [— A, + A].

Comme £(0) # 0 on peut supposer f(0) > 0. Posons f(0)/2 = m; comme 2F
est continue en 0 il existe un nombre réel & > 0 tel que pour tout élément x de
[— h, + h] on ait f(x) = m.
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D’aprés la question I1.4 appliquée avec a = 1, il existe un entier P tel que
pour tout entier » = P on ait

j!& F) [@4(x)]"dx > 0.
-

Or [@,(x)]" est une fonction polynéme en x de degré 2 n ; soient ay, ay, -.., a,,
ses coefficients ; alors en appliquant le résultat de la question I.2 on obtient

2n

15
I_% @[] dx = ¥ a, Cf)

k=0
par suite, I'un au moins des nombres C,(f) (0 < k < 2 1) est non nul.

2° On se raméne au cas précédent au moyen du changement de variable
Y =X — Xq

15 —x

L I [EOT dy .

= —xn

v
|” refewra= |
A
On applique le méme résultat avec a = 1 — x; et la fonction polyndéme
P(x) = [@4(x — x0)]".

Soit A I'application de I'espace vectoriel réel ¢ dans I'espace vectoriel réel
des suites de nombres réels, définie en posant pour chaque élément f de €,

A{f} = (Ck(f))kehl -

Cette application est linéaire ; en effet, si f, g sont deux éléments de & et A,
deux nombres réels, alors pour tout entier naturel £ on a

%
GO + 1) = | 0F + ) 9 0

14 %
- 2| rwax f__é g0 dx = AC(S) + uCule)

par suite on a
A + pg) = 2A(f) + pA(g) .

Le noyau de A se compose des applications f de % telles que 'on ait pour tout
entier naturel k, C,(f) = 0 ; or on a vu que si f # 0 il existe un entier k tel que
Ci(f) # 0, donc Ker A = { 0 } et I'application A est injective.

8.8

I a) Si f est une fonction réelle de variable réelle, montrer en utilisant le

critére de Cauchy que si lim j. | @ | dt existe, alors lim J(1)dt existe.
i

x—++ oo x—*4ao < 1
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b) Démontrer que si & est un nombre réel strictement positif, alors

tim j o i
x++mJ1 I
existe.

¢) Soit f la fonction définie par f(x) = e*cos x” et f* sadérivée. Les quantités

j- e ! f()dt et [ e ' f'(t) dt
0 0

admettent-clles des limites quand x tend vers + o0 ?

I1. a) Soit g une fonction continue de variable réelle, 4 valeurs reelles et
telle que lim g(x) = L.

x—=++ow

Trouver toutes les solutions de I’équation différentielle
V' +y=g(). )

b) Montrer que pour tout nombre réel strictement positif & il existe des
nombres réels X et X, tels que 0 < X < X, et pour tout x > X, on ait

I g)e * Pdt — L| <e.
X

En déduire que si la fonction y est solution de 'équation (1) alors

im yp(x) = L.

x—++ oo

TT. a) Soit k une fonction de R dans R admettant une fonction dérivée
continue ; vérifier 'égalité

x

j et h'(f) dt = e h(x) — h(0) + 5 e 'h()dt.

0 4]

b) On suppose que j. e "H()di tend vers une limite finie L, lorsque x
0

tend vers + c0. Déterminer une fonction réelle de variable réelle g, continue
et ayant une limite finie lorsque x tend vers + oo, telle que

r e ! h(f) di
0

soit solution de I’équation différentielle (1).
¢) Montrer que I'existence d’une limite L, pour

I e’ () dt

0
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lorsque x tend vers + co, entraine I'existence d’une limite pour

j’ e "h()dt etpour e *h(x).

0

d) Réciproquement, le fait que j- e~ h(t) dt posséde une limite lorsque x
0

tend vers + oo entraine-t-il I'existence d’une limite pour

[ erhoa

0

lorsque x tend vers + oo ?

Solution 1. @) Posons
F(x) = r: |f@|dt e G(x)= r: f(dt.

Dire que lim F(x) existe est équivalent d’apres le critére de Cauchy a

(Ve eR*) (@X e R) (Vx € 1X, + oo[) (¥x' € 1X, + w[)[| F(x) — F&x)| <¢] .

Montrons que G satisfait aussi au critére de Cauchy ; on a

= | Fx) — F(x) |

|G - 66| = <

j: | f) | dt

j £t dt

Donc
(veeRY)(3X eR) (Vxe]lX, + oo[) (Vx" e 1X, + o) [l G(x) — G(X) | < £]

d’otr on déduit que G(x) posséde une limite lorsque x tend vers + co.
b) Une intégration par parties donne

e ,_[_Si“...fr P
1. P .11 g 1

sin x . *sin t
=——51n1+aj _17':“’
x* 11
On a
. Ssinx
Iim —— =0

a
x=++w X
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*sint
et d’aprés la question précédente pour que I e dt ait une limite
1

*|sint y
lorsque x tend vers + co, il suffit que [ l—ﬂﬂ—l dt en ait une. Comme
1t

| sin t |
“t-x+l

=0

% smit
la fonction H(x) = |__f+_ll dt est croissante. Montrons qu’elle est
1

majorée. On a

J’ |31nt_|_d££ dt =£(1H_l_)<1
1 o

i it x°

car x > 1 et o > 0. La fonction H est croissante et majorée ; elle posséde une
. ) *sint . ,
limite lorsque x tend vers + co, par suite j i dt en posséde une aussi.
1
¢) On a

x

j:e"’f(t) dit.= I cos 1 dt .

0

En faisant le changement de variable u = rZ et en posant

1
A= j cos t* dt,
0

on trouve
r “tf()dt = A r 241 = A jﬁcm“d
e f)dt = =+ cost = + — = %
0 1 1 2 \/ u
Vxcos u x —_
D’aprés b), lim — du existe donc j e’ f(1) dt posséde une limite
x—++w 1 2 ﬁ 0

lorsque x tend vers + ©0.

On a
f'(t) = e'(cos t? — 2 tsin t?)

d’on

j e " fl(H)di = ﬁzj tsinrzdr+j cos > dt.
o 0 0



PROBLEMES DE SYNTHESE 311

x
Nous savons déja que I cos t? dt posséde une limite lorsque x tend vers + 00.
0

D’autre part on a

x
j —2¢sint*dt =cosx* — 1
o

donc j. — 2tsint® dt ne posséde pas de limite lorsque x tend vers + o ;
v o

par suite
r e ' fi(n)dt
0
n’a pas de limite lorsque x tend vers + co.
1L a) L'éguation homogene associée & I’équation (1) est
y £ y==0. )

Les solutions de I’équation (2) qui ne s’annulent pas sont celles de I’équation

y
X e oaif 3)
y
d’oti en intégrant
y=Ce™

ou C est un nombre réel.

Pour trouver la solution générale de I’équation (1) appliquons la méthode de
variation des constantes ; posons

y=0Cx)e™ “4)
ot C est une fonction dérivable de x ; en dérivant (4) on obtient
y=Cxe*—-Cx)e ™
d’ott en portant dans I'équation (1)
C'(x)e™™ = g(x)
soit
C'(x) = g(x) e

et

C(x) = j: e'g()dt + 1



312

EXERCICES D’ANALYSE

ol1 1 est un nombre réel. La solution générale de I’équation (1) est donc
y = e"‘(j e' g(e) dt + A)
0

ol 2 est un nombre réel.

b) Si X et x sont deux nombres réels tels que X < x on a
_[ g)e *dt — L = c“"j’ g(e'dt —e™™ ,f Leédt +
X X X
+e""j Le'dt —L
X
=e j (gt — L)e'dt + Le  [e]x — L
X
= e"‘[ (g() — L)e'dt — Le* ™™,
X

Comme lim g(¢) = L pour tout nombre réel astrictement positif, il existe un
i+

nombre réel X tel que pour tout x > X on ait l g(t)— L | < o. Pour cet X nous
obtenons la majoration

X

éae"‘j- edt +|L|e"™*;
X

j g e " dt — L

X

or

ae"‘j edt+ |Lle¥ " <ol —e* ™+ |L|e¥*<a+ (L] —ax)e*™
X

donc

j ge " Pdt— L{<a+ (| L] —a)e™.
X

Comme lim e * = 0il existe un nombre réel X; que I'on peut choisir supérieur
x—+ e

4 X, tel que pour tout x > X; on ait (| L| — «)e* * < . On a alors pour
X > Xl

[ e e "D dr — L| <2
X

ce qui démontre I’inégalité cherchée en prenant pour tout nombre réel & stric-
tement positif, a = /2.
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Si y est une solution de I’équation (1) nous savons que
Yix) =T (j e g(t)dt + A) .
0

Soit £ un nombre réel strictement positif. Nous savons qu’il existe deux nombres
réels X et X, tels que 0 < X < X et tels que pour tout x > X, on ait

<

J- ge " dt — L
X

B3]

On a alors

| @) - L| =

e"‘.“ eg()dt + e ™ — L‘ Le”
4]

X
j e'g()dt + A ‘ +
0

+

J. e 79 g(r) dt — L| A
X

X
Comme ‘ j e'g(t)dt + 1| est une constante et comme lim e™™ =0, il
L]

x=++oo

existe un nombre réel X, tel que pour tout x > X, on ait

{E
5"

X

e * j egf)dr + 1
)

Alors pour x = sup (X, X;) on a

|y - L|< 3+5=¢

£
Z
ce qui prouve que

lim p(x) = L.

x=++oo

III. a) En effectuant une intégration par parties on trouve

r e” h'(t)dt =[e " h(D]c + r e " h(t)dt
0 0

x

=e *h(x) — h(0) + j- e *h(t) dt.
0

b) Pour que I e~ " k() dt soit solution de I"équation (1) il faut et suffit que
0
I’on ait

r e 'h(f)dt =¢€* (j: e g(t)dt + A)

0



314 EXERCICES D'ANALYSE

d’ot on tire

e"j e"'h(r)dt=_l- eg()dt + 1.
0

0

En dérivant par rapport 2 x les deux membres on trouve

x

e* [e’”‘ h(x) + ‘[ e h(t) dt] = ¢”* g(x).

o

La fonction g est donc nécessairement définie par
g(x) = e * h(x) + f e " h(r)dr.
0

La fonction g ainsi définie est évidemment continue ; il reste a montrer qu’elle
admet une limite lorsque x tend vers + co. D’aprés Pégalité de TII, @, on a

x

g(x) = j e H(@dl + H0) dob  lim g(x) = Ly + h0).

0 x—++ o
¢) D’aprés la question III, b, j e~ " h(t) dt est solution de 'équation (1)
L]
ot figure une fonction g telle que

lim g(x) = Ly + h(0).

x—++ oo

Mais d’aprés la question IL, b nous savons que

lim et h(f)dt = lim g(x) =L, + h(0).

x=r+too v O x=++coo

En reportant ce résultat dans I'égalité 111, a on trouve

x

lim e *h(x) = lim (J.x e~ h'(t)dt + h(0) — j- e h(t) dt) =0.

x—=++co x—++ o 0 1]

x
d) I € h(f) dt peut avoir une limite quand x tend vers + co sans que
0

_r e " Rh'(t)dt

0

en ait une. La fonction x — f(x) = e* cos x* étudiée dans la question L, ¢
fournit un exemple de cette situation.
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89

19 Soit f une fonction & valeurs réelles, définie, continue, deux fois dérivable
sur lintervalle [a, b] et telle que f(a) = f(b) = 0. Soit x, un élément de
Ja, b[ ; montrer qu’il existe un nombre réel £ € ]a, [ tel que

f@)

f(xe) = — a)(xo — b).

(On pourra étudier lIa fonction x — fi(x) = f(x) — (4/2) (x — a) (x — b) ol

_ 2 f(xo)
4= —alx — b)) '

2¢ Soit g une fonction deux fois dérivable sur [a, b] telle qu’il existe deux
nombres réels m et M tels que pour tout élément x de [a, b] on ait

<g<M
Démontrer que I’on a pour tout élément x de [a, b]
(x —a)(x — b) b x—a (x —a)(x — b)
M 5 < gx) — g(a) By < m 5
En déduire les relations
-9 J' _ -
M= s—msp—e @

3¢ En appliquant la double inégalité (1) a la fonction Log sur I'inter-
valle [n, n + 1] (ot n € N¥), démontrer la relation

:-:(n +;1){L0g(n + 1) — Logn) — 1 <

12(n + 1) 120

4° On pose pour tout entier » non nul,
u, = Log(n"* % e™) — Log(n))
et pour tout entier n > 2,
U, = U, + .

Démontrer que la suite (u,) est croissante et que la suite (v,) est décroissante.
En déduire que la suite (v,) converge vers une limite C et que I’on a pour tout

entier n = 2
1 (2)

C#m-(un{C

59 On pose pour tout entier n € N

: nf2
I, = j sin” x dx .
0
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Démontrer les relations : I, = #n/2, I, = 1,
Iy I o deo by & 7
et
n—1 :
I, = = i Ecn pour tout entier nz2.
En déduire les valeurs de I, et [, ¢-
6° Démontrer la relation
An [ 4
o Ty 2D
nste ((21) 1) 1
et en déduire que
C=—3log2n.
Solution 10 On afi(a) = f(a) = 0,1,(b) = f(b) = 0, fi(x0) = 0. D’aprés le théoréme

de Rolle il existe un nombre réel 7 € ]a, xo[ et un nombre réel #' € 1xo, bl
tels que fi(n) = fi(y") = 0. En appliquant & nouveau le théoréme de Rolle on
trouve un nombre réel & € Iy, #'[ tel que f1(&) = 0. Mais

f)=f0—ax+ 252w fie) =6 - 45

donc
fiy=0 dov A=fQ)
et on obtient I’égalité cherchée.
20 Considérons la fonction i définie par

X —a

x—b
b#g{b)b_ﬂ'

a —

h(x) = g(x) — g(a)

On a h(a) = h(b) = 0 et h est deux fois dérivable sur [a, b]. En appliquant le
résultat précédent 2 la fonction k on trouve pour tout élément x de la, b[ un
nombre réel £ € Ja, b[ tel que

Mais /#”(£) = g"(£). Tenant compte du fait que (x — @) (x — b) est négatif on
obtient

Mu—mu—w

(x —a)(x — b)
2 :

<h(x)<m 5
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Comme les inégalités, sont évidemment vraies pour x = aet x = b, on a bien
démontré I'inégalité demandée pour tout élément x de [a, b]. L’intégrale conser-
vant les inégalités, on en déduit

b b b
%ja(x—a)(x— b) dx < J‘nh(x)dx-ﬂ%jﬂ(x —a)(x — b)dx.
Or on a

r(x— a)(x — bydx =

b 3 2 b
= I [x*—(a+b) x+ab] dx= [i- - (a+b)%— + abx]

ba (ﬂ'l' b) bz 2 (ﬂ""b) ﬂ 2
= il ‘?’f—r* ¥
_2b°—3ab’—3b*+6ab>~2a+3a’+3a’b—6a’b _ _ (b—a)’
- 6 = I

D’autre part

b rb b b
I My dx = | g(x)dx-ai(_‘?ﬂ (x—b)dx—bi(g}—ajﬂ(x—a)dx

gla) (a — by*  g(b) (b — a)’
2 g“d" “2(a = b) 20 — a)

_ T ama

Joa

On obtient finalement

o Ll ay’

2@+ < -m=pm O

(_u)_ jg()dx

30Ona
n+1
j Logxdx =[x Logx — xIt*'=(m+ 1) Log(n + 1) —nLogn — 1.

La dérivée seconde de Log x étant — 1/x* on a
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I’ inégalité (1) devient

1
. <+ DLog(n+1)—nlogn—1-—
12(n + 1) ( P ) .
_Logri_Log(n+1){ 1
2 2 T12n?

ce qui équivaut a

—-1——<(n+£)[Log(n+l)—Lcrgn]—1<—!—

1200 + 1% 2 S 120

4 Calculons d’abord u,,, — u, On obtient
tpyy — Uy = Log ((n + D" P e 1) — Log(n + 1! —
— Log (0" &™) + Log (n 1)
1
=(n +%)Log(n +1)—n-—-1 -4(r:+—)Logn+

2
(n+ D!
+'ﬂ—“LOg——;T——
=(n + %)[Log{n + 1) — Logn] — 1.
Comme
u — 2= -—1 >
n+1 n = 12(}2 + 1)2
la suite (1,) est strictement croissante. D’autre part
oh - = U — U, + ...-%.._ = _,._...L.__
n+1 Up = Uyt n 12 n 12(?1 _ I)
u —— < Y u - <0
= Uy — Uy = H B
. 2an—-1 12 n*

d’aprés I'inégalité (1). Donc (u,) est une suite strictement décroissante, de plus
il est clair que pour tout entier n > 2 onau, < v, et que

lim (v, —u,) =0

n+ 4o

donc les suites (1,) et (u,) sont adjacentes et par suite elles convergent vers une



PROBLEMES DE SYNTHESE 319

limite commune C. La suite (u,) étant croissante on a pour tout entier n > 1,
u, < C et la suite (v,) étant décroissante on a pour tout entier n > 2,

PR B N
" 12(n — 1) 12(n — 1)’

d’ot1 I'inégalité (2).

w/2 nf2
S Io=_[ dx = 73 11=J sinxdx = [— cosx]g/> = 1.
0 o

B A

On a

n/2
I,— I, = J (sin x — 1)sin" ' xdx < 0
0

donc la suite (I,) est strictement décroissante.
Pour tout entiern = 20on a

nf2 /2
T o= I sin” x dx = j (1 — cos? x) sin""? x dx
0 1]

n/2 w2
= j sin” 2 x dx — J. sin” 2 x.cos? x dx
0 (4]

1

=Il-2 — 1_ I[Shl“'Ix.cosx]"o"z S 1.
d’ot
In=ln-z—nilfr
On obtient donc bien
In=n;lf,,_z
On a alors
1y =Pl Bn=3. X, . CH .,
2n 2n—2 2 2%+ (1)
B e 2 Tt O I _ 2y
LT 9n4+1 2n—1 3 1T 2n+ 1!

6° Nous savons que L, > I, > I41- On a donc

22~ ~ 1) T . @'z - 22"(n 1)’
2n—1)! 22 12 T @2+ 1)1
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n2mn)!

En multipliant par 221y 1)2 on trouve

) 1)? 2

fonan @0 20

2n® 2*"(n ") 2n + 1

Comme
i, 20
R T I

on a

241'(?1 I)4
im — =T
n—+e ((2 1) !)2 n

D’aprés 4° nous savons que
lim (Log(n"*™e™ — Logn!) = C;

n=++ o

donc
nn+{1,.§} e—n
lim - :
n—++ o i

— =

Par suite, lorsque n tend vers + oo ona

nl~ "t e C ot 2n)! ~ 2n)*tDem2C

et par suite

2“(.?! !}4 24!: n4n+2 e—4n—4€

((2 Hﬁz_n ~ (2 n)4n+ 1 n PH—ZC

e—zc

=

B |

mais nous savons que

nvteo (20) 1) n

E]

donc onale 2 =ndod C= — 3 Log2m.

8.10

Soient f et g des fonctions continues a valeurs réelles, définies sur I'intervalle
[— 1, + 1]. Soit M la fonction définie pour tout nombre réel u par

M(u) = Sup (f-+ ug)(x).

-1=x=1
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Pour tout nombre réel u, on désigne par E(u) 'ensemble des points x de
I'intervalle [— 1, + 1] tels que

(f+ ug) (x) = M) .

I. 1° Déterminer explicitement la fonction M et I'ensemble E(u) pour tout
nombre réel v dans chacun des cas suivants :

Q) f)=v1-x% g(x)=x
b) f(x) =x*—2x% g(x)=4x%
On montrera que dans le cas (b) la fonction M n’est pas dérivable au point 1.

2¢ On suppose que g(x) = x pour tout élément x de [— 1, + 1]. Démontrer
qu'il existe une fonction f et une seule, dérivable sur ]— 1, + L[, telle que
£(0) = 0 et telle que pour tout élément u de I'intervalle ]— =/2, + /2, sinu
appartienne & E(u). Déterminer la fonction M associée. Déterminer E(u) pour
tout nombre réel w.

I1. On revient au cas général.

1° Soient u et » des nombres réels, x un point de E(u), y un point de E(v).
Montrer que Pon a

(v —wg(x) < M) — M) < (v —uw)gly).

2° Montrer que la fonction M est continue.

3¢ Soit ¢ une fonction définie sur R & valeurs dans [— 1, + 1] telle que
pour tout u de R, ¢(u) appartienne & E(u) ; on pose i = go ¢. Montrer que si
u < v < wet si y est un élément de E(v), alors h(u) < g(y) < h(w).

40 Montrer que pour tout nombre réel v, h admet une limite 2 droite et une
limite 4 gauche au point v et qu’on a

lim h(w) < Inf g(y) < Sup g(y) < lim h(u).

u—ru— ye E(v) y e E(v) u-+p+

50 Soit v un nombre réel ; montrer qu’on peut extraire de la suite

(o+3)
v+ —
B/ nz1

une suite (w,) telle que la suite (¢@(w;)) admette une limite finie y. Montrer que y
appartient a E(v) et en déduire que

lim h(u) = Sup g(x).

u—p+ xeE(v)
Indiguer comment on démontrerait que

lim h(u) = Inf ‘g(x).

u—rp— x e E(v)
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6° Démontrer I’équivalence des trois conditions suivantes :
() h est continue au point v.
() g est constante sur I'ensemble E(v).
(y) M est dérivable au point v.
Solution 19 @) Nous avons (f+ ug)(x) = J1 — x* + ux. Etudions la fonction

f + ug sur l'intervalle [— 1, + 1]; on a

(f+ug)(—=1)=—u
(+ugl)=u

etsixel]—1, +1]

_ fi_ 2
U+ug}'{x}=—;+u= EEUNL—F

\/l—xz \.’Iin

La fonction dérivée s’annule si et seulement si x = u /1 — x2 soit

x? = (1 — x%) soit encore % = =
V1 + P

car x est du méme signe que #. On a

2 2 2
u u u 14+ u .
o+ “S}(—— *—)=\/1—“'—+' == e 1+ u?
V1 +u? 1+u2 Ji+u* J1+u
Orona(f+ug)(D)=wu(f+ug)(— D= —wuet|i] < /1 + 72 pour tout

nombre réel ¢, donc nécessairement M(u) = J1 + u?. Lensemble E(u) est
'ensemble des points x de [— 1, + 1] tels que (f + ug) (x) = M(u), mais
I’étude de la fonction prouve que f + ug présente un et un seul maximum local
sur [— 1, + 1] donc la valeur M{u) est prise une seule fois d’ou

E(u) = “_—}
‘ {\/1+u2

b) Nous avons (f + ug)(x) = x* + (4u — 2)x*. Etudions la fonction
f + ugsur Uintervalle [— 1, + 1] ;on a

(f+u)(— D= +ug)(l)=4u—1
(f+ug) () =4x°—ax(1 —2u) =4x(x* +2u—1).

Nous devons donc distinguer lescas2u — 1 > Oet2u — 1 < 0.
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Si2u— 1 <0, f+ ug admet un maximum local au point O et des mini-

mums locaux aux points \/ 1 —2uet — \/ 1 — 2y ; nous devons donc compa-
rer (f+ ug)(0) =0et(f+ ug)(l) =4u— 1.

Sidu—1>0 M) =4u—letsidu—1<0, Mu)=0. La fonction
M est donc définie par M(u) = 4u — Isiu>}et M(u) =0siu <. Tl est
clair que M est continue, qu’elle admet une dérivée 4 droite et une dérivée 4
gauche au point 1 et que celles-ci sont différentes puisque

M =4 e M@H=0.

De I’étude déja faite on déduit immédiatement quesiu > 3, E(w) = { — 1, + 1};
EQD={—-10,+1}; etsi u<$ Ew={0}.
20 Nous cherchons une fonction f telle que la fonction F(x) = f(x) + ux
admette un maximum au point sin w. Il faut avoir pour cela F'(sinu) =0
c’est-a-dire f'(sin u) = — u, ce qui pour — /2 < u < 7/2 équivaut &

fi(x) = — Arcsinx avec —1<x<l1.

Comme f(0) = 0, on a nécessairement
f(x) = — I Arc sin ¢.dt .
0

Cette intégrale se calcule par parties et on trouve

* tdt

041 — ¢
1l est clair que pour obtenir une fonction continue sur [— 1, + 1] il faut
définir la fonction S aux points — 1 et + 1 par la méme formule. Nous venons

de démontrer que si le probléme admet une solution, c’est nécessairement la
fonction f définie sur [— 1, + 1] par

— — xArcsinx — 1 —x2 + 1.

f(x) = [— t Arcsin t]g + j.

f(x) = ~ xArosnx—~1— x24T

Vérifions maintenant que cette fonction convient ; on a bien f(0) =0 et f est
dérivable sur ]— 1, + 1[. La dérivée (f + ug)’ (x) = — Arcsin x + u s’annule
une seule fois au point sin u si u € ]— n/2, + n/2[. Comme la fonction Arc sin
est croissante, (f +ug) (x) > 0si x < sinuet (f+ug) (x) <0six >sinuy,
donc la fonction f + ug admet un maximum et un seul au point sin u. On a

(f + ug)(sinu) = — usinu — V1 —sin?u+ 1+ usinu=1— cosu
car cosu > 0 pour u € |— n/2, + n/2[.

Par suite on a pour — /2 < u < w/2, M(u) = 1 — cos u et sinu € E(u) ;
si = mf2 ou u < — nf2 la dérivée de f + ug ne s’annule pas donc M(u) est
égal au plus grand des nombres (f + ug) (1) = 1 — /2 + wet (f + ug) (— 1)
=1—-—(@x/2) —u.
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Finalement on a
Mu)=1—(nf2) —u s1 u< —mf2
M) =1—cosu si — a2 <u<mf2.
Mu)=1—(n/2) + u si u > mf2
La fonction M est partout dérivable sauf peut-étre aux points — /2 et 7/2 ol
toutefois elle admet des dérivées 2 droite et 4 gauche. Or on a My(n/2) = 1
et M,(n[2) = sin (z/Z) = 1, donc M est dérivable au point n/2 ; par ailleurs on a

M- nj2) = — let Mj(— n2) = sin(— n/2) = — 1,donc M estdérivableau
point — 7/2, et par suite partout dérivable.
On a:

Ew)= {sinu} si —m2<u<nf2.
Ew)={+1} si u=mn2

I1. 1° D’aprés les hypothéses on a
M(u) = f(x) + ug(x)

[E(u)={—-1} si. u< —m2

et
M(v) = f(y) + vg(y) -

Comme f(x) + vg(x) < M(v) on a

F) + vg(x) — [f(x) + ug(x)] < M) — M)
donc

(v — u) g(x) < M@) — M(u).

De méme f(y) + ug(y) < M(u) et par suite

FO) + ug) — [f () + 120)] < M) — M(v)
donc M(v) — M(u) < (v — u) g(¥) ce qui démontre la double inégalité

(v — u) g(x) < M) — M) < (v — ) g() - (1)

20 La fonction g étant continue sur [— 1, + 1], elle est bornée sur cet inter-
valle. Posons

a= Sup |g{x)[.

xe[—1,+1]
Si a = 0, la fonction g est la fonction nulle et la double inégalité (1) montre que
M est constante donc continue.
Supposons @ # 0 et montrons que M est continue au point u. La double
inégalité (1) entraine
| M) — M) | <alv—ul;

si £ est un nombre réel strictement positif, il suffit de prendre | v — u| < ¢/a
pour avoir | M(u) — M(v) | < &ce qui prouve que M est continue.
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30 La double inégalité (1) montre que si u < v, si x est un point de E(u) ety
un point de E(v), alors g(x) < g(y) ; mais par définition ¢(u) est dans E(u)donc
h(u) = glo@)] < g0) -

On démontre de la méme maniére que g(y) < h(w) en remarquant que @(w)
est un élément de E(w).

40 Nous venons de démontrer que /4 est une fonction croissante ; or nous
savons (C. E., Ch. 4, § V, n° 51) qu’une fonction croissante admet des limites &
droite et & gauche en tout point et plus précisément que

lim h(u) = Sup h(u) et lim h(u) = Inf h(u) .

u—tp— u<wv u—pt usv
On vient de voir que si y est dans E(v) alors g(y) < h(w) pour tout w < v, donc

g(y) < Inf h(u);

u>v
comme cette inégalité est vraie pour tout élément y de E(v) on a bien

Sup g(y) < lim h(u).

ve E(v) u—o+
On démontre de maniére analogue que
lim A(u) < Inf g(y)

u-ry— y € E(v)
et on trouve bien
lim h(u) < Inf g(y) < Sup g(y) < lim h(w).
u—=p— y € E(p) ye E(r) u—vt
: 1 ’ ;
50 La suite (@ |v + '—I)),,;l est minorée par — 1 et majorée par + 1. On

peut donc (¢f. exercice 1.20) en extraire une suite convergente (@twy))-
Posons

y = lim @(wy).

k= +m
Nous savons que
M(wy) = f(ew)) + wi g(o(wd) ;
pour tout élément xde [— 1, + 1Jona
F(x) + w g(x) < M(wy) -

Sachant que
lim w,=v et Iim @(w) =y,

k=t k—++ta
en utilisant la continuité de fet g on obtient par passage 2 la limite

f(x) + vg(x) < f(y) + vg(y) -
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Cette inégalité étant vraie pour tout élément x de [— 1, + 1], elle prouve que y
est un élément de E(v). Or

lim h@u) = lim h(w) = lim g(e(w)) = g() -

u—p+ k—++ k—++ o0
Ce résultat joint 2 la formule (2) prouve que

lim h(u) = Sup g(y).

u—v+ ye E(v)
Pour montrer que

lim h(u) = Inf g(y),

u—y— ye E(v)

il suffit de montrer qu’il existe une suite (W) extraite de la suite

=3
p — —
Hln=1

telle que (@(wi)) converge vers un élément de E(v).

La formule (2) devient
lim k() = Inf g(y) < Sup g(y) = lim h(u).
N e v e E(v) yveE(v) u—p+

6° La fonction h est continue au point v si et seulement si

lim h(x) = lim h(u),

Tiad u=v+t
ce qui d’apreés la formule (3) est vrai si et seulement si

Inf g(y) = Sup g(y),

ye E(p) ye E@w)

c’est-a-dire si et seulement si g est constante sur E(v). Nous avons donc démontré
que les conditions (o) et () sont équivalentes.

Montrons que la condition (2) implique la condition (y)- Si u est un nombre
réel, nous savons que @(u) appartient & E(u), et @(v) appartient a E(v). La
double inégalité (1) s’écrit alors

@ — u) g(p@w) < M) — M) < (v — u) g(e())

et pourv # uona

M(v) — M(u)

hw) < 10— < ),

on a donc
M@) — M)
U — v

~ h(v)| < | hw) — h(®) |.
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La fonction h étant continue au point v,
lim | h(w) — h(®)| =0,

u—+e

et par suite

h(v)

him

n—rp

M) — M) _
(]

ce qui prouve que M est dérivable au point v et que
M'(v) = h(v) = g(o(v)).

Remarquons que ce résultat est indépendant du choix de ¢ ; en effet, sila
condition (o) est satisfaite, la condition () I'est aussi et g est constante sur E(v).

Montrons maintenant que la condition (y) entraine la condition (f8). Suppo-
sons M dérivable au point v et posons D = M'(v). Siv > wu et si y est un €lément
de E(v), la double inégalité (1) donne

M(v) — M(u)
T w—u

< g(y)
d’on

D = lim

H=tp=

M(v) = M(u)
- <&

De la méme formule on déduit que si v < u, alors

M(v) — M(u)
= F g(»)
donc
. M) — M(w)

U

On a donc pour tout élément y de E(v), g(¥) = D ce qui prouve que g est
constante sur E(v).

Notons que ces résultats permettent d’affirmer directement que la fonction M
trouvée a la question I(1) (b) n’est pas dérivable au point %, et que les fonctions
M trouvées au I(1) (@) et au /(2) sont partout dérivables.
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