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AVANT-PROPOS

Le présent volume fait partie d’une série de recueils d’exercices a4 'usage des
étudiants en Mathématiques et Physique du premier cycle et aussi des éléves
des classes préparatoires aux Grandes Ecoles. Il s’adresse plus particuliérement
aux étudiants de deuxiéme année et traite des questions d’Analyse. Les exer-
cices ont été regroupés en chapitres dont le sujet est indiqué en téte et ils
sont, dans la mesure du possible, classés par ordre de difficulté croissante.
On trouvera ci-aprés une table qui fournit une classification des exercices
autour des thémes principaux de chaque chapitre. Le dernier chapitre se com-
pose de problémes d’examen dont certains ont €té proposés aux concours
d’entrée aux grandes écoles, Ecole Polytechnique et Ecole Normale Supé-
rieure en particulier.

Nous nous référons frégquemment au Cours d’Analyse de MM. RAYMOND
Courty et JACQUES EZRA (tomes 1 et 2) parus dans la méme série : par exemple
¢f. C. E., tome 1, Ch. 10, § I11, n° 152 renvoie au numéro 152 du paragraphe II1
du chapitre 9 du tome 1 et ¢f. C. E., Ch. 8, § I, n° 136 renvoie au numéro 136
du paragraphe I du chapitre 8 du tome 2. Nous avons extrait de cet ouvrage
de nombreux exercices ; certains autres proviennent de devoirs donnés ces
derniéres années en MP & la Faculté des Sciences de Paris ; nous tenons donc
a remercier ici MM. RAYMOND CouTy et JACQUES EZRA, et tous nos collégues,
pour I'aide qu’ils nous ont ainsi apportée.

Nos remerciements vont aussi & MM. ANDRE REvUZ et MICHELQUEYSANNE
qui nous ont proposé la rédaction de ce livre et & la librairie ARMAND
COLIN pour le soin gqu’elle a apporté & la présentation matérielle de I'ouvrage.

A. CaLvo, B. CarLvo, F. BoscHET, J. DOYEN
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PROPRIETES TOPOLOGIQUES
DES

ESPACES METRIQUES

%l Soit E un espace métrique muni de la distance d. Pour toute partie X de E,
on note X P'adhérence de X.
1° Soit A une partie de E. Montrer que A4 est égale & |’intersection de toutes’
les parties fermées de E contenant A.
20 Soient A et B deux parties de E telles que A = B. Montrer que A  B.
30 Soient 4 et B deux parties de E. Montrer que
AuB=AUB.
40 Soit A une partie de E. Montrer que I’élément x de E appartient & A si
et seulement si inf d(x, a) = 0.
acA
Solution 1° Soient x un élément de A et F une partie fermée de E qui contient A.

Pour tout voisinage ¥ de xona ¥ n 4 # (J et par suite ¥ n 4 # &, ce qui
prouve que x est un élément de F. Mais F étant fermé, F = F et x € F, par
suite x appartient a I'intersection de tous les fermés de E contenant A. Cette
intersection contient donc A. B
Réciproquement, soit x un élément qui n’appartient pas 4 A. Alors il existe
un ouvert U de E tel que xeUet Un A = . Mais E — U est une partie
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fermée de E telle que A = E — Uet x ¢ E — U. 1l existe donc une partie fermée
de E qui contient 4 et ne contient pas x, ce qui prouve que x n'appartient pas
4 Pintersection de tous les fermés qui contiennent A.

Nous avons donc montré que A est égale & I'intersection de tous les fermés
qui contiennent A4, ou en d’autres termes que A est, pour I'inclusion, le plus
petit fermé qui contient A.

20 Comme B c B, on a A c B. Donc B est un fermé qui contient 4 et A
est le plus petit fermé vérifiant cette propriété. Par suite A < B.

30 Comme A c A et B B, ona AuBc Au B. La partic AU B est
fermée comme réunion de deux fermés, et contient 4 U B ; par suite

AUuBc AUB.
Réciproquement, comme 4 ¢ A U B et B = A U B, le résultat de la ques-
tion 2° montre que Ac AUBet Bc AU B,dot AUBc AU B.
4o Supposons d’abord que x soit un élément de A. Soient £ un nombre réel
strictement positif et B(x, &) la boule ouverte de centre x et de rayon &. Comme

B(x,e) n A # &, il existe un élément a de A4 tel que d(x, @) < &. Comme
ceci est vrai pour tout nombre réel strictement positif &, on a

inf d(x,a) = 0.

aeA

Réciproquement, supposons que inf d(x, @) = 0. Soit ¥ un voisinage de x ;

ae A

par définition ¥ contient une boule ouverte de centre x. Si r est le rayon de
cette boule, il existe un élément a de 4 tel que d(x, a) < r. Alors a appartient
aVet Vi A # . Comme ceci est vrai pour tout voisinage V' de x, ona x e A.

1.2

Soit E un espace métrique muni de la distance d. Si X est une partie de E,
on dit que I’élément x de E est intérieur 2 X si et seulement si X est un voisi-
nage de X L’ensemble des points intérieurs & X est appelé I'intérieur de X et

est noté X, g
10 Soit A une partie de E. Montrer que A est la plus grande partie ouverte
de E qui soit contenue dans A.
20 Soient A et B deux parties de E telles que 4 B. Montrer que Ac B
30 Soient A4 et B deux parties de E. Montrer que

-]
AnB=AnB.
40 Soit A une partie de E. Montrer que
E—A=E-A

oll A désigne 'adhérence de A.
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Solution 1° Soit x un élément de A. Comme A est un voisinage de x, il existe un
ouvert U de E tel que xe U et U = A. Mais il est clair que A4 est un voisinage
-] o
de chacun des points de U, donc U = A. 1l en résulte que A est une partie
ouverte.
Si B est une partie ouverte telle que B < A, alors A est un voisinage de

chacun des points de B ; par suite B < Aet Aestle plus grand ouvert de E
contenu dans Ao

20 Comme Ac AonaAc B Mais B est le plus grand ouvert contenu
dans B, et A est une partle ouverte ; par sune A c B

30 Comme A = A et Br:B onaAnBc AnB. Ma:sAnBcst une

/""_"“H..
partie ouverte comme intersection de deux ouverts, donc A nBc An B,

Réciproquement, on a An Bc A et An B c B; d’aprés la question 29,
5 -3 ’,...l..\ o o o
onobtlentAnBc:AetAn{?:cB,d’oi:AnBcAnB.

4° Soit x un élément de E — A. Alors E — A est un voisinage de x et
(E—A)nA=(J; donc x n’est pas un point adhérent 3 4 et xe E — A,

d'ot E— A cE— A. B
Réciproquement si x € E — A, il existe un ouvert U tel que

xeU e UnAdA=¢g,
ce qui équivatgt axeUet UcE - A Mais alors E — A4 est un voisinage

P i ¥ — —— e
dexetxeE — A, d’'oUE — Ac E — A.

-]
1.3 Pour tout sous-ensemble A d’un espace mtitrique E, on note A l'intérieur

de A, A Padhérence de A et on pose a(A) = A et f(4) = A
1° Montrer que si une partie A est ouverte, on a A < a(A) et si 4 est fermée,

alors A4 o p(A).
20 Montrer que pour toute partie 4 on a les inclusions suivantes :

2 cAcA

o(4) < a(4) P(4) = p(A)
A c o) e f(4) c A
Acad)c fA)c A.

3° Trouver une partic A de I'espace R muni de la métrique habituelle, telle
que les sept ensembles A, A A, a(A), p(A), a(A), B(A) soient tous distincts et
n’aient pas d’autres relations d'inclusion que celles énumérées a la question 20
et celles qui en résultent par transitivité.
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19 Par définition a(A) est le plus grand ouvert contenu dans A, et on a
A = A. Donc si A4 est ouvert, ona A = a(A). - .

De méme, ff(A) est le plus petit fermé contenant 4. Comme A4 o A, si A est
fermé, on a f(4) = A.

20 Des exercices 1.1 et 1.2 il résulte que o et f sont deux applications
croissantes de I'ensemble ‘B(E) muni de l'inclusion dans lui-méme. Comme

par définition A = A c A, on obtient immédiatement
a(d) c (d) PA<PA) PAcA et AcaA).

L'ensemble A est ouvert, donc d’aprés 1° on a Ac a(;). De méme, A est
fermé, donc f(4) = A.

Dautre part a(4) = fi(4) donc o(A) = f(A), de plus f(A) = a(A) donc

AA4) = PA).
30 Posons A =(Qn]—-LO)UI,I[ull,2[u{3}.Ona

A=10,1[uIL, 2
A=[-1,2]u{3}
a(A) =]1- 1,2
B(A4) = [0, 2]
a(A) = 10,2
A =[-1,2].

Ces ensembles sont tous différents et on vérifie aisément qu’ils ne satisfont pas
a d’autres relations d’inclusion que celles indiquées dans 1’énoncé.

14

Soient E un espace métrique et X une partie de E. On appelle frontiére de X
et on note Fr (X) I'ensemble X n (E — X) ot X désigne I'adhérence de X.

1° Montrer que Fr (X) = X — ¥ ou X désigne l'intérieur de X (¢f. exer-
cice 1.2).

20 Montrer que Fr (X) < Fr (X) et Fr (}l?) < Fr (X). Trouver une partie X

de l'espace métrique R telle que les trois ensembles Fr (i’), Fr (X), Fr (X)
soient distincts.
3¢ Soient 4 et B deux parties de E. Montrer que

Fr(Avu B) c Fr(4) u Fr(B).

Trouver deux parties de R telles que ces deux ensembles soient distincts.
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Montrer que si les parties A et B de E sont telles que An B= ,alors
Fr(AuB)=Fr(A) v Fr(B).

Solution

1° Soit x un élément de X N (E — X). Comme x est un élément de E—X
tout voisinage de x rencontre E — X, ce qu: prouve que X n’est pas un vo:m-
nage de x et que x n’appartient pas a X. Donc x est un élément de X — X
etona

]

)_(nE—Xc:j(--—X.

Réciproquement soient x un élément de X X et U un ouvert contenant x.
SiUNn(E-X) étalt v1de, Pensemble U U X serait un ouvert contenu dans X
et on aurait Uu X X ce qui est impossible puisque x n appartient pas
a X. Par suite Un(E - X) # J et x est un élément de XnE-X dou

X—XcXnE-X.

2 OnaFrX=XnE—XetFtrX=XmE—-X. Comme X c X,ona
# E-XcE-=X

et

~-XcE~X, donc FrX c FrX.

D’autre part on ai’c){, FrX=X—-Xet FrX =X — X. On sait que

¥ < X, donc Fr X  Fr X.
Posons X = ]0, 1[ U ]1,2[ U { 3}. On a alors

X =[0,2]u{3}, % =10, 1[ulL, 2, X = (0,2, X = 10.2(
d’ot
FrX ={0,1,23},FrX ={0,2,3},FrX = {0,1,2}
3 Ona

Fr(AUB) = AUBNE—(AUB) =(AuB) n(E-A)n(E-B)
=[AnE-ADNE-B]V[Bn(E—-AHNn(E- B)]

or

E-AN(E-BcE—-A et (E-—AN((E—-BcE-B
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donc
Fr(AuB)c(AnE—- A u(BnE-B)
soit _
Fr(A u B) c Fr(A) v Fr(B).
Sionpose A = [0, 1[et B=]0,2]ona
Fr(4)={0,1} Fr(B)={0,2}
AuB=1[0,2] Fr(AuB) = {0,2} Fr(A)uFr(B)={0,1,2}.

Supposons maintenant que AN B = et soit x un élément de Fr(4);
alors x appartient 2 A donc 2 4 U B. Comme x appartient & A il n’appartient
pas 2 B, par suite il existe un ouvert U de E tel que x € Uet U n B = (J. Suppo-

o

—
sons que x appartienne 2 4 U B ; alors il existe un ouvert V'de Etel que x e V
et Ve Awu B, Posons W = Un V.Louvert Wcontient xetona Wec Au B

et Wn B = donc Woc A et x € A. Mais ceci est impossible car x € Fr (4)
donc x n’est pas dans Au Bee qui prouve que
xeFr(Avu B) et que Fr(A) <« Fr(Au B).
On démontre de méme que Fr (B) < Fr (A4 u B), donc
Fr(A)u Fr(B) =Fr(Au B).

15

Soient E et E’ deux espaces métriques et f/ une application de E dans E’.
Montrer que les trois propositions suivantes sont équivalentes.

() fest continue.

(B) Pour toute partic ouverte U de E’, f ~'(U) est une partie ouverte de E.

(v) Pour toute partie fermée F de E’, f ~'(F) est une partie fermée de E.

Solution

11 est clair que (f) et (y) sont deux propositions équivalentes car on a pour
toute partie 4 de E’

fTHE' = A)=E—[f}(4).

Supposons () vraie, et soient U un ouvert de E’ et x un élément de f/ “().
Alors U est un voisinage de f(x) et par suite il existe un voisinage V de x tel
que f(¥) = U. Mais on a alors ¥ < f ~*(U) ce qui prouve que f ~*(U) est
un voisinage de x. La partie £ ~*(U) étant un voisinage de chacun de ses
points, est un ouvert de E. On a donc montré que (a) entraine (B).
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Supposons maintenant que (f8) est vraie. Soient x un élément de £ et W un
voisinage de f(x). Il existe un ouvert U de E’ tel que f(x)eUet U = W.
Alors f ~!(U) est un ouvert de E tel que xef ~'(U) et f(f "'(U)) = W. La
fonction f est donc continue au point x et par suite (a) est vraie.

1.6

Soient E un espace métrique complet et (F,),.n une suite décroissante de
parties fermées non vides de E dont le diamétre tend vers 0. On pose F = [ F,.
neN
Démontrer que F est une partie non vide réduite a un seul éiément.

Solution

Pour tout entier n, soit x, un élément de F,. Soit € un nombre réel stricte-
ment positif. Comme lim &(F,) = 0, il existe un entier N tel que pour tout

n=+w

entier n supérieur 2 N on ait &(F,) < & Soient p et g deux entiers supérieurs
4 N. Par définition x, € F, et x, € F, et comme la suite (F,),.n est décrois-
sante on a x, € Fy et x, € Fy, d’oll

_ d(x,, xg) < o(Fy) <e¢.
La suite (x,),.n st donc une suite de CAUCHY, et 'espace E étant complet

elle admet une limite x. Si p est un entier, pour tout entier n supérieur a p,
on a x, € F, ; par suite x = lim Xx,,, et x € F,. Comme F, est ferm¢, x € F,

n—=+w

et ceci pour tout entier p. On a donc x € [ F, et F est non vide.

N
Soit y un élément de F. Pour tout entiei‘ep, les éléments x et y appartiennent

a F,, donc
d(x,y) < &(F)) .
Comme lim 8(F,) = 0, on a d(x,y) = O et x = y, d’ou
F={x}.

1d

Soient £ un espace métrique, dont la distance est notée d, F un espace
métrique complet dont la distance est notée d’, A une partie de E dont I'adhé-
rence A est égale A E, i I'injection canonique de A dans E et f une fonction
de A dans F.

1° Soit @ un élément de E. Montrer que les propositions suivantes sont
équivalentes :

() f admet une limite au point a.

(B) Pour tout nombre réel strictement positif &, il existe un voisinage ¥ de a
tel que pour tout couple (x, y) d’éléments de ¥ n A, on ait

d(f().f0)) <e.
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2° On suppose que la fonction f est uniformément continue sur 4. Montrer
qu’il existe une fonction f uniformément continue de E dans F, et une seule

telle que /= foi.

1o Supposons (&) vraie. Posons / = lim f(x) et soit £ un nombre réel stric-
x—*a

tement positif. Il existe un voisinage ¥ de a tel que pour tout élément x de
V n A on ait

d(fx). 1) < g .
Mais alors pour tout couple (x, y) d’éléments de ¥ n 4 on a
d(f(x),f0)) <d(f(), 1) +d(LfO) <&

ce qui prouve que (o)) entraine (f).

Réciproquement supposons (ff) vraie. Pour tout entier strictement positif n
il existe un voisinage V, de a tel que pour tout couple (x, y) d’éléments de
V,n A on ait

. I0) < -

Posons pour tout entier » strictement positif
Vi =V nn-naV,..

Alors la suite (f(V, N A)),.n est une suite décroissante de parties fermées
dont le diamétre tend vers 0. L’espace F étant complet, I'exercice 1.6 nous
permet d’affirmer qu’il existe un élément b de F tel que

(b} = Q(ﬁV,’nA)_).

Soit &€ un nombre réel strictement positif. Il existe un entier » tel que 1/n < =
Alors pour tout élément x de ¥, n 4 on a

d'(f(x), b) < % <e

ce qui prouve que b = hm f(x) Par suite (f) entraine (a).

2° Démontrons d’abord I'unicité d’une telle fonction. Soient g et A deux
fonctions uniformément continues de E dans F telles que f=goi= hoi.
Alors pour tout élément x de A on a f(x) = g(x) = h(x). Soit @ un élément
de E. Comme E = A et comme g et s sont continues, on a

g(@) = lim g(x) = lim h(x) = h(a)

x—*a x—ta
xed xeA

et par suite g = h.
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Montrons I'existence de f. Soient @ un élément de E et &€ un nombre réel
strictement positif. Comme f est uniformément continue sur A, il existe un
nombre réel strictement positif # tel que pour tout couple (x, y) d’éléments
de A tels que d(x, y) < n, on ait d'(f(x),f(»)) < & Si on appelle V la boule
ouverte de centre a et de rayon /2, on a pour tout couple (x, y) d’éléments

de VA
d'(f(x). f0)) < &.

La fonction f vérifie donc la condition (f) au point a ; donc elle admet une
limite en ce point. )
Définissons la fonction £, en posant pour tout élément a de E,
f@@) = limf(x).
sed
Il est clair que f = f o i. Montrons que f est uniformément continue sur E.
Soit £ un nombre réel strictement positif et # un nombre réel strictement posi-
tif tel que pour tout couple (x, y) d’éléments de A vérifiant d(x, y) < #, on ait
d'(f(x),f(»)) < & Soient a et b deux éléments de E tels que d(a, b) < 1.
Comme E = 4, il existe une suite (x,),cn (Tesp (Paen) déléments de A
telle que
a= lim x, (resp b= lim y,,)-

n=+w n—+w

La fonction 4 étant continue sur £ x E on a

lim d(x,, y,) = d(a, b).

n—++ oo

Comme d(a, b) < 1, il existe un entier N tel que pour tout entier n supérieur
a N on ait d(x,, y,) <n. Alors sin > Nona

d'(fx)f () <
et comme
d'(}'(a),f(b)) - l::n d'( f(xn).f(yn))
on a

d'(f(a).f(b) < e.
Donc pour tout couple (a, b) d’éléments de E tels que d(a, b) < n, on a
d'(f(a), f () < e,

ce qui prouve que f est uniformément continue sur E.

18

Soit E un espace métrique muni de la distance 4. Le but de ce probléme est
d’étudier les couples (E’, i) formés d’un espace métrique complet £’ muni
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d’une distance d’ et d’une application i de E dans E’ vérifiant les propriétés
suivantes.

(Py) (Y, ))€E x E) d(x,y) = d'(i(x), i())-

(P,) Pour tout espace métrique complet F et toute fonction uniformément
continue f de E dans F, il existe une et une seule application uniformément
continue f de E’ dans F telle que f = fo i

1o Soit S P'ensemble des suites de CAUCHY d’éléments de E. On définit

une relation # sur S de la maniére suivante : si @ = (@,),cn e b = (Bpen
sont deux éléments de S, on a a?b si et seulement si lim d(a,, b,) = 0.

n-*+
Montrer que Z# est une relation d’équivalence sur S. On appelle E I’espace
quotient S/2.

20 a) Montrer que si @ = (@), cn €t b = (b,),n sont deux éléments de S,
la suite (d(a,, b,)),n €st une suite convergente.

b) Pour tout couple (a, b) d’éléments de S avec @ = (@ )perms & = Bnen
on pose

afa, b)) = lim d(a, b,).
n—+w
Montrer que P’application « de S x § dans R, induit une application d de
E x E dans R, qui est une distance sur E.

30 Soit j I'application de E dans E qui a I'élément x de E fait correspondre
la classe d’équivalence modulo 2 de la suite (x,), . n définie pour tout entier n
par x, = x. Montrer que j vérifie la propriété (P,) et que E est égal a I'adhé-
rence j(E) de I'ensemble j(E).

40 Montrer que I'espace métrique E est complet et que le couple (£ )
vérifie la propriété (P,).

50 Montrer que si (E’, i) est un couple vérifiant les propriétés (P,) et (P,),
alors il existe une bijection k de E sur E’ et une seule telle que

koj=1i

et
(V(a, b)e E x E)  d(a, b) = d'(k(a), k(b)).

Solution

12 11 est clair que Z est une relation réflexive et symétrique. Soient
a = (@)nen>» b= (bpen et ¢ = (Cnen
des éléments de S tels que aZ#b et b#¢c. Comme pour tout entier n on a
0 < d(a,, ¢,) < d(a,, b,) + d(b,, c,)



PROPRIETES TOPOLOGIQUES DES ESPACES METRIQUES 19

et comme
lim d(a,, b,) = lim d(b,c,) =0,

n-++oo n= 4o

ona lim d(a, c,) = 0; par suite aZc et Z est une relation transitive. Z est
n=*+co

donc bien une relation d’équivalence sur S.

20 @) Soit ¢ un nombre réel strictement positif. Comme a et b sont des
suites de CAUCHY, il existe un entier NV tel que pour tout couple (p, g) d’entiers
supérieurs 2 N on ait

d(a,, a,) < % et d(b,, b,) < ;

On a alors pour tout couple (p, g) d’entiers supérieurs 4 N
| d@p, b,) — d(a,, by) | < | (@, by) — dby, a) | + | d(by, a) — d(a, b)) | -
< d(a,, q)-l-d(p, b) <e.
La suite (d(a,, b,)),n st donc une suite de CAUCHY de nombres réels, et I’es-
pace R étant complet, cette suite est une suite convergente.
b) Soient s, ¢, u, v des éléments de S tels que sZ¢ et uZv. Pour tout entier
naturel n, on a
d(s,, u,) < d(s,, t,) + d(t, v,) + d(v,, u,)
et
d(t,, vy) < dt,, s,) + d(s,, u,) + d(u,, v,)
d’ol on déduit par passage a la limite que

ofs, u) = lim d(s,, u,) = lim d(t,, v,) = e(t, v).
n=+cwo n++o
Si on désugne par s sla classe modulo # d’un élément s de S, on _peut définir
lapphcatlon dde E x E dans R, en posant pour tout couple (s, 7) d’éléments
de E x E

des, 1) = ofs, 1) .

Montrons que l'applicationAEf ainsi définie est une distance sur E, Si s, f sont
des éléments de E tels que d(s, r) = 0, alors
efs, t) = lim d(s,t) =0
n- +cwo
d’ob st et s = f.
Il est clalr que rr(s, r) = o(t, 5) pour tout couple (s, r) d’éléments de E;
par suite d(s f) = d(l 5) pour tout élément (s, f) de £ x E.
Si s, t, u sont des éléments de E, on a pour tout entier naturel n
d(s,, uy) < d(s,, t,) + d(t,, u,)
d’ol1 par passage a la limite

als, u) < ofs, 1) + oft, 1)
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et par conséquent
d(s, u) < ds, 1) + dt, u) .
30 1l est clair que si x et y sont deux éléments de E, on a
(i, j()) = d(x, »)

ce qui prouve que j vérifie la propriété (P,).
Soit s un élément de E et 5 = (s,),.n Un représentant de cette classe. Si p est
un entier on a
d(s, j(s,)) = lim d(s,, s,) -

n—++mwm
Soit £ un nombre réel strictement positif. La suite s étant une suite de CAUCHY,

il existe un entier N tel que pour tout couple (p, n) d’entiers tel que p > N
et n > N on ait

d(s, s,) <=.
Par suite pour p > N, on a

3(5, jsp)) <e
ce qui prouve que 5= p!.i:;nw J(sp).

Donc tout élément de E est limite d’une suite d’éléments de j(E), ce qui

prouve que £ = j(E). . s 5
40 Soit (5,),en une suite de CAUCHY d’éléments de E. Comme E = j(E),
pour tout entier # il existe un élément x, de E tel que

o~ I
d(sm j(xn)) < ; »

Posons x = (X,),en €t montrons que x est une suite de CAUCHY. Soit £ un
nombre réel strictement positif. Il existe un entier N tel que pour tout couple
(p, g) d’entiers tel que p > N et ¢ > N on ait

1
- <

- < et ds, ) <

£
=

w| ™

1
q

w| ™

Pour un tel couple on a
d(xp xg) = A(iCx,) Jx9) < A(Cxp), 3,) + A5y 5) + A5 (%)) <
€1+3(s-,,.;¢) +-1<£.
p q
Donc x est un élément de E. Soit x sa classe dans E. D’aprés la question 3° on a

x = lim j(x,).

a4+
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Si & est un nombre réel strictement positif, il existe un entier N tel que pour
tout entier » supérieur 4 N on ait

<

X |-

et d(x,j(x,) < g

K| ™

Pour un tel entier on a alors
A, %) < A(5 jx) + d(i(x), %) < &

et on obtient
x = lim s,
n—>*+om
ce qui prouve que E est un espace complet.

Soient F un espace métrique complet et fune fonction uniformément conti-
nue de E dans F. Pour tout élément y de j(E) posons ¢(y) = f(x) ol xest le
seul élément de E tel que y = j(x). Comme j vérifie P,, il est clair que la fonc-
tion ¢ ainsi définie est uniformément continue sur j(E). Mais alors d’aprés
Pexercice 1.7, il existe une et une seule fonction uniformément continue f de
E = j(E) dans F qui prolonge ¢. Il est clair que f ainsi définie vérifie toutes les
conditions imposées, et que si g est une autre fonction vérifiant ces conditions,
alors g coincide avec ¢ sur j(E) et par suite g = f.

Le couple (E, j) vérifie donc les conditions (P,) et (P,) de Iénoncé.

50 11 est clair que si i vérifie (P,) alors i est une fonction uniformément
continue de E dans I'espace complet E’. Comme (E, j) vérifie (Py) il existe
une et une seule application uniformément continue k de Z dans E' telle que

i=koj.
Soient y, et y, deux éléments de j(E), et x, et x, les éléments de E tels que
¥1 = J(x,) et y» = j(x,). On a

d'(k(y1), k(y2)) = d'(k o j(x,), k0 j(x;)) = d'(i(x,), i(x;)) =
= d(xy, x3) = E(J'(xl)-jfxz)) = d(yy, y2)-

On voit que I'application de E x E dans R, qui au couple (a, b) fait corres-
pondre d’(k(a), k(b)) coincide avec d sur j(E) x j(E). Comme

E x E = J(B) x J(F)
ces deux applications sont égales, et ona pour tout couple (a, b) de E x E
d(a, b) = d'(k(a), k(b)).

Il nous reste & prouver que I'application k est bijective. Comme (E’, i) vérifie
(Py), il existe une et une seule application uniformément continue k de E’

dans E telle que
j=koi.
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Mais alors on a y iy
Idfoj=koi=(kok)oj=j
et comme il n'existe qu’une seule application  de E dans E telle que Y oj=j,

ona N
kok = Idg .

On démontre de maniére analogue que k o k = Id;., donc k est une bijection
de E sur E’.

19

Soient E un ensemble et d une application de E x E dans R, telle que
(o) %V(x, Y EE x E)[d(x,y) =0« x = y].
(B) (V(x,y)€E x E)d(x, y) = d(y, x).

@) (V(x,y,2) € E x E x E)d(x, z) < sup (d(x, y), d(y, 2)) .

1° Montrer que I’application 4 est une distance sur E. Une telle distance
est appelée distance ultramétrique.

20 Soient x, y, z trois points de E tels que d(x, y) # d(y, z). Montrer que
d(x, z) = sup (d(x, y), d(y, 2)).

3o Soient x un élément de E et r un nombre réel strictement positif. Mon-
trer que la boule ouverte B(x, r) de centre x et de rayon r est un ensemble
fermé et que pour tout point y de B(x, r) la boule ouverte B(y, r) de centre y
et de rayon r est égale a B(x, r).

40 Soient x un élément de E et r un nombre réel strictement positif. Montrer
que la boule fermée B'(x, r) de centre x et de rayon r est un ensemble ouvert
et que pour tout point y de B'(x, r) la boule fermée B'(y, r) de centre y et de
rayon r est égale a B'(x, r).

Solution

12 1l faut montrer que d vérifie I'inégalité triangulaire. Or comme d prend
des valeurs positives, il est clair que

(Y(x, y, 2) € E x E x E)d(x, z) < sup (d(x, y), d(», 2))
< d(x, y) + d(y, 2) .

20 Comme d(x, y) # d(y, z), supposons que d(x,y) < d(y, z). D'aprés la
propriété (y), on a
d(x, z) < d(y, 2)

t
% d(y, z) < sup (d(y, x), d(x, 2)) .

Mais comme d(y, x) < d(y, z) la deuxiéme inégalité est forcément
d(y, z) < d(x, 2)
ce qui joint a la premiére donne
d(x, z) = d(y, 2) = sup (d(x, ), d y,(2)) -
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3¢ Nous allons montrer que B(x, r) contient tous ses points d’accumulation.
Soient (a,),.n une suite convergente d’éléments de B(x, r) et a la limite de
cette suite. On a pour tout entier naturel n, d(x, a,) < r. Comme

a= lim a,
n—~+w

il existe un entier naturel p tel que d(a,, @) < r/2. On a alors
d(x, @) < sup (d(x, a,), d(a,, a)) < r

ce qui prouve que a est un €lément de B(x, r) qui est donc une partie fermée
de E.
Soit y un élément de B(x, r). Si z est un élément de B(x, r) on a

d(y, z) < sup (0'0’, x), d(x, Z)) <Z

donc z € B(y, r) et B(x,r) < B(y,r).
Soit u un élément de B(y, r). On a

d(x, u) < sup (d(x. y), d(y, u)) < r

donc u e B(x, r) et B(y, r) = B(x,r).
On a donc bien B(x, r) = B(y, r).
4° Si y est un élément de B'(x, r) et z un élément de E tel que d(y, z) < r/2,
ona
d(x, z) < sup (d(x, ), d(y, 2)) < r

donc z € B'(x, r). Ceci prouve que la boule ouverte de centre y et de rayon r/2
est contenue dans B'(x, r) qui est donc voisinage de chacun de ses points, et
par suite une partie ouverte de E.

Une démonstration analogue & celle de la question 3° montre que

B'(x,r) = B'(y,r).

1.10

1° Soit E un espace muni d’une distance ultramétrique d (cf. exercice 1.9).
Montrer que, pour qu’une suite (a,), . x d’éléments de E soit une suite de CAu-
CHY, il faut et il suffit que

lim d(a,, a,.,) =0.

=+

20 Soient X un ensemble et E’ Pensemble des suites d’éléments de X. Pour
deux éléments distincts x = (x),.n* €t ¥ = (V)acne de E’, on appelle k(x, y)
le plus petit élément de 'ensemble des entiers n tels que x, # y,. On définit
une application d’ de E’ x E’ dans R, en posant pour tout couple (x, ») de
E' x FE’,
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| ) = ’
X, y — k(x, y X y
(d’(x,y)=0 si x=y.
Montrer que 4’ est une distance ultramétrique sur E’ et que I'espace
métrique E’ ainsi défini est un espace complet.
Solution 12 II est clair que si (a,),.n est une suite de CAUCHY on a

lim d(a,,a,+;)=0.
= +ao0

Réciproquement, supposons que la suite (a,), . Soit telle que

lim d(am an+1) =0.

n—=+w

Soit £ un nombre réel strictement positif. Il existe un entier p tel que pour tout
entier m supérieur a p on ait d(a,, a,,+,) < & Si (m, n) est un couple d’entiers
telsque n > m = p, on a

d(am» an) < sup (d(aml am+l)- d(am+ 1s ain+2)l L) d(anw 1s an)) <é&

ce qui prouve que (a,),.n est une suite de CAUCHY.
20 ]I est clair que

(@) (V(x,W€E x E')[d'(x,y) =0<x = y].

B (Y(x,»)€E’ x E')[d'(x,y) = d'(y, x)] -

Soient x, y, z des éléments de E’. Si x = y, y = z ou x = z, il est clair que
d'(x, z) < sup (d'(x, ). d'(y, 2)) .

Supposons que x = (X),en V= (Mpens Z = (Z,),on soient distincts
deux 4 deux. Alors on a

k(x, z) > inf (k(x, ), k(y, 2))
car si on avait k(x, z) < k(x, y) et k(x, z) < k(y, z) on aurait
Xix,z) = Yrixz) = Ziix,1)

ce qui est impossible puisque par définition X, .) # Zy ) Par conséquent
ona

&) (V(x,», 2) € E' x E' x E')[d'(x, 2) < sup [d'(x, ), d"(3, 2)]] -

L’application d’ est donc une distance ultramétrique.
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Soit (Xp)pene une suite de CAucHy d’éléments de E’. Pour tout entier stricte-
ment positif p, posons x, = (X, ,)nen+- D’aprés la question 1° on a

lim d'(xp, x,4,) =0.
prtoo

Pour tout entier strictement positif #, il existe des entiers N tel§ que pour tout
entier p vérifiant p > N on ait

. 1
d(xp, xp+1) < ; X

Soit N, le plus petit de ces entiers. Remarquons que la suite (N,),.n est
croissante. On a pour tout entier p supérieur 2 N, et tout entier k inférieur & n

Xpk = Xpt1,k

car d'(x,, X,+1) < l/n entraine (x,) = (x,4+,) ou kix, x +y) >n Par
suite on a pour tout entier p supérieur 2 N, et tout entier k inférieur & n

Xpk = XNk 1)

Définissons I'élément y = (¥;);en de E” en posant pour tout entier strictement
positif i
Yi = Xngi-

Montrons que y est la limite de la suite (x,),.n Soit £ un nombre réel stric-
tement positif ; il existe un entier strictement positif # tel que 1/n < &. Soit
p un entier supérieur a N,. Pour tout entier k inférieur & n on a

Y = XNk
et, en tenant compte de I’égalité (1) et du fait que la suite (N,), .ne €St croissante
Ve = xp,k +

Ceci prouve que pour p > N,, on a y = X, ou k(x,, y) > n et par suite
d'(y, x,) < ;: < b

On a donc bien y = lim x, et la suite de CAUCHY (x,),.n+ admet une limite.
n-++ oo

L’espace E’ est donc un espace complet.

1.1

Soient K un espace métrique compact et F une partie fermée de K. Montrer
que F est un espace compact.
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Soit (U;);; un recouvrement de F par des parties ouvertes. Comme K — F
est un ouvert de K, et comme

K= (‘UU,-)U(K—F)
el
d’aprés la propriété de BOREL-LEBESGUE, il existe une sous-famille finie J;,,
Uy, -, U;, telle que
K=U,uU,v--ulU,u(K—-F).

Mais alors F < U, v U, u -~ U U, et vérifie donc la propriété de BOREL-
LEBESGUE. Par suite F est bien un espace compact.

1.12

Soient E un espace métrique compact et (U);.; un recouvrement ouvert
de E. Montrer qu'il existe un nombre réel « strictement positif, tel que toute
boule ouverte de rayon « dans E soit contenue dans I'un au moins des ouverts
du recouvrement (Uy); ..

Solution

Soit x un élément de E. Il existe un élément i de 7 tel que x appartienne a U;
et un nombre réel strictement positif r, pour lequel la boule ouverte B(x, r.)
de centre x et de rayon r, soit contenue dans U,.

La famille (B(x, 4 r,)),.r des boules de centre x et de rayon }r, est un
recouvrement ouvert de E ; comme E est compact, il existe un entier stricte-
ment positif # et des éléments x,, ..., x, de E tels que

E = B(xh i rx;) (AR B(xm * 'rx,,} .

Posons a = % inf (r,, ..., 7y, ). Les nombres r, étant strictement positifs pour
1 <j < n, le nombre réel a est strictement positif. Montrons qu’il satisfait

aux conditions imposées.
Soit x un élément de E. Il existe un entier j tel que

1<j<n et xeB(x; 3r,).

Comme « < 4 r,, la boule ouverte B(x, «) de centre x et de rayon « est conte-
nue dans B(x;, r, ). D’autre part il existe un élément i de I tel que x; appar-
tienne & U, et par construction B(x;, r,) est contenue dans U;. On a donc bien

B(x, o) = B(xj, ry) = U;.

1.13

Soient K un espace métrique compact, E un espace métrique et f/ une fonc-
tion continue et bijective de K dans E. Montrer que la fonction g = f ~1 est
une fonction continue de E dans K.
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Solution

D’aprés 'exercice 1.5 il suffit de montrer que I'image réciproque par g de
tout fermé de K est un fermé de E. Soit F un fermé de K. On sait que F est
un sous-espace compact de K (¢f. exercice 1.11) et alors f (F) est un sous-
espace compact de E (¢f. C. E., Ch. 1, § III, n® 13). Mais tout sous-espace
compact de E est fermé (¢f. C. E., Ch. 1, § IV, n° 18) donc f(F) = g~ '(F)
est un fermé de E et par suite g est continue.

1.14

Soient E et E’ deux espaces métriques, et f une application de E dans E'.
On note d (resp d") la distance définie sur E (resp E).

1¢ Soit x un élément de E. Montrer que la fonction fest continue au point x
si et seulement si pour toute suite (x,),.n d’éléments de E qui admet x pour
limite, la suite (£ (x,)),.n admet f(x) pour limite.

20 Montrer que si la restriction de /4 n’importe quel sous-espace compact
de E est continue, alors Ia fonction f est continue sur E.

Solution

10 Supposons f continue au point x et soit (x,), .y une suite d’éléments de E
telle que

x= lim x..
n=+ow

Soit £ un nombre réel strictement positif. Il existe un réel strictement positif 5
tel que pour tout élément y de E vérifiant d(y, x) < nonait d'(f(»),f(x)) < ¢
et un entier N tel que pour tout entier » supérieur 2 N on ait d(x,, xX) < #.
Alors pour tout entier n supérieur 2 N on a d'(f(x,), f(x)) < & ce qui prouve
que

J(x) = lim f(x,).

n=* 4w

Réciproquement supposons que / ne soit pas continue au point x. Alors il
existe un nombre réel strictement positif ¢ tel que pour tout entier positif n,
il existe un élément x, de E vérifiant

dop) <0 et d(fx). () > ¢

La suite (x,),.n admet x pour limite, mais il est clair que f(x) ne peut étre la
limite de la suite (f(x,)),en-
20 Soient x un €élément de E et (x,),.n une suite d’éléments de E telle que

x = lim x,.
n=++on
Posons

K :(U {x,,})u{x}A

neN
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L’ensemble K satisfait & la propriété de BOLZANO-WEIERSTRASS, car toute
partie infinie de K admet le point d’accumulation x. Par suite K est un compact
et la restriction de fa K est continue. On a alors

J(x) = Im f(x,).
n++w
Ceci étant vrai pour toute suite qui tend vers x, d’aprés 1° la fonction f est
continue au point x. Comme ceci est vrai pour tout élément x de E, la
fonction f est continue sur E.

1.15

Soit E un espace métrique muni d’une distance d. Montrer que les proposi-
tions suivantes sont équivalentes :

() E est un espace compact.

(B) E est un espace complet tel que pour tout nombre réel strictement posi-
tif &, il existe un recouvrement fini de E par des boules ouvertes de diamétre
strictement inférieur 2 &.

Solution

Supposons (x) vraie. Soit (x,),en une suite de CAucHY d’éléments de E.
L’espace E étant compact, la propriété de BOLZANO-WEIERSTRASS (cf. C. E,
Ch. 1, § II, n° 10) est vraie et il existe un élément x de E et une suite (X, )y en
extraite de la suite (x,),.n telle que x = lim (x,). Soit £ un nombre réel

k—=++om

strictement positif. 11 existe un entier N, tel que pour tout entier p supérieur
a N, on ait

d(x, x,,) < ; :

et un entier N, tel que pour tout couple (g, r) d’entiers tels que N, S g <7
on ait

e
d(xq, x,) < '2

Si N = sup (N,, N,) on a pour tout entier i supérieur a N,

£

2~ ¢

dx, %) < dx, x,) + %y x) < 5 +

ce qui prouve que x = lim X, La suite de CAUCHY (X)nen admet une limite
n-+om
et par suite E est un espace complet.
Soient £ un nombre réel strictement positif, x un élément de E et B(x, £/3)
la boule ouverte de centre x et de rayon &/3. La famille (B(x, £/3)). . est un
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recouvrement de E par des ensembles ouverts ; d’aprés la propriété de BOREL-
LEBESGUE, il existe un nombre fini d’éléments x,, X, ..., X, de E tels que

E= U B(xi, ;)

1<isp

Mais pour tout entier i tel que ] < i< pona

o)

On a donc obtenu un recouvrement fini de E par des ensembles de diamétre
strictement inférieur 2 &. Nous venons de montrer que (o) entraine (f).

Pour montrer la réciproque, supposons () vraie et () fausse. Alors il existe
un recouvrement ouvert (U)); . de E dont aucune sous-famille finie n’est un
recouvrement de E.

Nous allons construire par récurrence une suite (B,), .y de boules ouvertes
de E de la maniére suivante :

Il existe un recouvrement fini de E par des boules ouvertes de rayon stricte-
ment inférieur 2 4, et au moins une de ces boules ne peut étre recouverte par
un nombre fini de parties de la famille (U});, ;. On appelle B, une telle boule.

Supposons définie B,_,, boule ouverte de rayon inférieur & 1/2"7" telle
qu’aucune sous-famille finie de (U;); . n’en soit un recouvrement. Considérons
alors un recouvrement fini de E par des boules ouvertes de rayon strictement
inférieur 4 1/n. Parmi les boules de ce recouvrement dont Pintersection avec
B,_, est non vide il en existe au moins une qui ne peut étre recouverte par
un nombre fini d’éléments de la famille (U));.,. On appelle B, une telle boule.

La suite (B,),.n €tant ainsi définie, pour tout entier naturel » on appelle
x, le centre de la boule B,. Comme B,_, n B, # J, on a d'aprés I’inégalité
triangulaire

1 1 1
o=ty %) € g + o € g
(-1 %) € o7 + 22 €

Soit £ un nombre réel strictement positif. Il existe un entier n tel que 1/2"7% < &-
Alors on a pour tout couple d’entiers tels que n < p < ¢

1
d(xp Xg) € A(Xpy Xp41) + == + d(Xg-1, Xg) < = 4o —

L S1_ 1 1
Spri L g Sy Syt
et la suite (x,), . €st une suite de CAUCHY. L’espace E étant complet la suite
(x,), .~ admet une limite x. Il existe un élément i, de I tel que x € Uy, et un
nombre réel strictement positif o tel que B(x, @) « U,. 1l existe au moins
un entier » tel que "on ait

% et d(x, x,) < g.

B[
N
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On a alors
Bn = B(x' EI) < Ula

ce qui est impossible car B, ne peut étre recouverte par aucune sous-famille
finie de la famille (U});. ;. On a ainsi montré que (f) entraine (a).

1.16

_ Soient A et B deux parties connexes d’un espace métrique E, vérifiant
AN B # &, ou A désigne 'adhérence de 4. Montrer que 4 U B est une
partie connexe de E.

Solution

Soient U et ¥ deux ouverts de 4 U B tels que
AvB=Uu¥V et UnV=g.

Soit x un élément de 4 N B ; cet élément appartient a I'un des deux ouverts
par exemple U. Alors U est un voisinage de x et Un A # . Les parties
Un Aet Vo A sont deux ouverts de 4 tels que

UnAn(VnA)= et A=UnAu(VnA).
Comme A est connexe, et U n A # & on a nécessairement
UnA=A4 et VnA=¢

Clest-d-dire U > A et V < B. Mais alors ¥ et U n B sont deux ouverts de B

tels que .
B=Vu(UnB) et Va(UnB=¢.

Comme U n B n’est pas vide, et B est connexe, on a nécessairement V = &
et U = A u B, ce qui prouve que 4 U B est une partie connexe de E.

1.17

Soient X et Y deux espaces métriques connexes ncn vides, Z un espace
métrique et f une application de X x Y dans Z. Si x est un élément de X, on
désigne par f, 'application de Y dans Z définie pour tout élément y de Y par
f») = f(x, ). Si y est un élément de Y, on désigne par f, I'application de X
dans Z définie pour tout élément x de X par f(x) = f(x, y).

Soient (C,) et (C,) les conditions suivantes :

(C,) Pour tout élément x de X la fonction £, est continue sur Y.

(C,) 1l existe un élément y, de Y tel que la fonction £, soit continue sur X.

1o Montrer que si les conditions (C,) et (C,) sont satisfaites, f (X x Y)
est une partie connexe de Z.
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20 Montrer au moyen d’un exemple qu'il n’est pas nécessaire que les condi-
tions (C,), (C,) soient satisfaites pour que f(X x Y) soit connexe dans Z.

3° Montrer au moyen d’un exemple que la condition (C;) n’est pas suffi-
sante pour que f (X x ¥) soit connexe dans Z.

Solution

1° Supposons que f vérifie les conditions C, et C,. Posons pour tout
élément x de X

A, = [,(Y) U [,{(X).

Comme pour tout élément x de X, la fonction f, est continue, f(¥) est une
partie connexe de Z (¢f- C. E., Ch. 1, § ITI, n° 13). La fonction f,_ est conti-
nue, donc f,, (X) est aussi une partie connexe de Z. Pour tout élément x de X
ona

J(x, yo) € fLY) 0 f,(X)

par suite 4, est la réunion de deux parties connexes dont I’intersection est non
vide ; on sait (¢f. C. E., Ch. 1, § III, n® 12) que dans ce cas A4, est une partie
connexe de Z. Comme

J&X x V)= U fAY)

xeX

on a a fortiori

X xv)=U 4,.

xeX
Mais f, (X) = N 4., donc (4,),.x est une famille de parties connexes dont

xedy
I'intersection est non vide. Alors f(X x Y) qui est leur réunion est une partie
connexe de Z.
20 Posons X = Y = Z = [0, 1]. Soit f la fonction définie pour tout élé-
ment (x, y) de X x Y par

f,»)=0 si  xeQn[0,1]
Jix, )=y si xe(R-Q)n][01].

Si x est rationnel, la fonction f, est la fonction constante de valeur 0 et si x est
irrationnel £, est 'identité de [0, 1] ; donc pour tout élément x de [0, 1], f, est
une fonction continue. Par contre pour tout y de [0, 1], f, n’est pas continue.
La fonction f ne vérifie pas (C,), pourtant f(X x Y¥) = [0, 1] est une partie
connexe de [0, 1].

La condition « (C,) et (C,) » n’est donc pas nécessaire pour que f(X x Y)
soit connexe.

32 Posons X = Y = Z = [0, 1]. Soit fla fonction définie pour tout couple
(x,y)de X x Y par

fx,y)=0 si xeQn]01]
Jx,y)=1 si  xe(R—-Q)n[0,1].
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Pour tout élément x de X, f. est une fonction constante donc continue sur Y.
La condition (C,) est vérifiée ; on a f(X x ¥Y)={0,1} et f(X x Y) n’est
pas connexe dans [0, 1]. Par suite (C,) n’est pas une condition suffisante pour
que f(X x Y) soit connexe dans Z.

1.18

On dit qu’un espace métrique E est connexe par arcs si et seulement si pour
tout couple (x, y) d’éléments de E il existe une fonction continue f de [0, 1]

dans E telle que f(x) =0et f(y) = 1.
1° Montrer qu’un espace CONNEXE par arcs €st un espace connexe.
2¢ Considérons les parties suivantes de R* muni de la métrique habituelle :

A={(xp]Ix=0 et —1<y<l1},
ol
B=[(x,y)fx>(} et y=sm;].

Montrer que C = 4 U B est une partie connexe de R? qui n’est pas connexe
par arcs.

30 Soit U un ouvert de 'espace métrique R". Montrer que les conditions
suivantes sont équivalentes :

(o) U est une partie connexe par arcs.

(f) U est une partie connexe.

Solution

1o Soit £ un espace connexe par arcs. Supposons qu’il existe deux ouverts
non vides A4 et B tels que

E=AuUB et AnB=¢.

Soient a un élément de 4 et b un élément de B. 1l existe une fonction continue,
de [0, 1] dans E telle que f(0) = a et f(1) = b. Posons I' = f([0, 1]). Le:
parties I' n A et I' n B sont deux ouverts non vides de I tels que

r=(nAvu(lnB) et (FrnAAn(F'nB)=C.

Mais ceci est impossible car f étant continue et [0, 1] étant une partie connex:
de R, la partie I' = f([0, 1]) est une partie connexe de E (¢/. C. E., Ch. |
§ 111, n° 13). L’hypothése faite est donc fausse et E est un espace connexe.

20 Remarquons d’abord que I'adhérence B de B contient A. En effet ¢
(0, y) est un élément de A, il existe un nombre réel strictement positif z te
que y =sinzetona

: 1
par suite (0, y) est limite d’une suite de points de B. Alors BnA=Cetd
I’exercice 1.16 on déduit que 4 U B est connexe.

,s8in(z + 2 kn))



PROPRIETES TOPOLOGIQUES DES ESPACES METRIQUES 3

Pour montggr que C n’est pas connexe par arcs, nous prouverons par I’ab-
surde qu’il n’existe aucune fonction continue f de [0, 1] dans C telle que

JO =00 e 0)=(bsnl)

ol (0, a) est un élément de A et (b, sin 1/b) un élément de B.
Soit f une fonction continue de [0, 1] dans C définie pour tout nombre réel ¢
de [0, 1] par /(1) = {£,(1). £2(0)) et telle que

f0) = (©0,a) et f(l)=(b,sin%).

Les fonctioris f; et f, sont donc des fonctions continues qui vérifient pour tout
réel £ de [0, 1]

H0=0 ou (A0#0 et f0) = sin o).

Comme f,(0) = 0 et fi(1) = b avec b > 0, il existe des éléments 7 de [0, 1]
tels que f;(¢) > 0. Soit « la borne inférieure de I’ensemble des éléments ¢ de
[0, 1] tels que f,(¢) > O. La fonction f; étant continue on a a < b et fi{a) = 0.
On a donc pour tout ¢ strictement supérieur a o

10 = (70, 5in 1),

La fonction f étant continue on a

lim f(t) = (0, f2())

—+a+t

mais ceci est impossible car sin (1/x) n’a pas de limite quand x tend vers 0,
et par suite sin (1/f;(¢)) ne peut en avoir quand 7 tend vers a,.
La fonction f n’est donc pas continue et C n’est pas connexe par arcs.

3¢ D’aprés 1° on sait que (o) entraine (). Montrons la réciproque. Soit U
un ouvert connexe de R" et x un élément de U. Soit V I'’ensemble des points y
de U pour lesquels il existe une fonction continue fde [0, 1] dans U telle que
S(0) = x et £(1) = y. Il est clair que V est non vide puisque x € V. Montrons
d’abord que V est un ouvert de U. Soit y un point de V. Comme U est ouvert,
il existe un nombre réel strictement positif r tel que la boule ouverte B(y, r)
de centre y et de rayon r soit contenue dans U. Soient z un élément de B(y, r),
Jf une fonction continue de [0, 1] dans U telle que f(0) = x et f(1) = y, et

fa fonction définie sur [0, 1] par
fO=f2n si 0<r<4

fO=y+20 -z~ si I<t<]l.
CaLvo. — Exercices d'analyse T¢7 cycle, 2¢ année et Spéciales MM 2
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La fonction f est une application continue de [0, 1] dans U telle que

JO=x e f()=z,

donc ze Vet B(y, r) = V, ce qui prouve que ¥ est un ouvert dans U.

Montrons que U — V est aussi un ouvert dans U. Soient @ un €lément
de U — V et r un nombre strictement positif tel que la boule ouverte B(w, r)
de centre o et de rayon r soit contenue dans U. S'il existait un élément v de V
tel que v appartienne a2 B(w, r) on démontrerait comme précédemment que
w est dans ¥, ce qui n’est pas. Par suite B(w,r) €« U — Vet U — Vest ouvert
dans U. Les ouverts U et U — V vérifient alors

U=Vu(lU-YV) et Va(lU-V)=&.
Comme U est connexe et ¥ non vide on a nécessairement
V=U et U-¥V=¢

ce qui prouve que U est connexe par arcs.
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APPLICATIONS
DE R" DANS R®

Z1 1o Soit fla fonction réelle définie sur 'ensemble {x, y)eR?|y # 0} par
14+ x24 y2 .
f(x,y) = )—,—L sin y .

Déterminer si elle admet une limite au point (0, 0) et la calculer le cas échéant.
20 Mémes questions pour la fonction réelle g définie sur ’ensemble

{(x,y)eR?| x # y}

1 4+ x4+
g%, y) = ———2.

x? — y?

Solution 1° Nous avons

. y sin

lim (A +x24+y)=1 et b 2Pt
(x.3)~+(0,0) x=0.0) ¥

par suite la fonction f admet une limite au point (0, 0) et on a

Iim f(x,y)=1.
(x,y)—=(0,0)
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20 La restriction g, de g 4 'ensemble { 0 } x R* est définie par
1 +
200, ) = ——
donc
lim g,(0, y) = — .
y—+0
La restriction g, de g & 'ensemble R* x {0 } est définie par
1+ x
gl(x’ 0) = 2
X
donc
lim (x,0) = + o© .
x—=0
Les applications partielles g, et g, n’ayant pas la méme limite au point (0, 0),
la fonction g n’admet pas de limite en ce point.
2.2 Soit f I'application de R? dans R définie pour chaque élément (x, y) de R?
par
sy ="2lep(T12) 6 xs0
x x
et
fO,y)=0 si x=0.
10 Soient A un nomovre réel et ¢, la restriction de f & I'ensemble des cou-
ples (x, y) de R? tels que y = Ax. Calculer la limite de ¢, au point (0, 0).
20 Soit i la restriction de /4 la partie de R? formée des couples (x, y) tels
que y = x2. Trouver la limite de la fonction y au point (0, 0).
Solution 10 Nous avons

Q% y) = f(x, Ax) = U’: [ exp(— Ij-x I)
X x

pour x # 0. Si A = 0, nous avons :

lim  @y(x,y) =0
(x,3)—(0,0)
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[ Ax |

et si A # 0, comme lim " -5~ = + oo, on déduit que
x—0
lim I—":I exp(h lbj—l)»—— 0.
x=0 X x

Nous avons donc  lim  ¢@,(x, ) = 0 pour tout nombre réel 1.
(x,5)=(0,0)
2° Nous avons lflfx y) = f(x, x*) = e * pour x # 0 donc

lim y(x,y)=e"’
(x,%)—(0,0)

Comme les restrictions ¢, et i de f possédent des limites différentes au
point (0, 0), la fonction f n’admet pas de limite en ce point.

2.3 Etudier la continuité au point (0, 0) des fonctions de R? dans R définies
pour chaque élément (x, y) de R? par

(x + y)2

1o f(x,y) = si (%) #(0,0) et f(0,0) =

@gmm=;-;simw¢mmetwm=

30 h(x, y) = (x* + y?)sin o . ; S (%) #(0,0) et h(0,0)=0
Xt P

Solution 1°© Nous avons

2x :
[ =1+32 s (%)) #00).
x4y
Considérons la restriction de f 4 I’ensemble des éléments (x, y) de R? tels
que x = y. Nous avons
2

J(x, x) =1 4+ ——

(x, x) 5.

si x # 0 et par suite hm f (x, x) = 2. Considérons maintenant la restriction
de f'a I'ensemble { 0} X R. Comme f(0, y) = 1 si y # 0, nous avons

limf(0,y)=1.

y=+0
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La fonction £ n’admet donc pas de limite au point (0, 0) et n’est pas continue

en ce point.
20 Nous avons

x? +y2 — XV

g(xs y) = (x = y) - = . 2 si (x! y) # (0! 0) .
X4y
Nous allons démontrer que la fonction ¢ définie sur R* — { (0, 0)} par
x*+y—x
ox.y) == T2 =2
x +y

est bornée. Si x = 0 et y # 0, nous avons ¢(0, y) = L. Si x # 0, en posant
y = A, X, il vient -
x2+ A2x2 - 4. x?
X, = =
9%, 7) i ol

d’otr

A2—-2.+1
(D(X,}’)=- 2
1+ 42

Soit  la fonction de R dans R définie pour chaque élément A de R par
2 —2+1

e
e 1+ 42
nous avons
A
P ey DN~
v 14 A2
d’ol
-
R —
e 1 +£45

Ftudions les variations de la fonction ¢ ; on a

A - 00 -1 1 + oo
% + 0 - 0 +
W | - T 1

Par suite pour tout élément (x, y) de R — {(0,0)} ona

|M&ﬂ|$;<h

la fonction i est bornée.
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Nous avons donc
|g(x,y) — 80,0 | =g, ») | <2Ix+yI<2(x|+ 1y
Soit £ un nombre réel strictement positif, alors si

E

3 et |yI<% ona Ig(x,y)—g(0,0)1<s

x| <
ce qui démontre que la fonction g est continue au point (0, 0).
3° Nous avons |h(x,y)| < x* + y*. Soit ¢ un nombre réel strictement

positif, alors si | x] < \/&/2 et | y| < \/&/2, nous avons | Ax,») | <& ce
qui prouve que la fonction /4 est continue au point (0, 0).

24

Peut-on prolonger par continuité au point (0, 0) la fonction f définie sur
Pensemble { (x,y) e R*|xy > 0} par

f(x, ) = l"_c‘zs____\/x_y ’

Solution

Soit # un nombre réel strictement positif, d’aprés la formule de TAyLOR

- avec reste de LAGRANGE il existe un nombre réel 0 tel que 0 < 0 < u et

2

: u u?
cosu — 1 = u(— sin 0) +—2—-{— cos 0) = ?cosﬂ.

Nous avons donc

u 2

|1 —cosu| <5 <u.

Pour tout couple (x, y) de 'ensemble { (x, y) € R? | xy > 0}, nous avons donc
|1 — cos/xy| < x|
Iyl

Soit & un nombre réel strictement positif, alors si | x| <ezet |y| <& nous
avons | f(x, y) — 0| < & ce qui démontre que la fonction f peut étre prolon-
gée par continuité au point (0, 0) en posant

£(0,0) = 0.
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2.5

Soit f une fonction réelle définie et continue sur R* — { (0, 0)}.
1o Soit p un nombre réel strictement positif. Montrer que la fonction Sest
bornée sur I'ensemble

C,={(xy)eR?|x*+y* =p*}.
20 Soient M et m les fonctions de R% dans R définies pour chaque élément p
de R’ par
M(pp)= sup f(x,y) et mlp)= inf f(x,y).
x2 o~ 24yt=p?

+yi= X

Démontrer que I'on peut prolonger par continuité la fonction f au point (0, 0)
si et seulement si les fonctions M et m admettent des limites égales au point 0.

Solution

1° L’ensemble C, est une partie compacte de R?; en effet cette partie est
bornée et d’autre part si on note N, la norme euclidienne de R?, C, est I'image
réciproque par 'application N; du sous-espace fermé {p} de R, donc C, est
une partie fermée de R?. Par suite la restriction de la fonction /& 'ensemble C,
est une fonction bornée.

20 Supposons f prolongeable par continuité au point (0, 0) et notons f(0, 0)
sa valeur en ce point. Munissons I'espace R? de la norme euclidienne N;.
Alors puisque f est continue au point (0, 0), pour tout nombre réel strictement
positif, il existe un nombre réel p; tel que pour tout élément (x, y) de R? véri-
fiant V,(x, y) < p, nous ayons

/6o y) — 10,0] <3
Par suite si x> + y? < pi, nOus avons
10,00 = 5 < f(x,5) <f©,0) + 5

Soit p un nombre réel tel que p < p,, alors pour tout couple (x, y) de R?
tel que x* + y* = p?, nous avons

0,0 = 5 < (6, ») < SO0 +5

d’oll

< m(p) < M(p) < 5 + f(0,0)

[T
[ 1

f0,0) -
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et par suite
| M)~ 10,0] <5 e |mp) 10,0 | <5.

Ainsi pour tout nombre réel & strictement positif, il existe un nombre réel p,
tel que pour tout nombre réel p vérifiant p < p;, nous ayons

| M(p) —f©0,0| <& et |mp)—70,0)]<e,
ce qui démontre que

lim M(p) = lim m(p) = (0, 0) .

p—0 p=0

Réciproquement supposons que les fonctions M et m possédent des limites
égales en O et posons [ = lim M(p) = lim m(p). Soit £ un nombre réel stricte-
-0 -0

ment positif, alors il existe un nombrg réel strictement positif 77; (resp 72)
tel que pour tout nombre réel p vérifiant 0 < p < #; (resp. 0 < p <),
nous ayons | M(p) —I| < & gresp | m(p) — 1| < &). Posons 5 = Inf (1, 1)
et soit (x, ) un élément de R? tel que N,(x, y) < 7, alors si p; vérifie

pi=x*+y*,
nous avons p; < n, d’oll les inégalités

l—e<mp) <f(x, ) < Mp)<l+e

par suite | f(x,y) — /| < &, ce qui démontre que la fonction / peut étre pro-
longée par continuité au point (0, 0) en posant /(0,0) = L.

2.6

Soit f une fonction continue de R dans R. On considére I"application ¢ de
R? — R x {0} dans R définie par

9%, y) = (x + y)f(ﬁ).

1° Démontrer que I'application ¢ est continue sur R — R x {0 }.
20 Démontrer que I'application ¢ peut étre prolongée par continuité 2 R?
tout entier si et seulement si

lim f(1) = lim f(A) =1,

=+ 4w A+ — o

ou / est un nombre réel.
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]o Les applications de R? — R x {0} dans R définies par
x, y)H;’ et (x,V—>x+y

sont continues, donc d’aprés les théorémes sur le produit et la composée de
fonctions continues, la fonction (x, ¥) — (x + »)f(x/y) est continue.

20 Supposons que I'application ¢ soit prolongée par continuité a R? par
une fonction que I'on notera encore ¢ ; alors ¢ est continue au point (1, 0)
donc

lim o(x,») = ¢(1,0).
(x,3)—(1,0)

Mais
lim o(x,y) = lm (x+y) lim f(i)
(x3)-(1,0) (x:3)=(1.0) =10 \Y
d’ou
. o X
lim o(x,y)= Ilm f (__)
(x,y)=(1,0) ()10 VY
et par suite
: = 1
lim @1, y) =limf (-) = ¢(1,0)
(1,)-(1,0) y=0 \Y
donc

lim f(A) = lim f(2) = ¢(1,0).

A=+
Réciproquement supposons que

lim f(A) = lim fQ)=1.

A= 40 A-»—c0

Démontrons d’abord que ¢ est prolongeable par continuité au point (0, 0)
et pour cela démontrons que la fonction f est bornée sur R. Puisque

lim f(A) =1,

A=+

il existe un nombre réel A4, strictement positif tel que pour tout nombre réel 2
supérieur 4 A,, nous ayons | f(4) — /| < 1. De méme il existe un nombre
réel A, strictement positif tel que pour tout nombre réel 1 inférieur a — A,,
nous ayons |f(4) — /] < 1. Par suite si nous posons A = sup (4, 4,),
pour tout nombre réel A vérifiant | 1| > 4, nous avons [f(4) — I| <1 soit
I —1<f(}) <I+ 1. D’autre part la fonction f étant continue sur I'inter-
valle borné [— A, + AJ, est bornée sur cet intervalle et par suite la fonction f
est bornée sur R. Soit M un nombre réel strictement positif tel que pour tout
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élément A de R, nous ayons , f(A)| € M. Soit ¢ un nombre réel strictement
positif ; alors pour tout couple (x, y) de R? tel que

& E

| x| <

nous avons
lox, )| <Ix+yIM<e

ce qui prouve que ia fonction ¢ est prolongeable par continuité au point (0, 0)
en posant ¢(0, 0) = 0.

Soit x un nombre réel non nul, démontrons que ¢ est prolongeable par
continuité au point (x, 0). Calculons lim  ¢(u, v). Nous avons :

(u,0)—+(x,0)
; : : u 5 u
lim o@@,v)= Ilim (z+v). lim f(—-) =% hm f(—)
(u,0)~(x,0) (1,0)~+(x,0) (1,0) -+ (x,0) ()~ (x0) \U
Nous allons démontrer que
2 u
lim f (—) =11,
(u,v)—(x,0) v

Soit £ un nombre réel strictement positif, on a vu qu’il existe un nombre réel 4
strictement positif tel que pour tout nombre réel A vérifiant | 1| > A4, nous
ayons | f(4) — I| < & Par suite | u/v| > A implique | f(u/v) — I| < &. Nous
avons

I x]

- X
> A si |u—x|<|—2—[ et lv] <5—

»:
v 247

En effet I'inégalité | u — x| < | x |/2 entraine que u et x sont de méme signe

et que
Ix1 31x|
) <|lu| < 7
Il en résulte que
| u| u
lv| < 1 soit 5 -5 [
Si
[x] [x]
|u—x|<T et [v] < 1’
nous avons
u

ce qui démontre que

lim f(5)=:
(n,v)~(x,0) \U
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et par suite que
lim  ¢(u,v) = xI.
(u,v)—~+(x.0)

On voit donc que si
lim f(A) = lim f(A) =1,

A—+—o0 A=+t

la fonction ¢ définie sur R? par
olx, y) = (x + y)f(g) si (x,)eR* —R x {0}

o(x,0) = Ix si xeR

est continue sur R? et prolonge la fonction proposée.

2.1

Calculer les dérivées partielles et étudier la différentiabilité des fonctions
réelles suivantes sur leur ensemble de définition :

10 Ia fonction f définie sur R? par f(x,y) = e*siny;

20 la fonction g définie sur R? par g(x, y) = (x> + yH)e ™™

3¢ la fonction / définie sur R — { (0, 0) } par

hex, y) = ———— .
(x, y) 2%

Solution

10 Pour chaque élément (x, y) de R?, nous avons

of

. of
e =1 x g e = x
7x (x,y) =¢€*siny et 2y (x,y) =¢€"cos y.

Ces deux dérivées partielles sont des fonctions définies et continues sur R?
donc fest différentiable sur R? (¢f. C. E., Ch. 2, § IV, n° 31).
20 Pour chaque élément (x, y) de R%, nous avons

d . —x
'a%(x.y)= 2xe™ — y(x* + y)e™

et

38 — -xy __ 2 2 —xy
ay(x,y)—Zye x(x" + y7)e ™.

Pour les mémes raisons que précédemment, la fonction g est différentiable
sur R.
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30 Pour chaque élément (x, y) de R? — {(0, 0) } nous avons

h x? 4 y?) — 2x? X
(x, y) = ('—"'i'u—zz"— P —
ax (x* + y9) (x* + y9)
et
oh —2xy
oS (x, e
ay 2 32 + »)?

Les fonctions h/dx et &h/dy sont continues sur R* — { (0, 0) }, donc la fonc-
tion 4 est différentiable sur R? — { (0, 0) }.

2.8

Soit o un nombre réel tel que o > 1, démontrer que la fonction réelle f
définie sur R? par f(x, y) = | xy |* est différentiable au point (0, 0).

Solution

Désignons par | (x, y) | la norme euclidienne (¢f: C. E.,, Ch. 1, § I, n° 2)
d’un élément (x, y) de R?, nous allons démontrer que la fonction f admet une
différentielle nulle au point (0, 0), c’est-a-dire que

9 =o(l (x, 9 1)-
1l faut donc démontrer que | xy |* = o(\/ (;’-f-_yﬁ) autrement dit que

TP - | S
E9-0.0 \/x? + y?

Comme le nombre réel (| x| —|y|)? égal & x* — 2| xy| + y* est positif,
nous avons les inégalités

0<|xy| <2]xpl < x* +)°
et par suite
Fr il = ol

Or o > 4, donc (x? + y?)* = Jx? + 3203 4y ol

Mais lim (x2 + )% =0cara — %> 0, donc
(x:9)(0,0)

lim e S 0 >
@000 /x? 4 ?
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ce qui montre que la fonction f est différentiable au point (0, 0) et que sa diffé-
rentielle en ce point est nulle.

Remarque Si % < o < 1, nous avons :

i) = ) -
'[_-j;f(x,y)"—-afly et a{(xs}’)‘—“a}’alx

Les dérivées partielles ne sont pas continues au point (0, 0).

2.9 Soit f la fonction réelle définie sur R? par
: 1 :
o)) =@ +y)sin—es  si &) #00)
vx* + yz
£0,0) = 0.

Démontrer que cette fonction est différentiable en tout point de RZ%. Démontrer
que ses dérivées partielles ne sont pas continues au point (0, 0).

Soluion  Calculons les dérivées partielles de f en un point (x, y) de R* —{ (0, 0)}.
Nous avons

?-j-(x,y)=2xsin - _l — — (x* + y})——————cos _l =
x \/xz % yz (xz + yz):uz \/xl 4 yz
of . I 2, 2 y 1
Z(x,y) =2ysin ——=— (" + y')- —CO0S§ ——.
dy Vx? + y? o+ ) x4yt

Ces deux dérivées partielles sont continues en chaque point de R?> - {(0,0)},
donc la fonction f est différentiable sur R* — { (0, 0)}. Démontrons que la
fonction f est différentiable au point (0, 0). Nous avons

S0 = Xsin e f(0,) =y sin o+

d'olt

aof ; .1 af . A
~2.(0,0) = lim xsin— =0 et —=(0,0) = lim sin— =0.
ax( ) x—+0 |xi By( ) y—vﬂy |P|

Si la fonction fest différentiable au point (0, 0), sa différentielle est nulle. Nous
allons donc démontrer que f (x, ¥) = o(|l (x, ») ||)- En utilisant la norme eucli-
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dienne, ceci revient & démontrer que f(x, y) = o/ X2 + y_z) autrement dit que

1 ()
E=0,0 \[x? 4 y?

Nous avons -
e e s xn#00
foz § yz
et
im  Vx? +_;5' =0 donc lim S =0
(x.3)(0,0) @00 /x? + y?

ce qui prouve que f admet une différentielle nulle au point (0, 0).
Démontrons que les dérivées partielles ne sont pas continues au point (0, 0).
Nous avons
af | x 1

x,0) = 2xsin— — — cos —
ax®0 xl " Tx1 =]

of s ¥
2,y =2 e e G
6}’( ») ysmlyl 1Ty

. 6 o
Mais 5{—‘_ (x,0) n’a pas de limite lorsque x tend vers 0, donc gf/dx n’est pas
of

continue au point (0, 0), de méme 3y (0, y) n’a pas de limite lorsque y tend

vers 0 donc dffdy n’est_pas continue au point (0, 0).

210 Soit f la fonction réelle définie sur R? par

3 __ 3
Sy =" s  (x)»#00
x' 4y

£(0,0) = 0.

Démontrer que cette fonction admet des dérivées partielles au point (0, 0)
et les calculer. La fonction f est-elle différentiable au point (0, 0) ?

Solution  Nous avons f(x,0) = x et £(0, y) = — y, d’ol

x-°0
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et
Vo0~ in [ON=100_ _,
y—+0

Si la fonction f est différentiable au point (0, 0), sa différentielle est la forme
linéaire df définie sur R? par df (v, v) = u — v et nous avons alors

f(xs y) _f{Os 0) =ik D(“ (x’y) “)
soit

f{xr }’) g (x o }') . O(l] (x’ }’) H)

ce qui donne en prenant comme norme la norme euclidienne

) B

x"+y
Par suite si la fonction f est différentiable au point (0, 0), on a
xy(x — y)

lim —
2)3;2

=00 (x> +y

Nous allons démontrer que ceci est faux, ce qui prouvera que la fonction f
n’est pas différentiable au point 0.
La restriction de la fonction g définie sur R? — { (0, 0)} par

yx =)
8(x,}’)=( + z)'afz

a la droite y = — x prend pour valeur au point (x, — x)

I P R

’ @x? J2Ix|
et nadmet pas de limite quand x tend vers 0. La fonction g n’admet donc pas
de limite au point (0, 0) et / ne peut étre différentiable en ce point.

211

Nous nous proposons de démontrer qu'une application différentiable de R?
dans R? est affine si et seulement si sa différentielle est indépendante du point
ou elle est calculée.

1° Soient a, b, ¢, A des nombres réels.
a) On considére I'application de R® dans R définie par
S, p,z)=ax + by +cz+ A.

Démontrer que cette application est différentiable et calculer sa différentielle
en tout point (x, y, z) de R?,
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b) Soit f une fonction différentiable de R* dans R telle que pour tout point
(x, y, z) de R, la différentielle de f soit définie par

&f )W v, W) = au + bv + cw .

Déterminer P'application f.
20 g) Plus généralement soit M une matrice réelle carrée d’ordre 3 et X un
élément de R*. On considére I"application g de R* dans R définie par

x
g(x, y, z) = M(y)+ X.

z

Démontrer que I’application g est différentiable en tout point (x, y, z) de R*
et que sa différentielle est indépendante du point (x, y, z).

b) Réciproquement soit g une application différentiable de R® dans R?
telle que Ia différentielle de g au point (x, y, z) soit définie par

u
dg(x.y,z)(u- v, W) = M( lJ)
w

olt M est une matrice réelle carrée d’ordre 3. Démontrer que g est définie par

X

gx,y,z) =M (y) + £(0,0,0).

Z,

Solution

1° a) Soient (x, y, z) et (u, v, w) deux éléments de R? ; nous avons
Sx+u,y+v,z4+w)—f(x,y,2) =au + bv + cw.

L’application de R® dans R qui & chaque élément (v, v, w) de R? associe le
nombre réel au + bv + cw est une application linéaire de R* dans R, donc la
fonction f est différentiable au point (x, y, z) et nous avons

df(x.y,z)(us v, W) = au + bv + cw.

b) Puisque f est différentiable, f admet des dérivées partielles en tout point
et nous avons

i i) 0
B{(x,y,z):a Eﬁ—(x,y,z):b, g{(x,y,z)=c.

La premiére relation nous donne f(x, y, z) = ax + ¢(y, z) ol ¢ est une appli-
cation différentiable de R? dans R. Nous avons alors

of

a
g;(xs}’sz)=£(y,2)=b



50

EXERCICES D'ANALYSE

donc ¢(y, z) = by + Y(z) ol  est une application différentiable de R dans R.
Nous obtenons finalement

fg-(.ac, ¥y, z) = %% (2)=c d’ol Y(z) =cz +d

oll d est un nombre réel. Nous avons donc
fx,y,z2)=ax +by+cz+d

ot d = £(0, 0, 0).
20 g) Soient (x, y, z) et (u, v, w) deux éléments de R® ; puisque I’applica-
tion g est affine, nous avons

u
g(x+u,y+v,z+w)—g(x,y,z)=M(v).

W

u
L’application de R? dans R® qui 4 chaque élément (u, v, w) de R? associe M ( v)
w

est linéaire, donc I'application g est différentiable et nous avons

u
dg (U, v, w) = M ( v)

wl
La différentielle de g est donc indépendante du point (x, y, z).

b) Puisque I'application g est une application différentiable de R® dans R,
ses trois applications coordonnées g,, g, 5 sont des applications différentia-
bles de R? dans R. Posons

a, b, €y
M = az bz c: .
[/ b3 C3
Nous avons alors
dgu,_,_,)(u, v, w) = al u + b: v 'i" C]_ w
A2y, 1, W) = ay u + b,v+c,w
dg3x.yn(ts U, W) = a3 u + by v + c3 W

et d’aprés la question 1° b), il existe des nombres réels d,, d,, dj tels que
gilx,,2)=a; x+ b, y+ ¢, z+d,
gx,v2)=a,x +byy+c,z+ d,
g%, y.2)=a3;x + b3y + c3z + ds.
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Mais

d,
g(ol 0, 0) = (dZ) s
dy

b o

gx,y,2) =M (y) + g(0,0,0)

Zz

donc nous avons

ce qui démontre que I"application g est une application affine.

212

Solution

Soit £ la fonction réelle définie sur R? par f(x, y) = sin (x? — y?). Soit g la
fonction de R? dans R? définie par g(x, y) = (x + », x — y).

10 Calculer les dérivées partielles de fo g et la différentielle de fog au
point (x, y).

20 Calculer les matrices jacobiennes de f et g au point (x, y). En appliquant
le théoréme sur la composée de deux fonctions différentiables (¢f. C. E., Ch. 2,
§ IV, n° 32) trouver la matrice jacobienne de fo g au point (x, y) et retrouver
ainsi le résultat du 1°.

1° Nous avons fo g(x, y) = sin (4 xy) d’ol
“-f;fog(x. y) =4 ycos(4 xy) et c%fo g(x, y) = 4 x cos (4 xy) .

Nous avons donc pour tout couple (1, v) de nombres réels
d(f 0 8)xyy (1, v) = (4 ycos 4 xy)u + (4 xcosd xy)v.
20 Nous avons

JNH(x, ) =(2xcos(x* —y*) = 2ycos(x* — »?)
wen=(;  _1)-

Nous savons que J(f) (x, y) (resp J(g) (x, y)) est la matrice relativement aux
bases canoniques de R et R? de I'application linéaire qui est la différentielle
au point (x, y) de la fonction f (resp. g). De plus nous savons que

d(fog) (x,y) = df (g(x, »)) o dg(x, y)
d’ol

J(fog) (x,y) = J(f) (g(x, )-J (&) (x,») -
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En effectuant le produit de ces deux matrices, nous obtenons
1
J(fog)(x, y) = (2x + y)cos 4 xy - 2(x - y)cosdxy)(} _ l)-_-
=@ycosdxy 4xcosdxy).
Ceci montre que J(fog) (x, y) est la matrice d’'une forme linéaire qui est la
différentielle de fo g au point (x, ). Nous avons comme au 1°
u
&/ 0 e @.0) = I o) 5 (")
—= (@ ycosdxy 4xcos4xy)(‘;)
=@ ycosdxy)u + (dxcosdxy)v.
213 1o Démontrer que I"application f de R? dans R? définie par
f(x 02 =(x+y%, x*2)
est différentiable en tout point (x, y, z) de R?. Ecrire la matrice par rapport
aux Igases canoniques de R? et de R? de la différentielle de / au point (x, y, z)
de R".
20 Mémes questions pour I'application g de R? dans R* définie par
g(u, v) = (u* + v, uv, e") .
30 Calculer la matrice jacobienne de g o f au point (x, y, z) de R®
a) directement en explicitant la fonction g o f]
b) en appliquant le théoréme sur la composée des différentielles (¢f. C. E.,
Ch. 2, § IV, n° 32),
Solution 10 11 est clair que les dérivées partielles de chacune des fonctions coordon-

nées de fsont définies et continues sur R?. La fonction fest donc différentiable.
Sa différentielle dfy,.,., au point (x, y, z) est une application linéaire de R*
dans R? dont la matrice par rapport aux bases canoniques de R* et R? est la
matrice jacobienne J( ) (x, y, z). Nous avons

{ 2y 0)

J(f)(x,y,Z)=(yzz 2xyz  xy*
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20 Nous voyons comme précédemment que la fonction g est différentiable
sur R? et nous avons
2u 1
J(g) (u, v) =( v u)
0 -5
32 @) On a

€0 (% 3, 2) = ((x + yI)* + xy* z, xp 2(x + y?),€™)
d’ol

J(gof)(x, y,2) =
2x+ y) + y*z 4y(x + y*) + 2 xyz xy?
=lx?z+y2z(x +y) 2xpz(x + y) + 2xy° z xy*(x + yH)].
Y ze” 2 xyz e™™* xy? e

b) Nous savons que pour tout élément (x, y, z) de Riona
d(g © Nixyzy = 8rexren © Yixrnr

donc J(g o f) (x, y, 2) = J(g) (f(x, y, 2))-J(f) (x, y, 2). En effectuant le pro-
duit de ces deux matrices nous obtenons

J(gof)(x,y, 2)

x + y? 1
of o #rp) (£ B U
y z 2xyz xy?

0 e’
2Ax +y) +y'z 4 y(x + y*) + 2 xyz xy?
=(xy?z + p?2(x + y?) 2xp*z + 2xpz(x + y*) xy*(x + yH)).
ytz e 2 xyz e xy? e

Nous obtenons donc le résultat de a).

214

Soit g une fonction de R” dans R" définie pour tout élément (x,, ..., x,) de
RP par

g(xy, s x_n) = [gl(xls ey xp)! wees BnlX1s os xp)]

oil g, ..., g, sont des fonctions de R” dans-R. On suppose g; différentiable
au point (ay, ..., a,) de R?, pour tout entier i tel que 1 < i < n.
Soit f une fonction de R" dans R différentiable au point

g(ay, @) = (by, . b)) .
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oF i
On pose F = fog. Calculer e (ay, ..., a,) pour 1 < i< p, en fonction des

L]
dérivées particlles des fonctions fet g; (1 < j < n).

Solution La différentielle au point (@, ..., @,) de la fonction g est une application
linéaire de R” dans R" dont la matrice par rapport aux bases canoniques de R?
et R" est la matrice jacobienne J(g) de g. Si i désigne I'indice de ligne et j I'in-
dice de colonne nous avons

J(g) (ﬂ'], seay ap = (g)‘cg_: {ﬂ15 aasy ﬂp))

La différentielle au point (b, ..., b,) de la fonction f est la forme linéaire sur R"
dont la matrice uniligne par rapport aux bases canoniques de R" et R est

"(f) (bb neey bn) = (% (bl’ vy bn)s ey ‘ai{ (blv weey bn)) =

Nous avons
J(fo g) {aly ansy ap) = J(f) (g(als sasy ap))"’(g) (ah ey ap} -
Le produit de ces deux matrices est une matrice uniligne, dont le terme situé

. F
dans la k-iéme colonne est ‘,% (ay, -.., a,). Nous avons donc
k

oF e ag;
3&: (ay, ..., a,) = 12:1 E‘Ju_j' (8(01- oo ﬂp)) 33‘1 (ay, ..., a,).
2.15 Cet exercice utilise les résultats de I'exercice précédent.

10 Soit g = (g,, g») la fonction de R% x [0, 2 n[ dans R? définie par
g(r,0) = (rcos @, rsin ).

Soient (ro, 0o) un élément de R% x [0, 2 n[ et f une fonction de R? dans R
différentiable au point (xg, yg) = g(rg, 0p). On pose F = f o g. Calculer

oF dF
E (r(}’ 90): E,‘_B_ (rﬂs Bﬂ)

i Fi] 0
en fonction de 1y, 6, 3-';2 (X0 Yo)s a—‘;(xo, Yao)s
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puis calculer

'?:{( Xgs }’o) (xo: .Vo)

) oF oF
en fonction de - (ro, 60), ) (ro» 6p),  roetfy.

20 Soit h = (hy, hy, h3) la fonction de RE x [0,2 n[ x 0, n[ dans R?
définie par

h(r, 8, @) = (rsin ¢ cos 8, r sin ¢ sin 6, r cos ¢) .

Soient (rg, B0, ¢o) un élément de RY x [0,2x[ x JO, n[ et k une fonction
de R?® dans R différentiable au point (xo, Yo, Zo) = h(rg, Bo, @) On pose
G = k o h. Calculer

oG oG oG
"a; (rOa 60’ QOO)S @ (rO; 90: ‘Po)s % (rﬂs 90: Q’O)

; 0 ok ok
en fonction de 1o, 8¢, @, 3 (x0> Yo Zo)» 2y (*0» Yo» Z0)s 2z (xo0» ¥os 2Z0) -

Puis calculer

6k ok
(xO’ Yo» ZD)! a (xo: Yoo ZO)’ oz (xﬂh Yo 20)

. oG oG oG
en fonction de 1o, o, @0, 5 (70, B0, ©0) - 20 (ro> Bo» ¥0), Er (ro, b0, ®o) -

Solution 10 Nous avons (cf. exercice 2.14)

oF 3} . 3
& (ro, Bp) = EJ{&“ cos By, rq sin ) -é%—’ (ro, 8p) +
) . 0,
+ & (70 005 8, o sin 60) 2 (1o 00)

= cos B, g(ru cos B, ro sin 0y) + sin 8, g(ro cos g, ro sin 6g) (1)
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de méme

oF

20 (ro, 6g) = — rosin -af‘}{(ar0 cos B, rp sin Bg) +

+ rg cos I%: (ro cos By, rosin ). (2)

Multiplions I'égalité (1) par ro cos 8, et I’égalité (2) par — sin 6, en ajoutant
membre 2 membre nous obtenons

oF . oF 3) 3
g COS 99 '—a—,: (ro, 90) — sin BO 'a—ﬂ (rn, 80) =Ty ‘E“x[(fo cOos 00, rg Sim 90)
d’otr

of
ox

(ro €08 B, 16 sin B) = cos 8 ‘%F; oy Bi) =

sin 8, 0F
o 20 (7o, 6o) -

Nous obtenons de méme
af . g oF cos B, oF
'é; (ro cos B, ro sin Bp) = sin 6, F (ro, B0) + —;9 0 (rg, 0g) -
20 Nous avons

oG ok coh
'é;(rﬂv BOI 9’0) = 5; (xl}! Yo zl]) EI' (rl:h gl}l q"’O) +

ok oh ok oh
+ (‘_a;, (X0s Yos Zo) ‘af (ros 0o, Po) + ;3; (*0» Yo» Zo) E’é (ros B0y @)
d’ou

oG . ok
ar (ro, Bo, ®o) = sin @, cos Oy = (x0s Yos 20) +
+ sin ¢ sin 6 _Bic (x z,) + cos a-lf (x
Po 0 gy Xor Yo Zo, Po 5, Xo» Yo» Zg) -
Nous avons de méme
oG . . ok
20 (ro, 0o, o) = — Fo sin @q sin b x (x0» Yo» Z0) +

; ok
+ ro Sin @g cos B, o (x0s Yo Z0)

oG

ok
BE (ros 0o, Po) = T COS P COS 6o o (%0, ¥o» Z0) +

= ok ; ok
+ ro €OS @ sin B ‘a—; (Xgs ¥o» Zo) — ro SIN Qg = (X0 Yo- Zo) -



APPLICATIONS DE R" DANS R’ 57

Par des combinaisons linéaires de ces égalités nous obtenons

sinf, 0G

gg (Xa» Yo» Zo) = €08 b Sin g a_a(;?; (ro, B0 90) = =G o 3 0> o> o)
+ Eq-s-a—omwj—% gg (ro» B0, Po) -
g—;: (X0, Yos Zo) = Sin B, sin @q ?g, (ros B0s ®0) + ;?gﬁ%; %‘% (ro, Bo» o) +
+ iﬂ_@f__si’g 2—:: (7o, Bo; @) -
% (X0» Yos Zo) = €08 @g 6’3—(: (ro: Bos @0) — s_ir_:.:ng g—g(ro, Uos Po) -

2.16 1° Soit f; la fonction réelle définie sur

="y
x4y

D, =R*-{(x,))eR*|x+y=0} par filx,y)=

Calculer en chaque point (x, y) de D,
’fy f, f; 2%
— 5 \X - ey Xy . Ry X, N =
3x2( y) axay( y) ayax( y) ayz( y)
20 Méme question pour la fonction réelle f, définie sur
D,=R} xR par f(x,y)=ylogx.
3o Méme question pour la fonction réelle f; définie sur

Dy =R? par fyx,y) =¢€"cosx.

40 Méme question pour la fonction réelle f, définie sur

D,=R x R* par  fi(x, y) = Arctg f

50 Méme question pour la fonction réelle /5 définie sur

Ds=RxRY par fs(xy)=)".




58 EXERCICES D’ANALYSE

Solution 1o Si (x, y) appartient & D,, on trouve

2f1( "‘4}' : 6.’1 (x. _azfx 2(x—y)
i ( + )3 dx dy dyox (x+y)°*
& (x, ) = 4
T x+y)
20 Si (x, y) appartient a2 D,, on trouve
62}’: fs o*f,
X, E] ] e Xy ===
5 (e y) = ,aa(y) ﬁyé‘x(y)
2
£ —i (x.y) =
oy
30 Si (x, y) appartient a D3, on trouve
*fs . 9. o’f. ;
a;-i(x'y)= “ercosx$ 6 '3_ (xo } a 63 (x, —C,SII'IX
2
%";;(x,y) =e¢'cos x.
40 Si (x, y) appartient & D,. on trouve
2 Z 2 2
s 2xy fa 5 L . et 4
63(& o £}xa( 2 ¥) ( . y) = &+ 2)2
s 2 xy
x, y) =
ay’( y) e
50 Si (x, y) appartient & Ds, on trouve
& x
Bﬁ&uﬁ“@%y)fmh
a fs zfs e Logy xlnsr
ey N = A ) = +3 (Log e
2 2
a{s(x,y) - gL xze"“’".

ay? y y
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217 Soit f'une fonction de R dans R définie, deux fois continiment dérivable sur R.
On suppose que la dérivée seconde f” de f ne s’annule pas. Soit g une
fonction de R? dans R admettant en chaque point de R? des dérivées partielles
d’ordre deux. On suppose que g est harmonique, autrement dit que pour
chaque élément (x, y) de R on a

a’g ﬁzg

— N+ =0y =0.

sz( y) o (x, ¥
Démontrer que la fonction F = fo g est harmonique si et seulement si la
fonction g est une fonction constante.

Solution  En chaque point (x, y) de R? nous avons

L xn) = 1 Tat N E (5 )

et
d
5 () = £'[85 9] 2 (5, )
d’ou
aZJ‘F - ag 2 " 623
b;z (xl )’) = f [g(xs .V)] (ax (x! y)) + .f (g{xv y)) axz {x’ }’)
et

2 2 2
j? (x 9) = f"[g(x, »)] (38 (x, y)) +1'(g(x, »)) : £ 9).
y oy dy
Comme g est harmonique on a

TE by & g (x ¥) = /"[g(x, »)] [(g—i >, y)) K (gf; L y)) 2]'

ax>
La fonction F sera harmonique si et seulement si pour chaque élément (x, y)
de R on a

f(gx, y) [(g}% (x y)) ’ + (g% (% y)) 2] =0.
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Comme f " ne s’annule pas, F sera harmonique si et seulement si pour chaque
élément (x, y) de R on a

(2 0) +(Zen) o

ce qui est équivalent a

g

Si la fonction g est constante, la condition (1) est satisfaite et F est harmo-
nique. Réciproquement supposons la condition (1) satisfaite ; alors comme
dg/ox = 0, pour chaque élément (x, y) de R? on a g(x, y) = a + @(y) ol @ est
un nombre réel et ¢ une application différentiable de R dans R. Nous avons
alors

W o s
;.}.;{x,})—(}’(y)‘—o,

donc ¢ est constante ; par suite la fonction g est constante.

2.18 1o Montrer que la fonction f; définie sur (R*)* par

1

f(xay,2)= A ——
’ \./Jtz-!~_]-'2+z2

est harmonique (¢f. exercice 2.17).
20 Méme question pour la fonction £, définie sur R* x R par

e = Arctg.

30 Méme question pour la fonction réelle f; définie sur (R?)* par
filx y) = Log V" + y*.
40 Méme question pour la fonction réelle f; définie sur R? par
Sa(x,y) =e"cosy.

Solution 1o En chaque point (x, y, z) de (R*)* on a:

?fl (xsysz)= R x afl (x-}’- Z)= p 3
Ox

(x:' + -yz + 2727 @y * + y* + 20"
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af, z
= (x N2 = —5—a 350
32( y:2) G+ 2+ 22
%, y + z* —2x %, P+z2-2y
'''' X% ¥V, 2)= » R (’Q}’,Z s »
6x2( ¥ 3) 2+ y 4z )5’2 ) G+ + 22
é? Py =22
"_% (x, 5, 2) = 2 yz 2,5/2
oz x*+y +z)

donc

& 0 @
e T 00 4TI,
o ax*r oy @

20 En chaque point (x, y) de R* x R, on a

afz - ¥ afz X
x i —— ———— " ——J— N—
Bl iy o G
2 2
fz 2 xy O
BNy O T ey
donc
o | Ofr
A + 22 =0.
f! a 2 ayi

3° En chaque point (x, y) de (R*)* on a

af3 X af! y
s ;i = - o X, —
ax (x y) xz + yZ ay ( y) x2+ yz
0213 y-x &
( y) ( 2+y2)3 az( y) ( z+y2)3
donc
Ify @
= — + — = 0 -
Afs axr 9y’

40 En chaque point (x, y) de R* on a
f"'(x y) = e“cos y g—';;“(x,y) = —e*siny

fs

o —5(x,y)=¢"cosy -ai‘(x,y)— —e“cosy
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donc

2.19 Soit f une fonction de R? dans R admettant des dérivées partielles d’ordre
deux. Soit g la fonction de R, x [0, 2 n[ dans R? définie en posant pour chaque
élément (r, 8) de R, x [0,2 x|

g(r,0) = (rcos 0, rsin0).
On pose F = fo g. Calculer

(g( 6) + —f ! (e, )

en fonction de r, 0 et des dérivées parnclics de F.

Solution  Nous avons vu (¢f. exersice 2.15) que pour chaque élément (r, 6) de

R, x [0,2x
ona
af N oF sin @ &F
s (g(r, 8)) = cos 6 % (r, 0) — % (r, 0)
i) 2 = OF cos 0 OF
T . 0) = sin0 57 0.0+ <=0 000,

Par suite il vient

*f x alof sinfl 0 [of
ey =cos0 2 [ L gron] -7 2| T (g0, 09)] -

il oF sm ] 6F
= COS Ha_r [cos 7] '6?-("’ 0) — ( 9]]
sinfl @ oF sin A (‘JF
—?" '69 [005 B -(3;' (r, G) ; " ( B)]

d’ol1 aprés calcul et simplification

ZSchose BF
=

azf(g(r,ﬂ))—cos a_( 6) + Lo+

sm BﬁF( 6) — Zsmﬁcosﬁ_azi(, 6) + sin Btﬁ?( 0).
r r ar 00
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Un calcul analogue nous donne

2 sin 9_{:05_9 (3F

(g(r. 6)) = sin’ 6 ~( g) = 2 ( 0) +
cos?8 oF 2'sin 6 cos 6 &’F cos 6 &*F
+ e ———0 ——- Gl 0
r ér o0+ r 6r63( I 6:-20- )

Nous obtenons donc

2 2
o) + | f(g(r,e))— Lo+ 0o+ L 200

2.20 Soit a un nombre réel. On se propose de trouver toutes les fonctions réelles
définies et différentiables sur R? — { (0,0)} telles que I'on ait, pour chaque
élément (x, y) de R — {(0,0)}

of

a SIS
xa—J{(x,y)+yéj;{x,y)=ﬂ~/x2+y’- ()]

Soient f une fonction vérifiant la condition (1) et g la fonction de R: x [0, 2]
dans R? définie en posant pour chaque élément (r, 6) de RY x [0, 2 x|
g(r, 0) = (rcos 0, rsin 6) .

Posons F = fo g. Montrer que pour chaque élément (r, 6) de R x [0, 2 [
on a

F(r, 6) = ar + ¢(6)

ol ¢ est une fonction différentiable de [0, 2 n[ dans R. En déduire tout&c les
solutions du probléme.

Solution  Nous savons (cf. exercice 2. 15) que pour chaque élément (r, 6) de R: x[0,27)

a oF sin  0F
------ (rcos 0, rsinf) = cosﬂa (r,0) — —% (r,0)

i(rcosﬂ rsme)-wsmB (r,9)+ (:93{3 ?ag(r,ﬁ).
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L’égalité (1) devient donc

oF sin @ oF
I‘COSG[COS Géi‘ (l", 9) e T 58' (r, 9}] +
: . . OF cos 0 éF
+ rsin B[sm 2] g (r,0) + ~— (r, 0)] = ar

d’oli aprés simplification
oF
rar (r, 0) = ar

et comme r # 0

oF
3?(1‘,9)—0-

1l en résulte que pour chaque élément (r, 0) de R x [0,2n[ on a
F(r, 0) = ar + o(0)

ol ¢ est une fonction réelle définie et différentiable sur [0, 2 z[. Par suite
pour chaque élément (x, y) de R* — {(0,0)} on a

f(x.3) =aVx* +y* + ¥(x,)

ol y est une fonction différentiable de R* — { (0,0)} dans R telle que Yo g
ne dépende que de 0.

Montrons maintenant que les fonctions / ainsi définies sont les solutions
du probléeme.

Si f est une application de R* — { (0, 0)} dans R définie pour chaque élé-
ment (x, y) de R? — {(0,0)} par

F(x,3) = avx® + 32 + Y(x, y)

ol ¥ est une application différentiable de R* — {(0,0)} dans R telle que
Y o g ne dépende que de 0, alors on a en chaque point (x, y) de R? —~ { (0, 0)}

of ax ay of ay Y

N = et (5 y), (X)) = — + ¥ . y)
ox x4yt x dy vx*+y* oy
de plussix =rcosfety=rsinf,ona
(44 o —sinf &Yog)
ax (rcos0, rsinf) = — g (r, 0)
oy in ) = 00 W og)
By (rcos @, rsin0) = = (r, 0)
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donc

f(x y)+y f(xsy)‘—ax +—ay—"‘a\fx +y
* ox ay Vx? + y?

d’oll notre assertion.

2.21 19 Soit fla fonction de R? dans R définie par
2
fGey) = x+y six# —y
et f(x,y) = 0si x = — y. Calculer
&f 32f

En déduire que 'une au moins des dérivées partielles

o’f ot f
dx dy dy 0x

n'est pas continue au point (0, 0).
20 Soit g la fonction de R? dans R définie par

= in T (X +Y .
g(x-y)uxysmz(x_y) pour x # )

et g(x,y) = 0 si x = y. Démontrer que la fonction g est différentiable au
point (0, 0). Calculer

az al

dy ox Oy = ax dy s
En déduire que I'une au moins des dérivées partielles
g g

dyox & xoy

n’est pas continue au point (0, 0).

Solution 1° En chaque point (x, y) de R? tel que x # — y nous avons

af »? of

2 yx* + xy*
( y) = il

Gt 370 gig

CaLvo. — Exercices d’analyse 1¢% cycle, 2¢ année el Spéciales MM* 3
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Par ailleurs
of .Y ol
donc
*f .1 o
o*f .y
Comme
3 &
—~—ay 5 (0,0) # 0 (0,0),
az f 32 f

'une au moins des dérivées partielles am,a—;a— n'est pas continue au

point (0, 0) (¢f. C. E., Ch. 2, § VII, n° 45). I

20 Nous allons démontrer que g(x,y) = o(\/ x?* + y*) ce qui démontrera
que la fonction g est différentiable au point (0, 0) et que sa différentielle est
nulle en ce point. Nous avons en chaque point (x, y) de R?

g ] <lxpl  dod A< =——
I l ¥ o

Nous avons vu (cf. exercice 2.8) que [ xy | < x? + y* donc

0< 188N o i

Vx? + y?
Mais o
lim Vx*+)y*=0
(x,3)~(0,0)
donc

im  18ED]
x3~0.0) \/x2 + y*
ce qui démontre que
g(x,») = o/x* + ).
En chaque point (x, y) de R? tel que x # y, nous avons

2
a_g(x’y)=ysin{[(xi-£)—- nxy —zcosf(x__"' y)
ax zx-y (x,_y) 2x-y



APPLICATIONS DE R" DANS R? 67

et
2
B )= wsin? (F1Y) 4 Y o, T(EHY)
oy 2\x—-y/ (x—)) 2\x—y
de plus
og _og o
a—x(O,O)—-é;(O,O)—O
donc
g . 1 og
—=0,0)=1m - 2(0,y)= —1
3x3y( ) ,_.oyax( )
et
g

. 1 o¢g .
By ox (0,0)—11_13'33 = 5;(3:,0)— | &

Ceci montre comme précédemment que I'une au moins des dérivées partielles
p pa

...ig_ ..éfg._. 3 t' 1 0,0
3y ox * 3x dy n’est pas continue au point (0, 0).

2.22

Soient #, o, a, b quatre nombres réels tels que & > 0 et @ < b. Soit f une
fonction réelle définie sur Jt, — o, £, + o[ % [@, b] qui admet en chaque

point (¢, x) une dérivée partielle g—{(!, x). On suppose que pour chaque élé-

ment ¢t de Jt, — o, t, + af la fonction f, définie sur [a, b] par fi(x) = f(t, x)
est intégrable sur [a, b]. Pour chaque élément ¢ de Jt, — o, 1, + [, on pose

b
o) = | 10,3 ax.

Démontrer que si pour tout nombre réel ¢ strictement positif, il existe un
nombre réel 5 strictement positif tel que pour tout élément ¢ de Jt, — 1, o + n
et tout élément x de [a, b] on ait

' of of

5;('3,3‘)—3}(‘0,1) =B,

alors la fonction ¢ est dérivable au point 7, et on a

b
o) = | Lt yax.
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Nous allons démontrer que pour tout nombre réel /4 tel que 0 < h <«
nous avons

b
otto + 1) = olt)) — h | T 10, %) ax = olh)
soit encore que
b B b
[ 160+ m9ax— [ s000ax 1 [ L0 ax = ot

ou que

J: [J(to + h, x) — fitg, x) —~ hg(t(,x)]dx = o(h) .

Pour cela il suffit de démontrer que

Iim % L [f(t,_, + h, x) — f(te, x) — hg{(to, x)] dx=0.

h-+0

En chaque point x de [a, b], appliquons le théoréme des accroissements finis
a la fonction f, définie sur Jt; — a, ty + af par fi(t) = f(1, X) ; nous savons
qu'il existe un nombre réel 0, tel que 0 < 0, < 1 et tel que

Slto + h,x) — f(tg, x) = h g{(to + 0, h,x).

Par suite

% _[: [f(l‘o + h, x) — f(to, x) — h g‘{(fo’ x)] a5 o=
= :‘ I: h [g{(!o + 0, h,x) — g{('o- x)] dx

- r [g{ (to + 0, b, %) — ‘;’: (to, x)] dx.

Or pour chaque élément x de [a, b], on a
b
‘- [a;f{tﬂ + Gx h! x) s %{(!lﬂv x)] dx

ot
b
<

Soit £ un nombre réel strictement positif, d’aprés [’hypothése faite sur g{(l, x),

<

g d
};{('o + 0, h, x) — 3{(10, x) [ dx
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il existe un nombre réel 5 strictement positif tel que pour tout élément ¢ de
lto — n, to + n[ et tout élément x de [a, ] nous ayons

o
dt
Alors si | h| < 5, nous avons | 0, h| < i d’ol

< _*
b—a’

63 ~ 2 (1, %)

of of _E
3¢ (fo + O by x) — = (to, X) | < ——
pour tout élément x de [a, b] ; par suite
"lof af &
L é}(to+ﬂ,h,x)—-5;(to,x) dx<(b-a)b_a—t:.

Ainsi pour tout nombre réel strictement positif, il existe un nombre réel n
strictement positif tel que pour tout nombre réel /s vérifiant | 2| < 5, nous

ayons
f

. r [f(ro +hx) = flto, %)~ b2 (1 x)] dx

| h

ce qui démontre que

<&

b
[ [0 + 1) = stt0: 0 = 1Y 0, ] 0t = ot
d’oll

70 = | Lo 3.

2.23 Soit fla fonction de R? dans R définie par
SO p) =x* 4+ y* — 2x — ).
Déterminer les extremums de f.

Solution  En chaque point (x, y) de R? nous avons

6f - 3 3f o 3

BN =4X —dx—y) et () =4y +4x—))

donc la fonction f est différentiable sur R?, par suite en tout point (x, y) ou
S admet un extremum nous avons

Fxyy=0 e g(x,y)= 0.



70

EXERCICES D’ANALYSE
Déterminons tous les points (x, y) de R? possédant cette propriété. Le couple
(x, y) doit vérifier les relations
X=x—-y e yP=-x-y.
Un calcul simple donne trois valeurs possibles pour le couple (x, y) a savoir
(3, ¥1) = 0,0),(xz, ¥2) = (= V2,3/2), (x5, ¥3) = V2, = V/2).

Etudions si f admet un extremum au point (0, 0). En chaque point (x, y)
de RZ, nous avons

2 2
Hen=r2e-a =12y

=
aZf a!f
gm(x,y)=m;(hy}—4-
D’ou
2 2 2 2
o0=-24"L00=-47 00=27 ©0-4.
ax ady ox dy dy ox

Par suite si A et k sont voisins de 0, f(h, k) — f(0, 0) est du signe de I’expres-
sion —4h* + 8hk — 4k* = — 4(h + k)®. Cette expression est négative,
donc la fonction f admet un maximum au point (0, 0).

Au point (x5, y;) = (— \/2, \/2) nous avons

a*f 5 o B = EY = =
=b L M), L = e —
(- V2 V2) = 20, oyt ¢ V242 =20, = V2,2

= éi—zgx(— ﬁ, J2) =4,
Par suite si & et k sont voisins de 0, f(x; + h, y; + k) — f(x3,¥;) est du
signe de I'expression 20 A% + 8 hk + 20 k*. Mais
204 + 8hk + 20k* = 45 h* + 2hk + 5K%)
et il est simple de vérifier que pour tout couple (h, k) de R?
Sh* +2hk + 5Kk > 0.

En effet, si i = 0, l'inégalité est vraie et si & # 0, on pose A = k/h et comme
le trindme 5% + 21 + 5 est toujours positif, nous avons P'inégalité précé-
dente. La fonction f admet donc un minimum au point (X,, y,)-

Par les mémes calculs, on démontre aussi que la fonction f admet un mini-
mum au point (Xa, y3)-
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2.24

Soient ¢ et y deux fonctions réelles, définies et continues au voisinage res-
pectivement des nombres réels x, et y,. Soit g une fonction réelle définie sur
un voisinage du point (@(x,), ¥(3,)) de R?, et admettant un extremum en ce
point. Soit f'la fonction réelle définie sur un voisinage de (x;, yo) par

f(x,9) = g(e(x), Y1) -
Démontrer que la fonction f admet un extremum au point (x5, yo)-

APPLICATION. Démontrer que la fonction réelle f, définie sur R? par
[0, y) = x>+ (3° — y)* admet un minimum au point (0, 0). Déterminer
les autres extremums de cette fonction.

Solution

Nous allons utiliser dans cet exercice la norme de R? définie par

| o) =suw(ullvl).

Supposons que la fonction g admette un maximum M au point (@(xo), Y(»o))
alors il existe un nombre réel p strictement positif tel que pour tout élément
(u, v) de R? vérifiant || (v — @(xo), v — ¥(»o)) | < p, nous-ayons gy, v) < M.
La fonction ¢ (resp. i) étant continue au point x; (resp y,), il existe un nom-
bre réel o, (resp a,) strictement positif tel que pour tout nombre réel x (resp y)
vérifiant | x — x, | < &, (resp | y — yo | < @,), nous ayons

[ 0(x) — @(x0) | < p (resp | Y(») — ¥(¥o) | < p).

Posons & = inf (,, o,), alors pour tout élément (x, y) de R? vérifiant

| & =%y = yo) | <2,
nous avons | x — xp | <oy €t |y — yo| < o donc '(u’(x)—go{xo)] < pet

| () — ¥(yo) | < p soit
| (@) — o(xo) ¥(») — ¥yo)) | < p

d’olr g(ep(x), ¥(»)) < M, ce qui démontre que la fonction f admet un maxi-
mum au point (X, ¥p). Nous démontrerions de méme que si g admet un
minimum au point (¢(x,), ¥(),)) alors la fonction f admet un minimum au

pOil'It {xm J’o)-

APPLICATION. Posons ¢(x) =x, ¢()) =y° —y et g, v) =u* + 1%,
alors f'(x, y) = g( @(x), ¥(»)). Les fonctions ¢ et  sont continues au point 0
Comme pour tout élément (u, v) de R? on a g(u, v) = 0 et g(0, 0) = 0, la fonc-
tion g admet un minimum au point (0, 0). D’aprés ce qui précéde la fonction f
admet donc un minimum au point (0, 0).

Cherchons les autres extremums de la fonction f. Puisque la fonction f est
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différentiable sur R?, les seuls points (x, y) de R? ol f peut admettre un extre-
mum doivent vérifier les conditions

d d
TN =Z@n=o.

En chaque point (x, y) de R?, nous avons

d i)
Ton =25 Zen=-20-00"-».

Nous avons donc

Ton=ZLen=-o

aux points (0,0),(0 1),(0, fr_;-),(o, ) et (0 —1) de R.

'
En chaque point (x, ) de R? nous avons
o f af
=% — 2) — X,
axl( ) P ( ») 2y ( y) =
et

alf 27..2 2 2
i (0) = 1207 - 1) +205" - 1)

Par suite
6’f a*f
—=—(0,0) = —=(0,0)=2,
axz( ) ay’( )

et /admet un minimum au point (0, 0) comme nous I'avons déja vu.
Etudions f au voisinage du point (0, l/\/s). Nous savons que

f(h, \/13 + k) N f({l. \;i)

est du méme signe que ’expression

o 0w 2.7 (o g+ o

11 suffit donc, au voisinage du point (0, 1 /\/5), d’étudier le signe de la forme

2

Js)

quadratique g définie par g(h, k) = 2 h* — g k?. Cette forme n’a pas un signe

constant au voisinage de (0, 0), donc la fonction f n’admet pas d’extremum au
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point (0, 1/3/3). On démontre de méme qu'elle n’admet pas d’extremum au
point (0, — l}'\/3).

Etudions fau voisinage du point (0, 1). Nous savonsque f (h, 1 + k) — £ (0, 1)
est du méme signe que I’expression

2 2 2

-{(0, 1) + Z-B'f 0, 1) hk + a{(ﬂ, 1) k2.
ax ax dy ay

Au voisinage du point (0, 1), nous devons donc étudier la forme quadratique g’

définie par g'(h, k) = 2h* + 8 k*. Cette forme quadratique est toujours

positive donc la fonction fadmet un minimum au point (0, 1). Nous démontre-

rions de méme que f admet un minimum au point (0, — 1).

2.25

Soit f1a fonction de R* dans R définie par
xZ
f(x,y,z)=5+xyz —-z+y.

Déterminer les extremums de f.

Solution

La fonction f est différentiable sur R?, par suite en tout point (x, y, z) de R?
olt fadmet un extremum, nous devons avoir

of _ _9 _
_x'(x’y’z) o _“;(x’y:z) = az(x!y!z) =0.
Cherchons tous les points de R? vérifiant ces relations. En un tel point on a
of
a;(x,y,z)—x'l'}’z—o (l)
of
éi(x,y,z)—xz+1—0 (2)
of
Ez—(x.y,z)—xy-—‘ =0. (3
Les relations (2) et (3) nous donnent x # O et y = — zdol x — y* =0et

— xy + 1 = 0. On en déduit que x = y* et x» = 1, d’ott y* = 1. Par suite
le seul point (x, y, z) de R? o les trois dérivées partielles premiéres sont nulles
est le point (1, 1, — 1). Calculons les dérivées »sartielles secondes de f. En
chaque point (x, y, z) de R® nous avons

a*f ax

ﬂ(x z) =1 ——(x,5.2)=0 2 (*%52)=0
axz ’y’ » ayz 'y’ s : azz 3 ] L
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(')2f azf azf " aZf

ax dy (x, »,2) = 3y Ox (2= Z’a_J;BE x,y,2)= 3z 3y (x,y,2)=x,
o o*f

o A=y EnD=y.

Au voisinage du point (0, 0, 0) la différence
fA+al+b—-1+0—f1,1 -1

aura le méme signe que I'expression

2 2 2
9T 1,1, - na? +§;{(l, 1, — 1) b +;g(1, L, -1+

5;5
2 22 2 ’
+26—Jf%(1, 1, — 1)ab+25}%2(1, 1, — I)bc+2§:i-a{;(l, 1, — Deca.

1l suffit donc d’étudier au voisinage du point (0, 0, 0) la forme quadratique
qui a (a, b, c) fait correspondre a® — 2ab + 2 bc + 2 ca. Décomposons
cette forme quadratique. Nous obtenons ;

a —2ab + 2bc + 2ca=a* + 2a(c — b) + 2bc
=(@+c—b?—(c—bP+2bc
=(@+c—b*—b -+ 4bc
=@+c—b>—-b-2*+3c2.

Cette forme quadratique n’a pas un signe constant au voisinage de (0, 0, 0)
donc la fonction f n’admet pas d’extremum au point (1, 1, — 1).

2.26 1° Soit fla fonction réelle définie sur

Xy
x+y°

Rz—{(x,y)ER2|x+y=0} par  f(x,y) =

Démontrer que cette fonction est homogéne ; quel est son degré ? En chaque
point (x, y) de R?> — { (x, ) e R? | x + y = 0} calculer

X5 ) + 7 L 9)

et
2 2

x* -Ej—f(x, y) + 2 xy _9F

0x

62
a3 ) +y2 0T

& P (x, »)

en fonction de f(x, y).
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20 Plus généralement soit g une fonction réelle définie sur une partie D de R”",
homogéne de degré p — 1 ol p est un entier supérieur ou égal & 1. Démontrer
que si g admet des dérivées partielles d’ordre p continues, on a la relation

n n . n 6pg

I R T S s
=1 Bz=1 ip=1 * 0%y, 0%;, ... OX;,

=0.

Solution 12 Pour chaque nombre réel non nul « et chaque élément (x, y) de
R? —{(x,)eR?*|x +y =0}

nous avons f(ox, ay) = of (x, y) par suite la fonction f est homogéne de
degré 1. 1l résulte donc du théoréme d’Euler (¢f. C. E., Ch. 2, § X, n° 56) que
pour chaque élément (x, y) de R> — { (x,»)eR*|x + y =0} ona

i) 7
Xé;f(x,y)*'ya—;{(xsy):f(xay)

Calculons les dérivées partielles secondes de f. En chaque point (x, y) du
domaine de définition de fon a

o e i f X’
BB B B
o B Zy ’f B _’f_ _ _2xy
ox? (x, ») ), ax dy (x, ) ik (x, ») _(x + ) ,
2 = 2
an( n= =

(x+ y)°
Nous retrouvons la relation

X6 0) + ¥ 1 (0) =[x V).

De plus nous avons
62_[ 62}'
53
56+ 2x
y ¥y oxd

2
() +y é}—{(x,y) =0.
y dy

20 Puisque la fonction g est homogéne de degré p — 1, nous avons pour
tout nombre réel non nul « et tout élément (x4, ..., x,) de D

gaxy, -y X,) = P71 g(Xyy ey X, )
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La fonction g admettant des dérivées partielles d’ordre p continues nous
allons dériver p fois par rapport a « la relation (1) et plus précisément nous
allons établir par récurrence la formule

n n ak
2 Z Xiy e X, 5;1——&5— (axy, ..., 0x,) =

=@-DP-2. - gxy, Xz ). ()
En dérivant par rapport a « la relation (1) nous obtenons

5 . (ax,. %) = (p = 1) o % glxyy e %) -

i1=1

La relation (2) est donc vraie pour k = 1. Supposons-la établie pour I’entier k,
alors nous avons

n n ak
B e gy (P —es)

=@-D...(0— """ glxy, .oy x,)
Dérivons cette relation par rapport a o, nous obtenons
n n n ak-ll
2 Zl Xiy o x.( ¥ Y m'mh(ﬂu - ﬂlx..)) =

=1 = ke =

=p-DP-2..0 - —-k— D" 2gx,,..,x).

Mais

(00X ey QX)) = g
0%y, ,, 0%, ... OX, ! ” 0x;, ... 0%, 0%y 4,

car les dérivées partielles d’ordre k + 1 sont continues. Nous obtenons donc

g

Z . Z ! Z x;. aes x;k Xig ot 3xh — 6xik axh*l (ax;, vesy a.x,,) =

=== -k- D" 2 gx,, ..., x,)

et la formule (2) est établie par récurrence. Pour k& = p, le second membre
de cette formule est nul. Dans le premier, en posant a = 1, nous obtenons le
résuitat cherché c’est-a-dire

n aj’g
z Kipove X x;, . s, ox,,

ip=1

=0.

IIM:
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2.21 Soit F une fonction de R® dans R? définie par
F, y,2) = (f(x9 ¥, 2), 8(x, ¥, Z))
ol f et g sont des fonctions différentiables de R® dans R. Soit (xo, Yo, Zo) un
point de R? tel que F(x, Yo, o) = (0, 0). On suppose que le déterminant
) 2
B%(xl]’ Yo, zl]) 'alz— (x{)s Yo, ZO)
7 )
a_i (xo0» Yos Zo) 6_§ (%05 Yos Zo)
est non nul.
1° Démontrer qu’il existe un voisinage ¥(x,) de x, et deux fonctions réelles
@ et § définies et dérivables sur V(xo), telles que @(xp) = yo, Y(xo) = yo et
F(x, (x), ¥(x)) = O pour tout élément x de ¥(xo).
20 Calculer ¢’(x) et Y'(x) en fonction des dérivées partielles de F pour tout
élément x de V(xg).
Solution 10 Les hypothéses du théoréme des fonctions implicites (¢/. C. E., Ch. 2,

§ XI, n° 59) sont satisfaites au point (xo, Yo, Zo)» donc il existe un voisinage
V(x,) de x, et des fonctions ¢ et  vérifiant les conditions de I'énoncé.

20 Nous avons pour tout élément x de V(x;)
S @G y()) =0 et glx ox),¥(x)=0.

Dérivons par rapport 2 x, les deux membres de chacune de ces égalités. Nous
obtenons en posant (¢(x), ¥(x)) = (¥, 2),

of - . "
ax(xs Y!Z) + q’(x)ay(xl le) + w(x)az(x! Y,Z) =0

% '(x) 28 0% =i
BELD+ M5 (612 + V) 5 (6 1.2) = 0.

Nous devons donc résoudre le systéme suivant en ¢@'(x), ¥'(x) :

{ 3} g
)ﬂn%mxa+wn%mxa=—émna

¢ L (12 + VO L 1.2 = - X D).
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Nous savons d’aprés le théoréme des fonctions implicites que pour tout élé-
ment x de V(x,), le déterminant

T xoev0) L (. 00, vx)

% (%, @(x), ¥(x)) %ﬁ (x, (x), ¥(x))

est non nul. Le systéme précédent admet donc une solution unique

LernEera-LervaZers

)= —
W(Ya@(ra q(ya?@Ya

TeroEurn-ZanaEero

q(raktva-”(raaafa'

V) =2

2.28 Soit F la fonction de R® dans R? définie par
F,9,2)=(x* -y + 22 -~ L,xyz — 1).
1° Calculer en chaque point (x, y, z) de R® la matrice jacobienne de la
fonction F. Soit (xo, yo, Zo) un élément de R? tel que F(x,, Yo, o) = (0, 0),

démontrer qu'il existe une fonction ¢ (resp ) définie sur un voisinage V(x,)
(resp W(z,)) de x, (resp z,), & valeurs dans R?, telle que

@(x0) = (Vo» 2o) (resp ¥(zo) = (o, ¥o))
et telle que pour tout élément x de ¥V(x,) (resp z de W(z,)), on ait
F(x, (x)) = (0, 0) (resp F(Y(2), 2) = (0, 0)).
20 Expliciter les fonctions ¢ et .

Solution 1° Pour chaque élément (x, y, z) de R?, posons
Fiooy,2)=x*—=y" 422 -1 e F(,p2)=xyz—1.
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La matrice jacobienne de F au point (x, y, z) de R® est

oF, oFy oF,
ol OB ) 3y 32 29,2

J(F) (x, y, 2) =

oF, oF, oF ;

.E.(x’ ¥, Z) By (x1 ¥ z) aT(x! ¥, Z)
B ('2 x —2y 2 z)
T \yz zx xyl°

Comme F(xq, Yo, Zo) = (0, 0) nous avons xp yg zo = 1 d’oll xo # 0, yo # 0
et zo # 0, par suite au point (xg, Yo, Zo) le jacobien

oF oF
DF o 'ﬂ—yl (X0 ¥os Zo) -6_21 (Xo0s Yos Zo)
T o Ko Yo Z0) =

oF
—a'};z‘ (%05 Y05 Zo) P (x5 Yo» Z0)

-2y, 2X% 2 2
= =—2x + z
Bk Lails o(yo + 20)

est non nul. D’aprés le théoréme des fonctions implicites (¢f. C. E., Ch. 2,
§ X1, n° 59), il existe un voisinage V(x,) de x, et une fonction ¢ de V(x,)
dans R? tels que @(xo) = (¥o» Zo) €t tels que pour tout élément x de V(x,)
nous ayons F(x, ¢(x)) = (0, 0). Le jacobien

oF oF
DF E:' (%0» Yo» Z0) —é;,l (Xo» Yos Zo)
-D('ic_ ) (X0s Yos Z0) =
. ?ﬁ (x z ) ..aﬁ (x z )
ox Yo Yos Z0 dy 0 Yos Z0
2 xo — 2 yn
Yo Zo Zg Xo

est non nul donc d’aprés le théoréme des fonctions implicites, il existe un
voisinage W(z,) de z, et une fonction § de W(z,) dans R? tels que

V(zo) = (xo» Yo)
et tels que pour tout élément z de W(z,) nous ayons F(¥(z), z) = 0.

20 Soit x un élément de ¥(x,), nous avons alors F(x, ¢(x)) = 0 soit en posant
@(x) = (0109, 92(0)), x* = (0:(0) + (02(x))* =1 et xs(x) @x(x) =1
donc x est non nul, @,(x) @,(x) = 1/x et (¢,(x))* — (qcv,(x)‘gi2 =1-x%La
premiére relation entraine (¢,(x))?* (¢2(x))> = 1/x% donc — (@i(x))* et
(¢2(x))? sont deux nombres réels racines de I’équation du second degré

= 2 z4(x3 + ¥5)

uz—(l—xz)u—-!z—=0
x
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d’olr

23) = Vi - > + §4/x’) - -

gin = V=T + @ + 0 =5

On peut supposer ¥(x,) connexe. D’aprés ce qui a été vu plus haut ¥(x,) ne
contient pas 0, donc x garde un signe constant en parcourant ¥(x).

Si xq > 0, pour chaque élément x de ¥F(x,) on a
?1(x) 2(x) > 0

douc on obtient les solutions

AV = 2 + @) - - X

q’l(x) =l ﬁ
NV = 2 + @) + (1 — x?)
Y
ool = o NIEEEL
avec e=loueg= —1.

Si x, < 0, on obtient les solutions

N = 2P & @) - — =)

Q1(x) = ¢ ﬁ
Vo o P
oy = — o NV = ZTTEE.
avece=1oue= — 1.

Posons y/(z) = ?;'/,(z), ¥2(z)) pour chaque élément z de W(z,). En écrivant
que F(y(2), z; 0, 0) pour tout élément z de W(z;) on voit que ¥, et y,
vérifient les mémes équations que ¢,, @, donc en supposant W(z,) connexe,
on obtient

NV = 2 + @) - (1 — 2D
NG

. «/:/(1 -2 + @)+ (0 - 2D
Yaz) = e~ 72 -

Yi(z) = ¢
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avece =loue= —1,sizy > 0Oet
4y = s AT = PP~ = &
' V2
____ 232 2 e
g = = N VA= PP 102

avece=loue= — 1,siz, <O.
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CALCUL DIFFERENTIEL
EXTERIEUR

3.1

Soient E un espace vectoriel de dimension n sur le corps R, p un entier
naturel tel que 0 < p < n et fj, ..., f, des formes linéaires sur E. Montrer
que ces formes sont linéairement dépendantes si et seulement si

HinfanAf,=0.

Solution

Supposons que la famille (f}); <i<, Soit une famille liée. Alors, I'une des
formes linéaires s’écrit sous forme cf’une combinaison linéaire des autres ;
supposons que ce soit f, ; en ce cas il existe des nombres réels 4y, ..., 4,-,
tels que

r—=1

5= 2 k-
Par suite on a
LA A= '.J; iy A Afper A S

Comme f; est de degré 1, on a f; A f; = 0 pour 1 < i < p et par suite
Sinem AN Koy R=10;
d’oi le résultat.
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Réciproquement supposons que f; A == A f, = 0. Si (&, ...,&,) est une
base de E*, on peut écrire pour 1 < i< p,

n
_ﬁ = Z a,_,-sj.
i=1

Comme f; A Af,=0, on a aussi fy A" Af, Aeuqy A AE =0
Or (¢f. C. E, Ch. 3, § I, n° 65)

(DI (3 0 """ 0
a, e 0 :
fIA"'AprBP.,.IA"'AB,,=a - 1 .
1,p+1 Pp+1 :
. G 1 .
2 .0
Ay,n Qs 0 1
Ayq cvvvee ap.1
= = 0 -
Ay.p Qp.p

Mais on sait que si le déterminant des p premiéres coordonnées de p vecteurs
est nul, alors ces vecteurs sont linéairement dépendants (¢f. Q, Ch. 9, § II,
ne 174).

3.2 Soient E un espace vectoriel de dimension n sur R, et p un entier tel que
0 < p < n. Soient f;, ..., f, des formes linéaires sur E indépendantes et g, ..., &,
des formes linéaires sur E telles que

P
‘lef:Agﬁo-

Montrer qu’il existe des nombres réels A;; (1 <i<p, 1 <j < p) tels que
pour 1 < i < p on ait

g =

=

) Ay f;

F

et A; = Aypour I <i<petl<j

A

p-
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Les formes f,, ..., f, étant indépendantes, il existe des formes linéaires
Jo+1> s Ju telles que la famille (fy, ..., f;» fp41s --n fp) SOIt une base de E*.
Alors il existe des nombres réels 4;; (I <i<p, | <j < n) tels que pour
I €£i<ponait

n
B = Z Aufj-
i=1

En tenant compte du fait que

fing= Jz__:l A;finf;= _.;: A fi A f;

la condition de Pénoncé devient

0= izilfl Ag= _i il Afi AT

j#i

= Y “@y-Ainfi+ Y Afing;.
1€isj<p 1<i<p
ptrl<j<n
On sait (¢f. C. E., Ch. 3, § I, n° 65) que la famille (f; A f}); <i<;<n €st une base
de I'espace des formes bilinéaires, antisymétriques. Cette famille est donc
libre et de la relation précédente on déduit que

Ay=A, pour 1<i<p, 1<j<p, i#]j
Ai;=0 pour I<i<p, p+l<j<n

et que les formes g; (1 < i < p) s’écrivent bien sous la forme indiquée dans
I’énoncé.

3.3

Soient @ une forme multilinéaire antisymétrique sur un espace vectoriel réel
et r un entier strictement positif. Nous noterons o' le produit extérieur

o AwA-- A (rfois).

1° Montrer que si le degré de w est impair, alors w? = 0.

2° On suppose que w = & A f§ ol o est une forme multilinéaire de degré
impair et f une forme multilinéaire quelconque. Montrer que w? = 0.

30 Calculer le carré de la forme dx, A dx, + dx; A dx, sur R%.

4° Soient A une forme linéaire, p une forme multilinéaire de degré pair,
v une forme multilinéaire et p un entier naturel. Calculer (1 + 4 A y)°.

50 Soient k un entier strictement positif, a,, ..., &,, des formes linéaires et
Wy =0 AOy + 03 Aoy + "+ 0 g A Oy
Calculer (w,)* et (w)***.
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Solution

1° Soit p le degré de w. On a
=oArw=(—1)o0Ao.

Comme p est impair, (— 1)7* = — | et
DAD=—0A®
d’olt w? = 0.
20 Soient p le degré de « et ¢ le degré de f. On a
W =ovArv=arfrarB=(—1D"BArarnanp.
Mais on sait que & A a = 0, par suite w? = 0.
32 Ona
(dxl Adx2+dX3AdX4)z=
=dx; Adx; Adxy Adx, +dxy Adx, Adxg Adxg +
+dx3Adx4Ad.x1Adx2+dx3Adx4Adx3 J\dx4
=2dxl)‘\dxza‘\dx3.ﬂdx4

car
(dxl A de)z o 0, (dx3 A d-x‘)z = 0
et
(dx3 A dxg) A (dx; A dxy) = (— 1)*dx; A dx, A dx;y A dx,.

4° Remarquons que la forme multilinéaire de degré pair u commute par
rapport au produit extérieur avec n’importe quelle forme multilinéaire. Comme
le produit extérieur est distributif par rapport a I'addition, on peut appliquer
a ce cas particulier la formule du bindme. On a

P
+ing) =3 CGur@ai™.

Mais d’aprés 2° toutes les puissances supérieures a2 2 de A A y sont nulles et
par suite
UWH+AAY = +pP " AAAY.

50 Calculons ()" et (w,)**" par récurrence. Pour k = 1, on a
Wy, =0, Aay e () =0.
Pour k = 2, un calcul analogue a celui de la question 3° montre que
(W) =2a, Aoty Aoy Aoy  etque () =0.
Supposons que pour k < n — [, on ait
@) =EkDa, Aag A Aay et (@) =0.

On a alors w, = w,_y + &y,—y A O3, OU ®,., est une forme de degré 2.
D’aprés la question 4° on obtient

(@,)" = (@p— )" + M@, 3)"™" A Oppy A 03,
O+nin—1Dla;, Aoy A Adgg A Ogu_y A Oz,

nlay A Aay,

imn
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86
et
(@) =nlo, Aay A Aay,=0.
Nous avons donc montré par récurrence que pour tout entier k strictement
positif
@) =kla, A Aay et () =0.
34 Calculer la différentielle extérieure des formes définies par :
Ofyy = 2 xydx + x* dy
Dy = x*zdy Adz + y*zdz A dx — xy*dx A dy
Opeyry = 2xzdy A dz + 2yzdz A dx — (x* — y?)dx A dy.
Solution  Ona

dol.,, = d2 xy) A dx + d(x*) A dy

(x.y)
=2 @xay ndx+ LMax ad
_a—y y)dy 6xx X y
=2xdy Adx + 2xdx A dy
=2x—-2x)dx Ady=0.
De méme
dw? =—a-(xzz)dxAdyAdz+ q-(yzz)dya\dzz\dx—
(x,») ox ﬁy
0, 2
—-az-(x y)dz A dx A dy

=2xz+ 2yz)dx Ady ndz =22z(x + y)dx A dy A dz.

Enfin on obtient :

dw?,,_,,, = %(2xz)dx Ady A dz + ‘%(Zyz)dy A dz A dx —
0 2 _ 2
-—-EE(x — y9)dz A dx A dy

=4zdx Ady A dz.
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3.5 Soit D le domaine de R? défini par x > O et y > 0 et soit w la forme diffé-
rentielle définie sur D par
xdy — ydx
e el Traw b

1° Calculer dow.
20 Existe-t-il une fonction f définie sur D telle qu. df = «» ? Si oui déter-
miner toutes les fonctions qui vérifient cette égalit’.

Solution 1 Ona

dw(,_y)=£( - )dxnd _E( 4 )dyndx

ax \x* + y* dy \x* + y*
2 2 2 2 2 2
X +y —2x Yy +x' -2
= (xz-’: yz)z - dx A dy -+ ?z'i y—z)i—' dx A dy = 0.

20 La forme w étant fermée, le théoréme de PoINCARE (¢f. C. E., Ch. 3, §1I,
n° 68) montre qu'il existe des fonctions définies sur D dont la différentielle
est w. Si f est une telle fonction elle vérifie la relation :

df=§£dx+§'}f—,dy=w.

On a donc
(=
ox .\::2+yz
o ___x
dy x*+y*

De la seconde égalité on déduit que
f(x,3) = Arctg2 + o(x)

oll ¢ est une fonction continliment dérivable sur R}. La premiére égalité
devient alors

o
ox

' =}
+ X = —=r——
@'(x) e o

4
x’ =
(x, y) -

1
L+ (*x%)
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par suite @’(x) = O et ¢ est une fonction constante. Les fonctions recherchées
sont donc de la forme

1630 = Arctg(2) + &

ou k est un nombre réel.

3.6 Mémes questions qu’a I’exercice 3.5 pour la forme différentielle «» définie
sur le domaine D = R} x R} par
xdy — ydx
O =75y -
Solution 1o Ona
dy dx
O(x,y) = y  x

donc

a1 2 (1
dwy, ) = 5 (})dx A dy — 3 (;)dy Adx=0.

2° La forme @ étant fermée, il existe au moins une fonction f définie sur
le pavé D de R? telle que df = w (¢f. C. E., Ch. 3, § II, n° 68). Une telle fonc-
tion vérifie

_af . a1
& ox ady dy
d’ol

g%(x.y)=—;

of 1
—(x,y) = —.
6y( y) =
De la premiére égalité on déduit que
f(x,y) = — Log| x| + ()

oll ¢ est une fonction continfiment dérivable sur R%. La deuxiéme égalité
devient alors

bi)
%(xs =00 =

2 |-
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donc ¢(y) = Log|y| + N o N est un nombre réel. Les fonctions vérifiant
df = o sont donc les fonctions définies sur D par

k
f(x, y) = Log f‘
ol k est un nombre réel non nul.
3.7 On considére la forme différentielle  définie sur R* par

Opx,yy = Yy dx A dy.

1o Montrer que  est une forme fermée.
2¢ Déterminer toutes les formes différentielles o définies par

a\(.x,y) s P(x’ y) dx »

telles que w = da.
30 Déterminer toutes les formes différenticlles f définies par

ﬁ(x.y) = Q(x, }’) dy s

telles que w = df.

Solution 10 On a
dwy,, =dy Adx Ady =0

donc w est une forme fermée.
20 La forme o doit vérifier I'égalité

oP
dazé;dyz\dx=m.
On doit donc avoir

oP
—5;(x,y)= et

et par suite
P(x, y) = - 5+ o(x)

oll ¢ est une fonction continiiment dérivable sur R.
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Les formes différentielles cherchées sont donc de la forme
yz
Ax,yy = (— 3 + (p(x))dx.
30 La forme f doit vérifier I'égalité
a0 _

On doit donc avoir
o0
2 &N =y
et par suite
O(x,y) = xy + Y(»)
ol i est une fonction continiiment dérivable sur R. Les formes différentielles
recherchées sont donc de la forme

Bixyy = [xy + ¥()] dy.

3.8 Soit w la forme différenticlle définie sur R® par
WOxpry = Xdy A dz + ypdx A dz.
Trouver toutes les formes différentielles o définies par
a(x, y, z) = P(y, 2)dx + Q(x, z) dy
telles que do = w.

Solution Comme dw = dx A dy A dz + dy A dx A dz = 0, la forme w est fermée
et par suite exacte. 1l existe donc des formes différentielles dont w soit la
différentielle extérieure. Les formes indiquées dans I’énoncé doivent vérifier

opP oP a0 a0
doc-—g;dyz\dx+5dz A dx + -'a—dx;\dy+—dz;\dy—

_(6Q 0P a,_o_ oP o
_(..a_x a—)d Ady—-a- dyAdz—azdxAdz—-w.
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On doit donc avoir
gg _aP

ox oy
%0 _
oz
P _
oz
De la deuxiéme égalité on déduit que
0(x, 2) = — xz + ¢(2)
oll @ est une fonction continfiment dérivable sur R et de la troisiéme égalité
on déduit que
P(y,2) = — yz + ()
ol1 i/ est une fonction continiment dérivable sur R. La premiére égalité devient
alors
—z+¢'(x)=—z+Y'0)

ce qui entraine que ¢’ et ¢’ sont des fonctions constantes et égales.
On a donc

o(x) =kx + b
Yy(») =ky +a

ol k, a, b sont des nombres réels. Les formes cherchées sont donc de la forme

Axyey = (— ¥z + ky + a)dx + (— xz + kx + b)dy.

39

Soit w la forme différenticlle définie sur R* par
Oy = 3y z — 3;22)(1_}} Adz+ x2ydz Adx + (2° — x*2)dx A dy.
Trouver toutes les formes différentielles o définies par
Oxy,ry = P(X, ¥, 2)dx + Q(x, 2)dy + R(y, 2) dz
telles que da = w.

Solution

Ona
dwgysy = — 32°dx A dy A dz + x*dy A dz A dx +

+ (322 —x)dzAadx Ady=0
donc @ est une forme exacte.
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La forme « indiquée dans I'énoncé doit vérifier

do =(6R - ?Q-)d A dz + (61’ %i)dz A dx +

dy 0 3}
a0 Qf)
+(—a;—'ay dx Ady =0

c’est-a-dire

dR a0 s 2
éy(y’z)—Fz(x’z)_- 3y°z—3xz

oP
_-é_(xa ¥, Z) == xz ¥y
Loa-Zwrna=2 -2z
De la deuxiéme égalité on déduit que
P(x, y,z) = x* yz + p(x, )

ol p est une fonction continiment différentiable sur R*.
La troisiéme égalité donne alors

aQ(;u: Z2)=2"—x z+g (x,y,z)—z +-—(x .

Comme 8Q/éx ne dépend pas de y on a
(x. y) = @(x)

oll ¢ est une fonction continue sur R et
plx, y) = yo(x) + k

ol k est un nombre réel. Soit @ une primitive de ¢ ; on a alors
o(x, z) = xz° + P(x)

et la premiére égalité du systéme devient

R g g 00 _ @
ay(J’.Z)—3y z-3xz2" + 5 (n2)=3y"z

d’ois
R(y,2) =’z + Y@@

ol ¥ est une fonction continiiment dérivable sur R.
Les formes cherchées sont donc :

Upry = (X2 ¥ z + yo(x) + k) dx + (xz* + @(x))dy + (* z + Y(2)) dz

ol1 ¢ est une fonction continue sur R, @ une de ses primitives, ¢y une fonction
continfiment dérivable sur R et kK un nombre réel.
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3.10

Déterminer toutes les fonctions réelles f et g continiiment dérivables sur R,
telles que la forme w définie sur R* par
2
Onsy = 23285 + ) g dy + (57 + %) oz

soit fermée. En ce cas trouver toutes les fonctions U de R® dans R telles que
w=dU.

Pour que w soit fermée, il faut et il suffit que dw = 0. On a
AWy = 2xdz A dx + f(¥)g'(z)dz A dy + 2 xdx A dz +
+ydy A dz = (f(0)g'(z) — y)dz A dy.
Les fonctions /et g doivent donc vérifier quels que soient les nombres réels y, z
la condition
f)eg@-y=0.

On montre facilement que cette condition est satisfaite si et seulement s’il
existe un nombre réel non nul k tel que g’ soit la fonction constante de valeur k
et f'la fonction définie pour tout nombre réel y par

f(y)=£y-

Les fonctions f et g cherchées sont donc définies par
1
fO) =2

g(z) =kz + kK

ou k, k' sont deux nombres réels. On a alors

’

k 2
Opxy,ry = 2 Xz dx + ()’Z + % P) dy + (x’ + ‘%)dz

Une fonction U telle que dU = w vérifie
LY
it =
2 X VD) =2xz

g z) =yz +
6)’ (xs ys = y (Iy

ou - e
"g;(x’y:z)‘_x +?

ou o = k'/k.
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De la premiére égalité on déduit
U, v,2) = x*z + ¢(3, 2)
ol ¢ est une fonction différentiable de R* dans R. La deuxiéme égalité devient
alors
ou do
a—y(x, »2)=yz+ay= 5;(% z)
d’olr
z, .
0@y, 2) = ~5~ + oy” + Y(2)
oi1 i est une fonction différentiable de R dans R. La troisiéme égalité donne
alors
ou . yz gt W [ ,
6z(x,y,z)—x Py NX +—2—+v,b(z)
d’olt §'(z) = 0 et Y(z) = B ol1 f est un nombre réel. On a donc finalement
2 2
U(x, y,2) = x*z #1424 ncy—-f-ﬁ.
2 2
3n Soient

T 3=n
U=l(l’,9)!l‘>0 et —‘§<G<—2—}

et
U={(x»Ix#0 ou y>0}

deux ouverts de R? et @ la bijection de U sur U’ définie pour tout couple (r, 6)
de U par &(r, 0) = (r cos 0, r sin ). Soient o et f les formes différentielles
définies sur R* — { (0, 0) } par

Ky = Xdx + ydy

xdx — ydy
x2 + yz

B (x3) =

Déterminer ®@* o et ®* § images transposées des formes o et f par I'applica-
tion @ (¢f. C. E., Ch. 3, § II, n° 69).
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Solution Ona
(P* dx),6) = d(r cos 0) = cos 6 dr — r sin 0 d6

(@* dy)y.6) = d(rsin ) = sin Gdr + rcos 6d0.

Par suite
(Q*C‘)(r.&) = x(r, 0) (45* dx).0) + ¥(r, 6) (';b‘ dy).e
= rcos B(cos 8 dr — r sin 6 d6) + r sin G(sin G dr + r cos 6 d6)
= (rcos® 0 + rsin’ @) dr + (— r*sin 6 cos 6 + r? sin 0 cos 0) df
= rdr
et
@ By = r cos B(cos 6 dr — r sin 0 d) — r sin f(sin 6 dr + r cos 0 d6)
&b r*cos® 0 + r*sin’ 0
_ r(cos” @ — sin” 6) dr — 2 r* sin 6 cos 6.d6
rZ
= }_cosZﬂdr —sin260d0.
312 Soient

U={(r,ﬂ,qo)|,->0 et D<t<m et H;{¢<?_2’5}

U={x52)|x#£0 ou y>0}
deux ouverts de R? et @ la bijection de U sur U’ définie pour tout élément
(r, 0, ¢) de U par
&(r, 0, ¢) = (r sin 0 cos @, r sin 0 sin ¢, r cos 0) .
Soient & et f# les formes différentielles définies sur U par

Oxyy = Xdx + ydy + zdz

xdx + ydy + zdz
ﬁ(*-)’-f} —i— "—2—: —:*2__ _2__._ :
Vet + i 4z
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1o Calculer les images transposées @* o et @* f§ des formes o et f§ par I'ap-
plication &.

20 Montrer que a et f sont deux formes fermées.
30 Trouver toutes les fonctions f, g de R® dans R telles que df = a et dg = .

1° On a
(* dx),.0,) = d(r sin 0 cos @) = sin 6 cos ¢ dr + rcos 6 cos ¢ df —
— rsin 0 sin ¢ do
(* dy).0.0) = A(r sin 0 'sin @) = sin fsin ¢ dr + rcos Gsin ¢ dé +

+ rsinfcos @ do
(@* dz) 0,0y = d(r cos ) = cos O dr - rsin0db.

On obtient
(@* ) 0,0y =
= rsin 0 cos ¢(sin 0 cos @ dr + rcos 0 cos ¢ df — r sin 0 sin ¢ do) +
+ r sin 0 sin ¢(sin 0 sin @ dr + r cos 0 sin ¢ d0 + rsin 0 cos ¢ dg)
+ rcos O(cos 0 dr — rsin0df) = rdr.
Remarquons que

ﬁ(x.y.x} ot h(x! Vs Z) O 3,2y

ot1 A est la fonction de U’ dans R définie par

1

h(x,y, Z) E ——————r
Vxi 4y + 27
On a alors (¢f. C. E., Ch. 3, § I, n°® 69)
(d)" ﬁ){r.sm e (qp‘ h) (r, 6, Qﬂ)-(q)* 0)(r.0,9)
1

_ee——— e ———————— —— I"dr
Jr? sin? 6 cos? @ + r¥sin? 6sin® ¢ + r*cos’ 0

=fdr=dr.
r

On a donc finalement
(P* Doy = T dr

(¢* ﬂ}{r,ﬂ,w) =dr.
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2° On sait que « et ff sont fermées si et seulement si (@* a) et (P* f) sont
fermées. Or il est évident que

d(®*a) =d(rdr)=0 et d(@*p)=d(dr)=0.
3° On sait que la fonction f recherchée vérifie
d(P* f) = O*df) = P*a.
On a donc
d(‘p*f)(r,o,.p) = ¢‘(df )(r.s.m =rdr
d’olt

2

@ N 09) =5 +k

oll k est un nombre réel et par suite

Xy 4t
f(x,}’,z} =_'_+_ + k-
De méme
d(P* 2)i 0,00 = P*([AR)ir0.00 = D* Prrosey = dr
d’ol

P*e(r,0,0) =r+ K

ol k" est un nombre réel, et par suite

gxsm2)=x2+y 4+ 22 4+ K.

313 Soient U={(r6u)l|r>0—n<6<mn)
et U={(x02)|(x>0 ou ys#0)}

deux ouverts de R* et @ la bijection de U sur U’ définie pour tout élément
(r, 6, u) de U par @(r, 0, u) = (r cos 6, r sin 6, u). Soit w la forme différentielle
définie sur U’ par

Oy = Xdy Adz + ydz A dx — zdx A dy.

1° Déterminer I'image transposée ¢ *(w) de la forme o par I'application .
20 Déterminer toutes les fonctions f de R dans R telles que

d(f (u) (‘b* “-’)(r.a,u)) =0

CaLvo. — Exercices d'analyse 7¢f cycle, 2* année et Spéciales MM’ 4
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Solution

EXERCICES D’ANALYSE

1°Ona
(@* dx) 0. = d(r cos 6) = cos 6 dr — rsin 6 dO
(@* dy).0.) = d(r sin 6) = sin 6 dr + r cos 6 do
(@* dz)0. = du .
Par suite

(@* W) oy = rcos O[(sm 8 dr + rcos 6db) A du] +
+ rsin 6du A (cos 6 dr — rsin 6 d6)
— u[(cos 8dr — rsin6d6) A (sin 6dr + r cos 0 d6)]
= —urdr A df + r*df A du.

2¢ La fonction f doit vérifier
d(f @) (@* ©)g00) = d(— f@)urdr A d6 + f(u) r* d6 A du) =
=[-f@ur— fuyr +2rf(u)]dr A d6 A du =0

ce qui équivaut a

SWw) —uf'(w) =0.

On en déduit
£ _ 1
Sf@) u
et par suite
f() = Ku

ot K est un nombre réel.

314

Soient o un nombre réel et ¥, le champ de vecteurs défini sur R* — { (0, 0, 0)}

en posant
X y z
ans » Z =(" y T, ’_)
oy ) =\
avec r? = x? + y? + 22
10 Soit w; la forme de degré 1 associée & V,. Pour quelles valeurs de a
a-t-on dwj =0 ?
20 Soit w3 la forme de degré 2 associée a V,. Pour quelles valeurs de «
a-t-on doj =07
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Solution 10 Ona

x y z
Oy = —dx + =dy + —dz
ey T ricd -

1=z 2= 26 2 E)-2E)]
dot s |8 ) 2 Max s dy # |2 (E) = S {2} dy 4 8 &
U=\ e Y g \el ™\l 2

-2 nen

Remarquons que
5@_(’%)= ai(xz 4+ y* + 2% = _g(xz 4+ 3?4 AN g
X x

- 2 2 2\ —(a—2)/2 _ — OX
= —oax(x" + y° + z°) -

De méme on a

On obtient alors
& - a
dof(ey.0 = 2 [(xy = yx)dx A dy + (yz — zy)dy A dz +

+ (xz — zx)dz A dx]
=0.

Donc dwji(x, y, z) = 0 pour tout nombre réel a. Le champ ¥, est donc toujours
un champ de gradients et il est facile de vérifier que

1
Vu = grﬂ.d (— Tz).
or
2° Par définition

w;(x,,,,,=£dy A dz + :’—adz A dx -+ ;—Idx Ady.

Aoy = L}E (i) 4 L1 (y) X L (i)] dx Ady A dz.
x \r* ady \r" oz \r"
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Remarquons que
2 2

E(z)ﬂiﬂa_(l)hl_ﬂ‘_r:w
ax\rl T\ o P s
On obtient de méme

6(?_)_1"1—-0:}»2 6(3)_1-2—@2

y\rl T A e\
On a donc
a 3r2—oc(x2+ z'i'Zz
dwzy = _r"Ty )dxAdyAdz
2 —_—
"0 D gy ndyadz
rﬂ
=§_adxndyndzA

rﬂ
Donc la seule valeur de o pour laquelle dw3 = 0 est @ = 3. Ceci prouve que
seul le champ ¥, a une divergence nulle, donc il est le seul 2 admettre un poten-
tiel vecteur. On vérifie aisément que, par exemple, le champ

xz 1 xy 1
V’ X, y’ z) == (0, - — = —— _)
( y+22r yY+r

satisfait a 1’égalité V5 = rot V.

3.15 L’espace R? étant rapporté & sa base canonique (ey, e;, e3) les coordonnées
q
d’un point M de R? sont notées (x, y, z) et on pose r? = x* + y* + z%. On
donne les champs V,, V,, D, S définis pour tout point M de R* — {(0, 0, 0) }
par
e 1
Vi(M) = _r:j ’ V(M) = z grad(;),

D(M) = V(M) — Vo(M),  S(M) = Vi(M) + V3(M).

10 Calculer en fonction de x, y, z, r les composantes de V,, V,, D, S.

20 Calculer les divergences des champs Vy, V,, D, §.

3o Montrer que le champ D dérive d’un potentie! vecteur et trouver un
potentiel vecteur 4 de D paralléle au plan d’équateur z = 0, prenant la valeur 0
en tout point de la droite x = y = 0, et tel que div4 = 0.

4e Calculer les composantes des vecteurs rot ¥, et rot V.
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50 Trouver une fonction f de R* dans R prenant la valeur O sur la droite
d’équation x = y = 0 et telle que

S =gradf.

Solution 10 D’aprés I’exercice 3.14 on a

2(1)._"‘ E(i)_—_y £(£)=_.—_z
ox \r 7 ay\r P’ az\r P

Les champs proposés ont donc les coordonnées suivantes

1 2
r r r ¥
4+ Xz yz rt - z?
DM =(£z"’£z_$_ )o S =(__s—_, _).
() PR r (M) 3 P 3
20 Rappelons que la divergence du champ V(M) = (P(M), Q(M), R(M)) est
., _oP 00 E’?ﬁ
d“’V'EJ* ady * 0z’

D’autre part on a vu a I’exercice 3.14 que

i(i)_rz—fixz E(z_):rz-—-fiyz -?_(_Z_)_rz'—'3zz
ox \r’ P ay P ez '\ g

Par suite

On obtient donc
divV, = E(-1-)= =%
5}

z \r r

zrt —3x*z+zr* =3y*z+22z2r* -372°

rS

div ¥,

]

Hz{4rz—3rz]__ _ =

rS 3

divD =divV, —div¥, =0

divS =divV, + divV, = —2—:.
r

-



EXERCICES D’ANALYSE

30 Comme div D = 0, le champ D dérive d’un potentiel vecteur. Soit
A(M) = (P(M), Q(M), R(M))

un potentiel vecteur satisfaisant aux conditions de I'’énoncé. On a alors
R(M) =0
pour tout point M de R? et la condition rot 4 = D devient

aQ( M=%

-L(M)—;
(- Tan -7
20-7

donc de Ia premiére égalité on déduit

D’aprés la premiére question

oM) = = + ¢(x, )

oll ¢ est une fonction de R? dans R, continiiment différentiable et telle que
¢(0,0) =
De méme, on déduit de la deuxiéme égalité que

POM) = =2 + Y(x, )

ol Y est une fonction de R? dans R, continiment différentiable et telle que
w(oi 0) - 0 "
La troisiéme égalité devient alors

(a_Q—a—P)( )——(:)+;%({)+ %%(x.y) "%(x.y)

0x
B - y? 2, ;2
==tk — =S -
d’otr
i . 4
ax dy’



CALCUL DIFFERENTIEL EXTERIEUR 103

La condition div 4 = 0, donne

P 90, 0 (—y\,K 0 (x\ & o
EE(M)+W‘M}“E(T)+5(F)+5;(x'y)+5;(x'y)

~Fon+Fan=o
d’ou
%o _ _ %
dy = ox’

Mais alors on a

Ly W G0,
dyr dx+aydy 6ydx+6xdy

d’oll, en tenant compte du fait que @(0, 0) = Y/(0, 0) on déduit
lb'(x, y) = (D{J’; = x) -
Le champ A est donc défini par

00 = (=2 + 40, - 0.5 + ot y).O)

oil ¢ est une fonction continfiment dérivable de R? dans R telle que ¢(0, 0) = 0.
4° On a

0 (1 0 (i) a 1\ @ ad
rot V, =(a—y (;)-' 5(0),5;(0) - ‘—3;(;).5(0) = 5(0))

y x
(r" 'ra'o)
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donc
rotV;:(%, —i';-,o)= —rotV, .
r
5¢ Comme

rotS=rotV, + ot ¥V, =0

le champ S est un champ de gradients. Une fonction f telle que S = grad /

doit vérifier
o _ _x
ox r?
of _ _»z
dy r
1| @[ _ r2 - ZLZ
\ 9z P

De la troisiéme équation on déduit que
4
f(xv Y, 2) = ; + ‘P(xa y)

oit ¢ est une fonction continiment différentiable de R? dans R. La deuxiéme
équation devient alors

of _»z
= (x, y, 2) s

do yz
+—=Xxy)=—-=
P (x, y) 3
et par suite
P(x,y) = Y(x) + k
ol { est une fonction continfiment différentiable de R dans R etk un nombre

réel.
La premiére égalité devient alors

o X e 2
a (x: }’. Z) e r3 + ';b(x) r3

et par suite /(x) = k’ ol k' est un nombre réel.
On obtient donc

Sy =7 +K
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ol K est un nombre réel. La condition supplémentaire de I’énoncé nous permet
de déterminer K. En effet pour tout réel z non nul on doit avoir

j(0,0,2)=:~+ K=0
d’ot K = — 1 et la fonction cherchée est définie par

f(x,y,z)=§-—1.




4
INTEGRATION

4.1 Etudier I’existence des intégrales impropres suivantes a partir de la définition
et les calculer éventuellement.

1-0 dt

a .

) J o 1—-1¢

(x/2)—-0

b) J tgtde.
o
1

&) J Logt
+o(1 4 1)

Solution &) Soit x un nombre réel tel que 0 < x < 1. On a

RS T | BT
ol —1t 2JoM -1t 1+t tlo 2 1-x
Comme Logll i " tend vers + oo lorsque x tend vers 1 — 0, l'intégrale
1—-0
improprej- =2 n'est pas définie.
i -

b) Soit x un nombre réel t2l que0 < x < #/2. On a

i *sin t Ct .
jotgrdr— L —_—i [— Logcost]g = — Logcos x.
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Lorsque x tend vers (z/2) — 0, la limite de cos x est 0 et Log cos x tend vers
(n/2)—0
— o0. L’intégrale impropre j tg ¢ df n’est donc pas définie.

¢) Soit x un nombre réel tel que 0 < x < 1. On a
1 L 1 1
Logt dt=[ Log_r] +j' dt

(1 + 1) 1+t (1 + 1)
_ Logx 1
~Tac T [Logt — Log(1 + 1)]x
i“’f" + Log (1 + x) — Logx — Log2
o= ylonx =
e + Log(l + x) — Log2.
p Lo
Lorsaue x tend vers 0., x Log x tend vers 0 et par suite j a _g’-t‘()i: ten
vers — Log 2.
K ' Log
Par suite I’intégrale impropre j s )3 dt est définie et on a
+
1
Logt 4 _ Log2.
+o (1 + 0)?
42 Soit k un nombre réel, étudier I'existence des intégrales impropres suivantes
r1-0 df
a) —
J +0 l..ogt
(' tgt—1
b —dt
) J 4ot sint
P =
det.
C) Ji+o Logt

Solution a) Par définition on a :

j"" dt _r’z dt +j’"° dt
+0 Logt J,ologt 2 Logt’
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1 Uz q
Lorsque ¢ tend vers 0, —— tend vers 0 et par suite j- —— est définie (g
rsq 7T pa o Togh (o
C. E., tome 1, Ch. 10, § I, n° 144). D’autre part lorsque t tend vers 1 — 0,

1-0

Logt
t—1

Pintégrale I

tend vers 1 donc I'intégrale impropre j n’est pas définie car

1/2 LDg t
n’est pas définie (¢f. C. E., tome 1, Ch. 10, §II, n° 150).

1-0

1/2 _1

+o Logt
b) Lorsque ¢ tend vers 0,

Il en résulte que J- n’est pas définie.

tgt—1~--1

t*2sint 12

B 1
et par suite I'intégrale I :—%—,—:—{a dt n’est pas définie car I'intégrale I t;—‘:z
+0

n’est pas définie (¢f. C. E., tome 1, Ch. 10, § 11, n° 148).
¢) Sionpose t — 1 = u, il vient
F—1_(+uw-1
Logt Log(l +u)”~

Lorsque u tend vers 0, on a (1 + u)* ~ 1 +kuetLog(] + u) ~ u; par suite

Ute 1 tend vers k. Autrement dit ——— i tend vers k, lorsque 7 tend
Log (1 + u) Logt o

1-0 .k
vers 1 — 0. On en déduit que I'intégrale j I dt est définie.
12 Logt
Sik>0,ona
s T =g
0+ Lot
o (=1 .
et par suite _Lo VT dr est définie.
Sik < 0, lorsque t tend vers 0, on a
s | P
Logt Logt
1/2 k
et par suite I'intégrale impropre I Yot dt est définie si et seulement si I'in-
1/2 tk =
tégrale Iw To dr est définie.
Pour tout nombre strictement positif p, on a

limt Logt =0.

=0
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1l existe donc un nombre strictement positif ¢ tel que 0 < ¢ < ¢ implique
k

1
P H P Ptk - D
t?| Logt| < 1 soit encore t <ILOg”ctparsu:tct ILo ik onc
si k < — 1, en choisissant pour p un nombre posmf tel que p+ k< —1
(par exemple p = — k—;—l), inégalité tP** < i Lo 0 montre que

J»lf? ‘l /2 i
——dt et '[ P de
+0 LOg t +0
ne sont pas définies.
D’autre part pour tout nombre g strictement positif, on a

¢
lim ——=0.
-0+ LOZT

11 existe donc un nombre d positif tel que 0 < ¢ < dimplique

1 1

|Logt| £

Donc si — 1 < k <0, en choisissant ¢ de maniére que — 1 <k —g¢ <0
i

= 1+ K p k=q
(par exemple g = 3 ) I'inégalité [Tog 7] < t"77 montre que

Ilfz tk

dt
+0 Logt
est définie de méme que

1/2
j *Pde.

+0
Sik=1et0O<x<4o0na

12k 1/2
t dt
ar= |

il W it i

Comme

NE
lim = 4 o0
x=0+ x t L’Og‘ :

n‘u‘.t pas définie.

Pintégrale impropre Iw P ing

On déduit des résultats précédents que Iintégrale impropre I

est définie si et seulement si k > — 1.

1= Otk_l

Logrd'
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4.3 Etudier I’existence des intégrales impropres suivantes a partir de la définition
et les calculer éventuellement

. e
Jio(1 + )2 ;
r+ oo 1

b) Arctg-dt.
Jy t
r+ oo

©) t2e”'dt.

0

Solution a) Soit x un nombre réel supérieur 4 1. En effectuant le changement de
variable v = (1 + t?)"2, il vient :

x dt Viiex? g4, Vi+ad
_[ RN =J e IL"E , =
1 (1 + 1) Va2 v 1 V2
_ _[Log(Jl ﬁ ) (Jz = 1)]
2 Vi4+x2 41 V2 +1
Lo uexlendvers+ooj tcnddoncvers—~Lo Jz-lct
= (1 + r’)”’ 82+ 1
+ o0 dt
par suite I'intégrale impropre_[ ——— 3573 est définicet on a
. 1+ %)
+ o -
J' dt . (\/2 ) Log(Jz + 1).
1 (14 )2 VZ+1U 2 JZ-1
b) Soit x un nombre réel supérieur & 1. Par intégration par parties, on
obtient :
f An:tg!-dr=[mrctg1] v L2 -
1 1 el 1141
—(xAre 1—f)+1Lo (1“”‘2)
=\EARSr YT I T )
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Comme
x

z 1
lim Arctg-dt = + o0,
x=++uo 1 t

+ l

I'intégrale impropre Arc tg z dt n’est pas définie.
1

¢) Cherchons des nombres réels a, b, c tels que (at? + bt + c) e~ * soit une
primitive de % e™". 1l vient :

[@®+ bt +c)e?]' ' =(—ar*> + Qa— bt +b—c)e™"*

et parsuitea = — 1, b = — 2, ¢ = — 2. Si x est un nombre positif, on a donc
j Peldt=[(—P-2t—-2e " =2—-0"+2x+2e™.
V]
Lorsque x tend vers + oo, j t?e”"dr tend vers 2 et par suite I'intégrale
o

+
impropre j. 1% e dt est définie et on a
/]

+w
J- e "dt=2.

o

44 Etudier I'existence des intégrales impropres suivantes

*° cost

a) jl 7 dr.
+w

b) cos (t*) dr .
1

+ o0 1 ( — l)
c) L —"e ——cos?dl.

Solution @) L’intégration par parties étendue aux intégrales impropres (¢f. C. E.,
tome 1, Ch. 10, § III, n° 154) montre que

+ o0 . x +on = + o0 -
t = sin t sin ¢ dt = sin ¢
5 £ x—=+w Lt 1 1 27 1 2
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Comme
sin t
2_ 12

Ll
27

+ o
pour tout nombre réel t supérieur & 1 et comme l'intégrale impropre j’ t—g:;
est définie (¢f. C. E., tome 1, Ch. 10, § I1I, n° 153), I'intégrale imprOpré

* sin tdt

—
Rl

est définie et par suite 'intégrale impropre j i dr est aussi définie.
1

b) En effectuant le changement de variable 1> = u, il vient

+w +w
cos (t* dt=j cosudu
jl @) 2.Ju

1 b

+o

L’étude précédente montre donc que I'intégrale impropre cos (t%) dt est

1
définie.
¢) Lorsque ¢ tend vers + oo,

1 1
: (e”'—cos )~—i
t t t

+
et par suite I'intégrale impropre I ; (e” * — cos ;) dt est définie car l'in-
1

+m
tégrale impropre I :—j; est définie.
1

4.5 a) Soit k un nombre réel ; montrer que I'intégrale impropre
+mw
J 7" cos tdt
1
est absolument convergente pour k < 0.
En déduire que I'intégrale impropre
+ o
I * sin t dt

1

est définie pour k < 0.
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b) Uiiliser le résultat précédent pour étudier I'existence de Iintégrale
impropre

rm\/isin(r’)dr.

1

Solution

a) Pour tout nombre réel ¢ supérieur 4 1, on a

|t tcost| € L.

+wm

Comme l'intégrale I t*~! dt est convergente pour k < 0 (¢f. C.E.. tome 1,

1
+ o
Ch. 10, § III, n° 153) Pintégrale I 1*~! cos t dt est absolument convergente

1
pour k < 0 (¢f. C. E., tome 1, Ch. 10, § II1, n° 156).
Une intégration par parties généralisée aux intégrales impropres (¢f. C. E.,
tome 1, Ch. 10, § ITI, n° 154) montre que

+ +w
t*sintdt = lim [—r"cosr]’,’+kj. *'costdt.
1

1 x= 4w

Sik <0, on a done

+ o +o
I l"sintd!:—oosl-i-kj. ¢ 'costdt.
1

2

+ o
Si k < 0, nous savons que J. *~1 cos t dr est définie ; on en déduit que
1

+w
j t* sin ¢ dr est définie.

1
b) En effectuant le changement de variable admissible # = ¢%, on obtient
+ o

teo . 2 1/4 = du 1 - 4 s
\ftsm(t}dr=j. usiny —— = J- u™"* sinu du .
1 1 242 2 J,

Comme — } < 0, la question précédente nous montre que I’intégrale
+ o
I u™ "% sin u du
1

+ =
est convergente et par suite I'intégrale V1 sin (%) dt est définie.
: 1
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4.6

Soit @ un nombre réel positif, f une fonction continue sur [a, + cof, posi-
tive, décroissante, telle que lim f(x) = 0 et g une fonction continue sur

x=++m

[a, + oof telle que la fonction G définie sur [a, + o[ par
6t = [ sy a

soit bornée sur cet intervalle.
+ o0
a) Montrer que I'intégrale impropre J. f(r) g(t) dt vérifie la condition de
CAUCHY et par suite qu’elle est définie. ‘
b) Appliquer le résultat précédent 2 I’étude de I'intégrale impropre

J.+mf(r) sin t dt.

Solution

a) Soient X et X’ des nombres réels tels que X* > X > a. D’aprés la deuxiéme
formule de la moyenne, il existe un nombre réel ¢ appartenant # Pintervalle

[X, X’] tel que
X* c
I f(gde = f(X)I g(ndr + f(X')jA
x x

Si M est un majorant strictement positif de la fonction G et si & est un nombre

strictement positif, il existe un nombre réel strictement positif K tel que K > a
; g £ g

et tel que pour tout nombre réel x vérifiant x > K, onait f(x) < M Par suite

si X et X’ sont supérieurs 4 K, on a
) <

X’ &
[ rosoa | s
X X
ngﬂ(zm +2M)=¢.

-
g(t)dr.

x

+

jf g(t) dt

<_8,,(
4M

+

L’intégrale impropre J- £ (1) g(1) dt vérifie la condition de CAucHy (¢f. C. E,,

tome 1, Ch. 10, § III, n°“153). Elle est donc convergente.

b) Compte tenu du résultat ci-dessus, pour montrer que I'intégrale
+
£ (t) sin t dr est définie, il suffit de montrer que la fonction G définie sur

[a, + oo[ par G(x) =

est bornée sur [a, + oof. Or

x
j sin ¢ dt
a

I

x
j sintdi =, —cost]; = cosa — cos x
a
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et par suite pour tout nombre réel x appartenant a [a, + co[ona

I sintdt| < 2.
+w
L’intégrale impropre f(t) sin £ dr est donc convergente.
+w
4.1 a) Montrer que I'intégrale impropre J x e~ dt est définie si x est un
(4]

nombre réel appartenant a [0, 1].
b) Etudier si elle est uniformément convergente relativement a x dans [0, 1].

+ o

Solution  4) Si x =0, on a xe™** = 0 et 'intégrale impropre j xe " dt est

0
définie et vaut 0. Si x # 0, on peut effectuer le changement de variable
admissible # = xt et on obtient

+ o 3 + o
j xe ™t dt = j e du.

o o

Ona lim u?e ™ = 0; il existe donc un nombre A strictement positif tel que

u=++a

pour tout nombre réel u vérifiant ¥ > A4, on aite™ < 52- . Comme l'intégrale

+ o

+ o
u ; 2 L
I 3 est convergente, on en déduit que I'intégrale J- e~ ** du est conver-

A A
+w

gente et par suite que 'intégrale I x e~*** dr est convergente.
0
+o

b) Nous avons vu que si X = OonaJ- xe **"dt =0etquesix # Oona
']

+ o + o
j- xe ¥ %dt = J e " du.
0 0
La fonction F définie sur [0, + cof par F(u) = e~ étant strictement positive,
on en déduit que

+ o0 .
j. e ™ diuz>0.
0
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La fonction G définie sur [0, 1] par
+ w0
G(x) = j xe =" dt
0
+w =
n’est donc pas continue en 0. Par suite I'intégrale j x e~ dt n’est pas uni-
]
formément convergente relativement & x dans [0, 1].
4.8 a) Soit A un nombre réel strictement positif. Montrer que P'intégrale impropre
+ oo :
J- e ™ 151_:_:_: dt est définie lorsque y > A. On pose
4]
+ o g
Gy = | “eiar.
o t
Montrer que la fonction G est dérivable sur [4, + ool.
b) Calculer a I'aide de deux intégrations par parties successives I'intégrale
impropre
j. e Ysintdt.
0
¢) En déduire qu’il existe un nombre réel K tel que pour y = A on ait
G(y) = K — Arctgy. Calculer K en étudiant la limite de G quand y tend
vers + 0.
d) Peut-on définir la fonction G au voisinage de y = 0 ? En conclure la
vsleur de I'intégrale impropre
+w .
j’ sin t dt .
0 ‘
Solution @) Sit>Oety > 4, ona|e™™ SInf) < e~ Comme I'intégrale impropre

e - . ¥o ot
J. e~ ™ dt est convergente, I'intégrale impropre I e — dr est absolu-
] 0
ment convergente (cf. C. E., tome 1, Ch. 10, § 111, n° 156) donc convergente pour
y = A. Soient B un nombre réel tel que B> Aet fla fonction définie pour
tout couple (2, y) de [0, + oo x [4, B] par

_¢ySin t

fay)=e"—— i t#0

f0O,»=1.
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La fonction f est continue sur [0, + oo[ x [A4, B]. Elle admet sur ce domaine
une dérivée partielle en y égale & — e~ sin 1 et la fonction g définie sur

[0, -+ o[ x [4, B]
parg(t, ) = e " sin testcontinue sur [0, + oo x [4, B]. L’intégrale impropre
jhﬁ e””sin t dt est uniformément convergente relativement 2 y dans [4, B]
car|e ™sint| < e”* lorsque (t, y) appartient & [0 + o[ x [4, B](¢f. C.E.,
tome 1, Ch. 10, § IV, n° 157) et car I'intégrale ,[ e~ " dt est définie. Comme

B est un nombre réel positif, on en déduit (¢f. C. E., tome 1, Ch. 10, § IV, n° 159)
que la fonction G est définie et dérivable sur [4, + o[ et que

+ o
G'(y) = — J. e ”sintdt
0
pour y = A.
b) Par intégrations par parties successives généralisées aux intégrales
impropres (¢f. C. E., tome 1, Ch. 10, § TII, n° 154) on obtient :

+o0 + o
j e ”sintdt = lim [—e Pcosf]] — y J- e Pcostdt =
0 T=+w ]

+ w0
=1 — y[ lim [e™”sint]g + yJ ¢ sint dt]

T=+w o

I

+m
1—y? Io e Psintdr.

Par suite on a :

+ o 1
j e Psintdt = — .
0 1+y

¢) On en déduit que la fonction G est une primitive de L, sur [A, + oof.

1+
11 existe donc un nombre réel K tel que pour tout élément y de [4, + oof on

rl < lpourt > 0O,ona

+ oo I
.[ e Pdt =—.
y

4]

ait G(y) = K — Arctgy. Comme

+ o
sml
[ evinty,
o

Donc pour tout élément y de [4, + oo on a G(y) < 1/y et par suite
lim G(3)=0.

y—=+w
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Comme

lim Arctgy =

y++to

0

on en déduit que K = n/2.
d) A étant un nombre positif quelconque, la fonction G est définie pour tout

+on 2
sin f =
—t—dtcstdeﬁme;

nombre réel y strictement positif. L’intégrale impropre I
(]

en effet par intégration par parties on obtient :

+o T +o0 4+ o

= t

J‘ smtdt g [ cos{] _ J’ cost . _ {— J' cos t dt
1 t T=4+w t 1 1 l‘2 1 £

+ 0

cost : dr ..,
e dt est convergente comme I’intégrale J- 7z D’autre
1

+ o
et I'intégrale I

1 of =

part I sirr dt est définie car la fonction f définie par f (1) = E‘% continue sur
0

10, 1] admet une limite au point 0. Par suite la fonction G est définie pour y = 0

en posant

+ o =
G(O)=j 203 de.

o t

kn 4
. _,. sint 2 ’
Montrons que la suite (y HJ e = d—r) converge uniformément
. ken
’ s sin ¢
relativement a y dans R,. Pour cela il suffit de montrer que j e = dr
kn

converge uniformément vers 0 lorsque k tend vers + oo. Or

+ o . +ow p+ldn =
—y SNt —y SNt
[("entty L ¥ [ eontaty
kn t n=k nm

et les résultats sur les séries alternées permettent d’affirmer que

+ o : (k+1)r . (k+1)m | o:
_y SNt = sin t sin
J- € ““Td‘ < ‘. c ,'I—“T‘-'[d! < I I N Id‘. (1)
kn < kn kn
Or
(k+1)m |
5 sin f
lim I | dt=0
k= + o kn
+® sin t
car 'intégrale J- —~ dt est convergente et car
o
+a0 . + o0 (n+1)n _: + o0 (n+1)n -
sin f sin ¢ sin t
j —dt= Y I —dt= Y (- 1)"J. fsnt] .
4] t n=0 nt t n=0 nn t
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(k+1)r I sin ‘I

kn t

Comme j dt ne dépend pas de y, les inégalités (1) montrent bien

+ o =

e SINt . : .

que I ] — dt tend vers 0 uniformément sur R. Par suite la fonction G
ke

est continue a droite de 0 et on a

G(0) = lim G(y) = lim (—’3 — Arctg y) = ’25

yr0+ y—0+ 2
donc
i n
J e
4.9 10 Soient n un entier strictement supérieur a 1 et a un nombre réel strictement
positif. Montrer que la fonction J, définie sur [a, + oo[ par
+a a
J.(x) = j’ zr sin gz_
o (t°+x7)

est continue sur I'intervalle [a, + oof.
20 La fonction J, définie sur [a, + co[ par

e tging

dt

1o = |

est-elle continue sur [a, + oo ?

30 Montrer que si n > 1, la fonction J, est indéfiniment dérivable sur
[a, + oo et vérifier la formule

o 24 x2

dJ,
A W) = — 2nxJpu(x).
40 A YVaide d’intégrations par parties, établir pour tout entier n supérieur a 1
et tout nombre réel strictement positif x la relation
JX)+2n2n— 1) y(¥) —4x*nn + 1) J,1 () =0
) dJ, d3J,
et trouver une relation entre J,, - -

dx’

Solution 1o Pour tout élément x de [a, + oo, tout nombre réel ¢ strictement positif
et tout entier n strictement supérieur & 1, on a les inégalités
t 1

tsint .
(!2 + xZ)n “Zu—t "

(—12 T xZ))l
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+ o

. t
Comme l'intégrale j jan-1 est convergente pour n > 1 (¢f. C. E, tome 1,
1

+ oo =
Ch.10, § I1I, n° 153), on en déduit que lintégrale j (—‘—:%“;E)—, dt est absolu-

0
ment et uniformément convergente sur [a, + oo[. La fonction J, est donc définie
et continue sur [a, + oof (¢ C. E., tome 1, Ch. 10, § IV, n° 158).

20 Par une intégration par parties, on obtient

+ * T + o 2 2
tsint : — tcost x°—t
j- dt = lim [ —-——] + j ——  _costdt.

o £+ x T-+0 L2 + x* 1o o (£ + X%
On en déduit que
+ o0 xz_tz
J,(x)=j —2-—2—2'C03tdf.
o (t°+ x7)
Or
x? —i . 1 _ 24
CE+1PP P+xt (B + XY
et par suite
x2-2 1 21 -
——a|Sa ata.a<ata" g
(x* + 1) 4+ x (" + x%) t t t

+ o0 2 __ 42
On en déduit comme précédemment que I'intégrale J _);"—‘i cos tdr «
o B+
+ o

absolument et uniformément convergente car I'intégrale J- 7 estconvergente.
1

La fonction J, est donc définie et continue sur [a, + oof.

30 On a
[3_ (_f__sin_‘ _)](, sy " 200tENE L
ox \(¢* + x3y/ 17 2 + x*y'+?

A%

o *® — 2 nxt sin t dt
Montrons alors que I'intégrale j @+ est uniformément conver-
0
gente relativement a x dans [a, + oo[. On a

2nxt 2n . t x 2n

EE" 2n°

2 nxt sin t
<3 LT e I % T &
@ +x) @+ Jerx? v+ x?

@ + 27

+ oo

Comme pour n > 1 I'intégrale [ ;‘1—: est convergente, l'intégrale

1

J*“’ — 2nxtsint
o+ P!
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est uniformément convergente sur [a, + co[. La fonction J, (n > 1) est donc
dérivable sur [a, + [ (¢f. C. E., tome 1, Ch. 10, § IV, n° 159) etona

d *® — 2 nxtsint
—Ful =j dt
dx ) 0 (r + )

f®  tsint
=—2nxj dt = — 2 nxJ,y(x
o (@ +x)yM! +109)-

2

Comme J,, , est dérivable, d%c J, est aussi dérivable et ——; J, s’exprime en fonc-

dx
: e dr
tion de x, J,, ; et J,,. On montre ainsi par récurrence que ax? J, existe et s’ex-
prime en fonction de x, J,; 15 - Jn+p €t par suite que J, est indéfiniment déri-

vable.
40 Pour tout nombre réel x strictement positif et tout entier n supérieur a 1,

soit u la fonction définie sur R par u(f) = (—rz—_:— Pl On a

il s 2 nt*
(rz I x!)ll (t P xZ)n-!-l
et
— 2 nt 4 nt 4_1_':(r!+l)t

u (t) T az ﬁz)n-{-l (r + x )ll+1 (f + x )ll+2

__—6m _ 4nm+)r
(rz &g xZ)u+] (r + x )||+2 i

On obtient donc par intégrations par parties successives.

+ e +
J(x) = lim [— u(f)cost]s + j u'(H) cos t dt = j u'(1) cos t dt
(1] (1]

T=+ow
) +w +w
= lim [«'(?)sin tle — J- u"(f)sintdt = — j u"(t) sin 1 dt
T+4+w o o
+ o
0 (f + AP (I + x )"

Comme 3 = t(t? + x*) — tx?, il vient :
J(x) = 6nd,.(x) — 4nn + 1) oy (%) + 4n(n + 1) x* J,45(%)

soit encore
J () + 2n2n — 1) Jpe(x) — 4n(n + 1) x* Jppp(x) = 0. (1)
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D’autre part on a
d
E;Ju(x) = — 2 nxJ,41(x)
et par suite
d'r, d
_dx_z. (x) = — 2nJ,y,(x) — 2 nx a.)_cJ'H(x)
= —=2nJ,,,(x)+ 4nn + 1) x* J,, 5(x)
d’olt
J =ity
n+1(¥) = 5 — 2= Ju(x)
et
2
—d-; Ju(x) — -8 J(x)
Lo 55 dx x dx
i 4n(n 4+ 1)x*
En remplagant dans I’égalité (1) J,, ,(x) et J,, ,(x) par leurs valeurs en fonction
de
d d?
— J(x et — Ju(x
1 ) 3 9
on obtient I’égalité suivante
2n—-1d d’ 1 d
J(x)—"—— —Jfx)— —J(x)+ - —J(x)=0
(x) S dx"“ dxz() xdx()
et par suite
d? d
x—J )+ 2n—1) —J,(x) = xJ(x)=0.
dx? dx
4.10 19 Montrer que la fonction F définie par

+w —x¥
t
F(x) = f 9-_‘2( dt
o 1+1¢
est définie et continue sur R et étudier ses variations. (On calculera F(0) et
lim F(x).)
x—*+w

2° Montrer que la fonction F est dérivable sur R. (On pourra commencer
par montrer qu’elle est dérivable sur tout intervalle [a, + o0] ol @ est un
nombre réel strictement positif.)
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30 En transformant I'intégrale F(x) par la correspondance s = x? f, mon-
trer que la fonction F admet un développement limité & un ordre quelconque
en 1/x lorsque x tend vers + oo.

Solution 1° Pour tout nombre réel x et tout nombre réel ¢ strictement positif, on a

e N 1
2 {T{é'
141 t

+ o
Comme I'intégrale impropre j % est définie, I'intégrale
1

+o0 —x2t
j LI

o 1+t

est uniformément convergente sur R et par suite la fonction F est définie
et continue sur R.

Remarquons que la fonction F est paire. Nous I’étudierons donc seulement
sur R,. Si 0 < x; < x,, on a pour tout élément ¢ de R,

2 r
=Xyt xgf

e >e

et par suite la fonction F est décroissante sur R,.
Calculons F(0), il vient

+w + o 2

F(0) = vt dt = 29
4
1+ o 14+u

La décompositi?n en éléments simples de deuxiéme espéce de la fraction

7 2u
rationnelle .~ est

1+ u
2o A ___ ¥ _]
1+ut 2= 2u+1 w4 J2u+1
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1 1
Pl (But Al

11 en résulte que

-
+ @ zuz . 1 '-2 i
———du= lim | ——Log|—5—5—|+
o 1+u T=+wo | 24/2 ( dﬁ) 1
u + + =
2 2
r
+ s (Arctg(\fiu -1+ Arctg(\/iu + 1)
J2
0
et par suite que
¥l
FO)= —.
©) 5

~

Pour tout nombre réel ¢ strictement positif, lorsque x tend vers + co,

x2
T ;i—} tend vers 0, montrons alors que F(x) tend vers 0. Soit & un nombre

+ o0
strictement positif, comme I'intégrale J-

1
nombre M > 1 tel que

Yo dt e
3 <3
M 1Y 3

+oo —xlt /‘
14 E
J S __ ¥ i<

M 1+ )

pEE] est convergente, il existe un

et par suite tel que
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Soit & un nombre strictement positif. Nous avons

r‘i_x ‘/_drc.J. Jidt et j Jidt < o*?
0

ol + 1

donc

D’autre part on a :

r‘ P (j“ﬂ"‘sﬁd,:e-,z,j Jiar

« 1428 . 1+ 7 1+

Lorsque x tend vers + oo, e—** tend vers 0, et par suite il existe un nombre
positif X tel que pour tout nombre réel x vérifiant x > X, on ait

_;:‘,
j _~_C£1_f
« l+l'
Alors si x > X, on a aussi
-x’l
J‘ _Jr q el
@ l+f 3
Comme
+ oo —xh\/‘ ae—xlr\ﬁ Me—xir\ﬁ +we—x3t\/i'
j : I_Td'+,[ -——;dr+j > dt,
0 3 ol 4+t a 141 M 14+t

nous voyons que si x > X.

I-I-uo -—x’.l' J_
o (1+ rz)
On a donc lim F(x) = 0.

x—++oa0

Le tableau de variation de la fonction F est :

x|0 + oo

F(x)

Gl
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20 On a

[2 () en - =222

1+r 14¢

pour tout nombre réel x et tout nombre réel positif 7. Soit @ un nombre positif.
Supposons que x appartienne a [a, + eo[ Si M est un nombre positif, en
effectuant le changement de variable s = x? t admissible car x # 0, il vient

+ —x2t + —s 3j2 4+ -5 _3/2 +eo _—5 _3/2
Xxte s € 8 € "S5
j s ‘/- ¢ T e J' ds<j ———ds.

M 1+ ¢ x‘MSz-I-X xmsz-kaz am s’ + a®

t+w o —5 32
Lintégrale j :Z—S ds étant définie, il existe un nombre M tel que
o + a*

.[-I-m e—: s]ﬂ

zdscs

aiM §° + a

et par suite tel que pour tout élément x de [a, + oo, on ait

J~+oo xt e—x’: \/E
Bl 2

M 1+t

dt <e¢.

On en déduit que I'intégrale

J'”“ - 2x!e"‘:'\/—

0

est uniformément convergente sur [a, + co[ et on a

, - 2xte **
F(x)=J z—-i_
0 l+f

Le nombre a étant un élément quelconque de R et la fonction F étant paire,
on en déduit que la fonction F est dérivable sur R — {0} et que pour tout
élément x de R — {0} ona

+w x4
F’(x)=J- 2xte” \/_
0 1+ 72

F(x)

Pour x # 0, étudions le rapport —_%ﬂ)- En effectuant le changement

de variable admissible s = x? ¢, il vient

+w —x’l +ew -5
R T
0 14 £ o X + S8
+w +
F{0)=j —‘ﬁz-dt=j f‘f
o 141 o x*+ 5
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et par suite
F(x) — F(0) _ j”"(e" l)\/s

X o S+x

Lorsque s tend vers 0,
€ -5 -1
& Js

Pt — 1)/ ,
et par suite j —F ds est définie. Comme d’autre part, pour tout

élément x de R et tout élément s de R% on a

0< l—e")\{s (1—e" )\/-

s+x S

+on(i—_s_1)\/;-

Pintégrale L 2

ds est uniformément convergente pour x dans R.

Par suite
+ oo TR
lig F®) — FO) _ Hmj 2, ..l)_}/_gds
sZ + xl'ln

+w —l'

17 520
o -0 s+ x*

= J”“’“(e":—_ll.}ds
+0

5

x~+0 X x40

La fonction F est donc dérivable et on a
+o0 -8
Foy= | € = Dfey,,

+0 2
30 En effectuant le changement de variable s = x*¢ pour x # 0, ncus
avons déja vu que
™ gy
F(x)=j i, .._;/___‘_ -
o 1+ (s°/x%) x

Or pour tout nombre réel u, nous savons que :

l+u+ bl =—

soit encore que

= u
LRt R
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En posant u = — s?/x*, il vient
2 2n 2(n+ 1) 4(n+1)
__12_4_ i 5_4_ § v (= 1) :5“ + (=i ”‘xT_‘_
1 + (s%/xH x x 1+ (s°/x%)

Pour tout enter naturel p, la comparaison des fonctions exponentielle =t

+w

puissance montre que l'intégrale impropre j. e™® 527 \/s ds est définie
(]
et par suite que si n e N l'intégrale

—x 2(u+l)\/-
L*

[+ (sz.-'x‘)

est définie. On a donc pour x # 0

.F(x) = “hhc._ _e__s"/; i g__ﬁp j:“-‘ e‘-‘slr \ﬁds +

A+ (s ./x-)) p=o x**?

(_ l)n-i-l 1 j~+m e”s Z(u+ll\/—

+ - SIS T, PPN
bt g le 1461Y
Comme
. l +w —s 2(n+l)
lim —, J. 2 :/_ =0,
x+4m X J0 1+ (s°/x%)
en posant

+ o e—ss2(n+l) \/-'J'

1
)= x* .L 1+ (¥x%) s

on obtient le développement limité en 1/x a 'ordre 4 n + 3 de la fonction F
quand x tend vers + co en écrivant l'égalité

}-‘(x) Z ( 4P+3 0 _’ zp J- ds + +3 e(x)

L’entier n étant quelconque, ceci montre bien que F admet un développement
limité & un ordre quelconque en 1/x lorsque x tend vers + oo.

411

Soit D I’ensemble des couples (x, y) de R* tels que 0 < x < 2et 1 <y < 2.
Calculer

J (x+y) e Pdxdy.
D
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Solution  Ona
J.D (x + y)e*?dxdy = .[: dx J? (x + y)e**?dy.
On remarque que
[’;j} (G + y) e — e"”)] (x,p)=(x+y)e™
donc
2
jl x+yePdy =[x+ e’ - =(x+ 1) — xe*t.
On obtient alors
Jo (x + y)e** P dxdy = j: [(x + De*? — xe¥*']dx =

= [(x 4 l)ex-!-z - ex+2 . xex+1 + ex%l]g - 234 - c.’! i

4.12 Soit D I'ensemble des couples (x, y) de R* telsque | x| < let|y| < 1.
Calculer

I |x + yldxdy.
D

Solution  Posons

D, ={(x,»)eR*||x|<1 e -l<y<-x}

D, ={(,)eR||x]<1 e —x<y<1}.
OnaD=D,uD, et D,nD, = . Pour tout couple (x, y) de D, on a
|x + y|= — x — yet pour tout couple (x, y) de Dyona|x + y| =x+ y.
On a donc

J‘|x+yidxdy=j (-—x—y)dxdy-kj. (x + y)dxdy.
D Dy

Cawvo. — Exercices d'analyse 1°7 cycle, 2® année et Spéciales MM~ 5

Dy
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Calculons séparément chaque terme de cette somme :

o | -

(= x—y)dxdy = — de-_j(x+y)dy

D, < =1

r1

27 -x
R b /8
[xy+ 2] ‘ldx

r+1 xz 1
= = (H—2—+x—§)dx

D’autre part on a

1

G + ) dxdy = J-l_ldxj._x(x +ydy =

1

[xy+ yz] l_xdx

-1

2
1 1 xZ) xz x x31 4
__j_l(x+§+—2— dx—[_2l+_2-+_6_]v,=§'

Dz

On obtient finalement

j |x+y|dxdy=_§.
D 3

4,13 Soit D I’ensemble des couples (x, y) de R? telsque x > 0,y > 0, x4+ y < 1.
1o Calculer

xy
Y dxdy.
j.D xz+yz y

20 Soient a et b deux nombres réels strictement positifs. Calculer

j a*b’dxdy.
D

Solution 1°Ona

xy » 1 1-x y
ID;!- -:{:yz dxdy = j xdxj g /dy
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1 1-x
=j- x[lLog(x2+y2)] dx
(4] 2 0
L T 2 1! 2
= = xLog(2x" —2x + 1)dx — x Log x“ dx.
2 Jo 2 Jo

Nous avons

1
j xLog(@x* —2x + 1)dx =
(4]

2 1 1.2 »
=[%Log(2xz—2x+l)] —j x?___4x_2_dx

4]
1 3 2 1
=_j _’f_x_x_____d,,=_j (Hl_.. - = z)""
02x" —2x+1 0 2 4x"—4x+
x> % 1 ]‘
—[3+5—§Arctg(2x—l)o—

D’autre part

n
=i

1

1 1
I xLDgxzdx=j 2xLogxdx=[x2L0gx]:,—j xdx = —
(] 0 0

by -

On a donc

Xy w1
- dxdy = - — - +
-[n x* + )y > 8, 2

28 a=b=1,0na

1 1-x 1 xZ 1 1
J.dxdy='[dx'[ dy=j(l—x)dx=[x——] = .
D 0 0 0 2 2

Sia==letb9é1.l,0na

1 1—x 1 by 1-x
b’ dx d =J d j b d =J’ [—-——] d
J.n G 0 " 0 ¥ o LLog bl, .

. 1 1 - 1 bl—x 1
- [, mogs @ = D0 = g [~ L5 7,

b—1 1
(Log b)*> Logh

Pour des raisons de symétrie, sia # l etb=1ona

a-—1 _ 1
(Loga)® Loga

,[ a*dxdy =
D
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Supposons maintenant @ # letb # 1. On a
1 ri—x 1 by 1-x
*p'dxd ={ dx a*b’d =I [—] a* dx
In " et 0 Jo 4 o lLogbl,
— — l.—.
~ Logh
b [ a)" 1 j' -
_Lngb.o(E dX——'-—LOgB Uﬂ dx.
Supposons d’abord que @ = b. L’expression précédente devient
1
(Log b)*
b b—-1

1
(@ b' " — a*)dx
4]

[6*Jo

b
P dxdy = ——[x]a —
L y = o D8

Logh (Logh)®’
Si a # b, on obtient

b -(g)x“1 1 [a"]‘

x Ly P I . - —c— s I =
j,,a lr}d:“iy—l,tcagb (a) Log b |Loga],
Log |,
b] lo
5.1 RN
" Loghb(Loga — Logb) Logalogh
_(@a—1kogb—(b—1)loga
"~ LogalLogb(Loga — Logb) ~
414 Soit D 'ensemble des couples (x, y) de R? tels que x* + y* < 1. Calculer
| — 1 axay
Ip 1+ x* 4+ )2 ’

Solution  Soient D’ I’ensemble des couples (r, 6) de R? tels que
0<sr<l]1 et 0<b<2nm

et o = (w,, w,) l'application de D' dans D définie pour tout couple (r, 6)

de D' par
@(r, 6) = rcos 0

w,(r, 0) = rsinf.
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Il est clair que w est une bijection de D’ sur D et que les fonctions w,, @,
admettent des dérivées partielles continues. On a

D(w,, ;)
D(r, 6)

On obtient donc

cos 0 —rsinf
sin 6 rcosf

= r{cos® 6 + sin’6) = r.

f v G

- j. 1 By D(w,, @,)
b 1+ (o4, ) + (o4, )| D(r, 6)

2= 1
=j . l—zrdrd9=j. dej i
o l4r 0 ol +r

dr df

1
= Zx[%Log(l + rz)] =nlLlog2.
0

415 Soit D I’ensemble des éléments (x, ) de R? tels que

xXX+y2-y>0.

[x2+y’—x{0
y>90

Calculer

J. (x + y)*dxdy.
D

Solution  Soient D’ ’ensemble des couples (r, 6) de R? tels que

n

059-{.2 et sinfl < r <cosé,
et w = (w,, w,) 'application de D' dans D définie pour tout élément (r, 6)
de D' par
w,(r, 0) = rcos A
@,(r, 0) = rsinf.
Ona

D(wl » wz)
D(r, 6)

=1r,
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par suite

j (x + y)? dxdy = J (r cos 0 + r sin 0)* r dr d0
D D

nj4 cosl
=j. dﬁj (r* + 27’ sin 0 cos §) dr.
0

sin @

Ona

cos @ r4 cos @
j (r* + 2r’sinfcosf)dr = (1 +sin26‘)[—z]

sin@ sin@

= %(1 +sin26) (cos* 6 — sin® 6)
= %(1 + sin 2 0) (cos® 0 — sin’ 0)

=%(1 + sin 20) (cos 20) .

On obtient donc

j' (cos 2 @ + cos 2 0sin 2 6) d0

£~ |

j (x + y)’dxdy =
D

[st_B cos49]"’“ 3
e 16"

-b I

416 Soit X un nombre réel strictement positif. On pose
Dy ={(x,y))eR?*|x >0,y > 0, x2 + y* < X%}
Ax={(x,y)ER’|0<x<X,0<y<X}.
10 Calculer
I(X) = L e dx dy
2¢ On pose )
J(X) = L e ) dx dy

et
x 2
K(X) = [ e dx.
n
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Montrer que la fonction K admet une limite lorsque X tend vers + co et cal-

culer
+ o 5
j. e ™ dx.

o

Solution 10 En effectuant le changement de variable

= rcosf
y=rsinf
on voit que
nf2 X X
- By T _Ladl” _En @
!{X)—jo dﬂjne rdr—z[ 5 € ]0—4(1 € )
2° Ona

J(X) = j: dy Ke""’”"dx - (jxc_”J dy) (j: & dx) =[KX). M

o

La fonction K admet une limite quand X tend vers + co si et seulement si
la fonction J en admet une.
Remarquons que pour tout nombre réel positif X on a

Dy ©€ Ax € Dy, /3.

La fonction exponentielle est une fonction a valeurs positives ; par suite on a

I(X) < J(X) < I(X \/2). 2
Par ailleurs on a
. " m -X2 n
Iim I(X)= lm (1 —e =—.
X+ ( X—++w 4( ) 4
Des inégalités (2), on déduit que J admet une limite quand X tend vers + oo,
et que
lim J(X) = lim I(X) = ’Z‘ !
X+ 4+ X—++aw

Par suite la fonction K admet une limite lorsque X tend vers + co, et de I'éga-
lité (1) on déduit que
lim KX)= _/ lim JX)= _\_QE
X—=+tw X+ +w

car K est une fonction & valeurs positives. On a donc

+ o
_[ e ™ dx = ﬁ

0 2
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136
417 Soit ¥ I'ensemble des éléments (x, y, z) de R® qui vérifient x >0, y > 0
z>0, 2z<1—y*et x+ y<1. Calculer
j zdxdydz.
L8
Solution On a
1 1—x 1—52 1 1-x {l e yZ)Z
j zdxdydz=j dxj dyj. zdz=j dxj —-—2——dy
v 0 1] 0 o 0
1 1 1-x 3 %
=—j-dx_[ (1 =2+ yH)dy
2 (i} (1]
1 (' 2 5, 1 5]
- . ~(1 — x)°|dx
=3[ |a-»n-Ja-0+50-2
(-9 2. o Lo 6]'
2 [" S ol = At —ggl=a]
1 1 1 1
=2 1276060
4.18 Soit ¥ I'ensemble des éléments (¥, y, z) de R? tels que
0<:2+yP+22 <)
0<x?+)y? <2?
z>0.
Calculer
j ( l -_+1)dxdydz.
¥ \’!‘tz : }12 4
Solution Soient ¥’ I’ensemble des couples (r, @, 0) de R? tels que

Diir=1, O0<op<2m, 0<6‘4<E
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et w = (w,;, ®,, w,;) 'application de V' dans V définie pour tout élément
(r, ¢, 0) de V" par

@,(r, @, 0) = rsin 0 sin ¢

{ w,(r, @, 0) = rsin 0 cos ¢
wy(r, @, 0) = rcos 8.

Ona
D(wh wz’ (-03)

— 2 T
D(r, , 0) =rsind.

On obtient

L (; + l)dxdydz L

Vxr+ 2 oz
- (—1—+ l—w)rz in 0 dr do d
=), \rsin0 " reoso)” @
2n n/4 1 1 2n nf4
= d(pj dﬁj (r + rtgﬂ]dr-——ij. dqoj- (14 tg6)do
0 o (1] 0

J2

2
= n[0 — Log (cos O)]5'* = Ej — n Log (—2—)

4.19 Soit ¥ I'ensemble des éléments (x, y, z) de R? tels que
Dexecl & PPt
Calculer

I xyzdxdydz.
Vv

Solution  Soient ¥ I'ensemble des éléments (r, 0, u) de R? tels que
O<r<u, 0<b0<2m, O<u<|
et o = (wy, @,, ;) la fonction de ¥’ sur ¥ définie pour tout élément (r, 0, u)

de V' par
wy(r, 0, u) = rcos 0
wy(r, 9, u) = rsin0
ws(r,0,2) = u.
Ona N
cos 0 —rsinf 0
D(mlt Wy, ms) 4t = .
W = |sin@ rcos @ 0| =r.

0 0 1
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On obtient donc

j. xyzdxdydz =
v

— 3 u sin 6 cos 0 dr d0 du
Jyr

~2n 1 H 2x 1 ui
= dﬁj duj rausinﬂcosﬁdr=_[ dﬂj. ?sinﬂcosﬂdu
o 0

<40 0 0

r2m "
sin 0 cos 0
=y Tdﬂ_o.

4.20

Pour tout entier strictement positif n, on pose

i Gy <1 } Z
i=1

Le but de ce probléme est de calculer le volume

B, = ‘ (Xgs ooes X)) ER"

g = A%y o dx,
By
de I’ensemble B,.

19 On pose
B, = {(xy, .. Xx)€B, | x, > 0}.

Montrer que 'application g" = (g1, ..., gn) définie pour tout élément
(rm St e sn—l) de p- ][ x B -1

par
8l (Fay S15 003 Sp=1) = T Si si 1<i<n-—1

g:(rm Sgy eeny sn-—l) =Ta Jl *’g (S;)z

est une bijection continue de 10, I[ x B,_, sur B, admettant des dérivées
partielles continues et que la fonction réciproque de g vérifie les mémes condi-
tions.

20 Montrer que pour tout entier n tel que n > 1, il existe une fonction f,
de B,_, dans R telle que

D(xy, -y Xp)
D(F,y 515 <3 Sn—1)

= (rn)ﬂ_‘fn(slv e Fu=1 )
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3¢ Soit n un entier supérieur & 2. Démontrer les égalités suivantes

*2_“3_ »\/1““2("5;) dxy ... dx,—, (1

Uyeq = 2([ (I, . I) (j f,,_l(sl,..., an) Oy L 8 ,) 2)

En déduire que

Solution

1 TR
v, =2(n — 1) v,_, J Vi— 2 r2dr. (3)
(1]
4o Démontrer que si p est un entier supérieur 2 1 on a
_ @ " _ (@ 27!
Y20 =y - AT T |y
1° On vérifie aisément que I’application #" = (Aj, ..., k) définie pour tout
élément (x,, ..., x,) de By, par
h,ll(xh- ’xn) "'xl
Koy X)) = ——=L____  si 2<gi<n
\/xf + - 4 x2
n=1
est 'application réciproque de g". Comme sur B,_, Pexpression 1 — Y (s,)?
i=1
ne s'annule pas, toutes les dérivées partielles de g" sont continues. De méme
toutes les dérivées partielles de 4" sont continues car gy ne s’annule pas sur B,
20 On a
k 13 esesp g”) .
D(l"“, S|, seey n—l)
5y Fy O sssmnmeass 0
: 0 r,C- :
0 :
“ : : : s s, B
Sy 0 1 [P, 0 r,
= — T = Py Sp—y
‘\[ E () — = =
\[1 - ¥ G 1= ()’
i=1 i=
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Pour tout élément (s, ..., $,—,) de B,_, posons

fn(sl’ ey sn—l) =

5, 1 L R 0
0 1
- Sp—1 Q... cscssamss 0 1
T m—-1 — § — §,
1= Zl (si) : e n-l—
\/’— Y () 1 - Y (s)?
i=1 i=1
On a alors
 D(g}, - 8w 1
D[r,,, St e Sy 1) (rn) fn(sl, el ] Su-lJ =
3o Soit

Bl = { (%) .o x)€B,| X, <0}.

Pour des raisons de symétrie on a

j. dx, ... dx, = J dx, ... dx, .
B, B

= 2 j dx| wee dxn_|
B, -

46 j' - f (x)? d%; ... dx, -y

d’ol I"égalité (1).
Pour démontrer I’égalité (2), utilisons le changement de variable défini par
la fonction g" .

n—1
G =2j dx, .. _2j i o 8im1) g, ds, . ds,.
S Bl - L ]01[:8.‘,1)(".. :-Shm-s.—-z) A== <

=2 j (ru—l)n_z.fn—l(sl! nay sn—Z) drn—l dsl s dsn-z
]0 1['*3-9 2

= 2(_[; O i | 2 l) (-[B,,-z'ﬁ'_‘(s“ vees Sy—2) A5 =ee ds,,_z)
d’ol Iégalité (2).



INTEGRATION 14

Pour montrer Pégalité (3) effectuons dans I’égalité (1) le changement de
variable défini par la fonction g"~!. On obtient

n=1
vn=4j 1= ¥ sfdug.dt.,
Bp-) i=1

I

4 T P ™ e s s I Wy B s g
10,1[ %X Bp-2

- 4(-[; Vi = 22 (r,_ )2 dr,,_.) (J&_zj"_l(sl, s Sp—g) ASy oo ds,,_.).

D’autre part on a

[T O <

En combinant ces résultats et I’égalité (2) on trouve

1
v, = 4(j \/l - fz rﬂl—zdr) vn_—](;— l)
0

1 e p——
=2n—1)v,_, j Vi-r2r2dr,
L]
40 Pour tout entier positif k, posons
1 T
Iy = J- \/l —rPkdr.
(1]
Si k > 2, on a aprés une intégration par parties

I
I,(=j. \/l—rzr"dr
0

e Tk L 2y a3
=[ - ]0+§L(k—-l)r" (=1 -rar

_E-———l I r21 - 2 clr—~k—;—I I;r"\/i_:-;'}dr

et par suite
k+DL=C(-—-1)I5L_,.

On a

1 n/2 n/2
IO=IJ1—r2dr=[ coszﬂde:j ﬂs_z_ng,:f
0 0 2 4

« 0
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et
1 - l e S X l
!,=j\/l—rzrdr=[--—(l—rz)\/l—-r2] =z.
0 3 o 3
Si p est un entier positif on obtient

_@p-1@p-3..1
» Cp+2)2p..4

@Qp—-1D@2p-3)..

b="—"Gp+22p..4

-n-f::

I,

et

I =(2P)(2P—2)--—21=(2PJ(2P-‘2)---2-1
gt @p+3..5 ! 2p+3)--.53

En portant ces valeurs dans ’égalité (3) on trouve

2p-—1..1
Uyp = Z(ZP -1 Uzp—1 IZ?-Z = Vet Ti—mﬂ

2 2
Uaprs = 22 )2y Lapr = 200 5o T 3
et par suite
(2p—l) 2p—2)..
o= O 2Ty e e
@p..2 _@p—1..1 27

bt = e T3 G2 T Ipgl et

Calculons v, et v, On a
+1

vy = dx, =2
-1

1 Ji-x2 r —
Uzzj dx,dx1=2'[ dxzj _dxl—4f \/l—xzdxz=ﬂ.
B2 0 «[l—xz 0

On obtient donc finalement

P! n’
= 2% "
et
27 nf 2p+lnp
V211 = QP F D3 Cp+1)...3.1
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4.21 Calculer Iintégrale curviligne
J. (x— y)dx + (x + y)dy
C
ol C est le segment de droite qui joint le point de coordonnées (1, 0) au point
de coordonnées (0, I).
Solufion  La courbe C peut étre représentée en fonction du paramétre 1 qui varie de
0a 1 en posant
{ x=1-—1¢
y=t.
On a alors
dx = — dr
dy = dt
et on obtient
1
j (x—p)dx+ (x+ y)dy = j (A= —t](—dny+ [ -0+ 1]dt
c 0
1
=J 2tdt =[5 =1.
0
4,22 Soit C I'ensemble des couples (x, y) de R? tels que 0 < x < lety = 2x%
Calculer
I x2ydx + (x* — y¥)dy.
c
Solution  Ona
dy = 4 xdx
et par suite

1
j xzydx+(x2——y2)dyzj x*(2 x?) dx + (x* — 4 x*) (4 x dx)
C 0
1
=j (- 16x° + 2x* + 4x’)dx
(i}

T 84,25 4]'_ 19
—[ 3 X +5x + x ST B
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4.23 Soient p un nombre réel strictement positif et C le cercle d’équation
e gt
Calculer

j ydx + xydy.
[

Solution Le cercle C admet la représentation paramétrique

y=psint
On a alors
dx = — psintdt
dy = pcostdr

et par suite

in
J‘ ydx + xydy = | (= p*sin®t + p® cos? tsin 1) dt
c ]

2r 2r

cos2t — 1

= p? — ——dt+p° cos® t sin t dt
0 2 0
- =§‘_".f’-_£_‘]z" s[_co_s’__f]"__ 2
4,24 Calculer la longueur du segment de la courbe d’équation y = ch 7 dont les

extrémités ont pour coordonnées (0, 1) et (2, ch 2).

Solution La courbe admet la représentation paramétrique

[ x(t) =1t
| W) =cht Isrx2
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La longueur / de la courbe est
- S T - R
l= j \/[x'(r)]2 + [0 dt = I V1 + sh? 1 dt
0 o

& s |
=J. chtdr=[sht}f}=sh2=_.§ .
0 2e

4.25 Soit C le cercle d’équation x* + y*> — 2 y = 0. Calculer en utilisant la
formule de GREEN-RIEMANN, P’intégrale curviligne

j‘ xy*dy — yx?dx.
c

Solution  Soit D I'ensemble des éléments (x, y) de R? qui vérifient 'inégalité
x4+ y*=-2y<0.

D’aprés la formule de GREEN-RIEMANN on a

d d
2 s 2y — — (— px?
jcxy dy — yx“dx J.n 7 (xy%) r)y( yx )]dx A dy

=j (x* + y*)dx A dy.
D

Soit D’ I’ensemble des couples (r, 6) de R? tels que
0<O<n et 0<r<2sinf.
L’application g = (g,, g,) définie pour tout élément (r, 0) de D’ par

gl(r, 0) = rcos@
g,(r,0) = rsinf
est une bijection de D’ sur D et on a

D(g,, g,)
D(r, 0)

=r
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On a alors

j- (x2+y2)dx:\dy=j rPdr A df =
D D

n 2sin@ =
=j dOJ. r3dr=4j sin* 0 df
0 0 0
=4J ( —mszﬂ)sin29d9=4j (sin® @ — sin” 0 cos® 0) dO
0 0

cosZB cosd46 — 1
4j ( §+———-—8 )dB‘

sin2@ 06 sind4@ O] 3=
=4[ & fatTm s] ;

D’ailleurs en utilisant la représentation paramétrique suivante de C

x = cost
{ St<2n

y=1+sint

on peut calculer directement

2n
J‘ xytdy — x*ydx = (2 cos® tsin® t + 3 cos® tsint + cos’ 1) dt
c 0

3n
5

4.26

Soit D I'ensemble des éléments (x, y) de R? tels que

0<x<l, O<y<l]I et x24+y*>1.

Calculer en utilisant la formule de GREEN-RIEMANN

xy
e e R dy
Jn (1 + x* + y?)?

Solution

Soient C, le segment de droite dont les extrémités ont les coordonnées (1, 0)
et (1, 1), C, le segment de droite dont les extrémnes ont pour coordonnées
(1, 1) et (0, 1) et C, Iarc de cercle d’équation x* + y* = 1 limité par les points
(0, 1) et (1, 0).
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Soit @ la forme différentielle définie en tout point (x, y) de R* par

X

1
. . S T
214+x*+)*

Dpx,yy =

On voit aisément que

xy

— = ——dx ady.
1 + x* + y*

do s,y =

D’aprés la formule de GREEN-RIEMANN on a

xy
_——dxz\d':'[ o + o + .
-[ p (1 +x*+y)? = ) c e

Le segment C, admet la représentation paramétrique

‘x=1 O<t<l
y=1t

par suite on a

j w=0 car dx=0.
Cy

Le segment C, admet la représentation paramétrique

{x:l—-t

o O<t<l

et on obtient

[ 10—0(-d9 1 — O]t = Liog 2"
jc;w_Joz 2+Q0—~1P G PR s~ = g g

L’arc C; admet la représentation paramétrique

x=sint "
O<t<—

y =cost 2

et par suite

J'“” 1 costsint 1 [sin2 :] we 9
o = s e U Y -
= o 2 2 4| 2

On a donc finalement

[ 2 ey =!(2rel+1).
p (1 +x°+y) 8 3
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4.27 Soient @ et i deux nombres réels strictement positifs. Calculer I'aire de la
surface S définie par
S={(xy.2)eR*|x* +y* —az=0 et 0<z<h}.

Solution La surface S admet la représentation paramétrique suivante

x(r,0) =arcos§ 0<60<2n
y(r, 0) = arsin 0 0{"/\/2-

z(r, 0) = ar®

On a alors
D(y,z) | asinf ar cos 0 |
5(;-,9}1 | 2ar 0 l —2a*r*cos@
D(z,x) _| 2ar 0 ‘_ 5 s
D(r,0) | acos@  —arsin@ | 2a” r*sin0
D(x,y) _|acos®  —arsin0| .
D(r,0) | asin® AR e

Si on pose

=]O, Jé[x 10, 2 n[

I'aire A de la surface S est égale a

s j (= 2a% r*cos 0) + (— 2a* r*sin ) + (a*r)*d dO
n

=(j2“ ) o Vaatr r*dr

0

o -
=2na1j Vart +1rdr
0

Vhja

gl l( h )”’_L]
= 2 ma [12 4a+ l. B

= 2 na® [; . % @r+ 1)”’]
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4.28 Soient a et ¢ deux nombres réels strictement positifs, et S la surface dont
I’équation est
2 2 2
x° + z
2.8 Y
a C

1o Calculer I'aire 4 de la surface S.
20 Calculer le volume V¥ délimité par la surface S.

Solution 10 La surface S privée des points de coordonnées (0,0, ¢) et (0,0, — ¢)
admet la représentation paramétrique

g x(8, h) = \h‘: — h*cos 0

0<fl<2n
w0, ) == 4 Jc* — hsin 0
—c¢c<h<c
\ 2(0,h) = h.
On a alors
— ah . d 3 33
D(y,z)_ c\/7_ h-_zslnﬂ c\/f-' —h COSB
D(h, 6)
l 0 i
= — : \/E_z—_—h‘ cos 0
1 0

D(z, x) _ )
D(h, 0) ~ "_"—__cose @JE — hsin0

t:\/c —ih®

= — E\/1{:2 — h?sin 0

: —__a_h_ 0 - Je2 — h? sin@
D(x, ¥) ce? — h? c
D(h, 6) -

il . sin 6 @ Jc? — h?cos }

| C\/Cz — h? ¢
a’h
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Sionpose D =]—¢,¢[ x J0,2n[ona:

2 2 2
A=j' (—Ev'cz—hzcosﬂ) +(—E\ch—hzsin9) +(—a—2h)
D C 4 c c

S x dh do
+e az 'a4
=2ﬂj_c ;i(cz—hz)'i‘?hzdh
+ec “__a'—"z‘
=2naj ,\/1+h2————dh

-C C

Si g = ¢, on obtient immédiatement
A=4na*.
Supposons a > c et effectuons le changement de variable
3 2
c?
Si on pose I
2 _ 2
= Argsh \/a—_c_ .
C
on obtient
2 nac? = J—z—
\/az c -M
2 +M 2 +M
L T L P
\/az 2 M \fa2 — T =M 2

_ 2 nac* p_!+sh2,u]+“
\/ai—cz 4

-M
Z_M_c-_(M+shM\/l+shz M)
a —"C

o
2_"E‘E_A shi-—i+2na

\/ﬂ i C c
Supposons a < ¢ et effectuons le changement de variable

‘\;’Cz = ﬁz
CZ

h=sinv.
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Si on pose -
2 2
N = Arc sinu—c—:a—,
c
on obtient
_—_._, N
=_m_c__-[ \/ — sin? vcos-.rdv:-%_nf_—.[ cos® vdv
2 — a? ch —a® 7N
i 2 nac? IN l+cos_2vd Znac sm2v]
Je2 —a? ) -n 2 J& =
2 e
- [N + sin N v/1 — sin® N]
Ve —a
2 CT—
= z_’Ti-:Atcsin\/i—a- + 2 ma®.
Jet - a? c
En résumé, ori obtient les résultats suivants :
T
a<c A=- %T.,—A Al SR
Jet — ¢

a=c A=4nd

2 mac® va* - ¢* 5
+ 2 na

_ Arg sh —

Ja? = ¢ ¢

a>c A=—

20 Posons

2
=[(x,y,z)eR3|x—u+ <l}
a
[(r,G,h)eR’IOs9<2n,—c<h<c,0<r<§v‘c’—-hz].

L’application g = (gy, &2, &) définie pour tout élément (r, 0, h) de U’ par

g,(r, 0, h) = rcos 0
g.(r, 0, h) = rsin 6
gB(rs 9, h) - 'h

est une bijection continue de U’ sur U. On a

cos 0 — rsin @
D(gl’ £2, gS) = Sin 9 r cos 9
D(r, 6, h) 0 0

-0 O
I
-
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Par suite on obtient

V=I dxdydz:_[ rdrd@dh
U v
2r c (a{c)\f@:ﬁ
([ a) ([ an [ e
(1] =i o
© a , 2
=2n _[ ~— (¢® — h°)dh
=i 2(‘2( )

213)c 2
=;-z[a2h—-a hz] =2n[azc—€—c]
3c —c 3
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FONCGTIONS
DE VARIABLE COMPLEXE

5.1

Soit f une fonction de C dans C. Démontrer que si f est holomoiphe, les
conditions suivantes sont équivalentes.

(i) f est constante.

(ii) Re fest constante.

(iii) Im fest constante.
En déduire que la fonction g définie sur C en posant pour tout nombre com-
plexe z, g(z) = | z | n’est pas holomorphe.

Solution

Posons f(z) = f(x + iy) = P(x, y) + iQ(x, y). Puisque la fonction f est
holomorphe, nous avons

.8 ¢ o

ox dy dy  ox’
11 est clair que (i) = (i) et (i) = (iii).

Démontrons que (ii) = (i). Puisque Re f est constante, la fonction P est
constante et donc

L.

ox  dy
Par suite

0Q @0



154

EXERCICES D’ANALYSE

ce qui prouve que la fonction Q est constante, donc la fonction f est constante.
On démontre de maniére analogue que (iii) = (i).
Si la fonction g est holomorphe, alors comme la fonction Im g est constante
et vaut 0, la fonction g est constante ce qui n’est pas, donc la fonction g n’est
pas holomorphe.

5'2

Soit f une fonction holomorphe de C dans C. On pose pour tout élément
z=x+iy de C, f(2) = P(x,y) + iQ(x, )- On suppose qu’il existe des
nombres réels @, b, ¢ non tous nuls, tels que I'on ait aP(x, y) + bQ(x, y) = ¢
pour tout élément (x, y) de R2. Démontrer que f est constante.

Solution

Pour tout élément (x, y) de R%, nous avons
oP 20 .
a-é;(x.y) + bg(x.y) =0
et
JP a0
a@(x.y) + b-éi(x,y) =0.

Comme la fonction f est holomorphe, nous avons

P
Pan=Ley @ FEN=-ZE

d’ou
opP o0 _
ﬂa—x(xv}’) + ba(x.}’)—o
apP a0 "
. bg"x—(x’ )_a_a;(xt.})_o

Or a ou b est non nul, sinon a, b et ¢ seraient nuls ; donc le déterminant du
systéme précédent est non nul et ce systéme admet une seule solution

dP . a0 _
ox (xs})'_“ ax(x,y)_‘o'
D’ou

20 _20 _,

=0 @& BT

par suite les fonctions P et Q sont constantes, donc la fonction f est constante.
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5.3

Soit r un nombre réel strictement positif ; pour chaque entier n supérieur
4 1, on désigne par y, (resp y) 'application de [0, 2 z] dans C définie pour tout
élément de [0, 2 nr] par

7,(1) = (1 - ;11-) re’  (resp y(f) = re").

Soit f une application de C dans C continue sur le disque fermé de centre O
et de rayon r. Démontrer que

Jf(z)dz= lim f(z)dz.

n=s+ o ¥n

Solution

Nous avons

j f(2)dz = ri - freHe' dt

-L..f(z) dz=ri (1 - %) j.:xf(r(l - %) e") e dt.
D’ou
Lf(z)dz . J.hf(z) dz = ri j:‘ [f(" e') — (l - %)f(r(l - %) e")] e dt
par suite
o [ roen~(o- -
Nous avons

e (-2
firey - f(r(l r %) en)

Comme la fonction f est continue, la fonction g définie sur le rectangle
R=1[0,7] x [0,27]
en posant pour tout élément (p, t) de R
glp, 1) = f(pe®)

Lf(z) dz — L”f(z) dz

<

-]

+_

<
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est continue. Cette fonction est donc bornée et uniformément continue, par
suite pour tout nombre réel « strictement positif, il existe deux nombres réels
strictement positifs &, { tels que pour tous les couples ((p, 1), (p', 1)) d’éléments
de R vérifiant |p — p’ | < €et |1 —1t"| <, on ait

| f(pe™) = f(p' )| < @.
Soit & un nombre réel strictement positif ; il existe alors un nombre réel stric-
tement positif 5 tel que si | p — p’ | < 5, on ait pour tout élément ¢ de [0, 2 7]

e
4nr’

| fpe™) — fl' )| <

1l existc donc un entier n, tel que pour tout entier n supérieur a n;, nous ayons
1

= ( 1= —) r
n

alors pour tout entier n supérieur a n,, on a

fre") — f(r (I - %) ei')

La fonction f étant bornée sur le disque fermé de centre O et de rayon r, il
existe un entier n, tel que pour tout entier n supérieur a n, et tout élément ¢
de [0, 2 n], on ait

<7n;

i

bl <

dar’

Si n est supérieur & sup (n,, n,), alors pour tout élément ¢ de [0, 2x),ona

S(re") *f("(l - ;)eu) e 4'%:3 u 42"' - %‘;
it
par suite j:g fre —f(r(l - :i)e") dt <§
d’ou
‘ Lf(z)dz = L"f(z) R

Pour tout nombre réel & strictement positif, I'entier n, = sup (n,, n,) est tel
que pour tout entier n supérieur 2 n,, on ait

i Lf(z)dz - L"I(Z)dz

< &

Ceci démontre que
lim f(z2)dz = j f(z)dz.
’

n—~+a ¥n
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54 Soit f une fonction holomorphe de C dans C. Pour chaque élément z de C,
on pose f(z) = P(z) + iQ(z) ou P et Q sont des fonctions & valeurs réelles.
Soient a et b deux éléments de C ; on définit la fonction F de R dans C, en
posant pour tout nombre réel ¢

F@t) = —

f(b-!—(a—b)f)
T a—B ’

1° Calculer en fonction de dP/dz et dQ/dz, les dérivées par rapport & ¢
des fonctions R et 7 définies sur R en posant pour chague nombre réel r.

R(t) = Re F(t) et I(t) = Im F(1).

20 En appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires aux deux fonctions
précédentes, démontrer qu’il existe deux points ¢ et d du segment joignantaa b
tels que

@ - 10 =@ -5 (%@ +i%@).

Solution 1° Pour tout nombre réel ¢, on a

R(t) = P(b + (a — b)1)
a—>b
et par suite
dR,. d Pb+@—-b1) 1 (dP
29" %5 —s-pavre-H ')) X

d dP
X (Tr‘(b +(a — b}f)= ?"E(b**‘(a = b)f).
Nous avons de méme
dar . do
a{t) = _di(b +(@—-b1i).

20 Puisque la fonction f est holomorphe, les fonctions P et Q sont continues
et différentiables donc nous pouvons appliquer le théoréme des accroissements
finis aux fonctions R et I sur Pintervalle [0, 1] ; par suite, il existe deux élé-
ments 6, 6’ de 10, 1] tels que

R() - RO) = 5, ©)
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et
dr
1) = 10) = 3 ()
ce qui peut s'écrire
f(@) — 1 (E’l) - JE N
Re(L2 1) - L6 + - 1)0)
f(a) —f{b)) _do -
lm(——-————a_b —-dz(b-!-(a b) 6').
Comme 6 et @ appartiennent 4 I'intervalle 10, 1[, en posant
c=b+(@—0b)bo et d=b+(@—-bo,
il est clair que les points c et d sont sur le segment joignant a et b et que
e -*f(b)) _dp
Re( a—b | a
f(a)— f_@) _do
Im( a—-b | dz @
d’olr
f(a) — f(b) _dP . dQ
=% ~aP P EY
soit
dP d
J@ -5 = @ - D[S @ + 152 @)|-
5.5 Soit f une fonction complexe définie et continue dans un ouvert D du plan

complexe. On suppose qu'il existe un point a de D et un disque de centre a
et de rayon r contenu dans D tels que

2in

fla) = 2—1;[ . fla + pe*)do

et

7@ <|r@]|
siOQparetlz-—alﬁ_r.
1° a) On suppose que f(a) est un nombre réel positif et on pose pour tout
élément p de [0, r]

M(p) = sup |fla+pe)];

0<6<2n
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démontrer que

M(p) = f(a).

b) Pour tout élément z de D, on pose g(z) = Re (f(a) — f (z)). Démontrer
que pour tout nombre réel p tel que 0 < p < r,onag(z) > Opour|z—a|=p
et

2n

gla + pe'®)do = 0.
0

En déduire que g(z) = 0 pour |z — a| = p.
20 Déduire de ce qui précéde que f(a) = f(z) pour |z —a| < r.

Solution

10 a) Nous avons par définition M(p) < f(a). Comme

n

1 2n J
1@ =5 | s+ peyao

nous avons

[r@+peanl

0 I

f@ = |s@| =5

d’ol
= 1 jZK 2 » 1 j-zll
f(a) < 27 lf(a + pe )Idﬂ £ — M(p) d6 = M(p) .

Par suite M(p) = f(a).
b) Comme f'(a) > 0, on a pour tout nombre complexe ztel que |z — al = p

8(2) = f(a) — Ref(2)
par ailleurs | £ (z) | < f(a) donc Re f(z) < f(a) et g(z) > 0. On a

[z“ fla + pe®)db = 2 nf(a) = " f(a) db
~ 0 0

d’oll
[+ pes - s@pan=o
donc
[ Rel@ + pe ~ s@la0 = 0
soit

2n
j. gla + pe'do=0.
0
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La fonction g est continue et positive sur le cercle de centre a et de rayon p,
2x

donc le nombre réel J. gla + p ') d6 n’est nul que si la fonction g est nulle
1]

sur ce cercle, d’ol1 g(z) = O pour | z — a| = p. Il en résulte que Re f(z) = f(a) -
pour | z—a|=p et comme|f(z)|<f(a), on a f(z2)=f(a) pour |z—al|=p,
20 Sif(a) = 0, alors comme | f(z) | < f(a),onaf(z) = O pour|z — al<r.
Si f (@) est un nombre complexe non nul, la fonction / définie sur D en posant
pour tout élément z de D, h(z) = [ (2)/f (a), vérifie les hypothéses de la ques-
tion 1°, donc pour tout nombre réel p tel que 0 < p < ret tout élément zde D
tel que | z — a| < p, on a h(z) = h(a) = 1, doncf(z) = f(@silz—a|<r

5.6 Soit f une fonction complexe définie et analytique dans un disque ouvert D
de centre O. Soient z,, Z,, ..., Z, les zéros de f d’ordres respectifs py, Pz, s P
Soit y un chemin fermé de D ne passant par aucun des points zy, Z3, ey Zp
Démontrer que si J(y, z;) désigne Uindice du chemin y par rapport & z; ona

L[ L@y

2_?_'1'.'} y“f(z) zZ= ,E:] Pi j(?s zi) -

Solution  Puisque f est analytique, il existe une fonction analytique ¢ définie sur D
(¢f. C. E.,, Ch. 9, § 1, n° 157) et ne s’annulant pas sur D telle que I'on ait pour
tout élément z de D

(@) =(z = z)"(z — 2" (= = z)" 0(2)
d’olr
S @) _ P

@~ T-n T

Comme ¢ ne s’annule pas sur D, la fonction ¢’/ est holomorphe sur D, donc

9@ 4, -
L o(2) dz=0

P g Ba 20
z—z, @)

par suite

[ L@ [(5 23) o) e
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Mais par définition de I'indice d’un chemin on a

1 dz
T A

Z Zi
d’on
1 f(2 c
e dz = F . .
2 in 5 f(z) {=Zl i (}, zi)
5.7 Soient a, b deux nombres réels strictement positifs et I' I'ellipse d’équation
2
§+%=1
a b
Trouver un chemin y dans C d’image I et calculer
dz
y 2°
En déduire que
jZn d1 2_“
o a*cos®t + b*sin®t ab

Solution Pour tout élément ¢ de [0, 2 n] posons
1(z) = (@cost, bsint).

Il est clair que I'application y est différentiable sur [0, 2 =] et que, lorsque ¢
parcourt [0, 2 =], p(t) parcourt I

La fonction constante de valeur 1 définie sur C est évidemment holomorphe
donc la formule intégrale de CAucHY donne

j (—i—?l=2i7t
2

car Pindice du chemin y est 1. En posant z = acost + ibsint, on a

dz = (— asint + ibcost) dt
CaLvo. — Exercices d’analyse 1% cycle, 2¢ année et Spéciales MM’ 6
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donc

I dz _ r" — asint + ibcos t
¥

7 o acost+ ibsint

2n 2 _ ¥\t =
_]’ b a)snncnst+mbdI

o a?cos®t + b?sin® 1
2n =
sin £ cos ¢
=(b2—az)j — -4t +
o a‘cos“t+ b sin"t
2= d!
-!-iab[ — N
o a“cos“t 4 b sin" 1
et comme
dz :
j — =2in
y z
ona
2n ]
sin £ cos ¢ dt
(bz_az)j 2 il o
o a‘cos“t+ b sin”t
et
2=
. dt 2
rabj =3 =3 =2in
o a‘cos“t+ b sin"t
d’oli
j'ZI dl. __:-'_?5
o a’cos’t + bPsin®t ab
5.3 Calculer les intégrales suivantes
a) j zdz
7

7, étant le chemin défini sur [0, 7] en posant y,(0) = €*.
b) j. (z + 1)dz
2
p, étant le chemin défini sur [0, 1] par y,(1) = (1 + i) ¢

c) j gz
»n 1+ 2.’2

75 étant le chemin défini sur [0, /4] par 73(0) = €v.




FONCTIONS DE VARIABLE COMPLEXE 163

Solution @) Ona
j zdz = j e G e'%do = in
71 0
b) Ona

_[ iz + 1)dz = j [A+ D)+ 1] +i)de

1 1 1
=j [1+i(2t+1)]dt=j dr+iJ- 21+ 1)de
0 0 o

d’ou
j (z+ 1)dz=1+ 2i.
¥z
c) ) )
j dZ ” J'tﬂ- ielﬂ' de _ i j‘s!‘ elﬂde
;r;1+z2 (1] 1+e2” 0 l+c2”.
Mais _
e 1 1
14+e® e "4e® 2cos0
d’ot1

j dz =.J-"m doe 1 =% 46
»nl+2? o 2cosf 2 Jo cos@

Posons sin 0 = w, il vient
/4 V212 V212
J' do j "E':“'E _ [1 g 1+ u]

ocosﬂ= o 1 —u 2 1 —ul,
2 "2-\2
et par suite )
b 2442
snlt+z? 4 "2-.2
59 Soient A4, a deux nombres réels strictement positifs et soit y I'ensemble des
nombres complexes z tels que (Rez =4 ou Rez= — 4) et (Imz = 0 ou

Im z = a). En calculant j- e~ * dz, démontrer que
T

+A
lim e~ (x+ia? gy
A=+ o0 -A

existe et est un nombre complexe indépendant de a.
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Solition  La fonction f définie pour tout élément z de C par f(z) = e™*" est holo-

morphe donc j e~**dz = 0. En posant z = x + 1y, on a
Y

A a
j e ¥ dz = _[ e X dx + i j e~ gy 4
b —-A o

—A (4]
+j e"‘“")‘dx+ij e At gy ()

A a
Ona
a a a
j e—(.‘i-l—i)‘)z dy = j e—Az-l-yz—Iiﬁy dy o e—Az j ey’—-zi.-ly dy
o o o
mais
o . a 5 a
j e’ 2 gy | < j | & 24 | dy < J e’dy<ae”
o o 0
donc

a
o - 2
lim e U+ gy = 0.
A+—w 0

On montre de méme que

0
lim I -4+t gy = 0.

A=+wm a

D’autre part, on a

A 2 2
< J. e gy
- A

4 r

j e—(x+ia) dx
-A

mais

A Biwr LA
I e ") dx = ¢ I e ™ dx
-4 ="

A
et nous savons (cf. exercice 4.16) que j e~ dx posséde une limite lorsque
—A

A
A tend vers + co, donc j e~ *+i9? gy posséde une limite lorsque A tend

—-A
vers + oo, par suite I’égalité (1) donne par passage a la limite
—A

A
0= lim j e ¥ dx + lim e~ x+ia gy
—A

A—-+w A=+ w A
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d’olt

A A B
lim j- et gy —  lim j- e ¥ dx = Jr
—-A -A

A=+ wm A=+ w

A
donc lim I e~ *ia? gy existe et est indépendant de a.
A=+wm J —4

510 Déterminer les points singuliers des fonctions complexes f et g définies par
4 3
z"+ 1 z7+ 1
zZ) = et Iy = ———.
M= =

Calculer les résidus correspondants.

Solution Les points singuliers de la fonction f sont les nombres complexes z vérifiant
z* — 1 = 0; ce sont donc les nombres z, = €*2*/% ol k est un entier tel que
0 < k < 3. Ces points sont des poles simples et on a (¢f. C. E., Ch. 9, §1IV,

ne 170)
Rﬁ(ﬂa)=zi;1
pour 0 < k < 3.
D’oll
Res(f, 1) = Res (f, €2"/%) = 0
Res(f,— 1) = — 4 Res (f,e'"4) =0.

Les points singuliers de la fonction g sont les nombres complexes z = 0
et z = i. Le nombre 0 étant pdle simple, on a

Res(g,0)=limz+ - —— = —1i
@0 =0 2z —i)?

Le nombre i est un pdle d’ordre 3. Posons z — i = ¢ ; alors on a

oFt _ G 1
z(z — i)® (t+ie’
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et le résidu de g au point z = i est donc le coefficient de ¢? dans le développe-
t+iP+1 _—

ment de TAYLOR en ¢ au point O de la fonction o)

1+ @+ 11-i-314+3i+7¢
i

t+1 1—it
=%(1 —i—3t+3i + ) (1 +it — £ + o(t?))
1 ; 3 :
=i-[(1 —D+(=2+i)e—(1—i)* + o(t?)].
Donc
Ra(g,i):%(i—l):ﬂl.
511 Calculer par la méthode des résidus I'intégrale

J-le de
o (2 + cos 0)*

Solution  Considérons le cercle y de rayon 1 centré en O. Posons z = e ; alors
1/z = ¢~ donc

cosﬂ=l(z+1) et dz=ie"do.
2 z
Il vient
.r" de _J' dz
2 2°
0o (2 4 cos ) Tiz(2+—1—(z+1))
2 z
Soit f la fonction définie par
1
f(2) = —
2(2 + :,.’:(Z + ;))
Ona
4z 4z

f(2)=(zz+4z+12=(z+2+J§)2(z+2—\[§)2'
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Les poles de f sont z; = — 2-—J§etzz -eD Fof3 D’aprés le théoréme
des résidus, on a

_[ f(z)dz = 2 iR

(¢f. C. E., Ch. 9, § IV, n° 170) ol R est la somme des résidus de f relatifs aux
poles contenus dans le disque unité. Seul le pdle z, =— 2 + V3 est contenu

dans le disque unité. Calculons Res (f, z,). Posons f = z — (— 2 + \/5) :
nous obtenons

4r—2+3)_ 1 4t—2+3)

fa= C+2)%2 P12+4f3t+1
_ 1 4-243) 1 1-2+./3
i J3. ) 3 JS3_ P
12(1+Tl+12) 1+-3—l‘+1—2
=3L —2+J_)( ‘/_:+o(r))
—%(—2+ﬁ+g—‘[:—’t+o(r))
3t
et par suite
2./3
Res(ﬁzz)=-~;/—
d’otr
I dz ___2_=2,,&
yiz(2+-l-(z+1)) 9
2 z
soit
r"__ o _4r3
o (2 + cos 6)* 9

512 Calculer par la méthode des résidus I'intégrale

w2 de
i T
o 1+ sin“f
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Solution  Effectuons le changement de variable défini par 6’ = n — 6 ; on trouve

Iﬂz __—dg__ - Il -_del o
o 1+ sin*@ w21 + sin? @

d’ou
1 j = do
l = - — —T =
2Jo1+sin®8
De méme en effectuant le changement de variable défini par 6" = 7 + 0, nous
obtenons
j B do - j 2 . de”
o1+ sin®0 x 14+ sin®0"
par suite
[ .[ jix - de .
4Jo 145sin*0

Si y est le chemin défini sur [0, 2 7] en posant pour tout élément 6 de [0, 2x],
p(0) = (cos 0, sin 6) et si on effectue le changement de variable z = e, ona

dz=izdd e sin0=o(z—1);

2i z

par suite

r" __L_j 4z
o 1+ sin’0 ¥ [ 1( 1)1]

iz|t —=z—-

4 z

_4 zdz

i Jyzt—62241
La fonction f définie par

z
Z2) = —— =
e 2t -6z + 1

admet quatre poles simples réels,
zi=1+.2 z,=—1— 2

I—Ji Z‘,=“l+ﬁ‘

I

3
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Seuls les pdles z, et z, sont intérieurs au disque unité. Calculons les résidus dela
fonction f aux points z5 et z,. On a

Z3 1 — 1
Res s Z3) = —_— e ——— =
(: z3) 423 — 12z, 4&2-3) 8.2

1 1
4z3-3) 82
D’aprés le théoréme des résidus, on a

Res (f, z4) =

zdz :
J.? '24 - 6_;-;_4__] =2z I[Res{_f, 23) - R&S(f, 24)]

Orona

rﬂ de ____qj' zdz
o 1+ sin*# i

et par suite
I'=m \/i 5

513 Calculer par la méthode des résidus I'intégrale
I"" dx
B D | '

Solution Soit fla fonction définie par f(z) = 2—6—:_—-1- . Les pdles de la fonction f sont les

2= expif + £3) ]

ol k est un entier tel que 0 < k < 5.

Soient r un nombre réel strictement supérieur 4 1 et I', le chemin de C consti-
tué du demi-cercle supérieur y, de centre O et de rayon r et du segment [—r, +r].
On suppose I', orienté dans le sens direct. Les seuls poles de la fonction f

nombres complexes
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contenus dans le domaine limité par I', sont zq, z,, z,. D’aprés le théoréme des
résidus, on a

f(z)dz = 2mi i Res (f, zp)
r. ¥=0
soit
J- f(2)dz + J-’ fxX)dx =2mi Z Res (f, z,) -

On a pour tout entier k tel que 0 < k < 5,

1 z
Rﬁu,za:ﬁ—zf = — E"
d’otr
é‘b Res (f, z) = — _é(emﬁ + eiW2 4 gisuls)
= —é(l +25in—g)= _13_
On a donc

J-r_'f(x) dx = 23—ﬁ - J.r'f(z) dz.

Nous savons que

lim J. f(z)dz =0

r++w ¥r
(cf. C. E., Ch. 9, § V, n° 172) et par suite
+ o
I f(x)dx = lim J. f(x)dx = 2Tr:

r—++w

soit

6.14

Calculer par la méthode des résidus, Pintégrale
j~+m x2 dx
é§ @+
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Solution

Cette intégrale est convergente car le degré du dénominateur est égal au degré
du numérateur plus 2. Soit fla fonction définie par

2

f()_m'

les poles de la fonction fsont les poles doubles z, = ietz, = — i.

Soient r un nombre réel strictement supérieur a 1, et I', le chemin de C consti-
tué du demi-cercle supérieur y, de cercle O et de rayon r et du segment [— r, r].
Nous avons alors

f(z)dz = 2miRes(f,i).
I

Calculons Res (f,1). Posons t = z — i ; alors ona

t+i?
z) =
s A+ 20
Le résidu de f au point i est le coefficient de l[t dans le développement de LAU-
RENT au voisinage de 0 de la fonction -—Z—E-t— 1—2—)—2 ; il suffit donc de calculer le
coefficient de t dans le développement de TAYLOR au voisinage de 0 de la fonc-
(r + i)

tion t+2i Il vient

t+i)* _FA+2it—1_ 177 +2it—1

(¢+2i P+4it—-4 4 i, B

1—11‘—2—

- _}‘[(- 1+ 2it + ) (1 + it + o(1))]

I

—%[—1+ir+o(r)]

d’ou Res (f, 1) = — i/4.
Par suite, on a

dz =2
f@ydz =3
doir
_[_rf(z) dz = ’2_‘ = Lf(z) dz.

Comme

lim j f(z2)dz =0

r-++ow '
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(¢f. C. E.,, Ch. 9, § V, n° 172), nous obtenons

r

lim f(x)dx = N

r+w et 2

donc

j+°° x? dx _m
o (1+x*)? 4

515 Calculer par la méthode des résidus I’intégrale

J'“" Cos X
o A+x

Solution Ona

J'*"’ cos X

+ ix 1 +w -ix
42_2dx=1j _Lﬁdx-{-_j ¢
o (14 x% 2Jo (4 x9 2

L TS
o (1+ x%?

Il est clair jue les deux intégrales

+ o eix +w e—ix
I e — r dx et j —-——z dx
o 1+ x?? o (1 +x%
sont absolument convergentes. De plus
+ oo -ix w _ alx 0 ix
j. —-—erx=j c'z—ldx='[ -——e——ﬁdx
o (14 x9) o (14 x%) - (1 4+ x%)
d’oti
+m +w ix
j 2 dx = : j o dx
o (1+x%? 2J-a(1+x%
Si r est un nombre réel strictement supérieur a 1, on appelle I', le chemin formé
du demi-cercle supérieur y, de centre O et de rayon r et du segment [— r,r]. Soit f
la fonction définie par f(z) = ﬁ—%z—z? . La fonction f n’admet aucun pole réel

et le seul point singulier de f contenu dans le domaine limité par I', est le pdle
double z = i. D’aprés le théoréme des résidus, on a

f(z)dz = 2miRes(f, i) .
r.
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Calculons Res (f; i). Si on pose z — i = ¢, alors le résidu de f au point i est le
coefficient de 1/¢ dans le développement de LAURENT de f au voisinage de 0.

Nous avons
ellt+ )
Z)= ———.
f@ £t + 2i)?
Or
el('x+i] _l elf B w i elf
2t +2i) e A(—4+4it+1?)  4det? .
1 —irt — —
4
1 . .
=—--F(l+:r+o(t))(1+xr+dx))
e
1(1 21 (1))
eatl Sl (R X
4de\t? t
donc
. i
Res(f, 1) = ~ 5
D’ol1

Lf(z) dz = g—

Nous savons (¢f. C. E., Ch. 9, § V, n° 173) que

lim j f(z2)dz =0 car lim —i-z—z =0
retow dy, [x'{-';an 1+ 2%

Donc comme

j’ de___j _e¥dz =
-r (1 4+ x?)? w (1 4+ 2% e

on a

o ld

r elx
lim j e
redm J—r (1 + Xz)z

et par suite
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5.16

NI“

0 1 x

Calculer par la méthode des résidus I'intégrale

+oo 2 =
-1
I — s—m'].-:dx.

Solution

x2—1

Ix—-lsmxdx [_
aXx"+1 &

La fonction cosinus est bornée et comme

= =1y
x(x + 1)

lorsque x tend vers + oo,

lim

[-— = o0 x]
r+ 4o x(xz + 1} a

x(2 + l}cosx]:+ J:cosac[x(x

Pour tout couple (a, r) de nombres réels tels que 0 <a <1 <r,ona

2 _ ]
Jvc2 l]dx
+1)

_(a® = 1)cosa

a(a® + 1)
D’autre part, on a
r 2 ' r o
jcosx(x I—-)dx=_‘.cosx— x2+4x +1
a x(xz+l} a (x +l)
d’ol
| 4 2
r _ el 4 |
joosx( ])dx‘s_‘. ch-i-zsvc:-ll
a x(x+1) a x(x*+ 1)
Comme
’—x“ -_+_4_x’_+_!‘ 1
x3(x% + 1)? x?
+w

lorsque x tend vers + oo, et comme 'intégrale I

x2 -1

grale ]-:cosx (x( CR

r++a

I' x? — 1 sinx
a

e est convergente, I'inté-

’
) dx est absolument convergente, donc
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existe. D’autre part

par suite I'intégrale

L 2 r - ix r o2 —ix
J’ :c2 lsmxdx=l.[ .lcz lg—-dx—‘l. xz le—dx].
ox"+1 x 2ildo x*+1 x ox“+1 x

Mais

I —ix -r 2 _ ix
J'x 1e—dx‘=j- Jnc2 IF—d.x
o X1 X

d’onr

j’" _xz—l'.i'.inxd:’c=ilj’r x:-lejdx_
-r X +1 x

On appelle I', , le chemin formé du demi-cercle supérieur y, de centre O et de
rayon r parcouru dans le sens direct, du segment [— r, — a], du demi-cercle
supérieur y, de centre O et de rayon a parcouru dans le sens rétrograde, et du
segment [a, r]. Soit /'la fonction définie par

z2 -1 ¢*

fay=5—

Dans le domaine limité par I',,, la fonction f/ admet le ple simple z = i. En
appliquant le théoréme des résidus, nous obtenons

j f(z)dz =2nmiRes(,i).

Eow

Calculons Res (f,i). Sionpose z —i=t,ona

@+ i)P -1 etV -242it+ 02 ot
w(t+2i) t+i (—2+3it+ %)
1 (=2 +0(1)) (1 + o(1)) (1 + o(1))

2e t

f(2

_d
€

donc
1

e

Res (f,1) =
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d’ol
fzydz =222
Iar
Mais on a
f(2)dz = J‘ f(x)dx + j f(z)dz + j f(x)dx + I f()dz.
rarx -r Ya a T
Comme
- A iz
im == -0,
zl=+w 2° + 1 z
Rezz=0
on a

“I.Iin ]’ f(z)dz =0.

D’autre part on a

lim | f(z)dz = — niRes(f,0)
a0 Ya
(cf. C. E,Ch.9,§V, n° 173).
Calculons Res ( £, 0). Il vient

-1+ 2 e:_"‘= (= 1+ o) (1 + o)) (1 + o(1))

f@= . A=
14z 2 z
d’otn
Res (f,0) = — 1
donc
lim J f(2)dz = =mi
a0 Ya
et par suite
0 + o
lim J f(z)dz:I f)dx + 71+ f(x)dx.
r=+ow lar = 0
a—=+0

On en déduit que

+ o =
f(x)d.x=2—:—l—rri

donc que

= ——dx ==
o x*+1 x

I*""xz—lsinx (1 ;)=i2__°)
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5.17

Solution

Le but de cet exercice est de czlculer

+o 2
x -1
j. xl,!a

0 o + 1)?

10 Démontrer que cette intégrale est convergente.
2° On considére la fonction complexe f définie par

=1

2
Z
fle) =27 ou z'3 = |z|3eiAma3

@ + 1)

Soient a, r deux nombres réels tels que 0 < @ < 1 < r. Onappelle I',, le chemin
formé du demi-cercle supérieur 7, de centre O et de rayon r parcouru dans le sens
direct, du segment [— r, — a], du demi-cercle supérieur y, de centre O et de
rayon a parcouru dans le sens rétrograde, et du segment [a, r]. Démontrer que

lim | f(z)dz=0 et lim | f(z)dz=0

r+4+m a-+0 Ya

30 En appliquant le théoréme des résidus a la fonction f sur lechemin I, ,,
+w

calculer I f(x) dx.

0

1° Lorsque x tend vers + co,

1!3 x oy l I
(x i ]} !”+(2!3)’

par suite I'intégrale
+ o 2
[ 2oL
0 o* + 17
est définie comme Pintégrale

j*‘“ dx
1 x:ﬂzn) "

20 Nous avons |22 — 1| < |z[*+ let ||z]*=1]|<
suite

||;3 lzl ‘+‘l

| 2”3 ‘_Z2 -1
Z* + 1)2

|z% + 1], et par



178

EXERCICES D’ANALYSE

Posons z = r €', il vient
L]

L f(z)dz = L f@re'®) ire do

d’oli

“.wf(z)dz srj:|f(re‘%|de

donc

n 2 2
érj r”‘"—-—~——rz+12d6—n"’3-——-—rz+1 -
& —1) @ — 1)’

er(z) dz

1l en résulte que

lim j f(z)dz=0.

r—++o Tr
Nous avons de méme en posant z = @€'

4/3 at 41

< na
(@® - 1)

-L..f(Z) dz

d’oli

lim I f(2)dz =0.

a0 v va

30 La fonction fadmet le pdle double z = i dans le domaine de C limité par
le chemin I, . D’aprés le théoréme des résidus nous avons

j’ f(z)dz = 2 i Res (f; ).

Tup

Calculons Res (f; i). Nous avons en posant z — i=t

_ s+ -1
f@=(@+1) ——“—___-tz(r 2

Calculons le coefficient de 1/t dans le développement de LAURENT de f au voisi
nage de 0. Nous obtenons

t+ )3 =i —in'" = e'“f“(1 - % + o(t))

(t+20)2=0*+4it—4)= — 4(1 — it + of1))
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d’oll

T g Al st

o+ 207
2 einfﬁ it i 3
—:1?—(1 ~gF o(t})(— 2 4 2it + o)) (1 + it + o(1))
N8 ( it )
=2F\| 3t
d’olr
in/6
Res(f,i) = — i 2
donc
inf6
f@dz=n= €
Fow 3

Explicitons j f(z) dz. Nous avons

Far

J(@)dz = j f(2)dz + :“f(z)dz + J- f(z)dz + jrf(z)dz.

Far
Mais
a‘f(z) - I_“ (— x)'/3 et™/3 x*=1 i
-r -r (xz + 1)2
= in/3 J" L X =1
«  (xP+1)
donc

e in/3 4 1/3 i__i-
-[r,_,f(Z) dz=(1+e )L X @11 dx + er(z) dz + L-f(z] dz .

Par passage & la limite, il en résulte que

n eiu}‘ﬁ

+ a0 2 __
i Ok ema)J X173 xz ]zdx
0 x"+1)

et par suite on a




180 EXERCICES D’ANALYSE

d’ou
+w 2 g
J' L3 X 1 i ﬂ'_\/j.

0 (x* + 1) 9

518 Calculer par la méthode des résidus 'intégrale

'['i'm (Logx)zdx.
0

Solution Démontrons que P'intégrale proposée est convergente. Il existe un nombre
réel strictement positif 4 tel que pour tout nombre réel x supérieur a A4, on ait
Log x < x'/* et par suite
(Logx® - x'
1+ x? 1 + x?’
1/2 +w (]..Og x)z

ey : g ;
Comme L Taad dx est définie, L (—r_l:—xz)dx est définie et par suite

+ o 2
j (—{"(jf i)zdx est convergente. En effectuant le changement de variable
1

u=1/x,ona

[(Gandly, | [ @0 [~ Goely,

2 2 2
o 1+ x el g o ‘lz u 1 u® 1
u
1 2 + o 2
, (Log x)* : j (Log x) ; ;
Donc I'intégrale L . dx est définie et i dx I’est aussi.

Soient a, r des nombres réels tels que 0 <a <1 < r. On appelle I',, le
chemin de C formé du demi-cercle supérieur y, de centre O et de rayon r
parcouru dans e sens direct, du segment [— r, — a], du demi-cercle supérieur
Y« de centre O et de rayon a parcouru dans le sens rétrograde et du segment

[a, r]. Soit f la fonction complexe définie par
2
o - o8

1+ 2z

ol Logz = log|z| +iArgzavec 0 < Argz < 2. La fonction f admet le
pole simple z = i dans le domaine de C limité par I',, ; par suite nous avons

f(z)dz = 2 i Res(f, ).

Fawr
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Calculons Res(f, i). Pour cela posons z — i = ¢, il vient
_[Log@t + ]* [Logi + Log (1 — in]?

o= - Wt + 2i)
_ [in/2 + Log 1 — in]?

it

2 1:(1 2)

Cherchons le coefficient de 1/t du développement de LAURENT de f au voisi-
nage de 0. Nous obtenons

10 =33 (=T + o) 0+ o) = 57 + o)

donc
. i
ReS (_f, I) = —g- i
Par suite
3
n
z)dz = — —.

I’autre part on a

J‘rwf(z) dz = er(z) dz + J.:f(z) dz + J-h f(2)dz + I:f(z) dz .

Mais
—-a 2
j f(z)dz = j (Log(-% + i) ,
1+ x?
En faisant le changement de variable u = — x, il vient
-a r CJ
I f(z) dz = (I_.gg_u++ﬂ:) d_u
-r a 14 u
d’ol
3 2 2
_m J' f(2)dz + J' f(2)dz + (Logx + in)* + (Log.t)
4 Ir .I. + x

On a
j f(dz =ir jnf re'® e do
I (1]

et d’autre part Log (r €'°) = Log r + i6, par suite
| Log (re®)| < | Logr| + 0
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et comme | [z|* — 1| <|z* + 1|, on obtient
"|Logr|+ 6 | Log r | r j"
z)dz Srj. — = — ——di<nm + 6do.
jl;.,f() o -1 "P-1 r-1Jde
Il en résulte que
lim J.f(z)dz=0.
r*+ow ¥r

Par un raisonnement analogue, on démontre que

crallo8al, @[y
la*=1] Jla"—=1] Jo

[ e

Ya

et comme limaLoga=0,0na
a=+0

lim | f(z)dz=0.

a0 Ya
On a d’autre part

j" (Log x + in)* + (Log x)zdx 4
a 14 %%

r 2 r
=2J (L"i)_dx_n?j
a l+x2 a

dx 2-+2i1r'{ Lngzdx.
14 x al+x

Par passage a la limite, on obtient
3 +w 2 + o +w
“—2[ (L"g"’dx—nzj - d"_+2nij LOBX 4y

4 0 14x* o 1+ x? o 14
d’otr
+ o
LOBX 4y = 0
o 14 x
+ o dx
et comme L l;;; = E, il en résulte que

+w 2 3
(Logx)” o _
0 1+ x?

—_— N

Ll
=

519 Calculer par la méthode des résidus

J’“" Log x
o Jx(x* + 1)
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Solution

Démontrons que cette intégrale est convergente. Il existe un nombre réel
strictement positif A4 tel que pour tout nombre réel x supérieur 4 4 on ait
Log x :

75 < 1 et par suite

+ oo ___Logx . ’ - Id-w ) _d_x__

A4 fx(x? 4 1)? & Ay

Cette derniére intégrale ét Pintégral J‘M—I‘oidx
ette derniére intégrale étant convergente, I'intégrale 1 \/J_r(l P

est convergente.
Nous avons d’autre part si ¢ est un nombre réel tel que 0 < a < |

Log x ' |Logx| J’ [Logx|
a JX(1 + x?)? o X2 + 1) ¢ A% ’

Lorsque x tend vers 0, x'/* Log x tend vers 0, donc il existe un nombre réel B,
tel que pour tout nombre réel x vérifiant 0 < x < B on ait

1

|Logx| < R—I—
X

et par suite
| Log x| < 1

J; -~ X34

1
Comme P'intégrale j ;‘1‘; est définie, on en déduit que I'intégrale
0

j’ | Logx| 4
o Jx
J . ,: t  Logx
est définie et par suite que l'intégrale . m dx est convergente et
+eo Log x ]
I -\/x(l 2 I’est aussi.

Soient a@ et r deux nombres réels tels que 0 < a < 1 < r. On appelle I, ,
le chemin de C formé du demi-cercle supérieur y, de centre O et de rayon r
parcouru dans le sens direct, du segment [— r, — a], du demi-cercle supé-
rieur y, de centre O et de rayon a parcouru dans le sens rétrograde et du seg-
ment [a, r]. La fonction complexe f définie par

Log:z

J@ = 7l + zz)'z
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ol
Logz=1Log|z|+iArgz et \f;=[zl”zexpli§——r§—z]

avec 0 < Argz < 27 admet le pdle double z =i dans le domaine de C
limité par le chemin I', . Le théoréme des résidus nous donne donc

f(z)dz =2miRes(f,i).

Calculons Res ( f, ). Posons z — i = ¢ ; il vient
Log(t + i)

1@ = 2 Jt+i(t+2i0)?
d’ou
_ Logi+ Log( —if)
f(Z) — eimrq,(l - it)l{Z ‘2(_ 4 g 4i § rZ)
L Ll P ) it
sl
Ead . 3n
kv [15 —(1 + —4—): + O(f)J
d’our
Res (f, i) = ‘3—;- (3_4:; + i)
donc

L.P f@)dz = ﬂ"z_—“f (37" + i).

D’autre part on a
_[r”f(z) dz = jrrf(Z) dz + J.:f(x) dx + J-,.f(z) dz + _Ef(x) dx .

En posant z = r ¢'%, on obtient
J' f(@dz =ri I f(re'®e?do.
T 0

Comme on a Log(re'®) =Logr +if et||z|>—1| <[z + 1], il en
résulte que
|Logr+ @

fre®| <=
| Jr(r? = 1)?
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et par suite que

j f(z)dz J- (I Logrl + 6)do

\/;{ =T 1)2
d’olr

lim J f(z)dz=0.

r=+ 4o e

On démontre de méme que

L.f(z) dz | < (ai\/—-aiii j: (I Loga| + 6)do
et donc que
lim f(z2)dz =0
a=0 Ta
On a
J"" ~ Logx i J'"" Log (-_x) +in
e R+ X7 @ [Tl + X
En effectuant le changement de variable # = — x, nous obtenons
... _[ Logu+ix
-r Jx( + xH)? e fu(l + u?)?

Par passage a la limite, il vient

-Iu}4 3?‘5
piE e (T*‘)

+w +0
=+ e'**“)j __Log® g4 e I _Gx
0

Jx(1 + x?)? o Jx(1 + x)?
soit
nif2 .J2\(3m, .\
3 (E- ) B+ )-
_ (7" __Logx j“’“ﬁdx__-r“’ _ Logxdx
0 J‘ (1 + 2% o Jx(1 + x%? o Jx(1 +'x%?
d’olt

+ a0
_ Logx 4o _ zrﬁ( i rf)
o Jx(1 + x*»? 4
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et
J' e dx 3742
(] \fri(l + xz}z 8 '
5,20 Soient » un nombre réel strictement supérieur 2 1, et I', le chemin de Cformé

de I'arc de cercle y, de centre O, de rayon r, d’extrémités r et r e™/*

dans le sens direct, du segment I, = [r e, 0] et du segment [0, r].
1° Démontrer que

parcouru

- p—— 1
lim e ¥dz=0.
r—++oo ¥r

20 En intégrant la fonction f définie par f(z) = e = sur le chemin I,
démontrer que

+ o + 0
coszxdx=j sinzxdx=1'(£.
0 0 2
. + a0 e \E
On rappelle, cf. exercice 4.16, que & = dx— = )
0

Solution 10 Posons z = re'®. On a

rn/4
J. e ¥dz=ri exp[ — r*(cos 2 0 + isin 2 0)] ' dO
Te <0
rn/4
-ri exp| — r*(cos 20 + isin2 6) + i 0] do
o

d’olr
r " n/4
‘ e ¥ dz Srj exp(— r? cos 2 0) do .
J oy, 0
On a aussi
n n 1
4 " :(-50)
j exp(— r’ cos 2 0) df = j exp(— r* cos 2 0) d0 +
0 0

4
+ j exp(— r* cos 2 0)df.

1)
4 iz
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Pour tout élément 6 de [0, E ( 1 - %)] nous avons
r

14 1
cos20 = cosi (1 - r"‘ﬁ)

donc
<. Wi
exp(— r’cos20) < exp(— r’ smz—r—m)
d’ol
n 1
J-z('— =5

exp(— r msZ&)dﬁéJr exp|— r smz—sn)dﬂs

Lt} o

—r2
D’autre part comme e " ** 2% < 1, 0n a

4
2
j exp(—r cosZB)dBém

d’ou

n'4 ) - = - 1
mais

r? sin —v
243 1

2 . n
rexp(— r 51[12:-3"2): -
exp(rz sin —3) rsin

2r

Lorsque r tend vers + oo, on a

: m
r? sin i — e
27 2
donc
2 -
r* sin 5 i
lim . =)

*e explr?sin T sin —~
r ———— —
P 2 22 r 2 302
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et par suite
n/4
lim rI exp(— r*cos 26)df = 0
r—++aob

o

ce qui démontre que
lim j e dz=0.
Tr

r—++a

20 La fonction f est holomorphe dans C donc
[ e ¥ dz=0
rr

d’olr
r

[ e ¥ dz + j e ¥dz + [ e ¥dx=0.
r Ir o
Si on pose z = t€*, on a
0 r
.‘. e-—zz dz = eill,.fd- J- C-ir: dt I einfd- ‘[ e—iﬂ di.
I r o
Par passage 2 la limite, nous obtenons

+ o . ) 4 0 3
j e dx = /¢ j e dt =

0 0

= e ”+ : cos (t*)dt — i Ew sin (1%) dr]

0
+ o + o
= 1/2——2- ” cos (1*) dt + j sin (%) dt +
0 0
+w + @
+ l(j cos (12) dt — j sin (1%) d;)]
0 0
d’ou
te ko
j cos (1) dt = [ sin (r’) dr
0 0
et par suite
+ + @
2[ cos (t*) dt = -—2—_ e ¥ dx = —2_—-‘/—;.
0 V2 Jo 2 2

On en déduit que

Em - L: “ sin () dt = ,\/g




b
SERIES

6.1 Montrer que les séries de termes général n*/n! et »°/n! sont convergentes
et calculer leurs sommes.
Solution  Nous avons pour n > 2, avec la convention 0! = |
M m _m-lkl_ 1
n!l m-10D! @m-1)! m-2! n-1)!
et par suite
+ o 2 +o +w 1
ST L et Lo
Nous savons d’autre part que
+ o l
Laime

De méme, nous pouvons écrire pour n > 3

n? n? T [ | n+1 1

I“G-Dl @G-D! G- T @-D!

o 3 i
G-I -l G-DI
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et il vient
+ao n + o0
;—-&i +n;3 + Z 2)l+l|§3 n_l)'
D’autre part, nous savons que
+ oo 1 + oo 1 + o 1 1
“g‘a(n—3)!_e’“;3(ﬂ—2)! ’n=3(n_1)' e_l_i-_!'
On a donc
+ a0 n3 .
Y E=] +e+3—1)+e—2=5e.

n=1

Les séries proposées sont donc convergentes et leurs sommes sont respective-
ment 2 e et Se.

6.2 Montrer que la série de terme général u, défini par

2n—1

o =i, =us =9 et Y, = ———
oo n(n® — 4)

si # 2 3 est convergente et calculer sa somme.

2X-—1

Solution La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle ——~ YOO* — 4)

s’écrit
2X~1 _a b c

xoo—a " x x-2tx 2

ol a, b, ¢ sont des nombres réels. Un calcul simple donne

Par suite on a pour tout entier N > 3

i “hl_l(,:;n) Zﬁ)__ 31-'1+‘2)

En posant

= 1
SN=Z;1

n=1]
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on peut écrire

g Iwma] 1 3 3 1 1
A LIS B

n=3 (n —-4) 4

__é_i(_l_+__1_) E(; _1__2)
=g s\WtTNZ1) s\WNxitNF2 12

1 1 | 1
Lorsque N tend vers + oo,N N —Itcnd versOetN+ 1+ N T2 tend

vers 0. La série proposée est donc convergente et a pour somme 89/96.

6.3 Considérons la série de terme général défini par u, = 0 et

1

H"=m s1 ﬂ?l.

a) Montrer au moyen d’un théoréme de comparaison que cette série est
convergente.

b) Retrouver ce résultat en calculant sa somme.

Solution &) La série de terme général u, est une série a termes positifs. Lorsque n
tend vers -+ co, u, ~ 1 /n et 1/n? est le terme général d’une série de RIEMANN
convergente (cf. C E., Ch. 5, § II, n° 87). Par suite la série proposée est conver-
gente.

1

b) Décomposons en éléments simples la fraction rationnelle YOX+1) (X+2)°
11 vient

1 1 1 1

XX+DX+2 2X X¥1T2x+2

et par suite sin > 1,

g _1[1__£“+J_]
* " 2ln A+l n+2]°
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X 1
Pour chaque entier N > 1, posons sy = - . Nous pouvons donc écrire
po =

n=1

E‘_ —l[s —2(sy — D+ —1—£~- 2 + . 1 ]
& U= | W N W 3 N+i N+1TN+2

_EP_ 1 +.1]
=3 NyitNT2)

N
Lorsque N tend vers + oo, ) u, tend vers 1/4. Par suite la série proposée
n=1

est convergente et a pour somme 1/4,

Soient P et Q deux polyndmes non nuls & une indéterminée et a coefficients
réels et soit k un entier supérieur & la plus grande racine réelle du polynéme
Q. Ftudier la série de terme général défini par

_ P(m)
“n = 0m)

Ug = Uy =" = Y = et si nzk.

Soient p et g les degrés respectifs des polyndmes P et Q et soient a, et b,
leurs coefficients dominants. Lorsque n tend vers -+ o,

Pn)  ap 1

Q) by n® " .
Par suite, si p — g = 0, le terme général de la série étudiée ne tend pas vers 0
et la série est divergente. Si ¢ — p > 0, le terme général de la série étudiée est

équivalent au terme général d’une séric de RIEMANN. Par suite si ¢ — p = 1,
la série est divergente et si ¢ — p = 2, la série est convergente.

Etudier la série de terme général
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Solution

193

On a pour n trés grand

2' 2 1 1/2 a 1/2
U, =n _(1+n§+nd —1+n5

T 2—a :
Par suite si @ # 2, u, ~ - n Pour n assez grand u, a unsigne constant

celui de 2 — a. On peut appliquer 2 la série proposée les résultats sur les séries
a termes positifs. Comme u, est équivalent au terme général d’une série de
RiEMANN divergente la série proposée est divergente (¢f. C. E., Ch. 5, §1I,
n° 87). Si a = 2, u, est équivalent & 1/2 n*. Comme u, est positif et comme Ia
série de RIEMANN de terme général 1/n? est convergente, la série proposée I'est
aussi,

Solution

Soit p un entier naturel, étudier la série de terme général défini par

1
 (Logn)

ug=1uy, =0 et u, nz2.

/2
Lorsque n tend vers + o0, —~—— tend vers + 0. Soit A un nombre réel
= (Log ny’

strictement positflzf, il existe un entier N tel que pour tout entier n supérieur
a N, on ait I—,:mii_’ > A. Par suite la série proposée est divergente (¢f. C. E.
Ch. 5, § II, n° 90) comme la série de RIEMANN de terme général A/n'/2,

6.7

Soit U une série & termes positifs de terme général u,. Montrer que si elle

1 +u,’

est convergente, il en est de méme de la série de terme général

CALvo. — Exercices d'analyse 17 cycle, 2¢ année et Spéciales MM 7
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Si la série U est convergente, son terme général u, tend vers 0 lorsque n

tend vers 4 oo et par suite i :_" =~ Uy Les deux séries étudiées étant & termes

positifs, on en déduit que la série de terme général
comme la série U (¢f. C. E., Ch. 5, § II, n° 87).

U,
= est convergente

6.8

Soient U et ¥ deux séries 2 termes positifs convergentes de termes généraux
u, et v,. Etudier les séries de termes généraux

[u,.

v ¥n

|-

OJ,,=-\,IJU et t"=

Solution

De Iinégalité (v, + \/v,)* > 0, on déduil Pinégalité
Z\Jun'}u < U, + Uy

Les séries U et ¥ étant convergentes, la série de terme général u, + v, est aussi
convergente (¢f. C. E., Ch. 5, § I, n© 83) et le théoréme de comparaison des
séries A termes positifs (¢f. C. E., Ch. §, § II, n° 87) nous permet de conclure

que la série de terme général w, = u,v, est convergente. Comme la série
de RIEMANN de terme général 1/n? est convergente (cf. C. E., Ch. 5, § 1, n° 85).
En posant v, = 1/n* la démonstration précédente nous prouve que la série

1
de terme général 1, = z Ju_,, est convergente.

6.9

Soit @ un nombre réel positif. Etudier les séries de termes généraux a"/(n !)
et n"/(n !). En déduire les limites des suites (a"/(n 1)),>, et #"/(1n Dpx -

Solution

Pour chaque entier naturel n, posons u, = a"/(n!) et v, = n"/(n!). Il vient
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Lorsque » tend vers + <o, U, /u, tend vers O et v,,,/v, tend vers e. Par suite
en vertu de la régle de d’ALEMBERT la série de terme général a"/(n !) est conver-
gente et la série de terme général "/(n !) est divergente (¢f. C. E., Ch. 5, § 11,
ne 88).

Le terme général d’une série convergente tend vers 0 donc la suite (a"/n 1), ,
est convergente et a pour limite 0. Appliquer la régle de d’ALEMBERT 2 une
série revient a la comparer 2 une série géométrique et comme

3 v,
lim 1> 1,
n=*+ o vn

v, est supérieur au terme général d’une série géométrique divergente et tend
donc vers + co. La suite (n"/(n 1)), a donc pour limite + oo.

6.10 Soient p un entier rationnel et @ un nombre réel strictement positif. Etudier
la série de terme général nf/q".

Solution  Posons u, = n?/a" pour chaqué entier naturel n. Alors on a

Upyy __(n + l)’l

U, n a
Par suite
fim Uns1 _ 1
n+4cw Up a

L’application de la régle de d’ALempirT (¢f. C. E., Ch. 5, § II, n° 88) nous
montre que la série est convergente si a > 1 et divergente si 0 < g < 1.
Lorsque a = 1, la série étudiée est une séric de RIEMANN, On en déduit qu’elle
est convergente si p < — | et divergente si p > — 1.

6.11 Montrer que la série de terme général défini par
n ¥ :
ug =0 et u,,=(n—_—'_—l) si n=l1

est convergente et trouver une majoration du reste.
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On a pour chaque entier n > 1

et

i _ n 1

Log”/u, = nLo o nLog(l + n)'

Donc Log "/u, tend vers — 1 lorsque n tend vers + co et par suite /u, tend
vers 1/e. La régle de Caucny (¢f. C. E, Ch. 5, § IL, n° 88) nous permet de
conclure que la série proposée est convergente. Pour trouver une majoration du

reste de cette série, nous allons majorer u, par le terme général d’une série géomé-
trique convergente. Pour cela étudions la fonction réelle f définie sur RY en

);. Calculons sa dérivée ;

posant pour chaque élément x de RE, f(x) = =i

il vient

Fx) = [LOE;E—I + x(-’-‘-: L, (—x%)’)] exp [x Log ;c{_l]

R
T\x+ 1 B+ 1 x+1]

Etudions les variations de la fonction réelle g définie sur R en posant pour
chaque élément x de RY

X

) =Log oyt
Ona

x (x+1) G+ x(x+ Tl
Lorsque x croit de 0 & + oo, la fonction g croit donc de — oo a 0 et par suite
pour tout x de RY, la fonction /' est négative. On en déduit que pour tout entier
n>=1, onaf(n < f(l) donc "fu, < % et par suite u, < (3)". Pour chaque
entier naturel n posons

+

Alors on a

e 5 -7 S0 -0 -0
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6.12 On considére la série dont le terme général 1, est défini de la maniére sui-
vante : si n est pair, on pose u, = 1/27 oll p est I'entier tel que n = 2p etsin
est impair, on pose u, = 1/2°*! ol p est Pentier tel que n = 2 p — 1. Etudier
cette série successivement par la régle de CAUCHY puis par la régle de d’ALEM-
BERT.

Solution s p est un entier strictement positif on a

1
2
(ll p)” ;- S o i et (“2 1)1{(2;: Ly

Ny

Donc lorsque n tend vers + oo, 1/u, tend vers 1/1/2. D’autre part on a

1
2(P+1)/(2p—1)

_E_Zp_=2 et

Map+1 1
Uyp—y Uz, 4

et par suite u,, ,/u, n’a pas de limite quand n tend vers + c0. On a donc un
exemple de série tel que /u, ait une limite quand n tend vers + oo sans que
u, . 1/u, en ait une. D’aprés la régle de Cauchy (c¢f. C. E., Ch. 5, § I, n° 88) Ia
série proposée converge. De plus on peut écrire
= ER_PT PN Py . 1 1
LTttt anty

+oo (I) P + o0 (1) r
= — -+ — z
Z ) + L
La série géométrique de terme général u, = 1/2” étant convergente, la série
proposée est aussi convergente et sa somme est

{ il i 5
el Z(Ij)_ 2’
2 2

6.13 Soient o, f deux nombres réels tels que o > 1 et 0 < f < 1. On considére la
série dont le terme général u, est défini de la maniére suivante : u, = 0 et pour
n > 0 ¢’il existe un entier p tel que n = 2° on pose u, = 1/nf et sinon on pose
u, = 1/n". Montrer que cette série est convergente. La suite (1, /i1,), . n 2-t-€lle
une limite ? est-elle bornée ?
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Solution  Remarquons que la série de terme général 1/n" est une séric de RIEMANN
convergente (¢f. C. E., Ch. 5, § I, n® 85) et que les séries de termes généraux
1/(2%)? et 1/(2%)° sont deux séries géométriques convergentes ; or

+ o0 + o0 + oo 1 +w 1
U, = —_ + —_— o
,,Zo " nzl n® pgo 2” pgo .

par suite la série étudiée est convergente. S’il existe un entier p tel que n = 27

yu+1 S ﬂ#
u, (+ 1

s'il existe un entier p tel que (n + 1) = 2%, alors

u n . N
s+l = —— et sinon Bl ( i ) ;
u, (n+ 1) u, n+1

Lorsque n tend vers + oo, n’/(n + 1)* tend vers 0, n*/(n + 1)° tend vers + oo
et [n/n + 1]* tend vers 1. On en déduit que la suite (i, 4 1/u,), . n 1’2 pasde limite
et n’est pas bornée.

6.14 Montrer que la série de terme général Log (1 + u,) est absolument conver-
gente si et seulement si la série de terme général u, est absolument convergente.

Solution  Si u, tend vers O lorsque # tend vers + co, on a | Log (1 + u,) | ~ | u, | etles
théorémes sur les séries & termes positifs nous permettent de conclure que la

+ o +co
série Y | Log(l + ) | est convergente si et seulement si la série Y |u,|est
n=0 n=0
convergente.
Si u, ne tend pas vers 0 pour n tendant vers + co, alors Log (1 4+ u,) netend

+ oo 4+
pas vers O et par suite les séries y Log (1 + u,)et ) u,sont toutesdeuxdiver-
n=0 n=0

gentes donc non absolument convergentes.

+ oo
Il en résulte que la série ) Log(l + u,) est absolument convergente si et
=0
+ o "
seulement si la série Y u, est absolument convergente.

n=0
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615

Soit S(z) la série entiére de terme général a, z". On suppose que la série S(z)
est absolument convergente lorsque | z | < 1 et on désigne par f(z) sa somme.

Posant s, = )  a,, montrer que la série de terme général s, z" est absolument
=0

P
convergente si | z| < 1 et que sa somme est alors f(2)/(1 — z).

Solution

La série de terme général s, z" est la série produit des deux séries de termes
généraux a, z" et z" qui sont absolument convergentes pour | z| < 1. En effet
ona

s, "=a,2"1+a, 2" 'z+ - +a_,2" "2+ +a,2"1.

Le théoréme relatif au produit des séries absolument convergentes (cf. C. E.,
Ch. 5, § IV, n° 103) nous montre donc que la série de terme général s, z” est
absolument convergente pour | z] < | et que sa somme est égale au produit
de f(z) par la somme de la série géométrique de raison z, donc a f(z)/(1 — 2).

6.16

Soit U une série absolument convergente de terme général u, et de somme u
et soit ¥ une série convergente de terme général v, et de somme v. Le but de cet
exercice-est de montrer que la série W de terme général

W, == Ug U, + Uy Uy_y + ** + 1, 1,

est convergente et a pour somme uv. On posera pour chaque entier naturel n,
n n
Un=zup’ Vn=zvp’ Wn=zwp!
p=0 p=0

r,=v—V et  t,=UpTyF Uy T+t U, T,

a) Montrer que la suite (7,), . 5 €st convergente et a pour limite 0.
b) En déduire que la série W converge vers uv.

Solution

a) Soient ¢ un nombre réel strictement positif donné, &’ et £” deux nombres
réels strictement positifs dont nous fixerons la valeur en fonction de ¢ et des
données du probléme au cours de la démonstration. La série V étant conver-
gente, la suite (r,), . 5 €st convergente et a pour limite 0. Soient donc 4 un majo-
rant strictement positif de la suite (| 7, |),.n €t p un entier tel que pour tout
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entier n supérieur & p on ait | r, | < ¢'. On peut alors écrire pourn > p les inéga-
lités suivantes :

[l < 3 lupllrgl

ptg=n

<eflugl + = + ltpepl] + Al thy_pur 1 + = + |1, 1]

n
Comme la série U est absolument convergente, la suite ( Y lu, I) est
m=0 neN

convergente donc majorée et la suite (| #, |),.n a pour limite 0. Par suite soit B
un majorant strictement positif de la suite ( Y Il et soit ¢ unentier tel
m=0

- N - b
que pour tout entier » supérieur 2 g on ait | i, | < ¢"."Pour tout n supérieur a
p+gqgonadonc|t,| <& B+ Ape”.
Posons &' = ¢/2 B, I’entier p est alors déterminé. Choisissons ensuite &” égal
a &/2 Ap. On en déduit I’entier g et le raisonnement précédent montre que pour
tout entier »# supérieur a p + g, | £, | < € donc la suite (7,), . tend vers 0.
b) On a
L=u@— V) +u (v — Vo)) + +u,{v— V) =
I Unv - (uﬂ Vn + ul Vn—l ¥ m . Uy VO)
mgis
Vet g Vs + =+ u, Vo= Y u,p,=W,
O=p4+g<sn
et par suite 1, = U, v — W,
Lorsque n tend vers + oo, la suite (¢,), . tend vers 0 et la suite (U, v), .5
te.u ars up, donce la suite (W), .y est convergente et a pour limite uv. Autre-
ment dit la série W est convergente et a pour somme up.

6.17

Etudier la série de terme général défini par

ug =10 et u, = (— ])”:/'E sin% pour nzl.

Solution

La série proposée est une série alternée. Lorsque » tend vers + oo, \"/; tend
vers 1, sin (1/n) tend vers 0, par suite le module du terme général de Ia série étudiée

tend vers 0. Considérons la fonction réelle £ définie pour tout élément x de R
par f(x) = x'* sin (1/x). Sa dérivée est :

1 Logx\ . 1 1 1 Log x
— = ——— JSin—— —cos—|exp| —
> X X X X X

e

--12 [(l — Log x) sin . — COS —l]cxp [Lo_gic] .
x X X x

I



SERIES 201

Lorsque x tend vers + oo, [(1 — Log x) sin (1/x) — cos (1/x)] tend vers — 1, par
suite il existe un nombre positif M tel que pour tout nombre réel x supérieur a M,
f'(x) soit négatif. On en déduit qu’a partir d’un certain rang N supérieur & M, la
valeur absolue du terme général de la série étudiée décroitl. La nature de la série
n’étant pas changée si on modifie les premiers termes (¢f. C. E., Ch. 5,§ I, n° 83),
le théoréme sur les séries alternées (¢f. C. E., Ch. 5,§ V, n° 104) nous permet donc
de conclure que la série proposée est convergente.

6.18 Etudier la série de terme général défini par
P _ 1
g =t =0 et u,,—Logn.LogI-i—T

pourn = 2.

Solution  On a pourn > 2

LognLog(l + & Q)= Log,,[.?_‘l - _12 5 __1_28(3)]
n n 2n n n/

ol ¢ est une fonction de R, dans R dont la limite au point 0 est 0.

Les séries de termes généraux !égfz'r‘:

gentes et la série de terme général ((— 1)" Log n)/n est une série alternée dont le
terme général tend vers 0, lorsque n tend vers + oo. La fonction f définie pour
x > 0 par f(x) = (Log x)/x a pour dérivée

ot == sont absolument conver-

5 1 - Logx
j{x): x}"g-'

Pourx > e, f(x)est négatif. Par suite (Log n)/n décroit lorsque n tend vers + oo
et le théoréme sur les séries alternées (¢f. C. E., Ch. 5, § V, n® 104) nous permet
d’affirmer que la série de terme général ((— 1)" Log n)/n est convergente.

La série proposée est donc convergente comme somme de trois séries conver-
gentes.

6.19 Soient U une série semi-convergente et / un nombre réel quelconque. Montrer
qu’en modifiant I"ordre des termes de cette série, on peut obtenir une série
convergente de somme /.
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Soit (v,),en (resp (w,),cn) 12 suite des termes positifs (resp négatifs) de la
série U écrits dans I"ordre o ils se présentent. Cette série étant semi-convergente,
les suites (1,)sen €t (W,)n e n tendent vers O et les séries de termes généraux v, et

w, sont divergentes (¢f. C. E., Ch. 5, § IV, n° 103). L’ensenble des entiers p
P P
vérifiant la propriété ) v, > I est non vide car la suite ( Y. v_) peN @ pOur

n=0 =0

limite + co. On note p, son plus petit élément et on pose
P1
ype ¥ B,
n=0

q
D’autre part la suite ( 3 w,,) ayant pour limite — oo, on appelle g, le plus
=0 geN
petit des entiers g vérifiant
q
si+ Y w, <l
n=0

et on pose

0
=85 * Y W
n=0

De méme les suites

(n=§:+1 U")pen . (u=i+1 w”)uﬂ

ayant pour limites respectives + co et — co, on note p, le plus petit des entiers p

tels que
P2

32"" Z v,,‘}f.
n=py+1

on pose

P2
53 = §; + Z Uy »
n=p;+1

on définit ensuite g, comme le plus petit des entiers g vérifiant

q2
ss+ ) wy <l

a=qr+1
et on pose

g2
Sq4 = 83 + Z W, .
n=gq1+1

On poursuit 'opération et on forme ainsi par récurrence une suite (s,),.n de
nombres réelset deux suites (P)nen €t (2,), <y d& nombres entiers. Par construc-
tion des deux derniéres suites on a, pour tout entier n tel que n > l,s, — I< v,
si n est impairet/ — s, < — w,, sin est pair. Les deux suites (U)nen € Wnen
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ilayzgt_pour limite 0, on voit donc que lasuite (s,), . x a pour limite /et par suite que
a série

n a1 [ ] qz Gr+1 Gr+1
Yo+t Ywmt+ ¥ Gt Y Wttt Y ot ) Wt
n=0 n=0 n=p;+1 n=g;+1 n=g-+1 n=g.+1

déduite de la série U par modification de I'ordre des termes a pour limite /.

6.20

Etant donné une suite numérique (14,),> o, on lui associe la suite (p,), - o définie

Dar P, = Uy Uy . U (on note p, = |] up) et on appelle produit infini de

=1

terme général u, le couple formé par les deux suites (1) 0 €t (Pp)n>o- Par défini-

tion étudier le produit de terme général u,, c’est étudier la suite (p,),>o. Si l2

suite (p,),> o @ une limite différente de 0, le produit infini est dit convergent et sa
4+

limite est notée || u, ; dans les autres cas, il est dit divergent.
=1
1° Etudier lcsnproduits infinis de termes généraux

- n+1
a"=(l+£———?—-), by =1 et bn=(l—1) si n22,

n
c,,=(l+1).
n

20 Montrer que si le produit infini de terme général u, est convergent, la
suite (#,),>¢ @ pour limite 1.

30 Si u, est positif pour tout entier 7, montrer que le produit infini de terme
général u, est de méme nature que la série de terme général Log u,. En déduire
que si u, > 0 pour tout entier n, le produit infini de terme général (1 + u,) est
de méme nature que la série de terme général u, et que si 0 < u, < 1 pour tout
entier n, le produit infini de terme général (1 — u,) est de méme nature que la
série de terme général u,.

4° Montrer que le produit infini de terme général », non nul, est convergent si
et seulement si, 4 tout nombre réel & > 0, on peut associer un entier v tel que
| 4, 1441 ... 4y — 1| < & pour tout entier n tel que n > v.

50 Montrer que si le produit infini de terme général (1 + |, |) est conver-
gent, il en est de méme du produit infini de terme général (1 + u,).

Solution

n
1° Posons p, = [| a,. Il vient pour n > 1
p=1

e D D0 ) 25

5 . - =1
2 3 45 2n 2n+1
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et

#2n+1
Pan-1 = T

Par suite, lorsque n tend vers + o, p, tend vers 1 et le produit infini de terme
général a, est convergent.
On a

" 1 1 1 1 2 n—1 1
ﬂ."*’=("i)(“i)“'(“;)=i'§"" g

Donc lorsque n tend vers + 0, || b, tend vers Oet le produit de terme général
=1
b, est divergent. ’
D’autre part on &
1 1

n
I
P]'=11c,,>-~1+~~z-:7‘~1- L

1 1 2
Lorsque n tend vers + oo, 1 + 3 4 &k tend vers + oo et par suite le pro-
duit de terme général ¢, est divergent car la suite( [1 (l + 1)) est diver-

p=1 P/ ) nene

gente.

20 Supposons que le produit infini de terme général u, soit convergent. La
suite (p,),> o associée a donc une limite / différente de 0. On en déduit que pour
tout entier n, u, (et par suite p,) est différent de 0, sinon lim p, = 0, et aussi

n-++c

que lim (p, — p,—1) = 0. On a donc

n—++w

lim (_p,,_ - l)= lim (u, — 1) =0

n=++w Pa-1 n-*+ oo

ce qui montre que la suite (,),> o a pour limite 1.
3¢ Si pour tout », u, est positif, Log p, est défini et on a

Log p, = Zx Logu, .
i

La suite (Log p,),>o @ une limite si et seulement si la série de terme général
Log u, est convergente. Or la suite (p,),>o @ une limite non nulle si et seulement
si la suite (LOg p,).» o €st convergente. Donc le produit infini de terme général u,
est de méme nature que la série de terme général Log u,.

Si u, > 0 pour tout entier n, les séries de termes généraux Log (1 + u,) et u,
sont deux séries & termes positifs. Une condition nécessaire pour que ces deux
séries convergent est que v, tende vers 0 lorsque » tend vers -+ co. D’autre part
Log (1 + u,) ~ u, si u, tend vers 0. On en déduit que si u, est positif pour tout

+

L= 3 + oo
entier n, les deux séries Y Log(l + u,)et ) u,ont méme nature et par suite
n=1

n=1
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le produit infini de terme général (1 4 u,) est de méme nature que la série de
terme général u,.

Si pour tout entier n on a 0 < u, < 1, la série de terme général Log (1 — u,)
est une série 4 termes négatifs. Lorsque u, tend vers 0, Log (1 — u,) ~ — u,.
On en déduit comme précédemment que les séries de termes généraux
Log (1 — u,) et u, sont de méme nature et par suite que le produit de terme
général (I — u,) est de méme nature que la série de terme général u,.

40 Si le produit infini de terme général u, est convergent, la suite (p,),>0 2
une limite p non nulle, donc 4 tout nombre réel ¢ positif on peut associer un

entier v, tel que pour tout entier n > vy, on ait | p, | > |~‘?2—I et un entier v, tel
que si n et r sont deux entiers supérieurs i v, on ait
Ipl
lp.=Bl< 5 €.

Soit v un entier supérieur & v; + 1 et & v, + 1. On a alors

[Pl
1pal > 12 et =1 <12l

pour tout entier # supérieur a v soit encore

Pn — Pu—1
Po-1

= | Utlyyytiz— 1| <8

pour tout entier n supérieur & v. Si le produit est convergent la propriété (P)
suivante est donc vérifiée.

(P) : & tout nombre réel positif ¢, on peut associer un entier v tel que pour tout
entier n supérieur a v on ait

|uyttygg ety — 1| <g.

Réciproquement supposons la propriété (P) vérifiée. Ilexiste alors un entier v,
tel que

pm—i

Pn :&D.:J_I =1

pour tout entier n > vy, Soit encore tel que
| Py = Poo-1 | < . e
On en déduit que pour tout entier n supérieur & vy, on a
[Pa] <2]Po-1l-
La suite (p,),»o €st donc majorée par le nombre

M =$up(| p[‘.l [!Ipl Is -‘-lleLz'pDc"‘l’)'
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Soit &£ un nombre réel positif ; si (P) est vérifiée, il existe un entier v tel que pour
tout # supérieur a v on ait

e = 14
|| < 5
Soient # et r deux entiers supérieurs & v, on a alors
| P = Pel =1 P — Po-1 + Po-1 — P:l
< | Po— Po-1l + | Po-s — il *t%f;lp.;-l | <e.
La suite (p,),>0 €St donc une suite de CAUCHY et elle admet une limite finie p.

Montrons que cette limite ne peut étre nulle. En effet si (P) est vérifiée, il existe
un entier v, tel que pour tout n supérieur & v,

| Pos-1 |
| Pa = Por-1 | < =5 —
et par suite pour tout n supérieur 2 v, on a | p, | > I-Pi!z-ll . Comme u, # 0

pour tout #, le nombre | p, | est donc minoré par le nombre strictement positif
Ip—"zl'-—l et p # 0. On en déduit que le produit infini de terme général u, converge
si et seulement si la propriété (P) est vérifiée.

50 Si n et r sont deux entiers telsque 1 < r < nona

n=r+l

A+u)(+ ) (I +u)—=1= ¥ 2, Uj, Ui, e Uy,

p=1 r<ij<iz<--<ip<n
d’ol en appliquant 'inégalité triangulaire
1+ u) (A + U)o (L4 1) = 1] <

n=r+l1

< z Z |u:.||”u|---|“c,|
p=1 rSij<iz<.~<ip=n

or, le second membre de cette derniére inégalité est égal a
U+ 1w )+ sy ) e (U 1) —
donc a
[+ T, DA+ [ty Do (U Ty ) = 1]
par suite
[+ u) 0+ b)) e (1 + 1) = 1] <
<A +1wDA + 14y Do W+ 1w, ) = 1]

1l en résulte que si la propriété (P) de la question précédente est satisfaite pour le
produit infini de terme général (I + | u, |) elle ’est aussi pour le produit infini
de terme général (1 + u,) d’ou le résultat.
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6.21

Soient a, a, b des nombres réels tels que « > 0 et 0 < a < b. Montrer que la
série de terme général défini par u, = Oet u, = }Uﬁz) sin = 1 est unifor-

mément convergente sur le segment [a, b].

Solution

Pour tout élément x de [a, b] et pour tout entiern = lona:

X 1 1
—— < .
nu(l + an) "c+1 x “ﬂ-lvl a

La série de terme général 1/n*** étant une série de RIEMANN convergente, on en
déduit que la série proposée est uniformément convergente sur [a, b} car son
terme général est majoré en valeur absolue par le terme général d’une série
numérique & termes positifs convergente (¢f. C. E., Ch. 6, § I, n® 107).

6.22

Montrer que la série de terme général x(1 — x)" est simplement convergente
sur le segment [0, 1]. Calculer sa somme. La convergence est-elle uniforme 7

Solution

Si x = 0 ou x = 1 la série proposée est convergente et a pour somme 0. Si
0 < x < 1, la série géométrique de terme général (1 — x)" est convergente et a
pour somme 1/x ; par suite la série étudiée est convergente et a pour somme § 53
La série de terme général x(1 — x)" n’est pas uniformément convergente sur
[0, 1] car sa somme S(x) n’est pas une fonction continue sur le segment [0, 1.
Eneffetsix =0oux=1,8x) =0etsi0 <x < 1,S8x)=1.

6.23

Soient o un nombre réel tel que o < 2 et x un nombre réel positif. On consi-

dére la série de terme général défini par 1(x) = Oetu,(x) = x*"“e™™sin > 1.
1°© Montrer quelle est simplement convergente pour tout élément x de R,.
20 Montrer qu’elle est uniformément convergente sur R, sia < 1.

30 Que peut-on dire sio =1 7
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1° Pour tout nombre réel x strictement positif, n* e ™" tend vers 0 lorsque n
tend vers + co et par suite pour 1 assez grand on a e™™ < 1/n*. La série de
RIEMANN de terme général 1/n* étant convergente, on en déduit que la série de
terme géncral u,,(x) est convergente. Pour x = 0, u,(x) = O pour tout entier
n > | et la série est aussi convergente.

20 Ona
Q—o)x'e™ —nx* "™

u,(X)

=e ™ x'72 — a — nx).

. = 2—a
La fonction u, admet donc un maximum pour x = S etona

(%) < u, ('i_—‘f)

s - 2—a . 2-a
u,,(z oc) L} (2 oc) e - (_2_2_!2_ e 2

n n n

et

La série de RIEMANN de terme général 1/n> ™ étant convergente pour a<l,
on en déduit que la série proposée est uniformément convergente sur R*:

30 Poura = 1, on obtient la série de terme général u,(x) = x e”"*qui est une
série géométnque de raison ™% Si x > 0, soit S(x) la somme de cette série. Si
X =0 onaS(x)-OeISIx;éD ona

+ w -x
S(x) = X Z e ™= E_ = _¥ —
n=1 1—e S x —_— 1

La fonction S n’est pas continue & droite de 0 car

X

SO =0 et lim S(x)= lim =1.

x+04 x+0, € — 1

La série n’est donc pas uniformément convergente sur R, (¢f. C. E., Ch.6,§ I,
n° 108).

6.24

Montrer que la série de terme général défini par

x*+n .
u, =0 et =(— 1Y ——+— si nzl
n?

est uniformément convergente sur tout segment [a, b] mais n’est absolument
convergente pour aucune valeur de x.




SERIES 209

Solution Pour tout nombre réel x et tout entier naturel non a

2 2
O N . ok TR Vi
n: n n

La série étudiée est donc somme de la série de terme général (— 1)" x%/n? absolu-
ment convergente pour tout nombre réel x et de la série numérique semi-
convergente de terme général (— 1)"/n. Elle est donc semi-convergente pour
tout nombre réel x. D’autre part en posant, M = sup [l a|,| &[], il vient:
- n_2 2 2
(x| o3 M

- -~ -
n? n? n?

Comme M?/n? est le terme général d’une série numérique de RIEMANN conver-
gente, on en déduit que la série de terme général (— 1)” x?/n? est uniformément
convergente sur [a, b] et par suite que la série proposée est uniformément
convergente sur [a, b).

Pour tout entier n > 1 et tout élément x de [g, b] on a

2
Wl X +n
i 2

{(— D

"2 I n

donc | u, | = 1/n. Comme la série harmonique diverge, la série proposée n’est
absolument convergente pour aucune valeur de x.

325 Soit & un nombre réel strictement positif. Montrer que la série de terme géné -
ral ne "™ est uniformément convergente sur [A, + oco[. Soit f(x) sa somme ;

b
calculer .[ S (x) dx ol1 aet b sont deux nombres réels telsque h < a < b.

a

wolution  Pour tout élément x de [h, + oof, on a e ™™ < e ™. D’autre part la compa-
raison des fonctions exponentielle et puissance montre que pour n assez grand
€™ < 1/n* et par suite que la série numérique de terme général ne ™ est
convergente comme la série de RIEMANN de terme général 1/n*. On en déduit
que la série de terme général n e ™™ est uniformément convergente sur [h, + oo[.
Soit f'(x) sa somme. Le théoréme sur Pintégration des séries de fonctions
(¢f. C. E, Ch. 6, § I, n° 108) montre alors que la série de terme général

b
j ne "™ dx est convergente et que
a

Ef(x)dxn ;f; a}me""‘dx= Ean[— i;]j.

a n=1
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On a donc
b + ao . - +@ 1 +w |
J af(x) g% = ,.Z. (e = ..Zl .(eﬁ' . ,.Zl (e';);’
11 11
T l—1/ 11
1 1 e

-1 -1 €@ -nNE -1

6.26 Montrer que la série de terme général défini par #,(x) = O et

g
u,(x) = sm(#) pour nzl1
n

est uniformément convergente sur R. Que peut-on dire de la série de terme
général u,(x) ?

Solution Pour tout nombre réel x on a

sin (n? x)

nZ

1
< -

n

La série de RIEMANN de terme général 1/n” étant convergente, on en déduit que
la série proposée est uniformément convergente sur R.

La série obtenue par dérivation est la série de terme général u,(x) = cos (n* x).
Pour tout nombre x réel, cette série est divergente car son terme général ne
tend pas vers 0 lorsque n tend vers + oo.

6.27 Soient (a,), . n une suite de nombres réels et U(x) (resp ¥(x)) la série de terme
général u,(x) = a, cos nx (resp v,(x) = a, sin nx).
10 Montrer que si la série de terme général a, est absolument convergente,
alors les séries U(x) et ¥(x) sont uniformément convergentes sur R.
2° Montrer que si la série de terme général na, est absolument convergente,
alors les séries U(x) et V(x) sont uniformément convergentes sur R.

Solution 1° La série de terme général a, est alors convergente. Comme pour tout
entier n et tout nombre réel x on a

|a,cosnx| < |a,]| et |a,sinnx| <|a,l|,
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les séries U(x) et ¥(x) sont uniformément convergentes sur R (¢f. C. E,, Ch. 6,
§ I, n° 107).

20 La série de terme général na, étant absolument convergente sur R, le
raisonnement précédent nous montre que les séries de termes généraux na, cos nx
et na, sin nx sont uniformément convergentes sur R. Comme

(a, cos nx)’ = — na, sin nx, (a, sin nx)’ = na, cos nx

et comme les séries de termes généraux a, cos (nn/2) et a, sin n 0 sont conver-
gentes, le théoréme sur la dérivation des séries de fonctions (¢f. C. E., Ch. 6,
§ I, n° 108) nous permet de dire que les séries U(x) et ¥(x) sont uniformément
convergentes sur R.

6.28

Pour tout entier » strictement positif et tout élément x de J0, 2xn[ on pose :

. T X sin nx
" 2/n + cos x '

1° Montrer que la série de terme général défini par ug(x) = 0 et u,(x) si
n > | est simplement convergente sur 0, 2 n[.

20 Montrer qu'elle est uniformément convergente sur tout intervalle fermé
inclus dans 10, 2 n[.

Solution

10 La suite (— 2

e ) est une suite décroissante de nombres posi-
2 /n + cos x/ w>0

tifs ayant pour limite 0. D’autre part ) sinpx est la partie imaginaire du
p=1

nombre complexe ) €'**. Ona

r=1
n ei(n-l-l)x_
Z el‘u='"i ‘
p=1 e*—1
" 8 o 1
~25|n2---—x+21sm" X-CO e X
P P — e e 2 _—2 e —
in2® 4 2isin X cos
2 sin 2+2151112r:(;w.2
(n + 1)x
l —————
2 ixns2
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On en déduit que pour tout entier » strictement positif

<

Y sin px
= sin -
2

et le théoréme d’ABEL nous montre que la série proposée est convergente
(¢f. C. E,, Ch. 5, § V, n° 105).

20 Soit R,(x) le reste de rang n de la série étudiée. En posant

: x
S.(x) = sinpx e ax)=—7r——
( p;, ? 2/n + cosx
ona
+ o
Y a,(x)sin px

p=n+1

R.(x)

ll

+

Z ap(x) (Sp(x) == Sp- l(x))

p=n+1

= 0 SW Y (@) — a0 ).

Il

Comme pour tout entier p strictement positif on a

lafx) — aps(x)) >0 e |S,0)| < ix_
sin

2

on a

f (ap(x) . ap!—l(x))

bl =n+1 Uy (x)
2 (a5(x) = @ 1(0) S0 | < 2= —— ‘ (X
p=n+ ) .
sin 2 I sin 5
et par suite
I Rn(x)l < ?_t?n_+l(x)'
sin 5

Soit [a, b] un segment inclus dans ]0, 2 [ c’est-a-dire tel que 0 <a < b <2 7.

L’ensemble ” sin ; } est minoré par un nombre m strictement positif et
x € [a,b]
ensemble{ a, , () }.c (a.67 €St Majoré par 5 {2_1: o Donc pour tout élé-
vh —
ment x de [a, b] on a
2n
R(X)| « —= —.
| R @Jn—m

La série proposée est donc uniformément convergente sur [a, b].
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6.29 Soit & un nombre réel ; déterminer le rayon de convergence p de la série
entiére de terme général (Arctgn®) x". Etudier cette série lorsque x = p
oux = — p.

Solution Si e > 0, lorsque n tend vers + co, Arc tg n* tend vers 7/2 et

(Arc tg n") x" ~ gx".

La série entiére de terme général x" ayant pour rayon de convergence 1, on en
déduit que la série étudiée a pour rayon de convergence 1.

Si o = 0, pour tout entier » strictement positif Arctgn® = Arctgl et la
série de terme général (Arc tg n”) x” a pour rayon de convergence 1.

Sia < 0, lorsque # tend vers + oo, Arc tg n* tend vers 0 et

(Arctg n®) x" ~ n* x".

L’application de la régle de d’ALEMBERT montre alors que la série entiére de
terme général n* x" a pour rayon de convergence 1. On en déduit que pour tout
nombre réel a, la série proposée a pour rayon de convergence 1.

Etudions la série pour x = 1 et x = — 1. Si ¢ > 0, le terme général de la
série ne tendant pas vers 0 lorsque n tend vers + oo, dans les deux cas la série est
divergente. Si o < 0, lorsque n tend vers 4 oo, Arc tg (") ~ n°, donc la série
de terme général Arctg (n") converge si @ < — 1 et diverge si — | < a < 0.
D’autre part si & < 0, le théoréme sur les séries alternées (¢f. C. E., Ch. 5,§ V,
n° 104) montre que la série de terme général (— 1)” Arc tg (n”) est convergente.

3,30

Soient 7 un entier supérieur ou égal 4 1 et z un nombre complexe. On pose

1 1 1 ]
uz)=|-+—++—-|2"
(2) [3 15 4n* -1

Etudier la série entiére de terme général u,(z).

iolution

Posons
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Il vient
n+1

I“n+|(z)| +1
el

Lorsque n tend vers + oo, v, ne tend pas vers 0, v,,, — v, tend vers O, par

u"T*E?{)Z—) tend vers |z |. On en déduit que pour
| z| < 1, la série étudiée est absolument convergente. Pour | z | > 1, comme v,
ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers + oo, u,(z) ne tend pas vers 0 et par suite
la série est divergente.

La série entiére de terme général u,(z) a pour rayon de convergence 1. Elle est
absolument convergente a I'intérieur du disque ouvert | z | < 1 et divergente sur
le disque |z | =

suite v, , /v, tend vers 1 et

6.31

Pour chaque nombre complexe z on pose

u(z) =0 et wuz) = :-, (.11 4220 4= +n.nl).

Quel est le rayon de convergence de la série entiére de terme général u,(z) ?

Solution

Ona

uﬂ(z) —

T 18 21 (n )
=z[l-h—!+2- 4 (m=2P—

—z"[l- 1 IR el n—2 +n—l+n]
- n(n — 1) n ]

On en déduit que pour tout nombre complexe z on a | u,(z) | > n| z|". D"autre
part

+(n— l)——;—!-——! +n —'

n—2
+-.-+ e

s n(n—l)

n!

est une sommede n — 2 termesdont le plus grand est (n — 2)/n(n — 1). Par suite
ona

1 n—2 oy =2)
ey g~ oSt~ 2
d’olr
-2 —
1-L+--—+n & l+n'<1+1-1-w=2+m.
n! nn—1)
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Il en résulte que pour tout nombre complexe z,
nlzI"<|u@|<@®+2)|zI.
L’application du critére de d’ALEMBERT montre que les séries entiéres de termes

généraux nz" et (n + 2) z" ont pour rayon de convergence 1. On en déduit que la
série proposée a aussi pour rayon de convergence 1.

6.32

Pour chaque nombre complexe z et chaque entier naturel » posons
n _2n+1
wl) = 2
2n+12n-1)

10 Calculer le rayon de convergence et déterminer le domaine de conver-
gence D de la série entiére de terme général u (z).

2¢ En chaque point z de D on désigne par S(z) la somme de cette série. Quel
est le domaine de continuité de la fonction S ?

3¢ Calculer S(z) en chaque point z de D. En déduire la valeur de la somme de
la série de terme général (— 1)"/(4 n* — 1).

Solution

1o Appliquons le critére de d’ALEMBERT pour trouver le domaine de conver-
gence absolue de la série. On a

Un+1(2) Ll
u,(z) 2n+3°

Lorsque n tend vers + o0, le rapport (2 n —1)/(2 n + 3) tend vers 1 et par suite la
série entiére de terme général u,(z) est absolument convergente pour |z | < 1 et
divergente pour | z| > 1. Son rayon de convergence est donc égal & 1. Sur le
cercle de convergence on a

= |z

1

|z]=1 et Iu,,(z)|=-(-2—n-+. TR

La série de terme général Bad 1)1(2—:1_—1) est convergente car elle est de
méme nature que la série de RIEMANN de terme général 1/n%. Il en résulte que la
série de terme général u,(z) a pour domaine D de convergence le disque fermé de
rayon 1 centré & I'origine et qu’elle est absolument convergente sur D.

20 Comme la série de terme général u,(z) converge absolument sur le cercle
de rayon | centré A 'origine, elle converge uniformément dans le disque fermé D.

Or pour chaque entier naturel p, la somme partielle

r

S2) = ) u(2)

n=0

est une fonction continue, donc S(z) est continue sur le disque fermé D.
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3¢ D’aprés le théoréme de dérivation des séries entiéres (¢f. C. E., Ch. 6,
§ 11, n° 113), on sait qu'a intérieur du disque ouvert D’ de rayon | centré a
I’origine, la fonction S est dérivable et on a

+ oo

Y uz) = §'(2).
1

n=
Or
Zn 2n—1

ul(z) = (- 1) -2—:_;_1 = = Iy 2—2’.1-_ (= 2,2

zZn—l

La série entiére de terme général v,(z) a pour rayon de convergence 1. On peut
donc la dériver terme & terme 2 P'intérieur du disque D". Ii vient
g = (= 1)t = (2"

On reconnait le terme général d’une série dont la somme est

Y o) = -

n=0 {42

En intégrant terme 4 terme dars D', on obtient

+ b z d"
T g
n=0 ol 4+u
(___ ])n ZZn—l
La série entiére de terme général e a pour rayon de convergence |
et converge aux points z = 1 et z = — 1. Pour chaque élément z de

D'u{—1,+ 1} ondésigne par Arctgz sa somme. Cette fonction posséde
les mémes propriétés quant 4 I'intégration et la dérivation que la fonction Arc tg
définie sur R et prolonge a DU {—1,+ 1} la restriction de la fonction
Arc tg au segment [— 1, + 1]. On a donc

+ b

Y vfz) = — Arctgz

et par suite
+ ab

Y ufz)= —zArctgz.
]

En intégrant & nouveau terme & terme dans le disque ouvert 1, il vient

+ oo

Y uz) = — “- u Arctgu du
)

n=1
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et une intégration par parties donne :

z . "
j “Amtg“du=fzzArc:gz_‘! j u®du
0 2 )

ol + -u_z
= };; Arctgz — g + % Arctg z
= i;-—l Arctgz — g
Et finalement on obtient :
é:a: u,(z) = % — z_zél-h! Arctgz. (K

Tous les calculs sont valables pour | z| < 1, mais comme la fonction S est
continue au point z = 1, la formule (1) est valable pour z = 1 et on en déduit
que

y Uy 1 =

Siant=1 2 4

6.33 En considérant la série entiére du terme général (— 1)" x", déterminer la
somme de la série numérique de terme général ":Q ;

Solution  La série entiére de terme général (— 1)" x" a pour rayon de convergence 1.
C’est une série géométrique et pour | x| < 1 sa somme est 1/(1 + x). Le
théoréme sur I'intégration des séries entiéres (¢f. C. E., Ch. 6,?1", n° 113) nous

montre donc que la série entiére de terme général (— 1)" e a pour rayon
de convergence 1, et que pour | x| < l,ona
x df + " xn-I't
j — = (- 1)'—.
ol +1 =0 n+ 1
De plus il est clair que cette série converge pour x = 1. Montrons que la série de
+1

terme général (— 1)" ;x"+_l est uniformément convergente sur [0, 1]. Soit R,(x)

son reste de rang n. On a
¥+l

oy X
R,,(JC) - p=§+] ( l) p + 1 .
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Le théoréme de Pintégration des séries entiéres nous montre encore que
pour | x| <1

R = |

x

+ a0 Gid "xru+1
Y (-DPPdt=(-1) Ll+tdf‘

0 p=n+l

Doncsi0<x<1l,ona
1 +1

r
IR,,(X)' < j.u i_:l-—f dr

Pour chaque entier naturel n, posons

1
I,,=j —r"—dt
ol+1t

et montrons que la suite (,), . @ pour limite 0. Soit £ un nombre réel stricte-
ment positif et plus petit que 1. La suite (1 — (¢/2))"),en @ pour limite 0. 1I
existe donc un entier N tel que pour tout entier n supérieur a N on ait

De I'inégalité

pour 0 < x < 1, on déduit que sin > N,

|-1—‘(s!2) " 1-(ef2) 8)" P
Jy i—-{-_td'{jo r“drc(l—-z- <§.

D’autre part on a

1 1
j n--rf--—dt-::j dpecd
-2 1 +1 1-(e/2) 2

Il en résulte que sin > N on a I, < &. La suite (), .n @ donc pour limite 0. Le
théoréme sur les séries alternées (cf. C. E., Ch. 5, § V, n° 104) nous montre que la

série de terme général (— 1)" ’%I est convergente donc la suite (R (1)),.n 2

aussi pour limite 0. Posons a, = sup (1,4, R,(1)). La suite numérique (a,), ¢~

a pour limite 0 et on a pour tout élément x de [0, 1], | R,(») | < a,. Il en résulte
+

que la série de terme général (— 1)° -~y est uniformément convergente sur

[0, 1]. Sa somme est donc continue & gauche de 1 (cf. C.E., Ch. 6,§1, n° 108)
etona
+ a0 n x 1
Gl S _dr _ [ dr
,,;;.n+1—hm o TAE 014—1_“032'

x—+1_
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6.34

Soit S une série entiére de terme général a, z" et de rayon de convergence 1.
Pour chaque élément z du domaine de convergence de la série S, on désigne par
S(z) sa somme. Pour tout entier naturel n, on pose

S, =ay + a, + - + a,

et

1° Montrer que le rayon de convergence de la série entiére de terme général
5, 2" est 1. Calculer sa somme ) (z) en fonction de S(z)si| z| < 1.

20 Trouver le rayon de convergence de la série entiére de terme général 1, z".

Solution

1o La série de terme général s, z" est le produit des séries de termes généraux
a, z" et z" qui ont toutes deux comme rayon de convergence I. I en résulte que
le rayon de convergence R de la série de terme général s, z" est supérieur ou
égala 1 (¢f. C. E., Ch. 6, § II, n°® 112).

Par ailleurs on a @, = s, et pour tout entier strictement positifn, on a
a, = s, — S,—1- Il en résulte que si [ z| < 1,ona

+w + oo +w +w
Y a,z" = sy + Y (p—Sa-)2"= ) S,2" - z(): s,z").
n=0 n=1 n=0 n=0
Si z est un nombre complexe tel que | z| < R, on déduit des égalités précédentes
que la série S converge et par suite que R < 1 donc R = 1.

La somme de la série de terme général z" pour |z | < 1 est 1/(1 — 2). Si
|z] < | on adonc

S(z)

Y@ =i_- (e CE,Ch6§ILn112).

20 Le rayon de convergence de Ja série de terme général 1, z" est le méme
que celui de la série entiére dc terme général ¢, 2"*' = z(t, 2") et d’autre part,
" z"* 1 est une primitive de (a, + a, + ** + a,) z". D’aprés la premiére ques-
tion, le rayon de convergence de la série entiére de terme général

(@ +a; + +a)z"

est celui de la série de terme général a, z” et la théorie de I'intégration des séries
entiéres (cf. C. E., Ch. 6, § II, n° 111) nous montre que les séries de termes géné-
raux s, 2" et 1, z"** ont méme rayon de convergence. On en déduit que la série
de terme général £, z** ! a pour rayon de convergence 1 et par suite que la série
de terme général £, z" a aussi pour rayon de convergence 1.
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6.35

Pour chaque nombre réel positif on pose

Uug(x) = u,(x) = 0

Etudier la série U(x) de terme général u,(x) et calculer sa somme quand elle est
convergente.

Solution

Sin 2> 2 et si x est un nombre réel positif, on a

u(x) = x" fzi x

nt—1

Si x > 1, les théorémes de comparaison des fonctions exponentielle et puis-
sance montrent que u,(x) ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers + 0. La série
U(x) est par suite divergente.
Pour x = 1, on a u,(1) = 1/(n — 1). La série U(l) est donc divergente.
Si0€sx<l,ona

x"
—= gL

u,(x) < 1
On en déduit que la séric U(x) est convergente comme la série géométrique de
terme général x". Si 0 < x < 1, calculons la somme de la série U(x). Sin = 2,

on a

2n
n_ N X
lx) = ¥ n2—1+uz—l
— xﬂ_ + x” + xza — xzn
T2n—1) " 2n+1) " 2An-—1) 2n+1)’
Posons
U (x) = w,(x) = 1,(x) = z,(x) = si n=20 ou n=1
et
xn xu 2n
vu(x) = W —1)° w,(x) = An +1)° 1,(x) = %n = 1)
et
e ;
z(x) = — si n>2,
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Les séries de termes généraux v,(x), w,(x), 1,(x), z,(x) sont convergentes si

0<x<letona

+ o0 x + a0 xn 1 e )
—_— —_ —_— 0
”};D u"(x) E S Log (1 — x) (cf. C.E., Ch.6,§1V, n° 122)
+ a0 1 + 00 xn+l 1 [ x]
2, g T a, | RN Ty
2 + oo 2y\n— 2
(x )n _— —
Z =5 L o7~ 7 el =¥
+ a0 I_ + a0 (xZ)lr+l 1 [ 4 5 x4]
z,(x — = — |- Log(1l — x") — x" — —|-
ng 5 = 2x =2 n+1 2" o ) 2
On en déduit que
+ o
“Z:O u(x) = [— E = 2—-1—] Log (1 - X)+
e 1 ] x X
+ |- + —|Log1 —x) — = + =
[ 2 23 8 ( ) 4 4
x 1 %X 1 ]
el o —E s — ILogll =%+
[ 2 2x 2 2x* 8 (
x?. ] xl
+ |- = —_ | Log(1 + —
[ I e bl
—x}—x—x*+ l)
R [ — __..____Lo(]_x+
( 2x* 2 )
— 1 —
+( X'+ )Log(1+x)+ E
- 2x
6.36 Trouver les développements en série entiére au voisinage de 0, et indiquer leur

rayon de convergence, pour chacune des fonctions
1+ x

fl(x) = LUg \/ L

1 —x

1 —= 2
fo(x) = Arctg _.’.‘5
I+ x

f3(x) = e cos x.




222 EXERCICES D’ANALYSE

Solution  Sixe]—1,+ I[ona

£ = S Log 1% = 1 [Log (1 + %) — Log (1 — x)]

et par suite le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction f;
est (¢f. C. E., Ch. 6, § IV, n® 122)

n+1 +an n+1 + o 2n+1

| O oo 4 x . x
L) =3 (,EU“ Yesitéas 1‘) o ey

Le rayon de convergence de la série obtenue est 1.
Calculons 1a dérivée de la fonction f,. Il vient

g L a+x)(=2%-(1-x)2x)
29 (= FY (1 + x?)?
G5
1+x
k.-
T

Développons £ en série entiére au voisinage de 0 ; on a
+w +
[ ==-2x X (—1rx*= Y 2= D) ixtrt
n=0 n=0

Le rayon de convergence de la série obtenue est 1. La théorie de 'intégration des
séries entiéres (¢f. C. E., Ch. 6, § I, n° 111) nous permet de trouver le développe-
ment en série entiére de f, au voisinage de 0 et d’affirmer que la série obtenue a
pour rayon de convergence 1. On a ainsi
T Py 2(_ l)n+‘ 4n+ 2
f2(x) = 4 ot = Anto .

Comme cos x est la partie réelle de e, f3(x) est la partie réelle de 1+l

Pour tout nombre complexe z, e* est développable en série entiére et on a

" + Zn
=2 7
(¢f. C. E., Ch. 6, § IV, n° 122). On en déduit que
+ oo n Y]
Alvi x"(1 + 1)
g B ,,;u n!

La partie réelle de (1 + i)" est 2”/? cos (nm/4) et par suite
+ o n

o . = ni2 X : nn

f3(x) =e"cosx = '202 008 7
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Le rayon de convergence de la série obtenue est + co comme celui de la
+w
série ) —.

n=0 N !

6.37 On considere la fonction f définie sur R — { — 1 } par

—-X

e
1) = 1 +x"
10 Calculer les coefficients a, (n € N) du développement en série entiére de la
fonction [ au voisinage de 0. Etudier la suite (g,), . n-

20 Quel est le rayon de convergence de la série de terme général a, x" ?

Solution 1o Les fonctions x+—e ™ et x+» 1/(1 + x) sont développables en séries
entiéres au voisinage de 0 et leurs développements sont des séries entiéres qui
ont respectivement pour rayon de convergence + o et + 1 (¢f. C. E.,, Ch. 6,
§ TV, n® 122). Par suite la fonction f produit des deux fonctions précédentes est
développable en série entiére au voisinage de 0 (¢f. C. E., Ch. 6,§ I, n® 112) et la
série obtenue a un rayon de convergence supérieur ou égal & 1. Soit a, x" le terme
général de cette série. Si | x | < 1 on peut écrire

T o + o x"
a + x)(z a,,x")= e N (— 1P
n=0 n=0 ni
Par suite on a @, = | et pour tout entier n supérieur a | ona
-
ﬂ"-"'an..l:'(' ")'.
n!

On vérifie donc aisément par récurrence que pour tout entier » on a
1 1
P— n e
a,,_(—l)[1+li+ +n!].

Lorsque n tend vers + co, | a, | tend vers e mais la suite (a,), . 5 n’est pas conver-
gente.

20 Pour chaque entier naturel n et chaque nombre réel x, posons

u()=a,x".
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11 vient
|a, | +

(n+1)!
e — e

]ﬂ“i

Luns ] _ T nin ]
|, () 1 | a,|

I x|

=1 +ia;_i'(nl+ I !,)"""

Uy 4 1(X) . :
Lorsque n tend vers + o0, | —(—)—l tend vers | x | et par suite le critére de
u,(x

d’ALEMBERT montre que la série de terme général a, X" a pour rayon de conver-
gence 1.

6.38

Pour chaque entier naturel # on pose

1
x"e *dx.
0

o= |

19 Trouver une relation entre f(n) et f(n — 1). Pour tout entier naturel »,
on définit @(n) en posant f(n) = (n!/e) [e — ¢(n)]. Donner explicitement la
valeur de ¢(n) en fonction de n.

2° Montrer que pour chaque entier naturel n, on a

1 1
et A ey
En déduire la nature de chacune des séries de termes généraux définis par
I" — f(") *
ug =10 et Iy = f::” si nz1,
J(n) :
Vg =0y = et L‘,,rLogn si nz2,
wo=w; 50 et w, = “")—2 si nx=2.
(Log n)

30 Déterminer le rayon de convergence de la série entiére de terme général
f(n) x". Quelle est la nature de cette sériepour x = letx = — 1 ?
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Z L
Solution 10 En intégrant par parties J x"e™* dx on obtient
(]

J0) = =% T bn [ 2t emd.

La relation liant f(n) et f (n — 1) est donc

f(n) = H-: + nf{n - 1).
Cherchons la relation liant ¢(n) et ¢(n — 1). 11 vient

! =
e —om]= -1+ n‘"—e_”—’ [c — o8 — 1]

et par suite

o) = L + on - 1).
Calculons ¢(0). On a

ﬂm=§&—¢wn=j}ﬂdx=n—fﬂé=l—g

On en déduit que @(0) = 1 et par suite par récurrence on obtient

1 1 1
=1 Hgy Mgt o
2° Comme
_ + o0 ]
C-—n{-_.b ﬂ_”',
on a
1 + o0 l " l + o0 (H + l)!
n _— —— —_——
L eLéqm i+ 1) 2t p)!
Comme
ol SRR
n+p)! S+ p !
on a
+ oo (" + 1)|
SR i
r=1 (" + p) !
et comme
(n + 1] ! 1 1

n+p! (n+2)(m+ +3)..(n+ p) 2P — 1)
CaLvo. — Exercices d'analyse 1¢* cycle, 2° année et Spéciales MM* g
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ona
m+n! 1
Z m+p! A G-t €
1l en résulte que
1
v I <Gin

On en déduit que les séries de termes généraux #,, u,, v,, W, ont respectivement
méme nature que les séries de termes généraux

= .

T n+1°
up =0 et u, = — L si n=1
ol " am+ 1) ke
v =v; =0 et v = - si nx=2
2= " (n+ 1)Logn -

1

wo=wy =0 et e 2

(n + 1) (Log n)

La série de terme général t, est une série de RIEMANN divergente. La série de

terme général u, est convergente comme la série de RIEMANN de terme

général 1/n?. D’autre part la comparaison de la série de terme général défini par
" " I

g = =10 et U, = -——— si n=2
v : " nlogn =

(resp vg=1v; =0 et v = ——— si n = 2)

n(Log n)
avec l'intégrale

J +w dx ( j + o dx )

—_——— resp S
2 xLogx 2 x(Log x)
nous montre que cette série est divergente (resp convergente) (¢f. C. E., Ch. 5,
§ I, n° 85), On en déduit que la série de terme général v, (resp w,) est divergente
(resp convergente).

30 De I'inégalité

1
e(n + 1)

on déduit aussi que le rayon de convergence R de la série entiére de terme général
f(n) x" est Ie méme que celui de la série de terme général x*/(n + 1). On a donc
R = 1. D’autre part si x = 1, la série entiére est divergente et si x = — I, le
théoréme sur les séries alternées nous montre que la série est convergente car
S (n) décroit et tend vers 0 lorsque n tend vers + oco.

1
{f(n}{l; +1°
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6.39 19 Montrer que la série de terme général

Vinti)x
u, = J B sin (xz) dx?
‘/“ + oo
est convergente. En déduire I'étude de l'intégrale impropre I sin (x?) dx.

0
20 Quel est le rayon de convergence de la série entiére de terme général

Vin+1)x
w, = x" L{_ sin (x?) dx ?

Solution 10 La série de terme général u, est une série alternée, les termes d’indice pair
étant positifs, les termes d’indice impair négatifs. En effectuant le changement
de variable défini par x> = nn + y, on obtient

2dy
Jmt-!—y-

U, = J (— 1)"sin y
o

Pour tout entier n et tout élément y de [0, n], on a

ﬁlny_) sin y
Jnm+y Jn+Drn+y

et par suite | u, | = | u,4, |- Le terme général de la série proposée décroit donc
en valeur absolue. D’autre part, de I'inégalité

2 2
|urxhgj dy ﬂ

on déduit que lim |u,| = 0. Le théoréme sur les séries alternées (cf. C. E.,

~ +
Ch. 5,8V, ne 164) pcgrmct donc de conclure que la série proposée est convergente.
Comme R est archimédien, pour tout nombre a réel positif, il existe un entier

ntelque n < a*/n < n + 1 donc tel que Jnn < a < V(n + 1) n. 1l vient alors

‘I’"ﬁ a
J sin (x?) dx = J sin (x?) dx + Jv’_ sin (x?) dx

"= a
=Zun+J _ sinx? dx.
p=0 Vo

Comme

r sin (x%) dx
0

< |u,l
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et comme
lim |u,| =0,
n++ow
on en déduit que
+o0 a + o
j. sin (x?)dx = lim j sin(x?)dx = ) u,.
o a=++ o0 o n=0

La série de terme général u, étant convergente, il en résulte que I'intégrale

+ o
impropre j sin (x?) dx est définie.
0

W u
20 On aw, = X" u,, donc —.:;ﬂ — x-"*1 Nous avons vu que

n uﬂ

|u,] = j sin y 2dy__.

0 Jnm 4y

La formule de la moyenne généralisée montre que pour tout entier #, il existe un
élément y, de [0, 7] tel que o

fu,| = ————__2-.--—— r sin ydy = 3 .
o Unm+ oy, Jo Jnn + y,

Par suite lorsque n tend vers + o0,

; u
(u,| ~—= et lim |- i
Jnn nstew | Uy,
On en déduit que
. W
im |22 =]=x].
n=++ oo Wn

La régle de d’ALemBerT (¢f. C. E., Ch. 5, § 11, n° 88) montre donc que le rayon
de convergence de la série entiére de terme général w, est 1:

6.40

Déterminer la série de FOURIER de la fonction / périodique de période 2 m,
égale sur [— @, ] :

1° a la fonction x = €* ;

20 3 la fonction x + | sin x |.
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Solution Si fest une fonction intégrable de période 2 7, on appelle série de FOURIER de f
indifféremment la série de terme général v, = a,/2etu, = a, cos nx + b, sin nx
sin = | avec pour chaque entier naturel #

1 +n 1 +=
a,,=El. J(x) cos nx dx et b":;%.[ f(x) sin nx dx

ou bien la « série » de terme général 1, ¢™* ol n parcourt Z, avec
1 +=n 2
h=gs | fee ™ ax

(cf. C. E, Ch. 6, § IV, n° 123).
1o En prenant les notations précédentes on a pour chaque entier rationnel »

1 +n i 1 e(l'l'i.u}x] +n
W=7 J_," il [ﬁ“‘i‘a "
e(l‘l’in)x pe e—(l+in)n
2 (1l + in)
Commee!™ = e™ " = (— 1)" il vient
J o= 1),.shﬂ 1 - xr;
n 1l 4+n

et par suite comme [ satisfait aux hypothéses du théoréme de DIRICHLET (cf-
C. E., Ch. VI, § 123), pour tout nombre réel x on a

shn ** 1 =i
Xy = 2 | e
f(x) . Fz_w( ) T+t
shn [ to cos nx — n sin nxl
= 1+2 - 1)"-
ngl( ) l+nz

20 Comme la fonction fest paire on a pour tout entier naturel n,

+n n
an=—l—I f(x)cosnxdx=%_|. f(x)oosnxdxz;%j sin x cos nx dx
0

A S 0
et
] +n
b"=EJ f(x)sinnxdx =0.
On a donc
21" - 2 «_ 4
ao—Ej.usmxdx—E[—cosx]O—E
n ] n
ﬂl=gj sinxcos:;dx=?[sm J«C] =0
nJo |l 2 |,
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et si n > 2, de I'égalité

—— sin(n + 1) x — sin(n — I)x’

2

on déduit que

a"=1[— cos (n + 1)x+cos(n— I)x]
n n+1 n—1

1(_ (-1 (= I.)"“'_—_I)

; n—+ 1 n—1

et par suite pour tout nombre réel x on a
+ oo 2 (_ 1)n+l - l

2
f)==+ ) = -——F5— —cosnx.
m n=2 T n° —1

6.41

Soient a, f§,  trois nombres réels, on désigne par £ la fonction paire pério-
dique de période 2 z qui sur le segment [0, ] coincide avec la fonction
x—ox?+px+7.
10 La fonction f est-elle développable en série de FOURIER pour toute valeur
de x et cette série converge-t-elle uniformément sur tout intervalle ?
20 Montrer que 'on peut déterminer o, 5, y de fagon que la série de FOURIER
+e
de fse réduise & ) cosznx
n=1 n
30 Déduire de ce qui précéde la somme de la série de terme général u, =0
etu, = l/n*sin 2 1.

Solution

1o La fonction f satisfait aux hypothéses du théoréme de DIRICHLET car elle
n’a que des discontinuités de premiére espéce en nombre fini sur tout intervalle
borné et elle admet en tout point une dérivée a droite et une dérivée & gauche.
Elle est donc développable en série de FOURIER pour toute valeur de x (¢f. C. E,,
Ch. 6, § IV, n° 123) et on a

+ o
f(x) = 922 + Y (a,cos nx + b, sin nx)

n=1

ol pour tout entier n

+n
a, = -:E f(x) cos nx dx et b, =

j. xf(x}sin nx dx .

E RS
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La fonction f étant paire pour tout entier # on a
2 n
b,=0 et a,,:EJ (ax® + Bx + y) cos nx dx .
o

On a donc
2

g _1[a£+,33=_2+ ]'_ LY.
O_ﬂ 3 ) X —or3+ 2+'P.

o

Pour chaque entier » strictement positif cherchons une primitive de la fonction
(ex* + Bx + y) cos nx. Elle est nécessairement de la forme

(Ax* + Bx + C)cosnx + (Dx* + Ex + F)sinnx
ou 4, B, C, D, E, F sont des nombres réels tels que

[(4x* + Bx + C)cos nx + (Dx* + Ex + F)sinnx]’ =
= (ax? + Bx + y) cosnx .

Ona
[(4x* + Bx + C)cos nx + (Dx* + Ex + F)sinnx| =
= [nDx* + (nE + 2 A) x + nF + B] cos nx +
+ [— Anx* + (2D — nB) x + E — nC] sin nx
et par suite
nD=o, nE+2A=p, nF+ B=y, nA=2D~nB=E—-nC=0.
Donc une primitive de (ex® + fx + ) cos nx est

(2—ax+ ﬁ)cos nx +(Ex2 + ﬁx g g;U{)sin nx .
n

n? 2 n n n n

Pour tout entier n strictement positif on a donc :

2[{2ax o 2a) . &
a, = [(—2+£2)cosnx+(—x2+‘—?x+E——J-)smnx]
n n n n n n n 0
2 4o . 7 4o 40 . 5 .
et par suite a, = e Sinest pareta, = — = A si nest impair. On en

déduit que
i % n
f(x)=§(a?+ﬁ§ +}')+

+ o +aoo -
N 240:0052;2”‘4- (_4a_4ﬁ)cos(2p 12)_.1:
r=1 (2 p) p=1 2p-1

n

Comme pour tout nombre réel x on a

la]
™

p

cos 2 px
@2p)’

|4oc
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et
4p
I( i 4ﬁ)cos(2p~—l)x Sl
—dy B p=bx) | =]
=/ @p-1) @p-1)

et comme les séries numériques de termes généraux

48
E3

4o+

Iair et 2
P @p-1)

sont convergentes, la série de FOURIER de f converge normalement donc unifor-
mément sur R et par suite sur tout intervalle de R.

+eo
2° Pour que la série de FOURIER de f'se réduise & ) cos_;!_x il faut et il suffit
n=1 n

que
1{ =* s
da=1 el — 4o — i—'{? =51
m
c’est-a-dire que
1 n n?
a'_a) ﬁ_“il '}'_—6-‘
Par suite pour tout élément x de [0, n] on a
x* @wx w®  I® cosnx
— = = e —
4 2 6 n=1 ﬂz

30 En écrivant I'égalité ci-dessus pour x = 0 on obtient

n? +w 1
n=1 Hz

6.42 Soit f une fonction complexe de variable réelle, continue par morceaux sur

+ow
tout intervalle borné et de période 2 n. Soit Y ¢, e"™ la « série » de FOURIER

n=—-m

de cette forction. On pose pour tout entier naturel m

+m .
Sul¥) = ), ca€™.

n=—m
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1o Démontrer que pour tout entier naturel m on a la formule
1

ar | lI@Pax = 3 el =5 710 - ael ax.

20 En déduire que pour tout entier m on a

n

m R “!-_ j2n +
..g’olc"l Ly Off(x)|dx-
3° En déduire que la famille (| c,|?),.z est sommable et que sa somme est

2n
inférieure ou égale a ﬁ j | f(x) lz dx . (Cette inégalité est connue sous le
]
nom d’inégalité de BESSEL.)

Solution 10 Ona

[ - 1) T = Ry -
2n _— 2n -
= 5175 L J(X) f(x)dx — 2—15 ] £ f(x) dx —

- S ix .
- 57 | @6+ 5 | LT ax.

Nous savons que

=3 c e

n=—m

avec

1 2P —inx
C, = E-TE -[0 f(.‘l()e dx .

On en déduit que :

;‘_n _[:uf(x)mmc = -2_11_1 j.:nf(x)( :Vj E.e'i”")dx

n==m

= H:Z:“ c, (il_n: :nf(x) e " dx) = n:Z'—"m e, G,.

On montre de méme que

2n 2 +m
37 ) TOLME =5 | LELWd= T ab,.
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On a donc
2z | U0~ 1) G@ ~he)ax =55 [T i@ as - ¥ e
et par suite
o= [l sk a2k [Mlrwpa— ¥ e,
20 On tire de I'égalité précédente
X tar =g [rerar -k [T - roofa.
La deuxiéme intégrale étant positive on en déduit que
3 larsg [Mlreoar.
3° La suite (n:im | Ca fz)m ’ est croissante et majorée par

1 2n
P J-o |f(x)|2dx-

2n
Elle est donc convergente et sa limite est inférieure a % j [fGo) [* dx. Par
0

suite la famille (| ¢, |?), . z est sommable et

+ e

n
Y leal?s< 2-1,;,; J | fG | dx .

n==cw

6.43

Soit f une fonction dérivable, de période 2 n, dont la dérivée est continue par
morceaux sur tout intervalle borné de R.

+ o0

1° Soit Z a, "™ la « série » de FOURIER de f. Trouver la série de FOURIER
g

de f' et, en utlhsant Pinégalité de BEesseL (cf. ex. 6.42) établir que la famille
(1 @, 1? n?), . zest sommable.

20 Soient (4,), e z» (V) e z deux familles sommables de nombres réels positifs.
Montrer que la famille (1, v,), . z est sommable et établir Pinégalité

(Zmn) <(Z4)(E.)

=-o
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30 En déduire que la famille (] a, |),. z est sommable et que la série de Fou-
RIER de fest uniformément convergente sur R. Enoncer une conclusion.

Solution 1o Les coefficients de FOURIER (B,),. zde f* sont définis pour chaque entier
rationnel n par

b -5 2“f'(t}e_“"dt
2w de i

On a donc b, = 0 et pour n # 0 une intégration par parties donne
. 1 - im iﬂ 2 —_—
b" = [ﬁf(t) € ]D + ﬁ " f(t) € dr.

Par suite pour tout entier rationnel #, on a b, = ina,. La fonction f* étant
continue par morceaux sur [0, 2z}, comme | b,| = |n]| | a,|, I'inégalité de
BesseL montre que la famille (| g, |* n?), . z est sommable et que

+w

1 Iin
| a, |* n* a-’-..—-j ") | dt.
X lal 37 ), 7Ol
2° On a
w2 vl + ulvk — 2u,v,u v, = (U, v, — ugv,)* >0
et par suite
+m 2 +m +m +m +m
A5 ww) =2 % ¥ wouns ¥ T @i+
n=-m p=—m g=—m p=—m q=—m
+m +m +wo tw
=2(F=z_ ) ;Mv:)QZ(FZwu:) ng:).

+m
On en déduit que la suite L 3 W v,,) croissante majorée par
meN

==-m

J(E ) (E.0)

p=-m

est convergente. Autrement dit la famille (, v,), . z est sommable et on a I'inéga-

lité
+ oo 2 +o +w
(,,Z u,,v,,) S( Y. uf) y vf)
30 Posons u, = vy = 0 et pour chaque entier rationnel » non nul

1

u,=|nlla,l, U ™ ai”
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D’aprés la question précédente, la famille (| @, |),. z» est scmmable et on a

(5 1ar)<(z L)(5 n1ar).
Comme pour tout entier rationnel non a | a, €™ | = | g, |, lafamille (a,e'™),.
a ses termes majorés en module par les termes (|‘ @, |), e z d’une famille sommable
de nombres réels et par suite la série de FoUurier de fest uniformément conver-
gente sur R. Le théoréme de DiricHLET (¢f. C. E., Ch. 6, § IV, n° 123) montre
que pour tout nombre réel x, on a

Y 4. =1(z).

n=-—o0

On peut donc dire que si f est la primitive d’une fonction de période 2 = continue
par morceaux sur tout intervalle borné de R, la série de FOURIER converge vers f

uniformément sur R.
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SYSTEMES DIFFERENTIELS
ET
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1.1 Trouver les solutions du systéme d’équations différentielles
x3(0) = x,(f) + x,(t) — xa(1)
; xa(t) = 2 x4(1) + 3 x5(1) — 4 x5(1)
x5(0) = 4 x,(1) + x5(1) — 4 x5(0)

ol x,, X,, X5 sont des fonctions réelles dérivables sur R.

Solution  En posant X(1) = (34(1), x5(2), x3(1)) et X'(r) = (x3(2), x2(1), x3(r)) pour
chaque nombre réel ¢, le systéme proposé s'écrit X'(f) = A.X(¢) ou A est la

matrice
1 -1
1 e

Le polynome caractéristique de A est
P =det(A—-AD=(01—-HA—-2DA+3)

o S
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donc A posséde les valeurs propres simples 4, = 1,2, = 2, 3, = — 3. Les solu-
tions du systéme se présentent donc (¢f. C. E., Ch. 10, § I, n° 178) sous la forme

X(1) = X,(1) + X5(1) + X5(1)

avec
X,(f) =Y, ¢
Xoft) = Y, e
Xl{f) = Y3 e Bt

ol Y,, Y,, Y5 sont des vecteurs de R® que nous allons déterminer.
Ona

e [X(1) — A. X, ()] =0 1)
e [X5(t) — A-X,(D] = 0 )
e [X5(t) — A.X (D] =0 3)

or
Xii=Y, e, Xit)=2Y,e¥, Xit)=-3Ye >

donc les relations (1), (2), (3) ci-dessus donnent

Y1=Anyl (4)
2Y, =AY, (5)
—~3Y,=A.Y;. 6

En posant Y; = (¥, ¥iz» Yi3) pour i = 1, 2, 3 la relation (4) donne

BT 1 1 =1\ [y
Y] ={2 3 — Yz
Yia 4 1 — 4/ \y1a

’ Yiz=Vi3s =0

d’olr
2,0+ 2y, —4y;3=0
4y + Yi2—35y13=0.

On en déduit que
Vit ™= Yiz. ™ V13
par suite le vecteur Y, est de la forme (K|, K|, K;) ou K, est un nombre réel.
La relation (5) donne

2 yy I 1 — 1\ [y2,
2y,2)=(2 3 i d | B2
2 Y33 4 1 — 4/ \ya3

[‘J’zn + Y2z — Y23 =0

d’olr

2y, + Y22 —4y23=0
4y + yr2—6y,3=0.
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On en déduit que
Ya1=DY23 ety =2yy

par suite le vecteur ¥, est de la forme (K, 2 K,, K,) ol K, est un nombre réel
La relation (6) donne

-3y 1 1 =1\ [ys
=3y )=|2 3 — 4l yiz
— 3 y3; 4 1 — 4/ \yas

4dys, +¥32 —y3z =0
2y31+6y35—4y33=0
4dysp +y32 —yaz =0.
on en déduit que
Va2 = Tys; et iz = 1y

par suite le vecteur ¥, est de la forme (K3, 7 K3, 11 K3) ou K; est un nombre
réel. Les solutions du systéme sont donc

x,(l‘) = Kl ef + Kz eZI + K] e-at

x()=Kie"+ 2K, e¥* + TKye™™

x(t) =K e+ K,e¥* + 11 Ky~

ol K, K, K; sont des nombres réels.

12 Trouver les solutions du systéme d’équations différentielles
x1 () = = x,() + x2(0) + x5(1)
x3(1) = x,(t) — x,(t) + x5(1)

x3(1) = x,(1) + x,(1) — x5(1)

ol x,, X5, x5 sont des fonctions réelles dérivables sur R.

Solution  En posant X(2) = (x,(1), x5(t), x3(t)) et X'(r) = (xi(t), x2(£), xx(t)) pour
chaque nombre réel 1, le systéme proposé s’écrit X'(f) = A.X(t) ol A4 est la

matrice
-1 1 1
A =( 1 -1 l).
1 1 -1
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Le polyndme caractéristique de A est
P =det(d— A= —-@A—-1D@Z+ 27

donc A posséde la valeur propre simple 4, = I et la valeur propre double
A, = — 2. Les solutions du systéme se présentent donc (¢f. C. E., Ch. 10, § I,

n° 178) sous la forme
X(0) = X,(1) + X,(1)

avec
X (0)=Y,¢

X,(t) = (Y, + Ys)e ™

ou Y,, ¥,, Y5 sont des vecteurs de R* que nous allons déterminer. On a
e '[Xi() — A.X, (] =0 n
e¥[X5() — A.X,(1)] =0 2

or
Xi=Ye XyO=(-2Y,-2Y;0e "

donc les relations (1) et (2) ci-dessus donnent

Y1=A-Y] (3)
Ye—2Y,=A.Y, @)
—2Y,=A.Ys. ©)

En posant Y; = (¥;1, Yi2» ¥ia) pour i = 1, 2, 3 la relation (3) donne
Y = 1 1 1\ [y1s
Yiz | = 1 -1 Ll yiz
Y13 1 1 = 1/ \ya

{ -2y + Y2+ ry3=0

d’oli

Yin =2y + y13=0
Yis + Y12 — 213 = 0.

On en déduit que
Juy = V12 = V13

par suite le vecteur Y, est de la forme (K, K,, K,) ol K, est un nombre réel.
Les relations (4) et (5) donnent

Y31 — 2y ==l 1 1\ [y,
Yz — 2y22 )= 1 — LI y22
Y3z — 2 Y23 1 1 — 1/ \yas
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et
—2yu = g 1 1\ [y,
—2y5 )= 1 = | 11 ys2
— 2 yas 1 1 = 1/ \ya;
soit
Va1 — Y21 — Y22 — Va3 =0
Y32 — Y21 — Y22 — ¥23 =0
Yazs — Y21 — Y22 — Y23 =0
et

Va1 + Y32 +y33 =0.
Il en résulte que
Y31 =Yz =Yaa =DV + Va2 + Y23 =0
par suite le vecteur Y est nul et le vecteur Y, est de la forme
(KZr K;, — (K; + K3))

ol K,, K5 sont des nombres réels. Les solutions du systéme sont donc

x](‘)= Kl e‘+K2 C—Z'
xz(f) = K] c' BS K3 C_Z‘
x3(t) = K, ¢ — (K; + Ky)e ™

ou K, K,, K, sont des nombres réels.

241

13 Trouver les solutions du systéme d’équations différenticlles

xi(1) = 3 x,(1) + x,(1)
x3(t) = — 4 x,(t) — x,(1)
x3(t) = 4 x(1) — 8 x,(1) — 2 x5(0)

ol xy, X, X3 sont des fonctions réelles dérivables sur R.

Solution ~ En posant X(f) = (x,(r), x5(t), x3(1)) et X'(t) = (x1(t), x2(2), x3(r)) pour
chaque nombre réel ¢, le systéme proposé s’écrit X'(f) = A.X(¢f) ou A est la

matrice

3 1 0
A=[-4 =1 0).
4 =8 =
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Le polyndme caractéristique de A4 est
Pl =det(A—-2)=—-2+HA~- 1)?

donc A posséde la valeur propre simple 2, = — 2 et la valeur propre double
Az = ].
Les solutions du systéme se présentent donc (¢f. C. E., Ch. 10, § I, n° 178) sous

la forme
X(0) = X (6) + X2

avec
=1, g

X,(0)= (¥, + ¥; e

ol ¥,, ¥,, ¥, sont des vecteurs de R® que nous allons déterminer.
Ona

e[X1(1) — A.X,(0] =0 m
e [X5(1) — 4.X,()] =0 @

or
X(H=-2e" X@O=F:+h+Ys e

donc les relations (1) et (2) ci-dessus donnent

—2Y,=A4.Y, 3)
Y.+ Y, =AY, @
Y3 — A—Yg- (5)

En posant Y; = (Vis» Viz» Via) pour i = 1, 2, 3, la relation (4) donne
-2y 3 1 0\ [y1s
-2y f=|—4 =il O V12
=213 4 =8 =2/ \»s

[ 5y +y12=0

d’ou

— 4y +y12=0
4y — 8y;2=0.

On en déduit que y;, = ¥;, = 0, par suite le vecteur Y, estdela forme (0, 0, K;)
ol K, est un nombre réel.

Les relations (4) et (5) donnent

Y21 + Y1 3 1 O\ [y
Va2 + ya2)=| — 4 -1 0| y22
23 + YVa3/ 4 ~—8 = 23
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et
Ya 3 1 0\ [y
ya2|=| — 4 = 0| ys2
Yaa 4 -8 - 2f \yss
soit
2y31 + ya2 = ¥y
— 4y — 2y =y3
4y, =8y —3yr3 = ya3
et

— 4y —2y5,=0

[ 2y3; +y32=0
4ysg —8yss —3yss=0

il en résulte que
3ys;3 = —10y;,

Yaz = — 2y
V22 = V31 — 2yn
3y23 = Y32 + yaz — 10y,
donc les vecteurs Y, et Y; sont de la forme
Y,=03K,,9K; - 6K,,20K, — 16 K3)
Y; = 9 K,, — 18 K3, 60 K3)

ol K,, K, sont des nombres réels. Les solutions du systéme sont donc

x,(0)=0CK, +9K; )¢
x:(‘) = (9 K3 — GKZ = 18 K:! ’)c'

x;,(t) = K‘ e_z‘ -+ (20 Kz - 16 K.’! -+ 60 Ka ‘)e'

ou K,, K,, K5 sont des nombres réels.

243

74

Trouver les solutions du systéme d’équations différentielles
2 x3(1) + x5(1) — 3x,(1) — x,(f) = ¢
x1(1) + x5(1) — 4 x,(1) — x,(f) = ¢

ou x; et x, sont des fonctions réelles dérivables sur R.
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Solution  Le systéme proposé équivaut au systéme
xi) + x,()=1—¢ (1)
Xy(0) — 5x,(1) — xo(f) = — 1 + 2¢". @)

L’équation (1) est une équation différentielle linéaire que nous pouvons inté-
grer directement. L’équation homogéne associée a I’équation (1) est

xi(1) + x (1) = 0.
Les solutions sont de la forme
D =C,e*
et en appliquant la méthode de variation des constantes, on obtient

Ci(ne"=1—-¢
Ci(t)y=1¢e — ™

Ci)=1te' —¢ —L1e¥ + ¢,

ol ¢; est un nombre réel.
Par suite on a

x(@)=t—1—3%e'+c, ¢
oll ¢, est un nombre réel, et en portant ce résultat dans I’équation (2) on obtient
¥() —x;() =41 -5 - 3e +5¢c,e". 3)

L’équation (3) est une équation différentielle linéaire du premier ordre. L’équa-
tion homogéne associée a I’équation (3) est

x3() — xx(1) = 0
elle admet les solutions
%00 =C, ¢
et en appliquant la méthode de variation des constantes, on obtient
Cie' =4t—5—3e" +5¢,¢™
d’olr
‘() =41e" —5e ' —4+5¢c,e7*

et
N ¥ 1 5 =
C)(t)= —41e” " +e '-—it-—?{‘e 2’+c2
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oll ¢, est un nombre réel. Par suite

xz(:)=—4r+1—%;e'~§ﬂ

e "+ e
et les solutions du systéme sont
- 1
xi(=ce ' +t—1 —je'

S5¢,

x,(f) = ———2—13_'-}-cze'—4t-l~1---%tf:L

ol ¢,, ¢, sont des nombres réels.
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1.5 Trouver les solutions du systéme d’équations différentielles
[ xi(f) + x5(f) — x,(f) = sin ¢
xy(0) — x3(1) + x,(1) = 1

ol x,, X, sont des fonctions réelles dérivables sur R.

Solution  Le systéme proposé équivaut au systéme
g { X = — I x,() + Fx,(1) + 1 + sin1)

xa(1) = §x,(1) + 3 x5() + (=1 + sin ).

Pour chaque nombre réel 1, posons
X() = (x(0), x:(0),  X'(1) = (x}(1), x3(1))
et
G(1) = (Xt + sin1), J(— t + sin1));

alors le systéme (S") s’écrit aussi
X'(1) = A.X(1) + G(1)

-} %)
a-(7F )
A ¢
Le polyndome caractéristique de A4 est
P()) =det(d — Al) =12 — 1

ou A est la matrice
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donc A posséde les valeurs propres simples 4, = \/_2-)'2 et A, = — Jiﬂ. Les
solutions du systéme homogéne associé a (S") sont donc (¢f. C. E., Ch. 10, § 1,
n° 178) de la forme

X() = X,(1) + X;()

ﬁ,)

X(n=Y exp( 5

avec

X,(H=Y, exp(— -‘égt)

ol Y,, Y, sont des vecteurs de R? que nous allons déterminer. On a

X3 = L2 v, exp (%)

et
[X1(n) — A.X,(1)] exp(— E‘ét) =0
donc
1'/;—1’, = A.Y,
d’oli en posant Y, = (V115 V12)
}'g_zhz ; ; Y12
soit
-\-/~2—'2i—1' Yin — %}’12 =0
= ;}’1: e 1/—2—2_;‘1' Y12 =0

d’ol1 I'on tire
Yiz = (\/5 + Dy

et par suite le vecteur Y, est dela forme (K, (\/5 + 1) K,) ol K, est un nombre
réel. De méme on a
2
t

X5 = — glfz exp(— o )
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et
[X5(1) — A.X,(1)] exp(% l) =0
d’olt
— g Yz = A-Yz
et en posant Y, = (3,4, ¥22)
ﬁ 1 1
— 5 Y —2 2|~
2 i 1
- —ZFJ’zz 2 2 Y22
soit
— 1
(——2-\/—'_) Yaa — i}’zz =0

1 1+2
[ 3= (B p =0

d’oli I'on tire
Y22 = (1 = ﬁ)}’zx

et le vecteur Y, est de la forme (K, (1 — V2) K,) o1 K, est un nombre réel.
Cherchons a présent une solution particuliére Z du systéme (S*). Comme

G(t) = Ut + Vsint
avec U = (4, — 1), ¥V = (4, 4) nous chercherons Z(f) sous la forme
Z({t)= Y3t + Yot + Y5 + Ygsint + Y, cost
o Y, Y,, Ys, Ye, Y, sont des vecteurs de R? que nous allons déterminer. On a
Z'(t)=2Y3t+ Y, + Ygcost — Y,sint
par suite

Gt)=2'(t) — A.Z(t) = — AY31> + Y, — A.Y )t +
£ (Y= AY) + (Y —AY)cost= (¥ 4 A. YD) sint

donc
A.Y;=0 (¢))]
2Y; - AY,=U 2
Y, — A.Y; =0 3)
Yo —A.Y; =0 “4)

%+ AN = =¥, 5)
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Posons Y; = (33, yi2) pour 3 < i < 7. L'égalité (1) donne alors
l — 3y +3y:,=0
3V + 1y, =0
d’oll
Vi =y =0
et Y5 = 0. En portant ceci dans I’égalité (2), il vient alors
{ 3V — 3V =%
~3ya —Yyaa=-1%
d’on
Yar = 1 Yaz =0

et
Y,=(1,0).

En portant ce résultat dans I’égalité (3), il vient
{ —3ysi +Eys2=1
$ys1+3y52=0

d’ol
ysi=—1 ys2 =1

et
Ys=(-1,1).

Les égalités (4) et (5) donnent
-3y + 1y =va
Iyn + 31y =JYe
Y1i—3Ver +4Ve2=—1%
yiz+3iyer +¥yea= — %
d’ol1 I'on tire
yn=yn=-1% Y1 =0 Yez = — %

donc
Yo =0, -3 et Y,=(-3%-3.

Par suite les solutions du systéme proposé sont
x, () = K, exp(lf; r) + K, exp(— 1/22 !) +t—-1-— ;cos t
V2

x(0) = (2 + DK, cxp(%—i :) +(1 - J2K, cxp(— . 3 r) +

+l—ls'nr lc 4
3| 303

ol K;, K, sont deux nombres réels.
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7.6 Trouver les solutions du systéme d’équations différentielles
x{(1) = x,(1) — x,(1)
x5(1) = x5(t) — x4(0)

ol x,, X, sont deux fonctions réelles deux fois dérivables sur R.

Solution ~ Pour chaque nombre réel ¢, posons
x3() = xi(1)  x4() = x2(1)
X(1) = (x¢(1), X200, x3(1) x4(0))  X'() = (x3(0), x2(0), x3(1). x4(1)) -

Alors le systéme proposé équivaut au systéme d’équations différentielles linéaires
du premier ordre X'(t) = A4.X(t) ol A est la matrice

0 0 | 0
0 0 0 1

A=l =1 0 0
= i 0 0

Le polyndéme caractéristique de A est
P(J) = det (4 — AI) = 2*(2* — 2).

La matrice 4 admet donc les valeurs propres simples 4; = V2,0, = — JV2et
la valeur propre double A3 = 0. Les solutions du systéme X'(r) = A4.X(¢) sont
donc (¢f. C. E., Ch. 10, § I, n° 178) de la forme

X(t) = X, (1) + X5(1) + X3(2)
avec )
X (1) = Y, exp(y/2 1)
X,(1) = Yy exp(— f21)
Xi)=Y; + Yyt

ou Y,, Y,, Y3, ¥, sont des vecteurs de R* que nous allons déterminer. Posons
Y; = (V1> Yizs Yizs Vi) pour 1 i< 4.0na

Xi(t) = J2 Y, exp(y/2 1)

et

[X3() — 4.X ()] exp(— J21) = O
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donc
J2Y, = AY,
soit
\/i Vi1 = Vi3
ﬁ}’nz = V14

V2yi3 = Yu = Yz
‘\/in4 =—Yii T Yz
on en déduit que
Fig = = F1a J’u:\ﬁ}’n Yia = —ﬁyu

donc Y, = (K;, — K, \/5 K, — \/ﬁ K,) ol K, est un nombre réel.
De méme on a

Xy(f) = — J2 Yy exp(— /2 1)

et
[X5() — 4.X,(0)] exp(y/21) = 0
donc
-J2Y, = A.Y,

soit

— \/E.Vz: =23

— V2 y22 = y2a

= \/iyzs = Y21 — Va2

— 22 = = yar + Y22

on en déduit que
Y22 = — Ya Y3z = = ﬁ}’z: Vag = \/i Y21

donc Y, = (K3, — K3, — J2_ K, \/5 K,) ot K, est un nombre réel.
A présent observons que

X3 =Y,

donc
AY, + AY, 1 =Y,
d’ou
AY, =%, et AY, =0
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on en déduit que

Ya1 = Va3 a3 =0
Yaz2 = Y3a Yas =0
P43 Yar. —Faz Yai — Yaz =0
Yas = — Va1 + Vs; —Yar + Y42 =0

d’onr

Vaz = Y4a =0

[ Ya1r = Ya2 = V33 = Vaa
Y31 = Va2

par suite on a
Y; = (K, K3, K, Ky)

Yd- = (Kb K4’ 0’ 0)

ol Kj, K, sont deux nombres réels et les solutions du systéme X’(f) = A.X(1)
sont

xi(1) = K, exp(y/21) + K, exp(— /2 1) + K5 + K, t
xa(t) = — Ky exp(yJ21) — K, exp(— 21) + K + K, t
x3(1) = V2K, exp(yJ21) — 2K, exp(— /21) + K,
xot) = — V2K, exp(yJ21) + V2 K, exp(y/2 1) + K,

ou Ky, K,, K3, K, sont des nombres réels. On retrouve évidemment sur ces for-
mules le fait que x;(r) = x1(t) et x,(t) = x3(z) et les solutions du systéme

proposé sont
x1(1) = K, exp(y/21) + Ky exp(— /21) + K, + K, 1
xo(t) = — Ky exp(y/21) — Ky exp(— 2 1) + K5 + K41

ol K,, K,, Kj, K, sont des nombres réels.

.7

Trouver les solutions du systéme d’équations différentielles
[ x1() + 4x,(1) =0
() x2(f) —dx (1) =0

ol x,, x, sont des fonctions i valeurs dans C, définies et deux fois dérivables
sur R. Parmi les solutions du systéme (S), quelles sont celles qui prennent leurs
valeurs dans R ?
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Solution Pour chaque nombre réel ¢, posons
x3(1) = x1(1)  x4(0) = x3(1)
X(1) = (x,(0), x2(1), x3(0), xa(D))  X'(1) = (x7(0), x5(8), x5(0), x4(1)) -

Alors le systéme (S) équivaut au systéme d’équations différentielles linéaires du
premier ordre X'(f) = A.X(t) ol A est la matrice

0 0 1 0
0 0 0 1
# = 0 —4 0 0
4 0 0 0

Le polyndme caractéristique de A est
P()) = det(4 — M) =2* + 16
donc A posséde les valeurs propres simples
A= J2(1 + ) A= — J2(1 +i)
y=J2A=1+i0) A= —J2A—1+1i).

Les solutions du systéme X'(1) = 4.X(t) sont donc (¢f. C. E,, Ch. 10, § I,
n° 178) de la forme

X(1) = Xy(1) + Xo(1) + X5(1) + X4(0)

avec
X, (1) = Y, exp(y/2(1 + i) 1)

X,(t) = Yy exp(— J2(1 + i) 1)
Xs(=1Y, exp(\/i(— 1 +1i)1)
\ Xa(t) = Yeexp(— J2(— 1 + i) 1)

o1 ¥,, Y,, Y, Y, sont des vecteurs de C* que nous allons déterminer.
Posons Y; = (Vi1 Yiz» Vis» Via) Pour 1 < i< 4. Alors pour 1 <i<4ona

[Xi() — A.X (D] exp(— 4, 1) =0

donc

LY =A.%;
soit

4 Y = Vi

4 Vi = Via

L yis=—4ya

2iVia =4y -
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On en déduit que
Yz 7= == 4 Y Yia = 4 Vi Y= 1: Yir
par suite on a
Y, = (K, — iKy, 201 + D) Ky, /21 - i) K,)
Y, = (K5, — iK,, — J2(1 + D K,, — J2(1 — i) K,)
Y; = (K3, iK5, J2(— 1 + ) K3, — /21 + i) Ky)
Y, = (K4 Ky, — J2(— 1 + D) Ky, J2(1 + D K,)

ou K, K;, K,, K, sont des nombres complexes. Par suite les solutions du sys-
téme X'(f) = A.X(z) sont

x,(0) =

=K, exp(\/2(1 +i) 1)+ K, exp(—/2(1 +i) 1)+
+K;exp(y/2(—1+i) 1)+ K exp(—/2(— 1 +i) 1)

x,()=

= —iK, exp(\/2(1 +i) 1) —iK, exp(—/2(1 +i) 1) +
+iKzexp(y/2(—1+i) 1) +iK 4 exp(—/2(—1+i) 1)

x3()=

=201 +1) K exp(/2(1 +i) 1) — /201 +1) K, exp( — /2(1 +i) 1) +
+2(=1+i) K3 exp(y/2(—=14+i) 1) — J2(— 1 + D) Kgexp(— /2(— 1 +i) 1)

x4(0)=

=2(1—i) K, exp(y/2(1 +i) 1) —/2(1 =) K, exp(—/2(1 +i) 1) —
—J2(1+) Ky exp(2(— 1+1) 1) +/2(1 +i) K exp(—/2(— 1 +i) 1)

oll Ky, K,, K3, K, sont des nombres complexes. On retrouve sur ces formules le
fait que x;(f) = x1(f) et x4(t) = x5(2). Les solutions du systéme (S) sont donc

x(1) = K,y exp(y/2(1 + i) 1) + K, exp(— J2(1 + i) 1) +

+ Ky exp(\J2(— | + i) 1) + Kgexp(— J2(— 1 + i) 1)
x,() = — iK, exp(y/2(1 + i) 1) — iK, exp(— J2(1 + i) 1) +

+ iKsexp(y/2(— 1 + i) 1) + iK, exp(— J2A— 1+ D))

ol K;, K,, K;, K, sont des nombres complexes. Celles qui prennent leurs
valeurs dans R s’obtiennent en exprimant le fait que x,(r) = x,(f) et x,(¢) = x,(7)
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pour tout nombre réel £. On obtient ainsi les conditions K, = K, et K; = K,
d’ol1 en posant
K, =L, +iM, K,=L, +iM,
ou L,, L,, My, M, sont des nombres réels.
x,()= (L, exp(/Z 1)+ L exp(—/2 1) (exp(y/2 if) +exp(—+/2 i) +
+(iM, exp(y/2 1) —iM, exp(—+/2 1)) (exp(y/2 if)—exp(—/2if))
x5(£)= (M, exp(y/2 )+ M, exp(—/21)) (exp(y/2 if) +exp(— /2 i)+
+(iL, exp(—+/2 )—iL, exp(y/Z 1)) (exp(y/2 i) — exp(—+/2 i)
soit encore
x,(f) = (2L, exp(y/2 1) + 2 L, exp(— /2 1)) cos J2t+
+ (2 M exp(— \/21) — 2 M, exp(/2 1)) sin J2t
x5(1) = (2 M exp(y/21) + 2 M, exp(— J21)cos /21 +
\ + (2Lyexp(y/2 1) — 2 Ly exp(— /2 f))sin /2 1.

Les solutions du systéme (S) qui prennent leurs valeurs dans R sont donc de la
forme

xy(1) = (4, exp(y/2 1) + A4, exp(— J21)cos /2t +

+ (Byexp(— /21) — By exp(/2 ) sin /2 1
x5(1) = (B, exp(y/2 1) + B, exp(— J20)cosj2t +

+ (4, exp(y/2 1) — Az exp(— J210)sin /21

oli 4,, A,, B,, B, sont des nombres réels.

18

Montrer que I'équation différentielle
12 x"(t) — tx'(t) + x(t) =0 0]

admet pour solution la fonction réelle @ définie sur R en posant oxXt) = f pour
chaque nombre réel 7. En déduire toutes ses solutions & valeurs réelles.

Solution

Pour tout nombre réel ¢, on a
w'(t) =1 w"(t) =0

donc
12 o'(t) = to'(t) — o(t) =0.
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Cherchons donc les solutions de I’équation (1) sous la forme x(t) = o(t) z(f) o1 z
est une fonction a valeurs réelles, deux fois dérivable. On a

x'(t) = z(t) + tz'(2)
xX'(t) =12"(t) + 22'(2)

donc
1 (ez'(t) + 22'(0)) — t(z(t) + t2'(t)) + 1z(t) = O

d’ont
P2+ 122@) =0.
Pour chaque nombre réel ¢, posons
W) = 2'(1)

alors on a
2y +2yt)=0

donc sur tout intervalle fermé 7 inclus dans RY ou R* ona

|

Log| y(f) | = Log

ou K est un nombre réel, donc
K
W) = 7

et par suite
z(t)= KLlog|t| + K’

ou K et K’ sont des nombres réels.

Nous voyons donc que dans tout intervalle fermé 7 inclus dans R% ou R les
solutions de I’équation (1) sont

x(t) = KtLlog|t| + K't

ol K et K’ sont des nombres réels.

79

Soit 7 un intervalle fermé de R inclus dans R} ou R%. On considére les équa-
tions différentielles
tx"(t) + 2X'(t) — tx(t) = 0 (1
")+ 2 - 1)xX'(t) — x(1) = 0. (v))
1o Montrer que la fonction réelle @ définie sur / en posant pour chaque
élément ¢ de 7
cl
o(t) = P
est une solution de I’équation (1).
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20 En déduire toutes les fonctions réelles définies et deux fois dérivables sur /
qui sont solutions de I'équation (1).

30 Montrer que les équations (1) et (2) ont une solution commune sur 'inter-
valle 7.

40 En déduire toutes les fonctions réelles définies et deux fois dérivables sur /
qui sont solutions de I’équation (2).

Solution 1o Pour chaque élément 7 de / on a

te' — ¢
w'(t) = — 2

;L - i T
w"(r)_—_LC 2te +2¢

13

donc

e —2te +2¢° 2t —2¢

to'(t) + 2 0'(t) — toft) = —— 2 o —e=0.

20 Cherchons les solutions de I’équation (1) sous la forme
x(t) = olt) z(1)

oil z est une fonction réelle définie et deux fois dérivable sur /. Pour chaque
élément t de Jon a

ﬂ0=%ﬂn
iy 5 :: €2 + E[ /(1)

x"(t) = re -_—2;';-: i z(t) + 2 : ett-z_ € z'(t) + £ 2"(1)
d’ol en portant dans ’équation (1)
e Z'(t) + 2¢'2'(1) = 0.
Pour chaque élément ¢ de I posons
wt) = 2'(1)
alors y est solution de I'équation
Y@ +2Mt)=0

donc
wt)= Ke™
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ol K est un nombre réel. 1l en résulte que pour tout élément £ de / on a
2() =K, ™% + K,

oul K, et K, sont deux nombres réels. Les solutions de I’équation (1) sur I'inter-
valle 7 sont donc

et e
)C(t) = Kl — + K2 w—
4 4

ol K; et K, sont deux nombres réels.

3¢ La fonction @ étant celle définie & la question 1 on a
W'ty + (2 -1 o' — oft) =

t?e —21+2¢ (22— —¢&) te
£ + t* 2

_Pe'—21e'+2e' 4+ 21" —2¢"'— t?c' + tef—te _ o

22
i

donc w est aussi solution de I’équation (2) sur I'intervalle /.
4o Cherchons les solutions de I"équation (2) sous la forme

x(1) = o(t) z(1)

ol z est une fonction réelle définie et deux fois dérivable sur /. En portant dans
I'équation (2) les valeurs de x'(t) et x"(z) calculées a la question 2 on obtient

() +ez'(t)=0.
Pour chaque élément ¢ de 7 posons
W) = 2'(0)
alors y est solution de 'équation
Y + yt) =0

donc

wt)=Ke™
ol K est un nombre réel. Il en résulte que pour tout élément ¢t de 7 on a
zZ()=K,e™" + K,

ou K,, K, sont deux nombres réels. Les solutions de I’équation (2) sur I’inter-
valle 7 sont donc

K e

x(D) = Tl + K, 5

ol K,, K, sont deux nombres réels.
CALvD. — Exercices d'analyse 1¢° cycle, 2¢ année el Spéciales MM+ 9
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7.10

Soit [f,, ;] un intervalle fermé de R inclus dans R%. On considére I’équation
différentielle
2x"(t) + (1 + Hex'(e) + x(1) =0 E(t)

ol A est un nombre réel.

10 Si x est une fonction réelle définie et deux fois dérivable sur [z, #,] qui est
solution de I’équation E(t), former I'équation différenticlle E'(s) & laquelle
satisfait la fonction y définie sur [Log 7o, Log ¢,] en posant pour chaque élément
s de cet intervalle

y(s) = x(€°).

20 Trouver toutes les fonctions y définies et deux fois dérivables sur
[Log to, Log t,] qui sont solutions de I’équation E'(s). En déduire toutes les
fonctions x définies et deux fois dérivables sur [t,, #;] qui sont solutions de
’équation E(?).

30 Trouver toutes les fonctions x définies et deux fois dérivables sur [to, #,]
qui sont solutions de I’équation différenticlle

22x"(t) + 61x'(1) + x(t) = ¢t. ()

Solution

1o Pour tout élément s de [Log #y, Log#;] on a

y'(s) = x'(¢°).€

y'(s) = x"(c").e* + x'(c¥).¢
donc

x'(e) = y'(s).e™*

x'(e*) = [y'(s) — y()]e ™

et en portant ceci dans I'équation E(#) on obtient
V() + A/(s) + W) =0 E'(s) -

20 L’équation E’(s) est une équation différentielle linéaire homogéne du
second ordre & coeflicients constants. Son équation caractéristique est

rP+r+1=0

et le discriminant de cette équation est 4 = 22 — 4 = (1 + 2) (4 — 2). Nous
distinguerons donc plusieurs cas en fonction du signe de 4.

a) Si / appartient 4 |— 00, — 2[ U ]2, + oo, alors 4 est strictement positif
et ’équation caractéristique de E’(s) admet les racines réelles

SN B PN BT

ry = 2 ry 2



SYSTEMES DIFFERENTIELS ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES 259

Dans ce cas les solutions de E’(s) sont
ys) =K, e + K, e™*
ol K,, K, sont deux nombres réels et comme on a pour tout élément ¢ de [t,, £,]
x(t) = y(Logt)

les fonctions x définies et deux fois dérivables sur [#,, #;] qui sont solutions de
I’équation E(f) sont de la forme

x(1) = K, (V-2 K, f(-2-VaE-d2

ol K, et K, sont deux nombres réels.
b)Sil=2gavece=1oue= — 1, alors 4 = 0 et I’équation caractéris-
tique de E’(s) admet la solution double

r=—Eg¢.
Dans ce cas les solutions de E’(s) sont
Ws) = (K, + K, 8)e™™

ot K,, K, sont deux nombres réels. Par suite les fonctions x définies et deux fois
dérivables sur [f,, t;] qui sont solutions de I’équation E(f) sont de la forme

x(=K,t ™"+ K,t “Logt

ol K, et K, sont deux nombres réels.

¢) Si A appartient &4 ]— 2, + 2[ alors 4 est strictement négatif et I"équation
caractéristique de E’(s) posséde les racines complexes

—A+iva-22 —A—iva—22

.I'l— 2 rz— 2

Dans ce cas les solutions de E’(s) sont

Y 12 fa _ 32
\/42 i—s-[-Kzsirl—-“‘-zu'is)

y(s) = e~ A2 (K, cos

ou K,, K, sont deux nombres réels. Par suite les fonctions x définies et deux fois
dérivables sur [t, t;] qui sont solutions de 1’équation E(t) sont de la forme

N

x(t) =t~ [K, cos(——

-2

/
Log r) + K, sin (‘“il,—L Log :)]

2

ol K,, K, sont deux nombres réels.

30 L’équation homogéne associée & [’équation (G) est du type étudié dans les
deux premiéres questions lorsque A = 5. Les solutions sur 'intervalle [t,, t,]
sont donc

x,() = K, ‘(—54-1/21)32 + Ks r(—s-\)'zl);z

ol K, K, sont deux nombres réels.
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Cherchons une solution particuliére de I’équation (G) sous forme de fonction
polyndéme g.
i est clair que si g est une fonction polynéme qui est solution de I’équation (G)
alors g est du premier degré. Posons donc pour tout nombre réel t
g)y=of + B
ot a et § sont deux nombres réels. Alors on a pour tout nombre réel ¢
gW)=a g'@)=0

donc g est solution de I’équation (G) si et seulement si

par suite les solutions de I’équation (G) sur [£o, £1] sont

1

oz (-5+V21)2 (-5-+21y2 , *
x(1) =K, t + K, + 5t
ol K, K, sont deux nombres réels.
.11 On considére Iéquation différentielle
2 1x'(t) + x(t) — 3 tcos (%) =0 (E).

1o Montrer qu'il existe une fonction réelle v définie sur R et une seule qui
soit développable en série entiére en £ et qui soit solution de (E).

20 Trouver toutes les fonctions réclles définies et dérivables sur R’ qui sont
solution de I’équation (£) et en déduire I'expression de v en termes finis.

Solution 1o Si v est une fonction développable. en série entiére en f sur R’ qui satisfait
a I’équation (E), alors en posant

ot)= ) a,t

nz0

ol (a,),n est une suite de nombres réels, on a

v(t) = Y na,t""

n=1

donc
2@ +v() =ap+ Y 2n+ Da,t .
n=1
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Or on a pour tout élément ¢ de RY

32 (- e
%) = D
o ( ) n;() (2 ﬂ) !
donc
3(_ l)n 13n+l
3 32y = TS
reos( =2 T @n
par suite on a
a;="0 sI n=0 (mod3) ou n=2 (mod3)
— P
e B n(—l)— si n=1 (mod3) et n=3p+1

=@+ D!

et comme le rayon de convergence de la série entiére définie par ces coefficients
est + oo, la seule fonction v qui réponde 2 la question est définie pour tout

élément ¢ de R par
s ¥ bt
M0 =2, C Vet

20 L’équation homogéne associée 4 I'équation (E) est
2ix'(t) + x(1) =0
elle admet pour solution
K
:/_?

ot K est un nombre réel. En appliquant la méthode de variation des constantes
on obtient

x(f) =

K'(f) = 3 1'% cos (1*?)

donc
K(t) = sin (t*'%) + K,

ol K, est un nombre réel, par suite les solutions de I’équation (E) sur RY sontde
la forme

sin (1*?) K
sin (™) | Ky

NN

x(t) =

ol K, est un nombre réel.
Pour chaque nombre f on a

tlp-t— 1
sint = - 1) —— —
2,V e
donc
PELACTE)]

in (PP = ¥ (- Wgorp

p=0
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et
: A/2 Ip+d
sin (¢77) _ Y (-1 § SE—
Ji p50 @p+ 1!
par suite on a pour tout élément 7 de R
3/2
{t) = EH_'{L__) :
st
112 On considére I’équation différentielle
20+ 4xXt) + 2 —1Hx(t)—1=0 (E).
1o Montrer qu’il existe une fonction réelle v définie sur R* et une seule, qui
soit développable en série entiére en t et qui soit solution de Iéquation (E).
20 Montrer que la fonction réelle @ définie sur R* en posant pour chaque
élément ¢ de R*
1
(JJ(!') = — ‘_2
est solution de I’équation (E). En déduire toutes les fonctions réelles définies et
deux fois dérivables sur R* qui sont solutions de I'équation (E).
Solution  1° Si v est une fonction réelle développable en série entiére sur R* qui est

solution de I'équation (£), alors en posant

o)y =) a1

nz0

oll (a,),. n €st une suite de nombres réels, on a

v(it)y= Y na, "'

az1

()= Y n(n - 1a, =2

n=2
donc
Y n(n—Da, " +4 3 na,t" +2—-1)% a,t"-1=0
n=2 n=1| n=0
soit encore

(—1+2a)+6a,t+ Y [(n(n — 1) + 4n +2a,—a,3]C=0.

n=2
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Il en résulte que

et pour tout entier n supérieur a 2

1 I

a, = ——— Gy =— ———————@,_
T kdnez O (n+ Dn+2) :
donc
a,=0 si n est impair
a, = L. si n est pair
"t 2! P

or on voit facilement que ces coefficients définissent une séric entiére dont
rayon de convergence est 4+ oo, donc on a
!2"

=L o+ 0]

par suite
Poy=y o
"> 0 [Z(n -+ l)] !
et
rZP
o+ 1=
pgo (2 p) !
or
12
Lo @1 B
donc

t20(t) + 1 = cht
et pour tout élément ¢ de R* on a
cht — 1
v(‘) = '?" " 5

20 Pour tout élément t de R* on a

L

4

2
o' () = | () = —
t 1

donc

2 o't) + 410 + 2 - Aoty —1=-2 4+ 8

1
2
r2+1_'§_(2_()‘_z~_1 0

et w est solution de I’équation (E).
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Comme o et la fonction v trouvée a la question précédente sont deux solu-
tions de P’équation (E), la fonction u définie sur R* en posant pour chaque
élément f de R*
cht

u(t) = ov(t) — o(t) = —;
t

est solution de I’équation homogéne
122x"(t) + 41x'(t) + 2 — ) x(1) =0 (E")

associée a I’équation (E). Dans chacun des intervalles R* et R* de R cherchons
les solutions de I'équation (E’) sous la forme

x(t) = u(f) z(1)

ol z est une fonction réelle deux fois dérivable. On a

, chi ; Esht -~ 2kt ..  chl tsht —2cht

X)) = 5 () + ———— =20+ 2(1)
t t t t

i cht , 2tsht —4cht , t*cht —4tsht +6¢cht

X ="y 7O+ ROl — z(f)

en portant ceci dans I’équation (E’) on obtient
ch(t)z(t) + 2sh(1)z'(1) = 0

donc
(1) - Z_sh_!
z'(1) cht
d’ol
K
z'(1) = ———
ch?1

ot K est un nombre réel. Il en résulte que
z(n) = Ktht + K’

oti K’ est un nombre réel, et les solutions de I"équation (E”) sur R% ou R sont
de la forme
Ksht + K'cht

x(t) = 5

ol K et K’ sont des nombres réels.
Comme la fonction o est solution de I’équation (E), les solutions de I'équa-

tion (E) sur chacun des intervalles R% ou RY sont de la forme

x(1) T

oll K et K’ sont deux nombres réels.
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113 Trouver les solutions de I’équation différentielle
x() — 3x"(0) + 3xX'(t) - x(t) =0 (E)
ot x est une fonction réelle trois fois dérivable sur R.
Solution  Pour chaque élément ¢ de R posons

x((f) = x(f)  x() = x'(1)  x5(0) = x"(1)
X(1) = (x40, x2(0), x5(0))  X'(0) = (x1(0), x3(D), x3(1)) .

Alors I'équation (E) équivaut au systéme X'(t) = AX(r) ou A est la matrice

0 1 0
A={0 0 1}).
1 -3 3

Le polyndme caractéristique de A est
P()) =det(4d —Al)=— (@A —1)

donc A4 posséde la valeur propre triple A = 1. Les solutions du systéme
X'(t) = AX(t) se présentent donc sous la forme

XO)=Yo+ Y t+ Y, 19)e

ou Y,, Y,, Y, sont des vecteurs de R* que nous allons déterminer.
Pour chaque élément t de R on a
X =[(Yo+ )+ (Y, +2Y))t + Y, 1*] e
= (AYy, + AY, t + AY, %) ¢!

donc
AYI = Yl + 2 Yz
AYo =Y, + Y, .
Posons Y; = (yiy, Vizs Yis)Pour 0 < i < 2. Comme AY, = Y, ona
¥z =Yz
Y22 = Va3

Y23 =Y — 3Ya2 + 323

donc
Yar =¥ =Yn
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par suite
Yz = (K3, K3, K3)
ol K, est un nombre réel. Comme AY;, = ¥, + 2 Y, o0ona
Yir + 2y = V12

Viz + 2¥Y22 = V13
Vis ¥ 2y =y —3y12+ 313

soit
Yir — Viz = —-2K,
Yiz —yia=—2K,
— Y +3y12—2y3=—-2K,
donc
Yiz =Y + 2K, Yiz =y +4K,
par suite

Y, = (K, Ky + 2K, K, +4K))

ol K, est un nombre réel. A présent, comme AY; = ¥; + Y, ona

Yoz + Vi2 = Yoa

{ Yoir + Vi1 = Yoz
Yoz + Y13 = Yor — 3 Yoz + 3 yos

soit
‘ Yor — Yoz = - K,
Yoz = Yos= —K, - 2K,
— Yo1r +3yo2 — 2y03 = — K, — 4K,
donc
Yoz = Yor + K, Yos =Y + 2K, +2K,
par suite

Y0=(K0,K0+K1,Ko +2K: +2K2)

ol K, est un nombre réel.
Les solutions du systéme X'(f) = AX(t) sont donc

xi()=(Ko + K, t + K; ‘2) et
x(f) = %KD + Ky + (Ky + 2K) 1 + Ky %) e
x3() = (Ko + 2K, + 2K, + (K, + 4 Ky) 1t + K, %) e
ol K,, K,, K, sont des nombres réels. On retrouve sur ces formules le fait que
pour tout élément 7 de R on a x,(f) = x(1) et x5(f) = x3(1) et les solutions de
I’équation (E) sont
x(t) = (Ko + Ky t + Ky tH)e!

ot Ky, K;, K; sont des nombres réels.
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8.1

1. Soit f une application continue strictement croissante définie sur R} 2
valeurs dans R. Pour chaque couple (x, y) d’éléments de RY on pose

d(x,y) = | fx) - ) |.

10 Montrer que d, est une distance sur RY.

20 Soit (x,),>¢ une suite d’éléments de R%, montrer que la suite (x,),>0
converge vers un élément x de RY si et seulement si la suite (de(Xps X))z 0
converge vers 0.

30 On dit qu’une suite (x,),»o d’éléments de R’ est une f~suite de CAUCHY
si pour tout nombre réel & strictement positif, il existe un entier n, tel que la
condition p > n, et ¢ > n, entraine d (x,, x,) < &.

Montrer que la notion de f~suite de CAUCHY dépend de la fonction f choisie.
On pourra comparer les cas

i =x  fi)=—12

X

Jf3(x) = Log x

en considérant une suite (x,),»o d’éléments de R} qui tend vers 0 ou + o au
sens ordinaire.

40 Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) la fonction f posséde une limite finie lorsque x tend vers 0,

(b) toute suite de CAucHY de R est une f-suite de CAUCHY.

50 Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(c) la fonction f'tend vers + oo lorsque x tend vers + o0,

(d) toute f~suite de CAUCHY est une suite de CAUCHY.
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6° En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que toute f-suite
de CAucHY de R* converge vers un élément de RY.
I1. Soient f, g deux fonctions réelles définies, dérivables sur RY dont les

dérivées sont strictement positives. On désigne par dj, d, les distances associées
i f, g comme dans la premiére partie.

1o Trouver uné condition nécessaire et suffisante pour que les distances d,
et d, soient équivalentes.

20 Montrer que les distances associées aux fonctions f, g définies sur RY par
S (x) = Log(1 + x)
g(x) = Argsh x
sont équivalentes.

30 Comparer deux & deux les distances associées aux fonctions f3, f3, f3 défi-
nies a la question I, 3°.

Solution

1. 1° Pour tout couple (x, y) d’éléments de R} ona

di(x,y) =0
dix,y) =) —fO) | =) =@ | =dinx.
Six = y,onad/(x,y) = Oetsidx, y) = 0,onaf(x) = f(y) et comme 'appli-
cation [ est strictement croissante, elle est injective, par suite ona x = .
De plus si x, y, z sont des éléments de R on a

dix,2) = |f®) —f@| < |f®—-r»|+ lro) —r@|
soit
d/(x,2) < ddx,y) + ddy, 2)

donc d, est une distance sur R:.

20 Si (x,),» converge vers un élément x de RY, la suite (/(x,)),> o converge
vers f (x) car f est continue. Pour tout nombre réel strictement positif ¢, il existe
un entier n, tel que la condition n > n, entraine

[f(x) —f)| <
soit
dy(x, x) < ¢
donc la suite (d/(x,, X)), tend vers 0.

Réciproquement soit x un élément de R} tel que la suite (dj(x,, X))o
converge vers 0. Comme la fonction f'est strictement croissante et continue, elle

posséde une fonction réciproque g qui est définie sur f (R%) & valeurs dans RY et
qui est strictement croissante et continue. En particulier g est continue au point
£ (x) donc si & est un nombre réel strictement positif, il existe un nombre réel n
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strictement positif tel que la condition yef(R3) et [ y—r (x)] < n entraine
| 2(») — &(f (%) | < & Comme la suite (dy(x,, X)),>o converge vers 0, il existe
un entier #n, tel que la condition n > ng entraine dy(x,, x) < n soit

[fe) =] <mn,

par suite, si 7 > n, on a|g (f(x)) — g(f(x)| <esoit |x, — x| <eetla
suite (x,),>o CONverge vers Xx.

3¢ Pour tout couple (x, y) d’éléments de R}, ona
d;(x, ) =1x—y]

donc dj, est la restriction 2 R} de la distance usuelle de R. Les f;-suites de
Caucuy dans R¥ sont donc les suites de CaucHy usuelles. En particulier on
observera que la suite (x,),>o définie par x, = l et x, = 1/nsi n > 1 est une
f,-suite de CAUCHY dans R qui ne converge pas vers un élément de RY. Pour
cette suite, si p, g sont deux entiers naturels supérieurs 4 1, on a

dfz(xp’ xq) = 'P - QI
de(x,, x,) =|Logp— Loggqg]|.
Or les suites (¥, )pz0s (Z)n=0 définies par

VWV

1
1

-~

{y0=1, Va=n si n
zg =1, z, = Logn si

ne sont pas des suites de CAucHy dans R, donc pour tout nombre réel & stricte-
ment positif et tout entier n,, il existe des entiers r, s, p, ¢ tels que r > n,,
SZ Ny, P =Ny, g =Ny et

|r—s|>e |Logp—Logg|>e

par conséquent la suite (x,),>0 n’est ni une f,-suite de CAUCHY ni une f3-Suite
de Caucny.
Considérons a présent la suite (,),> o définie par

ug =1 et u,=n si n2l.

Cette suite n’est pas une suite de CAUcHY donc elle n’est pas une f;-suite de
CAUCHY. On a

Al = =1 filw)= -
Si(up) =0 fiu,) = Logn

donc la suite (f5(1,))a>0 est une suite de CAUCHY et la suite (f3(1,))n>0 n'est
pas une suite de CAUCHY. Il en résulte que (1,),> ¢ est une f,-suite de CAUCHY et
n’est pas une f3-suite de CAUCHY.
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40 Supposons que f posséde une limite finie / lorsque x tend vers 0 et soit

(%), 0 une suite de CAucHy de RY . Si & est un nombre réel strictement positif, il
existe un nombre réel # strictement positif tel que la condition | x | < # entraine

lfe) — 1] <3.

Si la suite (x,),>o converge vers 0, il existe un entier n, tel que si n > ny on
ait| x,| < n;alorssin > nyetm > nyona

|f{x,,)—f[<% et |f(x,,,)—l|<%

donc | £ (x,) — f (%) | < & soit dy(x,, X)) <& et (x,),>0 est une f-suite de
CAUCHY.

Si la suite (x,),> o converge vers un €lément x de R%, nous savons que la suite
Sdf(x,,, x))nz o converge vers 0 donc pour tout nombre réel £ strictement positif,
il existe un entier n, tel que la condition n > n, entraine dy(x,, x) < &/2 ; alors
la condition n > ny et m > n, entraine

d{(x,, x) < ;, d(x,, x) < ;

donc d(x,, X,) < et (x,),>c est une f-suite de CAUCHY.

La condition (a) entraine donc la condition (b).

Supposons 4 présent la condition (b) satisfaite ; alors toute suite (x,).>0
de R*% qui converge vers 0 est une suite de CAUCHY donc une f-suite de CAUCHY
1l en résulte que pour toute suite (x,),>0 qui tend vers 0, la suite (f (Xa))nz0 €S
une suite de CAucHY donc converge dans R. Soient (x,),> 0, (Vp)n>0 deux suites

de R qui convergent vers 0 ; posons

I= lim f(x,), U= lim f(y,).

n=*+w n=+4+o
Supposons [ # I' et par exemple / < I'. Comme / = lim f(x,) il existe un
n=+wx
entier N tel que f(xy) < %{_ . Comme I' = lim f(y,), il existe un entier N,
n—~+m
tel que pour tout entier n vérifiant » > N, on ait
I+
— <I0-

Comme f est strictement croissante, pour tout entier n tel que » > N, on a
alors y, = xy ce qui est impossible car lim y, = 0, donc / = /'. Ainsi nous
n—+m

voyons que pour toute suite (1,),>0 de RY qui tend vers 0, la suite (f(¥))nz0
converge vers [ ; donc (¢f. C. E., tome 1, Ch. 4, § I, n° 42) la fonction f posséde
la limite finie / lorsque x tend vers O et les conditions (a) et (b) sont équivalentes.

50 Supposons la condition (c) satisfaite. Soit (x,),>o une suite de R qui est
une f-suite de CAUCHY ; alors la suite (/'(x,)),>¢ est une suite de CAUCHY donc
elle est majorée. Comme lim f(x) = + o0, la suite (x,),>( est aussi majorée

x—*+ a0
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donc bornée. Supposons que la suite (x,),s ¢ ne soit pas une suite de CAUCHY ;
alors il existe deux suites (x,, )p>0, (Xs,)e20 €Xtraites de la suite (x,),>0 qui
convergent et qui ont des limites /,, /, différentes. Posons

S ~ 1)
o=y

comme f'est injective, « est strictement positif. Comme f est continue, pour tout
entier ny, il existe des entiers p, g tels que p = ng, ¢ = ng et

o

| £Gemy) = 1D < 5

et
|G = f1) | <5
Alors on a
[£0) = ) | < | £ = O] + | FCm) = £ | + | fxa)) = £(15) |
donc
| fGxn,) — Fx2) | = @
soit

Al (Xmps Xn)) = 0.

Ceci contredit I’hypothése que (x,),.> ¢ est une f~suite de Caucny donc (x,,),> o est
une suite de CAucHY et la condition (c) entraine la condition (d).

Supposons la condition (d) satisfaite. Comme f est croissante, pour montrer
que f tend vers + co lorsque x tend vers + oo, il suffit de montrer que f ne
posséde pas une limite finie lorsque x tend vers + 0. Supposons que f posséde
une limite finie / lorsque x tend vers + oo et soit (x,),»o une suite de RS qui
tend vers + co. Soit £ un nombre réel strictement positif ; alors il existe un
nombre réel positif 4 tel que la condition x > 4 implique |/ (x) — /| < &/2.
Par ailleurs il existe un entier m, tel que si n = my,, on ait x,, > A. Alors sip, ¢
sont des entiers supérieurs & m,, on a

lfx) -1 <5 et |fex)—1] <2
2 )

donc
[/Gx) —fx)| <&
soit
de(x,, x) <&

donc la suite (x,), >, est une f~suite de CAucHY. Comme la suite (x,),», n'est pas
une suite de CAUCHY, ceci contredit la condition (d), donc f ne posséde pas une
limite finie lorsque x tend vers + oo, et la condition (c) équivaut & la condition

(d).
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6° Supposons que toute f-suite de CAucHY de s converge vers un élément
de RY. On a vu 2 la question 4° que si / posséde une limite finie lorsque x tend
vers 0, alors toute suite de CAucny de R est une fsuite de CAUCHY. En parti-
culier toute suite de CAUuCHY de R% qui tend vers O est alors une f-suite de
CAUCHY qui ne converge pas vers un €lément de R%, donc nécessairement

lim f(x) = —

x—+0
De méme, on a vu 2 la question 5° que si f posséde une limite finie lorsque x
tend vers + ©o, alors toute suite (x,),>, de R} qui tend vers + oo est une f~suite
de CAucHy qui ne converge pas vers un élément de R%, donc nécessairement

lim f(x) =
x—++oo
Supposons a présent que
lim f(x) = — o et lim f(x) =+ .
x=0 x+taw

Alors si (x,),0 est une f~suite de CAucny de R, elle est une suite de CAUCHY
d’aprés la question 5°. Elle converge donc vers un €lément x de R, et cet élément

n’est pas O car lim f(x) = — oo, donc (x,),»o converge vers un élément de R} -

x=0
Par suite, pour que toute f~suite de CAUCHY de R’ converge vers un élément
de RY, il faut et il suffit que

lim f(x) = — c© et lim f(x) =

x-+0 x+*+m

II. 1° Si d; est équivalente & d,, il existe deux nombres réels o et f§ strictement
positifs, tels que pour tout couplc (x, y) d’éléments de R} tels que x # y, on ait

a|fx) -S| < |gx) - g0 | <B|f®) - 10|

soil encore

< |ED -8 | g
Jx) = 1)
soit aussi
gx) —gy), x—y <B.

x—y  fx)—=f»

Il en résulte que pour tout élément x de R on a

g'(x)

f(x) al
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Réciproquement, il existe deux nombres réels &, f strictement positifs tels
que I’on ait pour tout élément # de RY

o<

g:(_Q < ﬁ A

[

Le théoréme généralisé des accroissements finis (cf. C. E., tome 1, Ch. 5, § I1,
n° 65) montre que si y, z sont deux éléments de RY, il existe un élément 7 de R

tel que
8() — g(2) _ g
O —-f» f@©
donc on a
g() — &(2)
<o =r@| <*F

et ceci montre que les distances d et d, sont équivalentes.
Par suite, pour que d; et d, soient équivalentes, il faut et il suffit qu’il existe
deux nombres réels o, f§ strictement positifs tels que I’on ait pour tout élément x

de R%
L)
2¢ Les fonctions f, g sont dérivables sur R. Pour chaque élément x de RY ,
ona
) i
['(x) = Tass
. 1
g(x) = —_-2_. —
\/x +1

donc les dérivées de f'et g sont strictement positives. De plus on a pour tout élé-
ment x de R}
1_ + x

’gf(x) o ltx
N

')

La fonction 4 définie sur R% par

x4+ 1
NS

est dérivable et on a pour tout élément x de R}

h(x) =

1 —x
h(x)= —— .
) x* + )
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La fonction / posséde donc un maximum égal a V2 pour x = 1. Or
lim h(x) = 1 et Iim h(x)=1,

x=0 x=+4wm
x>0

donc pour tout élément x de R} ona

g_'(x) < J2
S v

et les distances d, et d, sont équivalentes.
30 Les fonctions f;, f5, f5 définies & la question I, 3° sont toutes dérivables

et ont des dérivées strictement positives. Si x est un élément de RY, on a

| B

=

=1 f=1 fioy="
x X
donc
i _ . fi®_, L&_1
1) £ £ x

Il en résulte que si | < i < j < 3, il n’existe aucun couple (x;;, §;;) de nombres
réels strictement positifs tel que I'on ait pour tout élément x de R}

i)
fi(x)

par suite, si | < i < j < 3, les distances dj, et d,, ne sont pas équivalentes.

<

ij < 381'}

8.2

On désigne par E ’espace vectoriel sur R des fonctions réelles définies sur R:.
Etant donné un élément ¢ de E, on se propose de chercher dans certains cas des
éléments f de E qui vérifient la condition.

(VxeRY) [f(x+ 1) = f(x) = o(x)]. ©
I. On suppose que ¢ est décroissante, que
lim ¢(x) =0
x4 o

et on se donne un élément a de R.

1° a) Montrer qu'il existe au plus une fonction f appartenant a E croissante,
vérifiant la condition (C) et telle que /(1) = a.

b) Montrer que s'il existe une fonction croissante fappartenant a E qui vérifie
la condition (C), on a pour chaque élément x de R

lim [f(x + n) — f(x)] =0.

n-++om
neN*
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20 Montrer que pour tout élément x de RY, la série de terme général
ug(x) = 0
u,(x) = @(n) — @(n + x) si nzl1
est convergente.
30 On définit un élément f de E en posant pour chaque élément x de R}

) =a— ox) + Y ufx).

n=0

Montrer que f est une fonction croissante telle que f(1) = a, qui vérifie la
condition (C).

4o Montrer que si ¢ est continue, il en est de méme de la fonction f définie &
la question précédente.

II. On suppose que ¢ est continiiment dérivable sur R, que sa dérivée ¢’ est
décroissante et que
lim ¢'(x)=0.

x=+owm

On se donne un élément a de R.

1° Montrer qu’il existe une fonction dérivable fappartenant & £ et une seule,
dont la dérivée soit croissante, telle que (1) = a et que la condition (C) soit
satisfaite.

20 En déduire qu’il existe une fonction I' strictement positive, appartenant a
E, dérivable sur R} et une seule, telle que I'(1) = 1, que pour tout élément x
de RY on ait

I'(x + 1) = xI'(x)
et que la fonction y définie en posant pour chaque élément x de R

I (C))

}’(x) = T(X)

soit croissante. Pour chaque entier n strictement positif, calculer I'(n).

olution 1. 1° @) Soient f;, f; deux fonctions croissantes de E telles que
L) = (1) = a,
qui vérifient la condition (C). Alors, pour chaque élément x de Ri,ona

fHilx + 1) = fi(x) = o(x) = fo(x + 1) — f1(x)
donc
Silx + 1) = folx + 1) = fi(x) = f(¥)
par suite la fonctiong = f; — f, de £ admet la période 1. Comme

g() = fi() - fo(1) =0,
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on a g(n) = 0 pour tout entier naturel » strictement positif. Pour démontrer que
fi = f» il nous suffira de montrer que pour tout élément x de ]0,1] on a
g(x) = 0. Soit donc x un élément de ]0, 1] ; pour chaque entier naturel n stricte-
ment positif, on a
g(x) = gx + n) = glx + n) — g()
= [filx + n) — folx + m)] = [/i(w) — ()]
= [filx + n) - fim] = [fo&x + n) — )] -

Comme f; et f, sont croissantes, pour chaque élément nde N¥,ona
0 < filx + m) — fi(m) < fi(n + 1) — fi(n) = o)
0 < f,(x + n) — f(n) < foln + 1) — fo(n) = ()

donc
— o(n) < g(x) < o)

or

lim ¢(x) =0

x=+4+w
donc

lim ¢(n) =0

n—++om

neN*

et g(x) = 0 d’olr f; = f>.
b) Soit x un élément de R et soit k un entier tel que x < k. Comme fest
croissante, on a

0 fx+n—f()<fk+n—f(n

or
k=1
flk+n—fn)=3Y f@+1+n—f(t+n
=0
k=1
= Y ot +n)
=0
et comme ¢ est décroissante
k-1
Y ot + n) < ko(n)
k=0

par suite on a
0 < f(x + n) — () < ko(n)

or
lim ¢(x) =0
x4+ oo
donc
lim @) =0
n—++m

neN*
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et
lim [f(x +n)—f(x)] =0.

n=++m
neN*

20 Soient x un élément de R} et k un entier tel que x < k. Alors pour tout
élément n de N*, on a

0< ) — @n + x) < @n) — on + k).

Si N est un élément de N* tel que k < N, on a alors
N

UnMx) = ) u(x) < );. (o(n) — @(n + k)

n=0

or
N+k

[e(n) — o(n + k)] = );1 o(n) — =§+1 o(n)

M=

n=1

et la fonction ¢ est positive, donc
k
Un(x) < Y o(n).
n=1

Il en résulte que la suite de terme général U,(x) est une suite A termes positifs,
majorée donc convergente, c’est-a-dire que la série de terme général u,(x) est
convergente.

30 Soient x, x’ deux éléments de RY tels que x < x’. On a

fx)=a—o(x) + ¥ ufx)

n=0

Jx)=a—o(x) + ¥ ufx)

nz0
donc

J(x') = f(x) = p(x) — o(x) + ;ﬂ (un(x) — u,(x))

or ¢ est décroissante donc
o(x) — o(x) = 0

de plus
uo(x’) — Up(x) = 0
etsin>1
u(x’) = u(x) = @(n + x) — @p(n + x') = 0
donc

SX) = f(x) =0
et fest croissante. On a

JM =a—- o)+ Y u(l)

n=0
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et lim ¢(x) = 0donc
Y (1) = (1)

nz0

par suite f(1) = a, de plus pour tout élément x de R} ona

fx+1) =) = 0(x) — ox + D + ¥ (ux + 1) — 1))

az0
or ug(x + 1) = tg(x) =0etsin > 1
ux + 1) — u(x) = o(n + x) — on + x + 1)

donc pour chaque entier N telque N > 1,on a

i(u,,(x+l)—u,,(x})= % on +x)— on +x+ 1)

n=1
=p(x+1)— @N +x+ 1)

et comme lim ¢(x) =0,ona

x—++tw

Y (ux + 1) = u(x) = o(x + 1)
n20
douf(x+ 1) —=f(x) = @(x).
4o Pour chaque élément x de R? et chaque entier strictement positif N, posons

F(x) = fu(x) + Ry(x)
avec

Snx) = a = @(x) + ¥ ux)

n=0

Ry(x) = 3 u(x).
nzN+1
Si x est un élément de R%, N un entier strictement positif et k un entier tel

quex < k,ona
N+k

0< Ry < Y (o) — o+ k)< Y @(n) < ko(N).

ZN+1 =N+1

Soit A présent x un élément de R* : nous allons montrer que f est continue au
point x. Soient & un élément de RY. k un entier tel que x < ket x" un élément
de R* tel que X < k. Pour chaque entier N strictement positif, on a
[£6) = f(x) | < |A0G) = /e | + | Ry(®) — RyX) | <

< | /) = A | + 2 ko(N) -
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Comme lim ¢@(x) = 0, il existe un entier N, tel que pour tout entier N supé-
x=++ cc

rieur & N, on ait
£

La fonction fy, étant continue, il existe un nombre réel  strictement positif, tel
que la condition | x — x’ | < » implique

| o) = fiex) | < 7 -

Posons o = Inf(x,k — x,n); alors si x’ est un élément de RY tel que
Ix— x| <a,onax’'<ket|x — x| <n5donc

|70 = () | < [ fu®) = Inex) | + 2 ke(No) < &
par suite f est continue au point x, donc f est continue sur R.

IL. I° Si fest une fonction répondant a la question, comme la condition (C)
est satisfaite, pour tout élément x de RY, on a par dérivation

S+ 1) =0 = ¢'(x).
Comme ¢’ est décroissante, continue et telle que

lim ¢'(x) =0

pour chaque nombre réel b, il existe une fonction croissante g, appartenant 4 E et
une seule, telle que g,(1) = b et que pour chaque élément x de R}, on ait

&(x + 1) — g(x) = ¢'(x)
de plus, on a pour tout élément x de R}

&%) = b — ¢'(x) + U(x)

ol
Ux) = Y (¢'(n) — ¢'(n + x))

n=1

et comme ¢’ est continue, g, et U sont continues.

Pour chaque nombre réel b, désignons par f, la primitive de g, telle que
Ji(1) = a. La fonction f est nécessairement I'une des fonctions f£; (b € R). Cher-
chons donc a quelle condition sur b, la fonction f; répond 2 la question. Pour

tout élément x de R}, on a
706) = @+ bx = 1) = (o) = 9(0) + [ U@ a
et on doit avoir
P = filx + 1) — f(0) = b — olx + 1) + o(x) + j U() dt
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c’est-a-dire
x+1
b=¢p(x+l)—_[ U(t)dr.
Or la fonction réelle y définie en posant pour chaque élément x de R
x+1
Y(x) = o(x + 1) — J- U(f) dt
est constante car elle est dérivable et pour chaque élément x de R on a
YV(x)=¢'x+D=-Ux+ 1)+ Ux)=0.
Désignons par b, I'image de . 1l est clair que f;, satisfait aux conditions de la
question II, 1°, donc f;, est la seule fonction appartenant A E qui répond a cette
question.

20 Si I' vérifie les conditions de la question I, 29, la fonction composée
Log o I' est dérivable sur RY, sa dérivée est croissante, on a (Logo I') (1) = 0
et pour chaque élément x de R}

(Logo I (x + 1) — (Logo I') (x) = Log x.
Or la fonction Log est contindiment dérivable, sa dérivée est décroissante et
lim (Log)'(x) =0
x=++aw
par suite, il résulte de la question précédente qu’il existe une fonction dérivable f
appartenant a E et une seule, telle que (1) = 0, qui posséde une dérivée crois-
sante et qui vérifie pour chaque élément x de R la condition
S(x+1)—f(x) = Logx.
La fonction I” définie pour chaque élément x de R% par
I'(x) = e/®
est donc la seule fonction qui appartient & E et répond a la question,

On a I'(1) = 1 et si n est un entier supérieur 4 2, I'(n) = (n — 1) I'(n — 1),

donc pour tout élément # de N* on a
rn)y=@n-1)!
8.3 Soit (a,),n une suite de nombres réels positifs telle que a, = 0, que la série

de terme général a, converge et que

Y a,=1.
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On lui associe la suite (b,),»; définie par les relations de récurrence

b, = a,
n—1

by=a,+ Y bya,p si niz2.
k=1

I. 1° Démontrer que pour tout entier n supérieur 2 1, on a 0 < b, < 1.

2° On considére les séries entiéres 4 de terme général a, z” et B de terme
général b, z". Si la série A (resp B) converge pour le nombre complexe z, on
désignera par A(z) (resp B(z)) sa somme.
a) Montrer que les rayons de convergence des séries A4 et Bsont supérieurs a 1.
b) Montrer que pour tout nombre complexe ztel que | z| < 1, on a
A(2)

¢) Montrer que le rayon de convergence de la série B est égal a 1.

Application : Soit A un nombre réel tel que 0 < 1 < 1. Comment doit-on
choisir les coefficients a, (n > 1) pour que 'on ait b, = 2 pour chaque entier n
supérieur a 1 ?

II. Dans cette partie, on se restreint au cas ot 4 est un polynéme de degré p.
Soient 5, = 1, s, ..., 5, les racines réelles ou complexes de I’équation A(z) = 1.
1° @) Montrer que ces racines ont toutes un module supérieur a 1.

b) Montrer que si a@; # 0, I’équation 4(z) = 1 n’a pas de racine de module
¢gal & 1 autre que s, = 1 (on pourra raisonner par I’absurde en supposant que
I’équation A(z) = 1 posséde la racine z, de module I, et en observant qu’elle
posséde alors la racine z,).

2° On suppose de plus que ces racines sont simples et pour chaque entier k
telque I < k < p, on pose p, = A'(s,). En utilisant 'expression de B(z) obtenue
plus haut, montrer que pour tout entier n supérieur2 1, on a

g 1
" *'Z—':' #k(sk)n” .

30 En déduire que si a, # 0 et si les racines de 1’équation A(z) = 1 sont
simples, b, tend vers une limite finie L lorsque n tend vers + co. Calculer L en
fonction de y,.

b

III. On revient au cas général ol A est une série entiére et I'on désigne par r,
le reste de rang n de la série de terme général a,.

1o Soit R la série entiére de terme général r, z".
a) Démontrer que le rayon de convergence de la série R est supérieur a 1.

b) Pour chaque nombre complexe z tel que | z| < 1, on désigne par R(z) la
somme de la série R. Exprimer R(z) en fonction de A(z) et z seulement.
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20 Pour chaque nombre complexe z tel que | z| < 1, trouver une relation
entre R(z), B(z) et z. En déduire que pour tout entier n supérieur 4 1, on a

rob,,-i-rlb,,_,+"‘+r,,_1bl+r,=].

30 On suppose les coefficients a, choisis de telle sorte que b, tende vers une
limite finie L différente de O lorsque n tend vers + co. Démontrer que la série
de terme général r, converge et que

1
Z r,‘—-z.

n=0
On pourra procéder de la fagon suivante. Soit p un entier inférieur a n ; on pose

‘ Xn,p =T bn L5 Fy bn—l s e rpbn-p
an =Tp+1 bn—(p+i) + A T bl + Ty

a) Etudier lim ( lim XM). En déduire que la série de terme général r,

prto =+

converge.
b) Etudier lim ( lim Y,,_,,). En déduire que

prtw —* 4 @

1
u§0 e L'

Solution

I. 10 Comme la suite (a,),c a tous ses termes positifs, il en est de méme de
la suite (b,),» - Comme la série de terme général a, admet 1 pour somme, toutes
ses sommes partielles sont inférieures 2 1, donc a; < | d’olt b, < 1 et si 'on
suppose que pour tout entier n on a 0 < b, <1 pour | <k<n,alorsona

n ntl
b“.‘.| = aﬂ.|_| + ,‘Z b* a,,_,Hl % Z a,, S l
=1 p=1

donc pour tout entier n supérieur & 1,ona 0 < = 1A
20 g) Par hypothése la série 4 converge pour z = 1. Si z est un nombre
complexe tel que | z| < 1, on a pour chaque entier naturel n
Ianznl "'“{-alllzll """{-aﬂ

donc la série 4 converge absolument lorsque | z| < 1, par suite le rayon de
convergence de A4 est supérieur a 1.
Par ailleurs, pour chaque entier n supérieur 2 1, on a

b, 2" | < bl z]" < | 2"

et Ia série de terme général z" converge pour | z | < 1, donc la série Bconverge
pour toute valeur de z telle que | z | < 1, par suite le rayon de convergence de B
est supérieur a 1.
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b) Si z est un nombre complexe tel que |z| < 1 ona

(1 — A4(2)) B(z) = B(z) — A(z).B(z)

=Y b,2" — (”; a, z") L);l b, z')

n=1

donc
(1-4@)8B(z)= Y (b, - i b, a,,_,‘) 2
n=1 k=1

or pour chaque entier n tel que n > I, on a

donc
(1 - A@2)B@)= Y a,z"= A(z).
n=1

De plus,si|z| < 1ona
A=z ) a,z**

n=1
donc
|d) | e 12l Y alz*" <12] ¥ o, % |£] <1

nz1 nz1

par suite 1 — A(z) # Oetona

¢) Si le rayon de convergence de B était strictement supérieur & 1, B(1) aurait
une valeur finie. Comme A converge pour z = I, on aurait

[(1 — A)].B(1) = A1)
soit
0.B(1) =1

ce qui est impossible. Donc B diverge pour z = 1 et le rayon de convergence
de B est égal a 1.

APPLICATION. Si b, = 1 pour chaque entier n supérieur a I, on a pour tout
nombre complexe z tel que [z | < |

2z A(z)

Al e e

donc
iz — Jz. A(z) = (1 — z) A(2)
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d’ou
AZ n _n
AD =1z zy (1-A'z

n=0

=Y @a-»n1'z

nz1
par suite pour chaque entier n supérieur 4 1, on a
a, =M1 —2A""".

II. 1° @) Comme le rayon de convergence de B est égal a 1, I’égalité démon-
trée 4 la question I, 1, b, montre que Iéquation 4(z) = 1 ne posséde aucune
racine z telle que | z | < 1.

b) Soit z, = €'’ avec 0 <0 <27n une racine de I'équation A(z) = 1,
de module 1. Comme les coefficients du polyndme A(z) sont réels,
Péquation A4(z) = 1 posséde aussi la racine z, = e Petona

-1
a,z§ + a,-1 28 ++azg= 1

ZP =p=1 . ... i
a,zp + p-1 z + 4+ a;z =1

donc
a,(z§ + zf) + a, (257" + 287" + = + ay(zo + Zp) = 2
et
a,cos pd + a,_, cos(p — 1O+ +aycos0=1
or
a, + a; + - +a,=1
done

a,(1 — cos pf) + a,_,(1 — cos(p — 1)0) + = + a,(1 —cosf) =0
et comme on a

1 — cos kO = 2sin® X
2
pour | <k < p, ona
: 0 . 0 . 20
a!,,sm2 Py + ap_lsmz(p - 1)5 + -+ a,smzi =0
donc pour tout entier k tel que 1 < k < p,ona
a, sin”> — =0

en particulier

a, sinzg =0
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or a; # 0, donc

0
= 2 Ve
sin” 5 0
etcomme 0 < 0 < 27w, onafl =0doncz, = 1.
2° Comme sy, ..., 5, sont des racines simples de I'équation A(z) = I, pour
chaqueentier k telque 1 < k < p, ona A'(s,) # 0. Si z est un nombre complexe
telque [z| < 1,0na

__-_A(z) _ —A(z)+l——l_ - ___1
Bz = 1 — A(z) Az) — 1 = =1 A — 1
or
1 — 1 S —
Az) -1 afz —5)(z — 5) ...z — 5,)
. LB .
z—585 z—85 z2—5,
avec
¢, = lim k. ™ _’i_. ol
z-+sp A(Z) -1 A (Sp) My
donc
1 1 1
Bila) s o s e R i o AL
) iz = 59 oz = 5) G = 5,)
soit

1 1
Y, [ T, e W
@ mali—a T Y i —Ghy)

or pour chaque entier k tel que I < k < p et pour chaque nombre complexe z
tel que|z| < lona|z/s| <|z| <1let

—ew-L &)
donc
o= -1+ % (3, -75)- 5 e

et par identification on obtient

k=1 Hy Sk
et pour chaque entier
z 1
- Bl
k=1 Jhy S
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30 Si les hypothéses de cette question sont satisfaites, on a pour chaque
entier » supérieur a 1
£ 1 1 L 1
k=1 fhy Sk Hy Sy k=2 [y S

Il il
Sk
donc
n
Iim —= lim |—| =0,
n++ow S: n++ew | 5
par suite
) 1
Iim b, =—.
n—=++w i

III. 1° a) Pour chaque entier naturel n, on a

r,,=l~—Za,,

p=0
et
n
0< ) a,<1
p=0

donc

O<r, <1
par suite

InZl<nlzl"< |z

et comme la série de terme général | z |" converge pour | z| < 1, il en estde
méme de la série R donc le rayon de convergence de la série R est supérieur a1.

b) Si z est un nombre complexe tel que | z| < 1 ona

Rz)= ) r, 2"
n=0
donc
(1 — z) R(Z) =Ty + z (rn+l e ")Z“+1

n=0

Z"=1— A(2)

=1—-Y a
n=1



PROBLEMES DE SYNTHESE 287

par suite
R(z) = —ll‘—f%z).
Orona
By =720
donc
1+ B(z) = 1_—_]%
et

RE)[1+ B@)] = ;.

Il en résulte que pour tout nombre complexe z tel que | z] < I, on a

RZ)[1+B(z)] =Y =

nz0

or
n=1
R(z)(1 + B(z)) = R(z) + R(z) B(z) = 1 + ) (r,, +Yr, b,,_p)z"
p=0

nz1
done, pour tout entier n supérieur 4 1, on a
r,,+ r',,_lbl 4. rﬂ_zbz o+ o ’{“Tnb.,:
30 a) Pour chaque entier p on a

lim X, ,=(r¢+r  + -+ rp}( lim b,,) =(ro+r, + - +r)L.

n—+eo n=+w

D’aprés la question précédente, si p < non a
Ay ¥+ N p=1

et X,

n,p “'-<- 1.

et Y, , sont positifs, donc X,

Hap

Il en résulte que
(ro+ - +r)L<g

donc

1
Fo b0t Py & I
or r; > 0 pour tout entier k, donc la série de terme général r, converge et sa
somme p est inférieure 4 1/L. De plus on a

lim (”lim X,,_p)=pL
p—* 4o =+

et ul < 1.
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b) Si p, n sont des entiers tels que p < non a
r,=1-X

np n.p
donc
lim Y,,=1—(ro + - +r,)L.

n—++mwm
Or pour tout entier k supérieur 2 1.ona 0 < b, < 1 donc

Yop STper + 41,
donc

lim Y,,<p—(rg+ - +r,).
n—+ o

Par ailleurs 1 — (ro + --» + r,).L tend vers 1 — uL lorsque p tend vers + o
et 1 — pulL = 0donc

0 < lim (1im };.P)=l—pLép—p=0

p~++o \n—=+oo

par suite up = 1/L.

8.4

1. 1° Etudier briévement Papplication f définie sur R par
f@@) =11

et montrer que cette application induit une bijection de R* sur RZ.

20 On définit par récurrence une suite (x,),>o en posant xp = — 1 et pour
chaque entier i1 supérieur 2 |

x,—x2=x,_, e x<O0.
a) Montrer que la suite (x,),> ¢ est strictement croissante et a pour limite0.

b) Montrer que la série de terme général d, = x4, — X, est convergente
et donner la valeur de sa somme.

¢) Montrer que la série de terme général Log (1 + d,) est convergente et que
la suite de terme général

po=(+do) (1 +dy)..(1 +d)
a une limite comprise entre | et e.

30 Soit /1 une fonction réelle 4 valeurs positives définie et continue sur I'inter-
valle [x,, x,]. On définit par récurrence sur 7 la fonction f, sur I'intervalle
[xm X+ I] en posant

So(x) = h(x) si xe€[xg X1

0 = fua) + [ fumat = DAt s m3 1 et xeDnnal.
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a) Montrer qu’il existe une fonction f définie sur [— 1, O[ telle que

SR =1x)  si x€[xpX].

b) Montrer que la fonction fest continue sur [— 1, O] et admet en tout point
de ]xy, O[ une dérivée f'(x) égale a f(x — x?). Quelles hypothéses supplémen-
taires doit-on faire sur la fonction & pour pouvoir affirmer que la fonction fest
dérivable en tout point de ]— 1, 0[ ?

4° @) Montrer que dans P’intervalle [x,, O[ Ia fonction f est croissante et que,
dans Pintervalle [— 1, x, ], elle est majorée par mp, ol m est la borne supé-
rieure de la fonction 4 et p, le terme général de la suite étudiée au 2° ¢).

b) Montrer que la fonction fadmet une limite 4 gauche / au point O et que/ est
un nombre strictement positif si la fonction h n’est pas identiqguement nulfe.
Que devient la limite / si la fonction 4 est remplacée par Kh ol K est un
nombre réel positif donné ?

Il. On définit par récurrence une suite de fonctions (g,),s, sur kintervalle
[0, 1] en posant pour chaque élément x de [0, 1],

go(x) =1

1.

W

g(x) =1+ j gyt — H)dt i n

(4]
10 Montrer que pour chaque entier » la fonction g, est une fonction poly-
ndme et que la fonction qui associe a4 chaque élément x de [0, 1] le nombre réel

8i(x) + £,(1 — x)
est constante.

2° g) Montrer par récurrence sur n que pour tout élément x de [0, [] on a
xil
0 < gu(x) o gn—i(x) < ; -

b) En déduire que la suite (g,),»0 converge uniformément sur [0, 1] vers la
fonction g continue et dérivable, et que pour tout élément x de [0, 1] on a
g'(x) = glx — x7).

32 On suppose que ¢ est une fonction réelle définie et continue sur [0, 1]
et que pour tout élément x de [0, 1] on a

@(x) = J et — t*)dt.
0
a) Montrer que si
M = sup I(p(t)l et si xel0, 1]
re[0,4] )
ona
M
|(p(x)| < 5"

CALVO. — Exercices d’analyse T¢F cycle, 2¢ année et Spéciales MM* 10
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b) En déduire que la fonction ¢ est nulle sur [0, }] et montrer ensuite que la
fonction ¢ est nulle dans tout I'intervalle [0, 1].

40 Montrer que si ¥ est une fonction réelle définie et continue sur [0, 1],
dérivable sur ]0, 1[ et si pour tout élément x de J0, 1[on a

V') = Ylx — x%)
alors la fonction Y est proportionnelle & la fonction g définie au 2°.

50 Soit k& une fonction réelle définie et continue sur [— 1, x,] & valeurs posi-
tives. Montrer qu’il existe une fonction F a valeurs réelles et une seule, définie et
continue sur [— 1, + 1] dérivable sur ]x,, 1[ qui vérifie les deux conditions

F(x)=Fx—x*) si xelx,]1[
F(x) = h(x) si xe[— L x,].

1. 1° L’application fest dérivable. Pour tout nombre réel f on a
f@y=1-2z.
Le tableau de variation de fest donc

f — L + oo
f'@® + =
S -0 2 1 X -~ @

En particulier on a
J0)y=0 et lim f(f) = — c©

==
donc f induit une bijection de R% sur R%.
20 a) Pour chaque entier n supérieur 2 I, on a
Xy = Xp—q = xrl:

donc
X, — Xp—q >0

par suite, (x,),» o est strictement croissante ; comme (x,),>o est majorée par 0,
elle converge. Posons
l= Hm x,.

n—++co

Alors I < Oetonal —I* = [doul=0.
b) Pour chaque entier n, on a

n
z dp = Xp+1 — Xo
r=0

donc la série de terme général d, est convergente et sa somme est 1.
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¢) Comme d, tend vers 0, lorsque » tend vers + oo, on a Log (1 + d,) ~ d,
et par suite la série de terme général Log (1 + d,) est convergente. Cette série a
tous ses termes strictement positifs donc

0< Y Log(l+d,)

n=0
de plus, comme d,, est positif pour tout entier #, on a

Log (1 + d) < d,

donc
0< Y Log(1 +d,)< d,

n=0 n=0
d’olr
0< Y Log(l+4d,)<1.
n=0

Pour chaque entier n, on a
Lop =X Lagll + 4

donc la suite (Log p,),>( 2 une limite strictement positive, inférieure 2 1 et par
conséquent la suite (p,),> o a une limite telle que

1L < lim p;5e.

n—~+w

3° @) 1lsuffit évidemment de montrer que pour tout entier # supérieur 2 1 ona

.f;u— 1 (xu) = -ﬁl(xn)
et ceci résulte immédiatement de la formule de récurrence définissant f;,.

b) La fonction f définie & la question précédente par recollement de fonctions
continues est évidemment continue.
Soit x un élément de ]x,, O[. Si x appartient & un intervalle ouvert ] x,, x,, [

ona
J0) = 3 = fomr0) + | focst = 1y
donc
S = £0) = fueslx = 3
or

€x = x* € X1 = X4y
donc (x — x?) appartient & Jx, _,, x,[ et f,_,(x — x?) = f(x — x?), par suite
J'(x) = f(x — x?)

Si x est I'un des x, (n > 2) alors f posséde une dérivée 2 droite au point x, égale
a fo_1(x, — x2) = f._,(x,-,) et une dérivée a gauche au point x, égale a

fn—z(»"n = xi) =fn—2(xn—l)
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or

fn‘— I(xn— I) = fu—z(xu— l) = f(xn = X:)
donc f est dérivable au point x, et on a
£ = f(xe — X3) -

Pour que f soit dérivable sur ]— 1, O[ il faut que 4 soit dérivable sur }— 1, A
et que la dérivée a gauche de 4 au point x, soit égale a la dérivée a droite de fi
au point x, ; cette condition s’écrit

h;(xz) = folxy — x%) = fo(— 1) = h(—1).

40 g) Comme la fonction 4 est positive, la fonction f; est positive et on voit
facilement par récurrence sur n que chaque fonction £, est positive donc f est
positive. Or on a vu 2 la question précédente que pour tout élément x de

1» 0[ a
e 1109 =f(x — 5

donc f est croissante sur [x;, O[.
Sim= Sup h(f),on a pour tout élément ¢ de [xo, x,], h(f) < m soit

t € [xo,x1]
fOS<mOrpy=1+dy=14+x —Xo=2+x et — 1 < x; <0 donc

Po = 1, par suite pour tout élément 7 de [x,, x,] on a
f(t) < mpo .

Supposons que pour tout élément ¢ de [— 1, x,,,] on ait
f(t) < mp,

alors si x appartient & [x, 4, X,4,] on a

SO0 = funi) = fixaa) + | S0 — Pyt

or £,(X,+,) < mp, et pour chaque élément ¢ de [x,,, x] on a f,(t — t*) < mp,
donc on a

x

S0y < mp 4 mp, |

Xn+1
soit
f(x) < m‘])"(l + X = Xps 1) < mpn(l 2 g du-r l)

et comme p, 4, = Pa(l + d,4,) on a bien

SX) < mpyyy -
Comme la suite p, est croissante, pour tout élément x de (— 1, x,4,],ona aussi

S(x) < mppyy
donc pour tout élément x de [— 1, x,;,] ona

f(x) < mp,y,y
et la propriété est démontrée par récurrence.
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b) Comme la suite (p,), o converge, elle est majorée donc il en est de méme de
la fonction fsur [— 1, O[ ; or la fonction f est croissante, par'suite elle posséde
une limite finie / 4 gauche au point 0 qui est égale & sup f(x). Si & n’est pas

xe[0,1]
identiquement nulle sur [x,, x,], la fonction & donc la fonction f'prend une valeur
strictement positive en au moins un point de [x, x,] donc / est strictement
positive. Si la fonction 4 est multipliée par un nombre réel positif K, on voit
facilement par récurrence sur n que chaque fonction f;, se trouve multipliée par K
donc fest multipliée par K et / aussi.

II. 1° La fonction g, est une fonction polynéme sur [0, 1]. Si pour unentier
naturel n, la fonction g, est une fonction polyndme, il en est de méme de lafonc-
tion qui associe 4 chaque élément ¢ de [0, 1] I’élément

gn(t e Itl“)

et de I'intégrale de cette fonction entre 0 et x. Il en résulte que g, . ; est une fonc-
tion polyndme sur [0, 1], donc pour tout entier naturel 7, la fonction g, est une
fonction polyndme sur [0, 1]. Soit x un élément de [0, 1], on a

go(x) + go(1 — x) =2
etsinz=1

x 1-x
Mﬂ+&0—ﬂ=2+L&q0~ﬂm+f gas(t — 1) dt.

0

En faisant le changement de variable t = 1 — i dans la deuxiéme intégrale on

trouve
x X

8(x) + gl —x)=2+ I a1t — 1?)dt — J gn-1(u — u?) du
(1] |
donc

80 + g =0 =2+ | g -

et la fonction qui associe & chaque élément x de [0, 1] le nombre réel

gn'rx} + g.u(] - x)
est bien constante.
2° a) Pour chaque élément x de [0, 1] on a

x

8o(x) = 1 el gl(x)=l+I dt =1+

o

donc

x
0 < g4(x) — go(x) < e
Supposons que pour un entier z supérieur a 1 on ait pour tout élément x de [0,1]

x"
0< g,,(X) = gn—l{x) < }ﬁ-
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Alors, pour tout élément x de [0, 1] on a

£V~ 0) = | Gt =1 = g it~ D) de
0

donc
x 1__13 x
0 < gu+l(x) M g,,(x) < j -r’L-—'"ld[ < j _t: di
o L gﬂ!
et comme
x f‘ xn‘-l
= !=__.._——
nn!d n+ 1!
ona

+1

x"
0 < gps+1(¥) — 8ux) < n+1)!

d’olr par récurrence sur n, la majoration demandée.
b) Désignons par (e,),» o la suite numérique de terme général

1 1
— e e

i g L
T T =k

3
Si p, g sont deux entiers naturels tels que p > ¢ on a pour tout élément xde [0, 1]

0<g,(x)—gdx)<e, —¢.
Or (e,),> o est une suite de CAUCHY qui converge vers €, donc pour toutnombre

réel strictement positif ¢, il existe un entier N tel que la condition p = ¢ =2 N
entraine e, — €, < &, donc pour tout élément x de [0, 1]

0 < gp(x) = gq(x) <E.

Il en résulte que pour tout élément x de [0, 1], la suite (g,(x)),> o converge, donc
la suite (g,).»0 converge. Posons g = lim g,, alors on a pour tout élément x

n-*+

de [0, 1] et pour tout entier n
g(x) . gn(x) = ;Z+1 (gp(x) i gp— l.(x))

donc
0<gx)—gx)<e—e,.

Or (e — e,) tend vers 0 lorsque » tend vers + oo, donc la suite (g,),>o converge
uniformément vers g. La fonction g est donc continue. Par ailleurs, pour tout
élément x de [0, 1] et tout entier naturel n, on a

8(x) = g,(x — x*)

donc la suite (gh),»0 converge uniformément. Il en résulte que la fonction g est
dérivable et que

g = lim g

n—++aw
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donc pour tout élément x de [0, 1], on a
g'(x) = glx — x?).

30 a) Sixe[0, 4etsize [0, x},ona(r — t?) € [0, }]donc | o(r — ?) | < M.
Il en résulte que
M

ltp(x)lsj:ltp(t‘—tznd!f;Mxé?.

b) Comme @ est continue sur I'intervalle compact [0, 1], il existe un élément x,
de cet intervalle tel que | ¢(x,) | = M. Or on a vu que pour tout élément x
de [0, 3], on a | ¢(x) | < MJ2 donc M < M2 et ceci implique M = 0 donc ¢
est nulle sur [0, 4]. S1 x € [4, 1], alors pour tout élément ¢ de [0, x] on a

(t—1)el0,3]

donc

o(x) = j:(p(t ~1%)dt=0

par suite ¢ est nulle dans tout I'intervalle [0, 1].
40 Posons Y(0) = « et considérons Ia fonction ¢ définie sur [0, 1] par

o=y —xg.
Pour chaque entier n, on a g,(0) = 1 donc g(0) = 1, par suite ¢(0) = 0. Pour
chaque élément x de 0, I[ on a

Y'(x) = Ylx — x?)
g'(x) = glx — x?)

donc
¢'(x) = @(x — x7)

per conséquent pour chaque élément x de [0, 1] ona
o(x) = j ot — 1?)de.
o

Il résulte de la question précédente que ¢ est nulle sur [0, 1] donc ¥ = ag.
50 Soit F une fonction vérifiant les conditions de I’énoncé. Pour chaque
élément xde [—- 1, x;]ona

F(x) = h(x) = fo(x) = f(x)

ol f'est la fonction définie a la question I, 39, a). Nous allons montrer par récur-
rence sur n que pour chaque entier n supérieur 1, la fonction F coincide avec f
sur [— 1, x,]. Soit donc n un entier supérieur a 1 tel que pour tout élément x
de [- 1, x,], on ait F(x) = f(x) ; alors si x est un élément de [x,, x,,,] on a

F(x) = F(x — x%
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or
(x = xNel—1,x]

donc
Fix — x?) = f(x — x*) = fo_1(x — x?)
et
F'(x) = fo-1(x = x?)

par suite

FO) = fumale) + | oot = ) dt = £, = 19

Il en résulte que F coincide avec f sur [— 1, 0[. Comme F est continue, on a
F(0) = lLim f(x).

x—=+0_

Par ailleurs la restriction G de F [0, 1] est continue, dérivable sur ]0, 1] et
pour tout élément x de ]0, I[on a

G'(x) = G(x — x)
donc il résulte de la question II, 4° que G est proportionnelle 4 la fonction g
définie 4 la question I, 29, @). On a précisément

G=1.g ou I = lim f(x).
x—+0-
Nous venons ainsi de montrer que s'il existe une fonction F satisfaisant aux
conditions de 1’énoncé, alors nécessairement

(i) la restriction de Fa [— 1,0 est /.
(i) F(0) = lim f() =1,
=0~

(iii) la restriction de F a [0, 1] est /.g.

Réciproquement, on vérifie sans difficulté, que la fonction F définie sur [0, 1]
par les conditions (i), (i), (iii) satisfait aux conditions de I’énoncé, donc cette
fonction est la seule solution du probléme posé.

8.5

L 1° Pour chaque nombre réel positif k, on définit la fonction réelle f; sur R,
en posant pour tout élément ¢ de R,

fit)y=1t"e""*

et on désigne par C; son graphe.
a) Etudier f; au voisinage de 0.

b) Etudier les variations de f; et dessiner sur un méme graphique les différents
modéles des courbes C,.
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2° Montrer, sans la calculer, que pour tout nombre réel positif k, I’inté-
grale généralisée

+m
ll = j tie‘_'d‘
4]

est définie.
3° @) Trouver une relation de récurrence entre 7, et I, , ,.
b) Calculer I, en fonction de k lorsque k est entier.

IL. On désigne par E, P'espace vectoriel réel des fonctions polyndmes de
degré inférieur a 2.

1° Pour chaque élément p de E,, on définit la fonction réelle ®(p) en posant
pour chaque nombre réel x

?(p) (x) = Ew (& —4xt—2x)e " p()de.

a) Montrer que @ est un endomorphisme de E,.
b) Former la matrice A de ¢ par rapport  la base de E, formée des fonctions
Pos P1» P, définies pour chaque nombre réel x par

Po(x) =1 pi(x) = x pa(x) = x%.
2° Trouver les valeurs propres de 4.
3© Soit s un nombre réel non nul. Quels sont les éléments p de E, tels que

@(p) = sp ? On précisera la fagon dont cette question se rattache a la précé-
dente et I’on discutera suivant les valeurs de .

IIT. On se donne un nombre réel s non nul et une fonction réelle g définie et
continue sur R,. On suppose que les intégrales généralisées

+ o +w + o
j e " q() dt j te " g(t)de J e "q(t)dt
o (1] 0

sont définies.

On se propose de chercher s'il existe une fonction réelle f possédant les pro-
priétés suivantes.

(i) f est définie et continue sur R,

(ii) les intégrales pénéralisées

+e

j:m e f(r) dt J:m te”" f(1)de L e ' f(1)dt

sont définies,
(iii) pour tout élément x de R, on a

+ o0
f(x)=% j  —4axt—2x)e”" f(1)dt + q(x). (1
0
S'il existe une fonction f possédant les propriétés (i), (ii), (iii), on dira quf¢ fest
une solution de ’équation (1).
1° On suppose que g est la fonction constante de valeur 0. Etudier si dans ce
cas I’équation (1) admet une solution ; s’il en existe, trouver toutes les solutions.

Cawvo. — Exercices d’analyse 1¢7 cycle, 2° année et Spéciales MM* 11
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20 On revient au cas général. On cherchera a résoudre I'équation (1) en

posant
f=q+g

ol g est une fonction & déterminer. On montrera que si f est solution del’équa-
tion (1), g appartient & E, et les coefficients de g sont les solutions d’un systéme
linéaire dont les seconds membres sont exprimés 4 ['aide d’intégrales définies.

30 Soit a un nombre réel strictement positif. On prend pour ¢ la fonction
définie pour chaque nombre réel positif x par

q(x) = e 7,

Calculer les seconds membres du systéme linéaire précédent. Discuter suivant
les valeurs de s et a, I’existence de solutions pour I'équation (1). Expliciter les
solutions lorsqu’il y en a.

Solution

1. 1° @) Sik = 0, on a fi(0) = 1 et le développement limitéal’ordre 2 de f;
au voisinage de O est
12
km=hu+5+w%

La tangente 4 C, au point (0, 1) est paralléle a la seconde bissectrice des axes et
C, se trouve au-dessus de la tangente.
Sik > 0, on a f;(0) = 0; au voisinage de 0, on a

=t —=t+o@) =17+ o).
La tangente & C, au point (0, 0) est donc I'axe Oysi0 < k < 1,'axe Otsik > |
et la premiére bissectrice des axes si k = 1. Dans ce dernier cas, la courbe se

trouve au-dessous de la tangente.
b) On a pour tout nombre réel positif k

lim fi(t) =0

—=+oc

et pour tout nombre réel positif ¢
K@ =1"ek - 1)
=2 e'(* =2kt + k¥ — k).

Si k = 0, pour tout nombre réel positif ¢, on a fo(t) < 0 et fo(t) # 0 donc C,
ne posséde aucun point d’inflexion, et le tableau de variation de f, est

t 0 + o

Jo(®) -
S | 1\ 0
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Si k > 0, la dérivée de £, s’annule une fois pour f = k, elle est négative pour
t > k et positive pour ¢t < k, donc la fonction f; posséde un maximum pour
=¥

Le tableau de variation de f; est

t 0 k + o
K@) + 0 -
VK
A | 0 A (’E‘ ) N 0

Si 0 < k <1 la courbe C; posséde un poini d'inflexion pour t = k + Jk;
si k > 1 la courbe C, posséde deux points d’inflexion pour

t=k+Jk e 1=k- k.

On a donc les graphes représentés a la page suivante.
20 Pour tout nombre réel positif p ona lim t?e™" = 0. En particulier si k

t—= 4

est un nombre réel positif, lim t**2e~* = 0 donc il existe un nombre réel
t++w
positif 4, tel que si ¢ > A, onait t* e™* < 1/t2 1l en résulte que I'intégrale géné-
ralisée
+
j et dr
Ax

est définie, donc il en est de méme de /.
30 g) Une intégration par parties donne

+m +x
1.+.=j fle'dt= lim [ 'e™ P +k+1) retdt

0 T4+
donc
Ly =+ 1)1,
b) Comme
Iy = IM e'dt= lim [—e™"]g =1
1] T+
ona

-

pour tout entier naturel k.
IL. 1° @) Pour chaque élément p de E, et chaque nombre réel x, on a

+ 0

&(p) (x) = j:w e " p(t)dt — 4 x L te”" p(t)dt — 2x? j:we" plr) dt
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donc @(p) appartient a E,. De plus, si p, g sont deux éléments de E, et o, f deux
nombres réels on a pour chaque nombre réel x

+ o

(ep + Bg) (x) = j (" — 4xt — 2x%) (ap(r) + Pa(t)) e ™" dt

]

+a
=aj (® —4axt —2x*)p(t)e " dr +
]

+ o
+ B L (t* —4xt — 2x¥)g(r)e" dt

a®(p) (x) + P(g) (x) = (x2(p) + pP(9)) (x)

donc

P(op + fg) = aP(p) + PP(q)

et @ est linéaire, donc @ est bien un endomorphisme de E,.
b) On a pour chaque nombre réel x
+w
D(p) (x) = j (P —4xt—2xY)e'dt=1,-4axl, —2x*1,
0
=2—4x—2x*
donc
D(po) =2po —4py — 2p,;

de méme, on a
+ow
d>(p,)(x)=J (12—4xl—2x2)!e"'dr=13—41:!2-21:21.
0

=6—8x—2x%
d’oli
D(py) =6po — 8p, — 2p,
et

+ oo
P(py) (x) = I (*—4xt—-2x)Pe " di=1,—4xl, - 2x%1I,
0

=24 —-24x —4x®

d’ou
D(p;) = 24po — 24p, — 4p, .
Il en résulte que la matrice de @ par rapport 2 la base (po, p,. p,) de E, est

2 6 24
A=|-4 -8 -2].
i = 3 i
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20 Le polyndme caractéristique de A est
P =det(A—-—A)=-A+2)(4 + 4.

La matrice 4 posséde donc la valeur propre simple 4, = — 2etla valeur propre
double 4, = — 4.

30 Sis# —2ets# — 4, le seul élément p de E, tel que P(p) = s.p est la
fonction polyndme nulle. Sis = — 2, les éléments p de E, tels que &(p) = — 2p
sont les vecteurs propres de @ relatifs a la valeur propre — 2. Leurs coordon-
nées (o, a,, a,) par rapport 4 la base canonique vérifient donc

4ao+6a|+24ﬂ2=0
—4a,—6a;, —24a,=0
—2ao—2a;,— 2a,=0

d’oli 'on tire

__1o, 1
a; = g do a = 900
par suite les fonctions polyndmes p appartenant a £, telles que ®(p) = — 2p

sont de la forme
px) = A9 — 10x + x?)

ol1 A est un nombre réel.

Si s = — 4, les éléments p de E, tels que @(p) = - 4 p sont les vecteurs
propres de @ relatifs & la valeur propre — 4. Leurs coordonnées (a,, 4,, a,) par
rapport 4 la base (p, Py, P») vérifient donc

6a, +6a, +24a, =0
_400“_401-‘240220

—2a9 — 2a, =0
d’ou I’on tire
a.=—a, a,=0
par suite les fonctions polyndmes p appartenant 2 E, telles que &(p) = — 4 p
sont de la forme
p(x) = p(x = 1)

ol u est un nombre réel.

III. 1° Sifest une solution de Iéquation (1) dans ce cas et si 'on pose

o= _‘-M e f(r)dt B= I:m:e"f(t) dr P = j:me“‘f(t)dt

o

alors pour chaque nombre réel x on a

f(x)=~ls—(oc—4ﬁx + 2yxY)
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donc f appartient & E, et on a @(f) = sf. Chaque élément f de E, vérifie les
conditions (i) et (ii), donc les solutions de I’équation (1) dans ce cas sont les
fonctions polyndmes trouvées a la question II, 3°.

2° Posons f = g + g et supposons que f soit solution de I’équation (1).
Comme les intégrales

+w

+w + o
K, = j e 'qg(dt K, = j- te "gydt K, = J e g(r)de
1] (1] (1]

sont définies, il en est de méme des intégrales

rm e " g(t) dt Ew te " g(t)dt jm t?e " g(f)dt

] o

et ona
1 Te 2 2 -F l 2
g(x)=; (" —4xt—2x%e g(t)dt+-s—[K2—4K,x—2K0x]
0
donc g appartient & E, et pour tout nombre réel x on a

sg(x) = ¥(g) (x) + [K; — 4 K, x — 2 Ko x7]
d’oli en désignant par (ay, a,, a,) les coefficients de g par rapport 4 la base (pg,

PanJ
sag = 2ay + 6a, +24a, + K,
sa, = —4a9 —8a, —24a, — 4K,
sa, = —2ag—2a, —4a, — 2K,
soit

‘ (2—3)a0+60|+24ﬂ2=_K2
—2ay,—2a, —(4+s)a, =2K,.

Le déterminant des coefficients de ce systéme est P(s) ot P est le polyndme carac-
téristique de A. Par suite ce systéme posséde une solution et une seule lorsque
§# — 2ets #£ — 4 ;dans ce cas il existe un seul élément g de E, vérifiant pour
tout nombre réel x la condition

sg(x) = @(g) (x) + (K, — 4K, x — 2K, x?)

et la fonction f = g + g est bien solution de E, car elle vérifie bien les trois
conditions énoncées au début de la question III.

3¢ La fonction réelle g définie sur R, par

a9 = e~

avec a € RY est définie et continue sur R, de plus les intégrales

+ +w +@
j e ' q(r)dt J- te ‘g dt j e " g(f)de
o 0 0
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sont définies pour a > Oeton a

r+ o +m

e 1
KO: [ df=['—ae “]

<40

.S

a
r+ o0 1

K, = re'“dt=[ (— _)]
Jo a

o+ oo 2 oo

2 .t 2t 2 2

K, = r’e“dl=[—e“‘(—+—~z+—3)] ==.
J0 a a a o a

0

Le systéme qui définit les coefficients ao, @,, a, de g sur la base (po, P, P2) €st alors

2
(Z_S)ao+ﬁal +24az= - 3
a

M| —4a,— @B +s)a, —24a2=-4-§

a
2
—zao_zal_(4+s)az—"_1

Sis# — 2ets# — 4, ce systéme est de CRAMER et il admet 'unique solution

- 2a® 6 24
4/a* -8 +5) —,24
g ) =2  —@+H)
g —G+2)6+ 9
_28'—24Qa’ +a—N)s-20a"-3a+1)
a’(s + 2) (s + 4)?
2—5 - 2/a® 24
-4 4/a® - 24
o L= | -2 2a —(@+9)]
: — G+ 2D+
L T L okl ik L
a*s + 2) (s + 4)°
2 —i$ 6 - 2/a®
=] - 8+59) 4/d*
-2 -2 2/a
ad; = - ke

—(s+2)(s+49)

—2a*s* —43a*—2a+ 1)s—16@* —2a + 1)
aGs +2) ¢+ 9 ’
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Dans ce cas on a pour tout élément x de R
g(x) = ap + a, x + a; x*

oll ag, a,, a; ont les valeurs trouvées ci-dessus, et I'unique solution de I'équa-
tion (1) est la fonction / définie sur R, par

fO) = ag + ay x + az x* + et

Sis = — 2, le systéme (I) devient

f 2
| 4ao+6a‘+24ﬂz=—;

4

(I ¢ —4a,—6a, —24a, = —

a

2

—2(?0“‘2{11"‘ Zﬂz—-"'l'.

Sia # 1, le systéme (II) n’admet pas de solution et I'équation (1) n’en posséde
pas non plus. Si a = 4, le systéme 11 est indéterminé et on a

{Zao+3ﬂ1+120‘2=—8
ap+ a;+ a;=-—2

d’ol

a,=—10a, — 4 a, =9a; + 2
par suite g(x) est de la forme

gx) =2(x* - 10x+9) —4x+2
ol A est un nombre réel et les solutions de I’équation (1) sont les fonctions /
de la forme

fG)=e"* + 2(x* - 10x+9) —4x + 2.

Sis = — 4, le systéme (I) devient

6ag+ 6a, + 24a, = —-—2-5
a

(lll) "“4“0""4“1_24a1=

RIN B a

—2ay— 2a,
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Ces équations sont compatibles si

2 4 2
- +—+-=0.
a a* a
Or a > 0, donc cette condition est satisfaite si et seulement si @ = — I + \/i
Sia# — 1+ \/5, le systéme 1II ne posséde pas de solution et I'équation (1)
n’en posséde pas non plus. Sia = — 1 + /2, le systéme Il donne
242
B g
a, + a; = — (1 + 2)
par suite g(x) est de la forme
2 442 =
g0) = — 222 — (14 VD) x + w1 — )

oll u est un nombre réel et les solutions de I'équation (1) sont les fonctions fdela
forme

f(x) = 2= Vx _ gﬁ'%l/_gxz —(L+ D x+ pl — x)

ol p est un nombre réel.

8.6

I. On désigne par @ I’ensemble des fonctions complexes de variable complexe
définies dans tout le plan complexe et représentables par une série entiére de
rayon de convergence infini.

10 Prouver que relativement aux opérations d’addition et de multiplication
habituelles, @ est un anneau commutatif.

20 Pour chaque élément fde @ tel que

J@ =} a7

nz0
et pour chaque élément r de R, on pose
M(r) = 3 A a [,

r=0
Montrer que la fonction M, est définie, croissante et indéfiniment dérivable
sur R*. Quand est-elle strictement croissante ?
30 Soient f, g deux éléments de @. Montrer que pour chaque élément rde R,
ona
My, ) € MAr) + M/r)

M (r) < M(r) M(r) .
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4° Montrer que si M, est une fonction bornée, la fonction f est constante.

5¢ Déterminer les fonctions M, (1 < i < 3) associées aux fonctions f;
(1 < i < 3) définies par

fi@=¢" fi(z)=sinz fiz)=chz.

Il. On appelle G I’ensemble des fonctions f appartenant a @ telles que, pour
chacune d’elles, il existe un nombre réel a vérifiant pour tout élément r de R,

Mgr) < e”. 1)
Si f est un élément non nul de G, on pose

Log M ((r
of) = sup EMAD
r=0

1° Soit f un €lément non nul de G.

a) Démontrer que ’ensemble E des éléments o de R vérifiant (1) posséde un
plus petit élément égal a v(f).

b) Montrer que [ £(0)] < 1. que v(f) > 0 et que la condition | £(0) | = I
entraine v(f) > | 7'(0) |.

¢) Caractériser les fonctions non nulles f de G telles que o( /) = 0.

20 g) Calculer v(g;) (1 < i < 4) pour chacune des fonctions g; (I < i < 4)
définies par g,(z) = e7%, g,(2) = ch z, g4(z) = 1 + z et g4(2) = a, 2" ol p est
un entier naturel et ol a, # 0.

b) Soit ¢, la fonction définie par

oo =1+ Y (5)

nz1 \N

Montrer que v(gy) = 1.
30 Soient f, g deux éléments non nuls de G. Démontrer que leur produit
appartient & G et que

v(fg) < of) + v(g).

II1. Soit f'un élément non nul de G. Pour chaque nombre complexe z, on pose

f@=Y a,z".

nz0

19 g) En remarquant que pour tout entier naturel n et pour tout nombre réel
positif r, on a
la, | r" < Mr)

démontrer que pour tout entier n supérieur a2 1 on a

Zla, ' < o).
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b) On pose alors

1/n

w(/f) = 1 supn|a,|
€ nz1
démontrer que
w(f) < o(f) <ew(f).

2° g) Montrer que pour tout couple (a, b) de nombres réels positifs et tout
entier # supérieur a 1 on a

Ya+b<a+b.

b) En déduire que si £, g sont deux éléments non nuls de G, pour que / + g
appartienne a G, il faut et il suffit que

|70 + 0] <1.
De plus si f + g n’est pas la fonction nulle, montrer que

o(f+ g) < e[u(f) + v(g)] -

Solution

L. 10 On sait (¢f. C. E., Ch. 6, § II, n* 112) que la différence et le produit de
deux séries enti¢res de rayon de convergence infini sont des séries entiéres de
rayon de convergence infini, donc & est un sous-anneau de I’anneau des fonc-
tions complexes de variable complexe définies dans tout le plan complexe. Par
suite @ est un anneau commutati.

20 Comme f converge absolument dans tout le plan complexe, la série de
terme général | a, | r" converge uniformément pour r dans R,. Sa somme
M ((r) est donc définie et la fonction M, est indéfiniment dérivable dans R, Sir,
r' sont deux éléments de R, tels que r < r* alors, pour tout entier naturel #, on a

la, | r" < |a,|r™

donc
M(r) < M(r')

et M est croissante. La dérivée de M, est donnée (¢f. C. E., Ch. 6, § 11, n° 113)
par
Mr)= Y mja )" ".
1

nz

Pour qu’elle soit strictement positive pour r > 0, il faut et il suffit qu’il existe un

entier k supérieur & | tel que 4, # 0. Par suite pour que M, soit strictement

croissante, il faut et il suffit qu’il existe un entier k supérieur & 1 tel que a, # 0.
3° Pour chaque nombre complexe z posons

f(2)= Z anz" g(Z)-_— Z b"zll

nz0 nz0
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alors on a
f+o (@)= );D (@, +b)2" (fR)(2) = );0 Cu 2"

avec pour chaque entier n
&= ) @b,

ptg=n

donc pour chaque nombre réel positif r, on a
My =Y la,+b,|r" M)+ M=} (la,| +1b,1)r"
nz0 n=0

M (r) = .?;o le, | r” M) M(r) = éa d,r"

avec pour chaque entier #

d,= 3 la,llb,l

ptg=n
or, pour tout entier 77 on a
la, + b,| <la,| +ib,]

leal € Y la,ll byl =d,

o+g=n
donc pour chaque nombre réel r, on a
My, (r) € M(r) + M(r)
Mg (r) < M(r) Mr).
4° Posons pour chaque nombre complexe z

=5 a#

nz0

et supposons que M, posséde un majorant 4. Alors on a pour tout nombre

réel positil
Y ol A
nz0
donc
lag| < A
et pour tout entier # supérieur a 1 et tout nombre réel positif r
A
lanl < -
rﬁ'

parsuite | @, | = Osin > 1 donca, = 0sin > | et fest la fonction constante de
valeur ay.

50 Pour chaque nombre complexe z, on a

(_ l)u 2"
n!

fi(z) = ;O
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donc pour chaque nombre réel positif r, on a
r" .
Mfl(r) - ngﬂ ﬁ =€.

Pour chaque nombre complexe z, on a

- 1) 2n+1
1= 3 Gerni’

n=0

donc pour chaque nombre réel positif r, on a

In+1
rn

M= LeEme i~

Pour chaque nombre complexe z, on a

2n

z
5O = L em

donc pour chaque nombre réel positif , on a

2n
URCED (T"n—)—! =chr.

II. 1° @) Soit « un élément de E. Alors pour tout nombre réel r strictement
positif on a
I_..E)g_‘h/’_f_@ s a

r
r:»O}

est majoré, par suite il posséde une borne supérieure ; ©(f) est bien défini
eto(f) < o

A présent observons que pour tout nombre réel r strictement positif on a

Log M(r)

donc I'ensemble

l Log M,(r)
t r

< o(f)

donc
Log Mr) < ro( /)

et
M) < ™.

Or les fonctions M et exponentielle sont continues donc pour tout nombre
réel positif on a

MAP) < €
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si bien que v( /) vérifie la condition (1). Par suite v( /) appartient & E donc o /)
est le plus petit élément de E.

b) On a
0 < MJ0) < e*™
donc
M0 <1
soit
lr@|<1.

Supposons que o( /) < 0. Alors pour tout nombre réel positif , on a
0 < M(r) <eVr

et
lim eV’ =0
r—~+o
donc
lim M/ (r) =0
r—++aw
or M, est une fonction croissante, donc M est la fonction nulle. 1l en résulte

que fest aussi la fonction nulle, ce qui n’est pas, donc v( /) = 0.
Si|£(0)| = 1, on a pour chaque nombre réel positif 7.

MAr)=1+|a|r+ Y la,|r"
n=2

donc
T4ag|r< Mdr)
par suite
Log M{r) > Log (1 + | a, |r)
etsir>0

LogM{(L)) Log(1 + |a,|r)
r x r

donc pour tout élément r de R’

>Log(l +lag|r)
- r -

o(f)

On en déduit que

oy > tim LBO L 17)

r=0 r
r>0

et comme
Li

r—=0
r>0

| ay |,

s Log (1 +|a,[r)=
r
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ona

of) > |0

¢) Si fest un élément de G tel que o( /) = 0, on a pour tout nombre réel r
strictement positif
Log M
Log M1 _
r

donc
Log M,(r) <0

et
Mir)y <1
par suite / est une fonction constante d’apres la question I, 4°.
Réciproquement, si f est une fonction constante de valeur a, avec g, # 0, on
a pour tout nombre réel r
MJr)=|a,| < "

donc o(f) = 0.
20 g) On sait que pour tout nombre réel positif r
My (r) = ¢
doncsir > 0,ona
Log M) 4

r

par suite, v(g;) = 1.
On a vu plus haut que pour tout nombre réel positif r, ona

M, (r) =chr
donc
Logchr
v(g;) = sup =pe ! .
r>0 r

La fonction g définie sur RS par

g(r) = E?g_rcﬁf

est dérivable et on a

- rthr — Logchr
) =————— g .

-
La fonction h définie sur R, par
h(r) = rthr — Logchr
est dérivable et on a
r
Wir)y=——
@ sh? r
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donc A est croissante. Or 2(0) = 0, donc I(r) = Osir > 0, il en résulte que gest
croissante sur R% donc

ng;) =

=+

Logch r
= g

Sir>0,0ona

Logchr Log(e" +e™) — Log2 Log (1 + e"’) _ Log2

=1+

r ¥ r r
Or
._2,
lim [_'O_E_(_lj___) = I L’ng =0
r 4o re+o r

donc

v(g,) = 1.

Pour chaque nombre réel positif r, on a
M =1+r
donc
Lo ] + r;
1(g3) = sup - =

r>0 r

La fonction s définie sur R} par
s(r) = Log (l_:l—_r_)

est dérivable et on a

La fonction 7 définie sur R, par
() =+ — Log (1 +r)

est dérivable et on a
1 | —-r

'( = ——— . - - ——— —
’ A+r* L4r (t+r)=
donc #est décroissante. Or #(0) = 0 donc #(r) < Osir > 0: il en résulte que s est
décroissante sur R} donc

(g3) = lim

r=+0
r>0

Logt+1n) _,
= :

Pour chaque nombre réel positif r, on a
My ()= |a,|r’
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donc
Logla,| r’
v(gs) = sup — 2 .
r>0 r
La fonction o définie sur R} par
Log|a,lr®
ofr) =~

est dérivable et on a
, p — Logla,|r’
o(r)=— = T

11 en résulte que @ posséde un maximum au pointr = ¢ a, |~*P ; ce maximum
est

ogs) = Lla, "

b) La série entiére de terme général Z"in" pour n = 1 a un rayon de conver-
gence infini donc ¢, appartient & &. Si r est un nombre réel positif, on a

M N=1+Y —.

nz1 N

Or pour chaque entier 7 supérieur & 1, on a

nm=n!
donc
’ﬁ
Mal) < 2,
soit
M, (r) < ¢

par suite ¢, appartient & G et on a v(go) < 1. Comme | o(©)| =1, on a
(o) = | 96(0) | donc v(g,) > 1 d'aprés la question 11, 1°, d’ol
po) = 1.

30 Si f; g sont deux éléments non nuls de G, on sait que fg appartienta @ et
que pour tout nombre réel positif

M, (1) < Mr) M(r)

or
M) <" M) < e

donc
Mjg(r) < etv{!)h'(ﬂ])"
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par suite fg appartient 4 G et
' v(/f8) < o(f) + ug).

IIL 1° @) Soit n un entier supérieur a 1 et soit g la fonction complexe définie
sur C par
8(z2)=aq,

alors nous savons d’aprés la question 11, 2° que
n
U(g) = E l a, I”l'l_

Pour chaque nombre réel positif r, on a
M[r) =|a,|r"

donc
M,(r) < Mgr)

par suite pour chaque nombre réel strictement positif r, on a

Log M(r) _ Log M,(r)
r r

d’olr
(g) < o(f)

soit

n
EI a,|'"" < of).
b) Pour chaque entier » supérieur 4 1, on a

n
E'anllh < U(_f)

donc

w(f) < o(f)

par ailleurs

n=0 n! ns1 n!

o _ g SOUNT_ 5 SOy

Pour chaque entier » supérieur 4 1, on a

1 >
“nla, " < w(f)
donc

:—,,n"ta.ls(umr
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et
n "
nla,|r
eryy 4 y Floalr
n=1 n:
Comme pour chaque entier » supérieur a 1, on a

H St
n'!

on en déduit que pour chaque nombre réel positif

e Fs1a Y o= Y a6l
n=1 nz=0

car |ap | € 1, donc
M‘r(?) < et
d’olt
o(f) <ew(f).

20 a) Comme a, b sont positifs, pour chaque entier # supérieur & 1, 'inéga-
lité
Ya+b<Ua+Yb
équivaut a
a+b< @ a+ Yb)

et cette inéealité est satisfaite, comme on le voit en développant son second
membre au moyen de la formule du binéme.

b) Si f + g appartient 4 G, on a d’aprés la question I, 19 b)
/@ +g©)]<1.

Réciproquement, supposons que ' J(0) + g(O)] < . Pour chaque entier »
supérieur a 1, on a

| a, + by 1" < | @, '™ + | by |'"

donc
210, + by "™ < 2l ag M+ Z1by 17 < W) + i)

par suite I'ensemble

{E]a,-l—b,,]”"ln;l]

posséde une borne supérieure w( f + g) et on a pour tout nombre réel positif r,

ewlfr "(w(f+ )" 1" e"(w(f + g))"r"
il =n);o__77_“=l+n§: T nt
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Comme on a pour chaque entier » supérieur 4 1

WS+ @) > g:fa..-kb,.l
et
L
n!

on a pour tout nombre réel positif r

e > 14+ Y la, b0

n=1
or
lay, + by | <1
donc
eI ¥ la, + b | 7"
n=0
soit

eV o > M_f-l—g(r)

par suite /' + g appartient & G et on a
o(f + g) < ew(/ + g) < e(w(S) + w(®))

et comme
w( /) < u(f) w(g) < v(g)
ona
o/ + g) < e(v(f) + ug)).
8.7 On dit qu’une fonction u de R* dans R est harmonique dans un domaine D

de R? si elle admet des dérivées partielles du deuxiéme ordre continues et si
pour tout éiément (x, y) de D, on a

A *u

u
Au)(x, y) = — (%, )) + —
(Au) (x, y) ax‘( ») 3’72
I. 19 Soit (a, b) un élément de R%. Montrer que la fonction g définie pour
tout élément (x, v) de R* - { (a, b) } par

g(x, y) = 3 Log [(x — @) + (x — b)’]

est harmonique dans tout domaine de R? ne contenant pas le point (g, b).
20 Pour tout nombre réel r strictement positif, soit (I',) le cercle de rayon r et

(x,»)=0.
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de centre A = (a, b), et soit u une fonction continue définie sur un domaine dont
Iintérieur contient 4. Montrer que

| EQe. 3] )
u(a, b) = 5— lim -‘-r: u(x, y) (é% (x, y)dy — (,Tf;(x, y) dx).

2 n r=+04

30 g) Soient et v deux fonctions admettant des dérivées partielles du deu-
xiéme ordre continues dans un domaine E dontla frontiére Fest formée d’une
ou plusieurs courbes (le domaine E est un domaine « usuel » au sens de C. E.,
Ch. 8, § TII, n° 147). Montrer, en utilisant la formule de GREEN-RIEMANN, que

[ 10 s, 3) = 5, ) o ] 0y =
v ov
[ e n(E oy -Fenar)-

- I (‘;—2 (5 ) dy = 55 (5. ) dx)] )

ol F est muni d’une orientation que I'on précisera.
b) Montrer que si u est harmonique dans E, on a

du du
L (5; (x, y)dy = -a—y(x, y) dx) =0. (2)
40 Soit D un domaine simplement connexe (¢f. C. E., Ch. 8, § I, n° 144)
de R? de frontiére C et soit 4 = (a, b) un point de D.
a) Soient u une fonction harmonique dans D et r un nombre réel positif tel

que le cercle I', de rayon r et de centre A soit contenu dans D. En appliquant
la formule (1) montrer que

jo [u(x, ) (g—i (x, y)dy - %g’(x' y) dx) -
— gx, y)(g“—x (x,y)dy — ggg("' y) d")] -
- Ll_ [u(x, ) (g—i (x, y)dy — gf,(x' y) dx) il

r

il
— glx, ») (3; (x, y)dy — %(x, ¥) dx)] . 3
b) En déduire que

u(a, b) = 5 L [u(x. » (%ﬁ- (59 dy = 2 () &) -

i) du
- g(x! y) (EE (xs y) dy = a; (xs y) dx)] . (4)
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50 On se restreint maintenant au cas ot D est le disque de centre O, de
rayon R, et 'onposea = pcosweth = psinwoul<p< Ret0 < w <2n.
Montrer que la fonction / définie pour tout élément (x, y) de D par

1 2 aRz 2 bRZ 2
"""y)=£'“°g§i[("‘?) +(”“",,?)]

est harmonique dans D et vérifie i(x, y) = g(x, ¥) en tout point (x, y) de C.
On pose G = g — h. Montrer, en utilisant (1) et (4) que

1 oG oG
u(a, b) = 5 J-m [u(x, y) (E (x,y)dy — 3y (x, ) dx)]
puis que
R? — pz
+ p? — 2 pRcos (0 — w)

2n
u(a, b) = 2_11: L [u(R cos 0, R sin 6) T dﬂ] . 5

I1. Soient D un domaine usuel de R?, C sa frontiére et ¢ une fonction continue
de C dans R%. On se propose de résoudre dans certains cas le probléme de
DIRICHLET qui consiste & trouver une fonction # harmonique dans D et coinci-
dant avec ¢ sur C.

10 Montrer que si z est une fonction harmonique dans D, on a

L» ["""”(33‘*- Ny = g";(x, yldx)] =

L) o) oo

En déduire que le probléme de DiriCHLET admet au plus une solution.
Résoudre ce probléme dans les cas suivants :
eix, ) =1 @3x,y) =»
0%, )) =x  @ux,)) = xy.
20 Calculer la solution dans le cas ou1 D est le disque de centre O etderayvon R
et ¢ est définie pour tout élément (x, y) de C par ¢(x, y) = x>
Montrer que
2 R¥(R? — p%)

u(p cos o, p sin w) = =

j:m X(t)dt

avec
i = ( — 1)’ cos’ 0 + 41*sin’ @
@+ 1’ [(R—p) + R+ p)* 7]
Montrer qu’il existe des constantes K, L, M telles que
K L M
=i 7t =3 i 2 22"
t"+1 +1) R-=—p)+(R+p)t

X(0)
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En déduire qu'on a
2

u(p cos w, p sin ) = =3 [(R* — p*ysin®* @ + 2 p> M].
+p

Déterminer M et en déduire 'expression de la solution u(x, ).

Solution 1. 19 En tout point (x, y) # (a, b) on a

?f _ xX—a
a (x, ) = x—a + (- by

o’g _ - -Gx-a
P (x, ) [ —a’ + 0 - b

y—b

g __y=b
o (x,y) = PR W
o’g =af -G-8

'_“) [(x — a)* + (v — b

Ag(x, y) =0
Par suite la fonction g est harmonique dans tout domaine ne contenant pas(a, b)

20 |l existe un nombre réel strictement positif r tel que I, soit contenu dans le
domaine de définition de u. Le cercle I', admet la représentation paramétrique.

x=a-+ rcosf 0 &0.< 3%,

y=>b+rsin0
on a alors
cos 0
a { 2 } "'r__
smO
a Ex,y) =

dx = — rsin0d0
dy = rcos 0d0 .

On obtient donc

J,. v (Eenay - Fenax)=
r‘ u(a + rcosB,b + rsin 6)do.
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Soit &£ un nombre réel strictement positif. La fonction u étant continue au point
(a, b), il existe un nombre réel strictement positif 5 tel que pour tout élément

(x, y) de R? qui vérifie V(x — @)? + (v — b)® < 1, on ait
| u(x, y) — u(a, b) | < ¢.

Soit r un nombre réel tel que 0 < r < 5. Ona
V(@ +rcos@ —a)®> + (b +rsind — b2 <
et par suite | u(a + rcos 0, b + rsin ) — u(a, b)] < &£. On obtient donc

[ j s u(x, y) (a—‘ (x, y)dy — g (x, y) dx)] — u(a, b) |

|
=51;[ j [u(a + rcos, b + rsin 6) — u(a, b)] d6

.
<2z

l 2n
J' edf =¢.
T

1]

2n
— J | u(a + rcos 6, b + rsin 0) — u(a, b) | do

<

|

On a donc

lim - Jf . 1 y)( N - Xy dx) = ula, b).

39 a) On sait (cf. C. E., Ch. 8, § III, n° 147) qu’il existe une orientation notée
E*, telle qu'en tout pomt ot il est défini, le vecteur normal soit dirigé vers
l'exléneur de E. D’aprés la formule de GREEN-RIEMANN on a

du dv
Ji'” (v(x, y) 5 (x$ y) i u(x, Y) 5_' (xv y)) dx +
(u(x y) (x. ) — v(x, y)g—i (x, y)) dy =
= [ |2 (s E ) = e L) -
-5 (vt y>§-;(x, » = utx ) 2 s, y)) d dy]

2
= L (u(x, W — (x, y) = v(x, y) (x.y)

2

~ o, y) Y (x, 3) + u(x, y) 7% ) dxdy

= |t 8005, ) = o5, 9) B, ) ax ay

d’ou la formule (1).
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b) Soient u une fonction harmonique dans D, et v la fonction constante de
valeur — 1. On a alors

dv ov
Au—Aﬂ—-B-x*—a,—

et la formule (1) devient
du u
[ (Eenar-Zena)-o.

40 Soit E le complémentaire dans D du disque de rayon r et de centre 4.
Les fonctions g et u sont harmoniques dans E ; on a alors

L (u(x, y) Ag(x, ¥) — gx, ¥) Au(x, y)) dx dy = 0.

La frontiére F de E est la réunion de C et de I, ; en orientant F comme a la
question 3¢ a) et en appliquant la formule (1), on trouve

0= L* [u(x, ) (g% (x, y)dy — g—f, (x, y) dx) =
- g(x, y) (g——: (x, y)dy — gf;;(x, y) dx)]

= [ [en(Ewner - Emna)-

o

- g(x, y) d (x, y)dy — g’: (x, y) dx)] =

=

[ Juen(ZBendy - Zwnax) -
r, ox ay

i E(X, }’)(g;(xv}’)d}’ — g_:(x’y)dx)]

d’ou la formule (3).
b) Pour tout nombre réel positif r tel que I', soit contenu dans D, on a d’aprés
la formule (2)

0 ?
J.r: (%‘x’ y)dy — 3—;(& y)dx) =0,

]

La fonction g est constante sur I', donc

L+ g(x, ) [-g—i(x, y)dy — g%(x’ » dx] ~0.
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La formule (3) devient

_[r: [u(x. y) (% (x,y)dy — g“f,(x- ¥) dx)] —
- L+ [u(x, y) (gf—c (x, y)dy — %(x, e dx) N

du du
— &(x, y) (& (x, y)dy — E;(x. ¥) dx)]-
On obtient alors

; 1 7
H(a, b) = l-’u:{ ﬂ J-r:_ [u(xs y) (ﬁ (X, }’) dy - %(x’ J’) dx)]

= 5% L+ [u(x, y)(%% (x, y)dy — g% (x, y) dx) =

— s (- P a|.

2 2
50 Le point ‘—1—3- i bp’:—) n'appartenant pas a D, la fonction & est définie,

continue et différentiable dans D. Pour tout élément (x, y) de D, ona

pz aRZ

oh R\ 2

e = 7w
ax ( aR ) ( bR )
x——) + —

p p
pz bRZ 2 aRZ 2
%h R? y = p? . p?
G- s LR\ 272
ox aR bR
[(--%5) +(-%) ]
p p
p2 bRZ)
ay 24 R2 2 bRZ 2
X — — "+ Y =
p p
pZ ﬂRz bRZ 2
62h R_Z o ;_2_- —\F= 3
2
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et par suite
Ah(x,y) = 0.

Si (x, ) est un point de C, il existe un nombre réel 6 tel que x = Rcos 0
et y = Rsinf. On a alors

g(x, ¥) = h(x,y) = } Log (R* + p* — 2 pRcos (6 — w))

donc g et k coincident sur C.
D’aprés la formule (4) on a

G &G
u(a, b) = 51-; L+ u(x, y) (—g; (x, y)dy — g(x. y) dx) =
é

1 ch oh
AT .L ux ”)(3; (x,y) dy = 72(x. 3) dx) ~

:
— b, (2 0,y - g% (x. 3) dx).

Comme u et 4 sont harmoniques, on a d’aprés la formule (1)

oh ch
[ uen(Gonay-Fmnar)-
ou du
= h(x, y) (E (x, y)dy — 3y (x, ) dx) B

. L (uCx, ) Bh(x, ) — hx y) Au(x, y)) dx dy = 0.

En tenant compte du fait que G est nulle sur C, on obtient

( oG
u(a, b) = ;*ﬂ L‘ [u(x. y) (gg (x, y)dv — 3y (x, ¥) dx)]-

En utilisant la représentation paramétrique de C

x= RcosO

e Rend D OOSAR

on obtient

2n z 2
RZ —
u(R cos 0, R sin 6) T p

o

1 —
,b - j
u(a, b) e + p* — 2 pRcos (0 — w)
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II. 1° En appliquant la formule de GREEN-RIEMANN, on obtient

L [”(" ”)( (x, y) dy — a;(x,y)dx)]=

= L} [ai( 3u)(x, y) + ; i;( g—;)(x, y)]dxdy

- L [u(x, ») (,3?- (x, ) + e (x, J’))
+ (o) + (& ) z] dx dy

N .[p [(%(x’y))z +(g;(x, J’))z]dxdy

Soient u et v deux solutions du probléme de DiricHLET. La fonction u — v étant
nulle sur C, on a

(55 %0) (520 ) o

d’oll
ﬁ_u ov
ox ox
6_u v
oy dy

On a alors du = dv et par suite u = v + K ol K appartient a R,

La fonction u, définie pour tout élément (x, y) de D par u,(x, y) = 1, est une
fonction harmonique qui coincide avec ¢, sur C. Elle est donc la seule solution
du probléme. De méme, les fonctions u,, us, u, définies pour tout élément (x, y)
de D par

w(x,y) =x  uy(x,y) =y  ulx,y) = xy

sont harmoniques et coincident respectivement avec ¢,, @3, ¢4 sur C. Elles sont
donc les seules solutions du probléme de DIRICHLET correspondant.
20 D’aprés la question I, 59, s’il existe une solution u, on a nécessairement
pour tout élément (x, ¥) = (pcos w, p sin w) tel que 0 <p < R
R? — pz
R? 4+ p*> — 2 pR cos (6 — w)

2n
u(x.y)=%T L ¢(R cos 0, R sin 6)

Soit donc u la fonction définie par cette formule pour les éléments

(x, ) = (p cos w, p sin w)

tel que p < R et par u(R cos w, R sin @) = @(R cos o, R sin w). Nous allons
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expliciter cette fonction et vérifier qu'elle satisfait aux conditions imposées. En
effectuant le changement de variable

0=w+«a
on trouve

u(p cos w, p sin @) =

b J‘"“ R*(R* — p*)cos® 6
27 Ja-x R + p? — 2 pRcos (0 — )

da

_I_J"”’ R*(R* - p?) cos? (v + «)
2n J-x R®*+ p* —2pRcosa

RYR? — p*) (™ cos’ wcos® a + sin® wsin® o
BT T p2 2 = d
2= -x R* + p* — 2pRcos 2

- R2+p —2pRcosa

_ R¥(R* — p’)cos wsin © j“ cos « sin  do
n

Remarquons que

_ I“ _Co§ a d(cos o)

"'” cos o Sin o
do =
-x R? + p* —2pRcosa

-x R 4+ p* — 2pRcos

R’—_+p = 2‘()Ru,ona

Si F est une primitive de la fonction

th _oos a:d(cos o) = F(cos w) — F(cos (— m)) =

-« R® 4 p*—2pRcosa
Par suite

. RYR* — p*) [*" cos® w cos® a + sin® wsin’ «
u(p cos w, p sin @) = ——————— det .

2n n '_k'z‘__;; -2 pR cos o
En effectuant le changement de variable ¢ = tg («/2) on trouve

u(p cos w, p sin w) =

R+ p 2R1_' Lad
1+ 7

24\ 2 2
cos? w(- _—-) + sin® & ————
_ RYR* = p?) I’“’" i+ (1 + %) 2dt
2n -

_2R¥R* - p" I*” (# — 1)’ cos’ o + 4P sin* @
0

n @+ D[R - p)* + R + p)* ]
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D’aprés la théorie de la décomposition des fractions rationnelles en éléments
simples, il existe des nombres réels K, L, M, N tels que

K I M + Nt
e + 2 33"
(t“+ 1 t+1) R—p)V+R+p)t

X(1)

La fonction X étant paire, on a N = 0. On a alors

+eo +mo F e
i [ R [ T
o o (& + 1) s F+I1
j‘”“ M dt
o R—p\¥+R+p)’t
) - E'__ 4 {( Arctg t] e + [LArctgt]lg™ +
AW +1y 2 0 -
+ o0
+[ ZM 2Arcth-Fpt]
R —p R—p lo
_KE+L£+__‘M_’T__
4 2 2AR*-pY
et par suite
p 2012 2 (K M
u(p cos w, p sin w) = R*(R —p)(E+L+mz .
On a
4 sin* L
Xy 22X,y . 2
dR-p)*+R+p)’] 4 2 R=p*+R+p)
d’oul
2 . 2 -
§+L=2[_s:n o.)2 . 2M 2]=sm2cq IM.
2 2(p°" + RY)  2(p" + R) (" + R%)
On a donc

sinw — M M
RZ p2

u(p cos w, p sin ) = R¥(R? — 2[
(p P ( P o + B

RZ

ETPZ [(Rz == pl) Sinz w + 2 pz M] -
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Pour déterminer M multiplions X(¢) par (R — p)* + (R + p)* r? et donnons a ¢

. R —
la valeur i 4

T On trouve

a2 2 _ NS
(_ (R _ﬁ)z. . 1) cos’w — 4(u) sin’ @

N R+ R+

— B 2
SER
R+p
_4R* + p*)’ cos’ @ — R* — p°)’sin” @
16 R? p? '
On a alors

u(p cos w, p sin @) =
(R* + p*) cos’ @ — (R* — p?)’ sin” cg]

R R
=72[(R — p)sin“ o + 2R

R+p
= %[(R2 — pYsin® @ + (R* + p?) cos® 0]
- %[Rz + p*(cos® @ — sin® w)] .

On obtient finalement pour tout élément (x, y) intérieur a D

R* + x* — y?
ux, y) = ——5—%
Si (x, y) appartient & C on pose
u(x, y) = x*.

La fonction ainsi obtenue est continue car si x> + v’ = R, ona
IR + x2 -y =x?

et on vérifie aisément qu’elle est harmonique dans D. Par suite, elle est ['unique
solution du probléme de DIRICHLET dans ce cas.
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