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Cet ouvrage ost conforme aux nouveaux programmes mis en
place 4 la rentrée 2004,

Les Nouveaux Précis Bréal sont le reflet d'une évolution des habi-
mdes de ravail des émudiants en prépas scientifiques MP ou MP®.

Rigucur, méthode et clarté sont sans doute les leitmotivs de cette
évolution. La mise en page ot l'apport de couleur accompagnent,
en la soulignant, la structure du contenu divisé en trois parties
complémentaines :

« Le Cours est composé des définitions, théorémes et pro-
priétés nécessaires et suffisants, L'objectif est clair ; tout le pro-
gramme, rien que le programme., Tous les théorémes, ainsi que
les principales propriétés, sont démontrés en détail. Parfois,
une démonstration simple 4 éablir pourra faire I'objet d'un
premier exercice d'application stimulant.

s Les Méthodes constimuent la principale innovation des Nou-
veaux Précis. Erudiants et professeurs savent combien le plus
délicat, lorsque 'on aborde un probléme, est souvent la phase
de démarrage : par quel bout le prendre 7 Deux temps compo-
sent cette nouvelle rubrigue.

L'essenticl explicite, en une iche de synthése, les démarches les
plus courantes. Des mises en aeuvre illustrent ces démarches
par des exercices classiques, voire sincontournabless,

De (rares) chapitres sont essentiellement composés de mé-
thodes et ne comportent alors pas cetie rubrique,

» Les Exercices, beaucoup plus nombreux que dans les édi-
tions précédentes, sont classés selon leur degré de difficulné .
du niveau 1, qui correspond & des exercices souvent proches
du cours, au niveau 3, moins aransparcniss. Lo nivean 2
propose des sujets de colles raisonnables. Dans tous les cas,
ces exercices sont calibrés en fonction de ce que 'on peut vé-
ritablement attendre d'un émdiant en vue de la préparation
immédiate des concours. Les indications apportent, comme
c'est souvent le cas en colle, un coup de pouce qui peur étre
bienvenu lorsque I'on travaillle seul,

Tous les exercices ont une solurion, déillée ou plus succincte,

Il nous a paru indispensable d"accorder i ces deux derniéres parties,
les Méthodes et les Exercices, une place importante, équivalente i
celle du Cours, au fil des huit chapitres que componte ce tome
consacre i l'algebre et i la géométrie.

Cet équilibre permettra aux étudiants de MP et MP* de disposer
d'un outil de travail complet, adapté au rnvthme progressif et sou-
tenu de la préparation aux conoours.
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| chapire | : Groupes [compléments), Congruences. Armeau Z /..

A. Groupes, sous-groupes, morphismes

1. Groupes

) wopdrations est
de boi de composi-

I
i}

& Cola quand il 0'y & 1) Lopération d'un groupe est souvent notée =¥
:":-"'“I"'I‘“"“"I + quand elle est commutative  ou . sans information sur sa commutativits

2) Dans un groupe (G, +), le symétrique de g e G est appelé son opposé et noté (—g).
3) Dans un groupe (G. - ), on note en général ab le sproduits a. bde a et bdans G.
Le symétrique de g e G est appelé son inverse et noté g~
Etant donné a et b dans G, on a (ab) ' = b~ la— Y,
% oyt dlement est 4) Dans ungroupe (G, « ), Via, b,cle G ac=bc = a=betca=ch = a=h%W

2. Sous-groupes

[Il

S0it (3, « ) un groupe d'élément neutre «. Tout sous-groupe de G contient e.
h“'lﬁﬁmﬂiu 1} Un sous-groupe H de G est un groupe pour I'opération induite sur H. %'
e ) 2} Fuurm-flnill[m}mdlwih[ﬁ.-l. nmmmmhtﬁ.-l.
el

3} Le sous-groupe engendré par A G, noté griA), est Vintersection des sous-groupes
18 ity st e pls pesit contenant A. .8
ol ~ A est un sous-groupe si et seulement si A = gr(A).  gricd) = {e}.

3. Morphismes de groupes




Définitions - Notations
1) Hom (Gy.Gy) estl'ensemble des morphismes de (G, - | dans (Gg. +).
2]  Un isomorphisme est un morphisme bijectif. Gy & Gy exprime qu'il existe un isomorphisme
de (Gy. « ) dans |Gy, «).
3) Un endomorphisme est un morphisme d'un groupe dans lui-méme. End(G) est I'ensemble
des endomorphismes de (G. « .

4) Un automorphisme est un endomorphisme bijectif. Aut(G) est I'ensemble des automor-
phismes de (G, « ).

Sous-groupes ¢t morphismes
Soit Gy, + ) et (Gg, ») des groupes d'éléments neutres »; et & et f @ Hom (Gy . Gg).

1) fler) = e
2) Pourtout x e Gy, f(x") = (fix) .
3} Si H; estun sous-groupe de (G, . « ). alors f(H; | est un sous-groupe de Gy, s).

& T -t désigne 4)  Si Hy est un sous-groupe de |Gy, +), alors f ' (Hy) =™ est un sous-groupe de (Gy. + ).
Fimage riciprogue de Hy
bt Noyau et image
Vg
={ xe Oy flxcde Ha }. £ étant un morphisme de [ Gy, - ) dans |Gg.«).

1} Le sous-groupe f { Gy ) de Gy est 'image du morphisme f, il est noté Im f.,

2} Le sous-groupe ! ({ey}) de G, est le noyau du morphisme f, il est noté Ker f.
3} restinjectif siet seulement si Ker = {eq}.

Composition de morphismes

1) Soit (Gy, ), (G, ) et (Gy. « ) des groupes.
% 15; (G, v ) ust um groupe, Sif, « Hom (G;.Gy) et fo « Hom (Gy. Gy) alors fi o f & Hom (G;.Gs). =™
EndiG) est une parte de G7 - . . -
stable por la loi o 2) S E(E)est 'ensemble des permutations d’un ensemble E, (Z£{E), o) est un groupe.

' (Autic.0) est un 3) Etant donné un groupe (G. =) et f & Aut{G), ' est un automorphisme de G, = '%
roupe.

B. Congruences — Anneau Z / nZ

w99 oy raioneta 1. SOus-groupes de (Z , +) =0
o groupes de (£ , +)
smble £ des entiers relatifs

e5d un anngau intigre, — Propriéwé 1

Division euclidienne
Etant donné (a. bl e Z x N, il existe un couple unique (g, r) e Z2 d'entiers tel que :
a=by+r , O=r=h

. Théoréme 2
o U i Alghbes o Glo- Les sous-groupes de (£, +) sont les sous-ensembles nZ, avec ne Z, =V
e, MFSL, chaglire 2. Tout sous-groupe non nul de (7, +) est l'ensemble des multiples de son plus petit lément

mmt
- !



| Chaitre ) - Geoupes (compléments]. Congruences. Anneau 7 /..

2. Congruence modulo n

Propriété 2
S0it i un entier naturel. La relation 3, définie sur £ par :

EWpy = =2x-yenk
est une relation d'équivalence.

IS5 LUensemble nd est un sous-groupe de (F, +). Il contient 0, il est stable pour le passage a

2 I'opposé et il est stable pour I'addition. Il vient alors que la relation 3, est :

“I ?L';'m“[ « réflexive: pourtout xe 7, x —x=0& nZ doncx My x; '

B et suabie pout b s w  Symétrique : si x Ry Cest-ddire x — ye nF,ona y— xe nf, done yFn x,
I'opposé, « fransitive : étant donné x, y, z dans £ tels que x @i, y et y @y, 2, 0na;

et il est stable pour I'addition. x—yend¥ et y—zand donc x—z=(x—yr+(y— zle nd, c'est-a-dire x Ftp 2

Remarque
Si n = 0, deux entiers sont équivalents si et seulement si ils sont égaux.

1 poy cuy raisons, Sin = 1, dean entiers quelconques sant équivalents, & 19/
on supposera n=2 dans la
suite de cette section. o] 4

Propriéié 3
mll e ez xmymod n bquivaut | x et y ont le méme reste dans la division euclidienne par n. = '15

U a) Sixetyontle méme reste dans la division euclidienne par n, il existe k et k' dans 7 et
re f0,n=101telsque: x=kn+r, y=k'n+r. Ilﬂm‘tlhx-yt{k—f}nm

x=ymod n.
b) Supposons que x = ymod n.
Dans les divisions euclidiennes de et ypar nona:x=km+r. y=kK'n+r', aveck, k'
dans Z etr, r' dans [0, n - 11, d'od:
x—y=[k-K)n+(r—r).
Dex—ye nZ et (k— k') ne n, ondéduit alors |r — r'| & nMet, avec |r— F'|=n—1,
il vientr — r' = 0.
Les entiers x et iy ont donc le méme reste dans la division euclidienne par n.

Remarques
1) Tout xe ¥ est équivalent & I'un des éléments de [ 0. n = 11.

2)  Deux éléments distincts de [0, n — 11 ne sont pas équivalents.

Remargues .
1) Laclasse d'equivalence de xe F pour la relation de congruence modulo n est notée x quand
il n'y a pas d"ambiguité.

2) ZmZ={0,1,...,n-1} Ifﬂmmm“*f’ﬂﬁlﬁ;‘m'r"': material

—K




| Lorgruences — Anneau £ /nf l—

3. Opérations canoniques dans 7 / n Z

5.1 — Compatibilité des opérations de 7 avec les congruences

— Propriéné 4
On dit que I'addition de 7 est compatible avec la congruence modulo n pour traduire la
propriété :

x=xX'modn et y=y'moedn = x+y=x'+y modn

EX Soit x, x', w, y' des entiers relatifs et n e M. On suppose x = x" mod n et p= ' mod n.
I} existe ket k' dans 7 tels que x = x' + lm et y = y' + k'n. On a donc :
x+y=.t:'+y’+{I:+irr]rt.a'u'!ti:+lt"EI,t'Hl-i-:ﬁ'E:+ny‘ +y’m:u;]n-

_ Propriéwe 5
On dit que la multiplication de Z est compatible avec la congruence modulo n pour traduire
la propriété ;

xsxmoedn o ysymedn = xysx'y modn

BT Soitx, ', ' des entiers relatifs et ne M. On suppose x = x" mod n et =y mod n.
I existe ket k' dans F telsque x=x'+kn et y=1' + k'n.
.m:x"y'+{_t,r’k+x'k" +kk'n]|n!ly’k+x"k" + kid'n e T donne xy = x'y’ mod n.

3.2 — Opérations dans z/n?

______ IMchmigion &
Etant donné un entier naturel n, application :

w18 o davse déquive- $: 7 = IinZ, x> x. 'S

lence de xe 2 est slx=u, est la surjection canonique de 7 sur 7 /nd.

— Propriéié 6
On définit sur 7 /nd des lois de composition internes par :
170 |oc addition et mul- VieZ VyeF x+y= x =y w17
e e XE y‘E .I!'-I-y X+y .I'!y' .q]
Zink I appelied los - — - —
wﬂmm 5 Soita, bdans F/nf etx, x', y, y' dans Ftesque x=x' =a et y=y' = h.
msusalles o Z /L. x+y =2 +y exprime la compatibilité de 'addition de 7 avec la congruence modulo n,

donc x + iy ne dépend pas des représentants choisis pour a et b il ne dépend que de a
et b. De méme, x y ne dépend que de a et b

Propricee 7
Muni de son addition canonigue, Z /nf est un groupe commutatif.

Son élément neutre et 0. Le symétrique de xest — x: —x= — x.

B35 Ftant donné a et b dans 7 /nZ, il existe x et ydans 7 telsquea = xeth = .

La commutativité de I'additionde 7 donne:a+b=x+y=x+y=y+x=y+x=h+a,
€€ qui montre la commutativité de |"addition canonique de 7 /nZ.

Soit de plus e=2E Einf onaila+bl+ec= [;+EJ+E=x+y+;= (x+yl+z
et, avec ['associativité de 'addition de 7, il vient (a + b) + ¢ = a + (b + ¢), c& qui montre
I'associativité de |'addition canonique de 7 /nZ.
a+0=x+0=x+0=x=qmontreque 0 est élément neutre,




Chapitre 1 ; Groupes [compliments], Congruences, Anneas Ff”.;"?  —

Etant donné a = x dans Z /nZ, considérons a’ = - x.
a+a =mx+ —x=x—x=0montreque — x est le symétrique de x.

_____ Propriété 8
La multiplication usuelle de 7 /nZ est commutative, associative et 1 est dbément neutre.

EE" Etant donné a = x et b = y éléments de Z /nZ,
abh=xy=xy=yr=yx= ba
Soitdeplus c=ze #/nf, ona:
(able = (xy) 2z = vy z = (aylz = xlyz) = x yz = x(y 2} = albc),
e qui montre |"associativité de la multiplication canonique de Z /nZ.
Pourtout a = x= F/n¥, al =x1=x1 = x = a, montre que 1 est &lément neutre pour

la multiplication canonigue.
Propriété 9
15 Compte tenu des Muni de ces addition et multiplication, Z /n est un anneau commutatif,. =18’
propriétés 7 et 8, @ reste &
proarver la distributivité de la

multplication par rapport 8~ B8, Soita =X, b=yetc=zdans Z/nk.
I'addition. ——

Avecaib+ el = xly+ 2= xiy+ 2l = xiy+ z) el iy + 2) = xy + 2 = xy + xz, il vient :
alb + c) = ab + ac.

Remargue
Pour n =2, 0na =1, 7/nF contient au moins deux éléments et n'est donc pas réduit
LA 4 {D}. Pour n = 1, Z/1F est réduit & {0}, c'est I'anneau nul, &%
general, Banmd
_ Propriéé 10

w20, rotion de mar Etant donné n & M, la surjection canonique de Z sur Z/n est un morphisme

phismes it in- d’ =, 120 les ions usuelles de 7 et de 7 /nZ.
I'Imlimm.lll in BMREAN pour les opérations !

MFSI, 6. R =
ouvrs b dehoition dens C'est un résumé de stx + ) = six) + sly), syl = sixsiy) et s(l) = 1.

chapitre 2 de ¢e tome.

Exemple 1 Tables de Pythagore de |'addition et de la multiplication de Z /47 et de Z /57,
Par exemple, le reste dans la divisionpar4 de 3+ 2 est 1. Donc, dans Z/47: 3+2=
De méme, ke reste dans la divisionde 4 = 3parSest 2, Donc, dans Z/57: 4.3 =

[

3 I/E +01234 x01234

(=1
=
=]
o
=

=1
=
L]l

A  +

001234 000000

=

=}
=]
=]
=)
=l
=1}
=|
=l
=1}

111230 10123 11123240 1101234
22301 20202 223401 202413
33012 30821 334012 303142

440123 1|04321




="V pans le cas od

n= 1, fest l'application nulle
aingi que [ el o8 résultat e
présente pas alors un grand
insiwit,

o Y b le cas ol
n=1: .
FiZi={0,} et Z/nZ={0}.

4. Morphismes de 7 dans un anneau

Soit A un anneau et f un morphisme d"anneaux de F dans A.
I T W Ty e i T
Si le noyau de f contient nZ, avec ne M\ {0} =Y | alors il existe une application J de
Z /nZ dans A telle que ; f = [ o s 00 5 est la surjection canonique de Z sur Z /nZ.
En outre, cette application f est un morphisme d'anneaus.

55 a) Soit x ety dans 7 tels que x = ymod n. Alors, x = ye Ker [ et par suite, f{x) = _fTy).
Ainsi 'image f(x) ne dépend que de x = s(x) et on définit une application f de 7 /nZ dans
Aenposamt¥Wx e Z/nd, fix)s fix),

b} Soita et bdans 7 /nZ, En utilisant les propriétés du morphisme d"anneaus f, il vient :

fla+b)=fia+b) = fla+b) = fla)+ b= fia)+f(b)
Fla« by =F(ab) = flab) = flalf(b) = J(aif (b),
Fl=fili= 14
Ce qui montre que f est un morphisme entre les anneaux 7 /nZ et A.

_ Propriété 11
Avec es notations du théoréme précédent,
si Ker [ = nZ, alors [ est injective.

B Soitac 7 tel que Fia) =04 cest-d-dire fia)=0y4.
Onadonc ae Kerf = nZ. llsensuit sia)=a = 0.
Ainsi, flal=04 = a=0 donc Keri )= {0} cequiprouve que J estinjectif.

e Corollaire
Si J est un morphisme d'anneaux de Z dans A de noyau n avec ne M {0} =2
SIZ} estisomorphe £ /nZ,

ESF" On applique |a propriété ci-dessus a I'application g de Z dans f(F) induite par f.
g permet de construire un morphisme g injectif de Z /nZ dans F(7) tel que g = ge s La
surjectivité de g assure alors La sunjectivité de q.
g est ainsi un isomorphisme entre les anneaux F /nZ et f1Z).

C. Génération d’un sous-groupe

o 2 i), sous-groupe

engendrd par A, est |'inbersec-
tice de tous |ed Sous-grodpes
de G contenant A, Cest s
le plus petit sous-groupe de

G comtenant A, Vol Algibee-
Gagimeirs, W'Sl.dlapltrtﬁ.

2 g rar et une

partie génératrice de (0. ),
on mote G = grial,

1. Sous-groupes cycliques

—__ [Mhnition 7

Une partie A de G est génératrice de (G, «) quand griA) = G, =/

_______ IMhndrion 8

Un groupe est monogéne quand il admet une partie génératrice réduite & un élément, = 24!

Un groupe (G, « ) est dit cyclique quand il est monogéne et fini,

| ——
I Ehtf.l'l.l-mdunm—-grmq:el—



4l Chagitre 1 ; Groupes (compléments), Congruences. Anneau £ /nf ...

_ Propriété 12

Avec A = G, le sous-groupe engendré par A est 'ensemble des produits d'un nombre fini
d'éléments de A ou dinverses d'éléments de A

Exemple 2 Legroupe des isométries d'un espace euclidien E; de dimension 2 est engendré par les réflexions.

v B0 st et Glomd-
e, MPSI, chapitve 16.

Tout déplacement est la composée de deux réflexions, = 2%

Si f est un antidéplacement, considérons une réflexion s.

f o s est alors un déplacement, donc de la forme [ o s = 5 © 59 00 5y &t 59 sont des réflexions.
On en déduit que [ = sy o sy o 5 est composée de réflexions.

Exemple 3 Uensemble U, des racines n"™= de I'unité est un sous-groupe du groupe multiplicatif L
2

o 0 L mant mewtre du

inambres complexes de module 1). Il est engendré par wy, = ET“-

_ Propriété 13
Soit (G, » ) un groupe et g & G.

gg ¢ I =+ G, n+>g" est un morphisme de groupes de (Z. +) dans (G, +).
Uimage ¢g( ) de ce morphisme est le sous-groupe engendré par q.

Remarques
1] g™ est le produit de n termes égaw & g pour n = 2.
g =g g°=e % g1 estlinverse de g.
Pour n =2, g "™ est le produit de n termes égaux & g~ 1.
2) Silaloi du groupe G est notée additivement, le morphisme g est défini par n— ng.
rug €5t la somme de n termes &gaux a g pour n == 2.
lg =g, Og=0&ément neutre de G, (-1 est opposé de g.
Pour n = 2, i~ n)g est la somme de n termes égaux a —g.
3) Le noyau et I'image de ¢ sont des sous-groupes de (Z, +) et de (G, « ).
____ DvRnidgdom 9
Avec les notations précédentes,

a) siKergg = {0}, on dit que g est d'ordre infini ;
b) siKergy = pZ, avec pe M*, on dit que g est d'ordre p.

_ Propriété 14
Soit g est un élément d'ardre p e M d'un groupe G.
Le sous-groupe engendré par g est grig) = {e.g.....g" '}, de cardinal p.

LY Divisons n quelconquedans Fparp: n=pg+r,avecra [0.p-1].

Il vient g™ = (gP)ig" et donc g" = o, d'oli grig) = {e.g.....g" 1}

b) Soitretr' dans [0.p-10.F =r.Sig =g .onag"™" =eetr-re[0.p-1].
Par définition, ona p= inf{ke M*, g = e} doncr—r =O0etr=+r.

Les ", 0 = r< p, sont donc dewx & deux distincts ; d'ol Card (grig)) = p.




Euﬁaﬂmlmmwl—

Corollaire
(G, « ) de cardinal p est cpclique si et seulement si il existe un élément g d'ordre p.

5 Lorsgue p= 1, cha-
oun des groupes F/pl et
el est mickt & som & BSF Lapplication f de Z dans G définie par 2~ g est un morphisme de (Z. +) dans G dont le
noyau est pf par définition de 'ordre de g.
Comme dans le théoréme 3, iluiruuulpplluﬁnnf’dt.!fp!duup{g}tﬂtu
_ﬁ.:_?ﬂns ol s est la surjection canonique de 7 sur F /nf.
Avee, pour tout (2. z5) & %, g™t ™ = g™ g™ il vient:
To(z1+2) = flzr + 25) = g™ = g™ g™ = fy(21)fy(2a) =T g(21)fg(22)-
[ g ©st ainsi un morphisme entre les groupes (Z/pZ. +) et G.
Comme dans [a propriété 11, ce morphisme est injectif ot, comme dans le corollaire de cette
propriété, le morphisme 7, induit un isomorphisme de 2 /pZ sur 7 Z) = grig).

2. Théoréme de Lagrange

Soit G un groupe d'élément neutre « et H un sous-groupe de G.

_ Mopriécé 1%
Dans G, la relation définie parx -y <= =y~

lx & H est une relation d'équivalence.

EF x lx = ec H monire que la relation est réflexive.

xEys'éuity‘ixi H. Puisque H est un sous-groupe, il en résulte [y'i.t}_l € H c'est-
d-dire x 1ye H.Myﬁxﬂhmhﬂmﬁmm

x- yﬁyﬁzdﬂﬂ'ﬂﬂt y 'xe Hetz ye H, donc I:z_'y} I[y_]'x} e H,dollz 'xe H,
¢'est-a-dire z X et la relation est transitive.

o B Ly e daquive-
lence de & et M lui-mime,

. Propriété 16
Les classes a gauche modulo H ont le méme cardinal que H.

S L'application H — xH, h—» xh est clairement une bijection.

=" Les classes d'équivalence modulo H forment une partition de G.
Toutes les classes d"équivalence modulo H ont le méme cardinal que H.
En notant r le nombre de ces classes, il vient Card G = r Card H.

Corollaire
Dans un groupe fini G, I'ordre de tout élément g est un diviseur de Card G.

CopyTighted r"’ial
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3. Caractéristique d'un anneau

03 a) Sig : F — Aestun morphisme d’anneaux, on a nécessairement :
ginl= glnal)=ngil)l=nly.

Z =+ A

n = nly

pour tout (. ni) & 2%, ¢im+n) = ¢lm) + gind , glmnl= ¢lmls ginl,

b} Il est aisé de vérifier que, pour {"” ona gll)=1qet,

w28 g 1y caractbristique
n'est pas nule, Cast be plus
petit des entiers ke N* tels
que k=il —  Propriété 17

Si (A, +. ) est de caractéristique non nulle n, on a, pour tout a e A, na = 0,4.

(< o E“Eﬂﬂ.ﬂﬂ-ﬂ{lﬁiﬂ] I{Hlﬂ}!ﬂ =0ysa=0,

__ Propriété 18
090" |y morphisme Si I'anneau est de caractéristique nulle, A est infind, = 90
& &tant injectil, le sous-
ensemble 47 de A est
infini tomme 7, —  Propriéwé 19

La caractéristique de ['anneau T /nf est n.

D. Produit de groupes

1. Définition
S0t Gy et Gy des groupes d'éléments neutres e et eg.
— Propriété 20

S —— Sur Gy = G, on considére F'opération définie par (xy, %) (. ue) = (xu.xu). Pour

Gy w Gy et commuatif i cette opération, Gy = Gg &5t un groupe, appelé produit des groupes Gy et Gy =91
ot seulemsnt 5i G, et Gy Sont

Eiﬁml'ntmunlnl!ﬂ{q.e;}.lfilﬂﬁ!:h[xj.q}m{xfl.x;l}.
Remarque
1 Gy et Gy sont d’ordres finis, il en est de miéme pour Gy = Gy et l'ordre du groupe produit
st égal au produit des ordres de Gy et Go.
— Propriété 21
Les projections canoniques py : Gy x Gg = Gy et pp @ Gy = Gy — Gg définies par
P1{x1. X} = x) et pg(xy. ) = xp sont des morphismes surjectifs de groupes.
Les injections canoniques q : Gy — Gy % Ge et g : Ga — Gy = Gp difinies par
i (x1) = (x1.ez) et gz (x) = (1. xz) sont des morphismes injectifs de groupes.

- W IR T ILT TUSUT T rerial




] Produt de groupes |

e Corollaire
Le groupe Gy = G contient des sous-groupes respectivernent isomorphes & Gy &t 4 Gg.

g induit un isomorphisme de Gy sur Im gy = Gy = { ey} et g induit un isomorphisme de
Gasurlmgs = {1} x Ga.
Remarques
Pour tout x = (. %) € Gy x Gy, on peut écrire :
o x=(ppe), e x=mia)ee) = ele)a(n)

—  Propriété 22
Soit G un groupe et Fy, Ho des sous-groupes de G. Alors I'ensembile Hy Hy @5t un sous-groupe
de G si et seulement si Hy He = HaH,.

B a) Supposons que Hy Hy soit un sous-groupe,
Etant donné x, = H; et xy & Ha, on peut dcrire sy = [.wi_lxﬂ_l}_l.
Inverse d'un élément de Hy M, apxg est alors dans Hy Hy, d'od HaHy = Hy Hg.

(32) i Fhypatise
APl oy b Soitxe HyHa. %'™' Avec x~'e Hy Hy, il existe x; € Hj et e Hy tels quex ™' = xp.
F’"""'“I I"’“"‘"’*““‘“" Il s'ensuit x = x; ", !, donc x & HgHy, puis HyHy = HyHy.
En conclusion, si Hy Hy est un sous-groupe, alors Hy Hy = HaH,.
b) Supposons que HyHy = Hayly.
Lékément neutre e de & est dans Hy et dans Ha, il est donc dans Hy Hy.
S0it xy, yy dans Hy et xg, yg dans Hy. On a [xpag) {y'lyg]-l = q[nyglyl_l}.
Avec (xpuy )ur' € HyHy et HyHy = HyHy, il existe uy & Hy et uy e Hy tels que
J‘hy;ly]_] = gty 1 S'ensuit {xx; ) {y‘m}_l = (xyu; ) ug € HyHy.
On en déduit que Hy Hy est un sous-groupe de G.

2. Théoréme d'isomorphisme

=

&5 o
contient Hy Hy=HsHy.

o M), siment, neute
de G.

B a) Supposons G isomorphe 3 Gy = Gg. A un lsomorphisme prés, on peut se placer dans le
cas ol G = = Gy,

Les injections canoniques qy et qo de Gy &t Gy dans Gy x Go montrent 'existence de
w35 contaire de la sous-groupes H; = Im g; et Hy = Im gy isomorphes 3 G; et Gy, =3

progriéet 21. Etant donné by & Hy et hg e Hy, il existe x; e Gy et xg & Gy tels que hy = (x;.eg) €t

hg = (1. xz). d'oll iy hg = hghy.

Hy = Gy % {ez} et Hy = {e1} x Gy donne Hy ~ Hy = {(en.ep) } = {e} od e est
I'élément neutre de G.

Enfin, on a G = Hy Hy (remarque du corollaire de |a proprieté 21).

b) On suppose que G contient des sous-groupes Hy el Hy satisfaisant aux conditions de
I'énoncé. Pour g & G, il existe hy & Hy et hy & Hy tels que g = hy .

Copy! i-:ijh'.l.';:'i“ aterial
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Exemple 4

o 360y apdeations de
groupes sont notbes addal-
wement

Avec b & Hy eth) € Hy tels que g = hjhj, ona hyhy = hyhg, d'ois b~ 'hy = hohy b
Alors Hy ~ Hy = {e} donne hj " 'hy = e et hihy ! = e, cest-d-dire hy = h} et hy = h.
= Ainsi tout &lément de G 5"éerit d'une manibre unique comme produit d'un &ément de H,
et dun élément de H.

S0it &y un isomorphisme de Hy dans Gy et un isomorphisme de Hy dans Go.
Considérons I'application 4 de G dans Gy = Gy définie par g = hyhg = (by(hy ). dalhy)).
g = hyhg etg’ = hyhy donne gg’ = hy hyhi b, donc gg’ = hy hi hghy par hypothése (1),
» On en déduit que & est un morphisme de groupes.

dihyhg) = ey, ex) quivaut & dy(hy ) = ey et dylhy) = ey, d'oll by = hy = e puisque dy
et by sont injectifs. Il s'ensuit que ¢ est injectif.

Soit x = (x).x3) € Gy = Gp. Il existe by & H) et hg = Hy tels que x; = & (hy) et
xg = dig(hg) puisque b, et g sont surjectifs. Alors x = (dby(hy), dalhg)) = &(hyhg)
montre que ¢ est surjectif.

» En conclusion, ¢ est un isomorphisme de G sur Gy = Gs.

Groupe de Klein : c'est le produit /2 £ = Z f2Z. l est commutatif, d'ordre 4.
Considérons ['ensemble V = [e. a. b, c} muni de I'opération définie par La table suivante :

eestneutre, a® = e, b = ¢ ot cF = & montre que tout

Le

On

_______ Thioreme #
Lemme chinois

Etant donné des entiers p et g premiers entre eux, le groupe 7/ pqZ est isomorphe au produit
T/pT % T JqF. w98

=|le a b ¢
ele a b e &lément est inversible, étant son propre inverse. La symétrie
N du tableau assure la commartativité de |'opération.
{able = ¢* = &, a(be) = a® = oot la symétrie des rdles jouss
bbb c & a par a, b et c suffisent pour s'assurer de |'associativité,
c|le b a e
Ce groupe V' n'est pas oyclique et n'est donc pas isomorphe & 7 /47,

sous-groupe ) = {e, a} engendré par a et lé sous-groupe Hy = {e. b} engendré par b

sont isomorphes & 7 /2F.
ab = ba = ¢ suffit & vérifier que vV = HyHa et de phes Hy ~ Hs = {e}.

en déduit que le groupe de Klein et V' sont isomorphes.

=y

Dans 7 /pqgZ on distingue les sous-groupes Hy et Hy engendrés respectivement par g et p:
Hy = {kq/ke I} . Hy={kp/ke Z}.

En remarquant que kg = 0 équivaut & p| k, il vient que q est d'ordre p (dans Z /pgZ),
efque:

CardH; =p , Hy = {kq/ke [0.p-11}.
De méme, pest d'ordre g et :

CardHy =q , Hy= {kp/ke [0.q- 11 }.
Le thégréme 4 nous dit alors que My est isomorphe a 7 /pf et Hy isomorphe a 7 fgZ .
Pour x & Hy ~ Hg, il existe k et k' dans 7 tels que x = kg = k' p. Alors pg| kg — k' pdonc
plhqetp-ulﬂpﬁpﬁ.q=l,hw_ﬂeﬂim&ﬂmmﬂI:E’Eﬂ-iﬂl_ilmqu'ﬂﬂ'ﬁtﬁ'fiz
tel que k = pi. Il en résulte enfin X = £pq = 0, et ainsi Hy ~ Hy = {0}
D'ath{BﬁwLpﬂurmﬂEllmuHumﬂmtehquuzn=up+r.q,
on a donc n = up+ vg et il s'ensuit Z /pg F <Hy + Hy donc I /pgd = Hy + Hy .
Puisqu'il " agit ici de groupes commutatifs, on a retrouvé les conditions du théoréme d'isomor-
phisme, donc 7 /pqgZ est isomorphe au produit Z/p 2 x Z fqf.




| _ Compléments umji

1

E. Compléments d’arithmétique
1. Eléments inversiblesde Z /nZ , ne m{n, 1]

S Pour tout (k. ) & 7%, on 3 sikx) = ksix) {ou ke = k).
En particulier, s(k) = ksi 1), k = k1, done 1 est générateur du groupe (7 /nZ. +),
Etant donné x e F, x est générateur du groupe (7 /nZ, +) si et seulement si il existe ue 7
tel que we = 1, C'est-d-dire we = 1, ou encore : Jve 7, we— 1= on.
Le théoréme de Bézout permet alors de conclure.

_B
:
3:
E
:
2
E‘.
|
i

ramené au méme point que dans |a démonstration précédente.

Lanneau ¥ /nd est un corps i et seulement si ses éléments non nuls sont inversibles,
c'est-d-dire si et seulernent si pour tout ke [1.n— 101, ona kA n = 1, et ceci est

équivalent au fait que n est premier.

&

‘mhmum
dol b st le mombre J'Eéments
inversibles de I'anneau F /n?,

Exemple 5 Si A est un anneau intigre de caractiristique p = 0, alors p est un nombre premier.
Saoit f I'unique morphisme d'anneaux de £ dans A.

F(T) est un sous-anneau de A donc sans diviseur de 0,

Isomorphe a (), 'anneau  /pd est sans diviseur de 0, et par suite, p est premier,

—  Propriéé 23
Pour tout n e H'E{ﬂ.l},hgﬂﬂﬂiﬂnﬂfundumﬂmhlmm
38 piuy génisale- au groupe additif Z /nZ. =
ment, deus groupes cy-
cliques de méme cedre sont "
tsomarphes. U5 Le groupe LUy est cyclique, engendré par w = & n_On conclut avec le théoréme 4,
woo.. Corollaire
Les générateurs de L, sont les éléments ..."-.eﬂ"d‘nl elsquekAn=l,
¥ one racine primi-
tve i 0 oot iy ddment il

dordre 1 de L.
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o 0 | gy pcivalent de
dine que (p—17=—1 dan
Z/pI.

2. Théorémes classiques

B a) Condition nécessaire. Supposons p premier.
{p— 1) est le produit des ¥ pour x e [ 1, p — 1], tous inversibles car 7 /pZ est un corps.
On groupe deux & deux ces termes, sauf ceux qui sont leur propre inverse, pour obtenir des
produits partiels égaux 3 1.
X estsan propre inverse si et seulement si X~ = T, Cest-d-dire (x+T) (x— T) =, ce qui
est le cas pour Tetpour -1 =p— 1, Onadonc (p— 101 = —1.
b) Condition suffisante. On suppose que (p = 1) = =1 mod p.
S0it @ un diviseur premierde pet btelque p=ab.Ona2=a=peétl=b=p- L
(p=1)l==1mod p donne alp — 1) = —amod p.
Oralp-1t=ab [ Kk=0modp Doncas=0omodp.

kel1p—11 +{b}
Multiple de p compris entre 2 et p, a est égal a p et p est premier.

I Le groupe (G des éléments inversibles de 7 /nZ est d'ordre ¢(n) et il contient a.
L'application de G dans G définie par g — a - g st une bijection,
onadonc [] o= [] a-g Parsuite, [Ja=a"" [ o doia™ =1
w0 ged e ;G

_ Corollaire
Théoréme de Fermat
Si pest un entier naturel premier et a € WN* n'est pas multiplede p: 2"~ ! = 1mod p.

= non multiple de p équivaut 3 a A p = 1. 5i p est premier, tous les entiers compris entre 1
I @t p ~ 1 sont premiers avec p. Ainsi, ¢(pl = p— 1.

Exemple 6 Avec n = 561, on peut avoir a A n = 1 eta”" ' & 1 mod n alors que n n'est pas premier.

La décomposition en produit de facteurs premiers de 561 est 561 =3 x 11 = 17.

@& M" est premier avec 561 si et seulement i il n'est pas multiple de 3, ni de 11, ni de 17.
Onaa’s1modid), a'®=1mod(1l)et a'® =1moed(17), =4V

560 est un multiple commun 4 2, 10 et 16. On en déduit (compatibilité des congruences avec
la multiplication) @™ =1mod(3), o™ =1modi11)et a™=1mod(17).

a8 _ 1 pst un multiple de 3, 11 et 17, donc de leur produit, d'o0 &®* = 1 mod(561).

s 4 Thionime de Farmat,

ial
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5 a) Parle théoréme de Bézout, il existe des entiers w et v tels que um + vn = 1.

Alorsia— Bum+(a= b= -beth+la=bm=a+ib- aklom.

Enposant (o — biv =k, (b — alu= k"8t x = a+ kK'm = b+ kn, on obtient :
y=gamodm et x=hbmodn.

x=amodm, »=amodm

xe=bmodn, x = bmodn

Alosx = ¥s0modmet x — &' s 0mod n.

% 421 Thigrime de Gauss Divisible par m et n premiers entre eux, x — ' est divisible par mn. &'

b} Soitx et x" des solutions de (S). {

e oo bire
Etant donné des entiers m et n premiers entre eux, pour tout x e 7, on note x (resp. x)
{resp. X la classe de x modulo mn (resp. m) (resp. n). Alors on définit un isomorphisme &
du groupe additif £ /mnf sur £/m £ x £ /nf en posant :

% %) tori nous donne une Yxe 7. Pxi= I{i’;] oy, 143}
Mm&mm
L B3 Remarquons d'abord que x’ = x mod mn donne évidemment x' = x mod m et »' = x mod n

donc (&%) = (&' %"). Ainsi on définit bien une application de F/mnZ dans
Z2imZ = £ /nZ en pasant :

&) image de x ne P(x) = [x.x) w4
T Par définition des opérations dans Z /mnZ et Z/m Z = ¥ /nZ on ur tous x, y de
choisi pour la dasse x. opér / fmExL/f 4, po oY

Z/mnd, ®(x +y) = ®(x) + ®(y). donc & est un morphisme de groupes.

Si xa Ker @, on a x=0mod m et x=0mod n et, puisque m A n = 1, il vient x=0 mod mn
c'est-a-dire x = 0. Ainsi Ker &> = {0] et & est injective.

D'aprés le théorbme chinais, pour tout (& b) & Z/mZ = Z /nZ, il existe x & 2 /mnZ tel
que ¥ = &1, ¥ = b C'est-a-dire tel que ®(x) = ( 4, b ). Ainsi & est surjective, ce qui achéve
la preuve.

Remarque
En définissant le produit dans F/m ZF = F /nf par:

(5:5)(¥.5) = (3&"55) = (),

R e — on munit Z/m Z x & /nZ d'une structure d’anneau d’élément neutre | 1.1 ). w5
produit des anneaux £ /md il est alors immédiat s % e T .

#1 Z/nZ, voir chapitre 2 de alors Immeaiat que pour Xy __fmni 3 )

o b(x.5) = #(3) @ ()

etque (1) =(1T)
donc & est un isomorphisme d'anneaux de 7 /mnd sur F/m T = T /nf.

Exemple 7 Recherche d'une solution particuliére de (S)
| Avec les notations du théoréme chinois, x; = wmib + vrea est une solution,

Aver um + vt m 1, 00 3 vn = 1 mod m, 8t aveC x; = wnb + vna, 00 @ x; = vno mod m.

La compatibilité de la multiplication avec la congruence modulo m donneé vna = a mod m et
par transitivité, il vient ap = a mod m. On vérifie de méme que x; = bmod n.

3. Indicateur d'Euler

Théoreme 15
Fﬂmd'ﬂumumfmﬁmammmuﬁpﬁm‘ :
Vmnneh, m=2n=2 mAinel = glmn)= gmgln
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I Conservons les notations du corollaire du théoréme chinais.

En désignant par LT fmn) (resp. LNZ /mZ)) (resp. (LT /nZ)) I'ensemble des &léments
inversibles de 7/ mnZ (resp. Z fmd ) (resp. Z /nT), il apparait clairement que x est inversible
dans Z /mnZ siet seulement si x et ¥ sont inversibles dans 7 /m7 et 7 /nZ respectivement,

o 468) donc que < induit une bijection de L(Z /mnZ) sur WZ /mT) x L(Z /nT), w46
LEE /ey LLE fml)
=1 le groupe des inversibles Hl en résulte :
de F'anneau produit ¢(mn) = Card U(Z fmnF) = Card L7 /mZ) x Card U(Z /nZ)
&/md = Efnk,
weir chapitie 2 de ce tame = gl @ (reh
Propriété 24
Soit p un nombre premier et o = WN°. Alors

g(p*) =(p- 1)p"~ L.

I Sic=lonavuquegipl=p-1.

Pour « =2, les éléments non inversibles de £ /p" I sont les classes des entiers ke [ 0, p" —11]]
qui sont multiples de p. Leur nombre est g™~ 1,
Le nombre d'éléments inversibles est done p* — p™ Y, c'est-d-dire (p — 1)p™ L.

Exemple 8 Calcul de $(816)
| Onadlé=2'x3x1T.
 étant multiplicative et les entiers 2%, 3, 17 étant deux & deux premiers entre eux, il vient ;
¢lB16) = ¢i2Y) ¢ (31 (1T = 2% x 2 x 16 = 258.



L'essentiel

I. Ordre d'un élément, ordre d'un groupe

¥ 5il'on vewt préciser ou exploiter 'ordre d'un élément g d'un groupe G,
= on peat et c'est souvent le moyen e plus efficace, revenir & la définition de

¥ Si l'on veut

= 0N peut

= On peul

lordre p de g : g = e (Elément neutre de G) et,
pour tout n tel que g™ = e, on a pjn.
— Woir Mize en auvre, exercices 1, 2, 3, 4

décrire le sous-groupe engendré par un élément g,

le considérer comme l'image du morphisme (7,41 —+ (G, +), n—
g

utiliser le théoréme de Lagrange : I'ordre de g divise Card .

—+  Voir Mige en eenvre, exercices 1, 2,3, 4

I1. Congruences et divisibilié

¥ Si 'on veut

calouler be reste modulo n de a®,

« on peut utiliser le thioréme de Fermat a” ! = 1 mod p pour p premier et

= On peut

¥ 5i l'on veut
= ml

= 0N peut

= On peut

ahtp=1,
—+ Voir Mize en ®uvre, exercice 5

calouler le reste r modulo n de a et étedier les puissances successives
de r. 5i ona r# 0, alors il existe un entier q tel que r% = 1 mod n.

~+ Voir Mise en ceuvre, exercice b

Etudier un probléme de divisibilité par n,

transcrire le probléme en termes de classes d'équivalence damns
Z/nk,

—  Voir Mize en euvre, exercices @, 7, 10

etudier la divisibilité par un ou plusieurs facteur premier,

—+ Voir Mise en cenvre, exercices 5,6, 7,9

utiliser les critéres familiers de divisibilité par 2, 3 ou 5, ou en établir
o' autres.

~4 Voir Mize en euvre, exercice 8




Mise en ceuvre

I. Ordre d’un élément, ordre d'un groupe

— Ex. 1

On considére un entier ne R {0, 1} et le groupe additif £ /nd.

1) Soitae [0, n — 1], montrer que I'ordre de I'élément a de 7 /n7 est

2) Etant donné d diviseur de n, montrer que le nombre d'éléments a d'ordre d de Z /nZ est gid) ol ¢ est la

fonction Indicatrice dEuler.

3) hhmrrquez-p{d‘u n, C'est-a-dire que la somme des ¢(d) quand d décrit I'ensemble des diviseurs

d|n

de n est égale a n.

n

A

Indications

1) Lordre pde a est p= min {ke %* /n|ka}. On détermine cet ensemble.

3) Observer que les ensembles Ay = { ae Z/nZ, ad'ordre d } constituent, pour d décrivant I'ensemble des diviseurs

de n, une partition de £ /nf.
Solution

1) Posons A= {ke N*. n| ka}.
Avecd=nhraonan=dma=da' etmaa =1
Il en résulte :

n|ka <= =m|ka

d'ol finalement A = mM*. On en déduit que a estd'ordre m = -

2) o étant un diviseur de n, posons n = dq, Alors a est d'ordre d si et
seulement si :

nAam -E = iy, SOit aussiglaetd A % m 1.

-

Enmrmmmtqwﬂsgan = d, on en déduit que a est d'ordre
d sietseulementsi tae {gri0=r<ddir=1}
Il reste & remarquer que cet ensemble est de cardinal ¢l ) pour conclure.
%) Puisque "ondre de tout élément a de Z /nZ estun diviseur de n, on a:
Z/mz= | A4
de 3,

odl Sy chisigne 'ensemile des diviseurs de n.
D'autre part, il est clair que pour d = d' on a Ay ~ Ay = (@, donc les
Ay constituent une partition de Z /nZ et on en déduit :

n=Y%" Cardag= Y ola

dﬂgﬂ d‘gﬁ

24 N

Commentaires

C'est le théonéme de Gauss.

Am{img. jeN" }.

ae X /nZ. (sasn—1.

Daprés la premidre question. || est cair que
g=naa donng | & donc a=gr ot dighgre=i
fquivaut b dar=1,

Par définition de o, & d=32,
{rl=red.dar=l}={rl=r<d.dsr=1}

et sl del, [rOspcl, 1ar=l]={0],

Ay st défini en indications : Cest 'ensemble dies
élémens de 7 /n d'andre o

DFaprés b2 2), on & Card Agmeddl



—  Ex. 2
Soit G un groupe cyclique d'ordre ne W* et d e M un diviseur de n.

n
nAT

1) Soit g un générateur de G. Montrer que, pour r & M, I'ordre de g" est

2) On pose g = % et on considére "application f; @ G — G, xw=» x%.
Montrer que Im fi; est un sous-groupe d'ordre o de G.
~ 3) Montrer qu'il existe un sous-groupe de G et un seul qui soit d'ordre d.

Indications

1) Etudier les entiers naturels m tels que (g") " = e élément neutre de G.

2) Etantdonné ke M, 'application fi. : G — G, x—x" estun endomorphisme (un groupe cyclique est commutatif),
3) On prouvera que Im f; = Ker f; .

Solution Commentaires

1) Posomsd=narn=dn etr=dr'’. Fan'sl,

Pour tout ma M, on a (g")™ = e si et seulement si n divise rm, | Théceime de Gauss
c'est-3-dire n' divise r'm. Et ced équivaut & n' divise m. Alnsi:

——=n' =inf{me N, (" =e}. Cest la définition de I'ordre de g'.
2) Soit g le quotient de r par d. Lapplication f; est un morphisme, donc
Im f; est un sous-groupe de G.
o &tant un générateur de G, 'ordre de g% est d. Question précedents avec s q=q.

AvecTm fy = {(g5)", ka 10.n=11} = {{g9)". ke 10,n—11}, | G=(g* keL0.n-11} donne
I'image de f; est le sous groupe engendré par g9 qui est d’ordre d. Ainsi | Im f={ig"F ks E0.n-11}
Im f; est un sous-groupe d'ordre d.

3) Soit H un sous-groupe d'ordre d. La question posée revient b prouver que H=lm [, .
Pour tout he H, ona h” = e, Cest-d-dire he Ker f; , donc HeKer f;.
Wxe G, (207 = ¥ = o montre que Im f;  Ker ;.

" ‘e si et seulement si kd = 0 mod n, ce qui montre que :
(

gteKerfy « 2qlk0=k=n-1
donc Ker f; est d’ordre d. Comme Im f; .
Ainsi il vient Im f; = Ker f3 donc H = Im f;. Ayant le méme cardinal,
% s0Us-groupes sont les mémes.

—  Ex. 3

A I'aide d'une partition de Un (groupe des racines n“™ de 1), montrer que " ¢id) = n,oline N, n>2
|

La somme porte sur les diviseurs de n dans ™ et ¢ est la fonction indicatrice d"Euler.

Indications
Mu:ﬂp(’?). le groupe cyclique Un admet in) générateurs : les w® pour ke [Lnl. kAn=1.




Solution

Sid e ™" estun diviseur de n, alors L4 st un sous-groupe de L.
Dans le groupe cyclique Ua, Ly est le seul sous-groupe d'ordre .

Tout élément d'ordre d engendre L. Pour re [ 1. nll, posons :
Dr = {w®, ke [IL.r—10. kAr=1}etDy = {1}.

On obtient alors une partition de L, parL‘n-UDd.
eflr
On en déduit n =y " sld).

d|n

Ex. 4

Commentaires
w=] implique "=l

Vioar [exercice priscédent.

I est 'ensemble des genératewrs de L.,

On classe les ééments de [, selon leur
andre,

Card Dy=dd e,

1) Soit H et K des groupes finis et (h. k) & H = K.
Montrer que l'ordre de (h, k) est le PPCM des ordres de h et de k.

2) Soit H et K des groupes cycligues. Montrer que le groupe H x K est cyclique si et seulement si les ordres m

et nde H et K sont premiers entre eux.

Indfcations

1) H x K est canoniquement muni d'une structure de groupe. L'élément neutre est ¢ = (e, ex ).

2) Le groupe H = K est d'ordre min.

Solution

1) Notons r et = bes ordres de h et k et considérons r', ' tels que :
rvs=retrvs=ss,
Ona:

(R K% m (Y5, K75) m (W7, %) = (e, ex).

L'ordre q de (. k) divise donc r v s,
Avec (h. k)9 = e, C'est-d-dire (9, k) = (ey. ex). il vient :

h = ey

donc r divise q. et k9 = ey donc s divise g. Alors r v s divise g, et
finalement g=rv =

2) Le groupe produit 1 « K est cyclique si et seulement si il existe un
élément d'ordre mi.
Lordre de {h. ke H x Kestrv s
En outre, r divise m et 5 divise n.
Soit m’ et n’ définis par m = m'r et n = n's Lordre de (f, k) est alors
mn i et seulement simn=r v s
Celaselit m'n'rs=rvsdolm' =n'=letrs=rvs
Ainsir=m,s=netmain=1,

Commentaires

h' =iy et kK =ay.

H= K est d'ondre mn,

r oidre de ! et 5 ondee de k.
Thisarémae de Lagrangs.

rs=irvsirash dont m'n'iraskl,

By |a question précédente, la condition est sul-
{isame.



II. Congruences, 7 / n?

— Ex. 5

Théoréme de Fermat, exemple, contre-exemple.
Soit a un entier naturel, a = 1.

1) Montrer que a'® — 1 est divisible par 546.
2) Montrer que 4'* — 1 est divisible par 15, bien que 15 ne soit pas premier.

Indications

On note que 546 = 2 « 3 = 7 = 13 (décomposition en produit de facteurs premiers).

Etudier le reste dans |a division de 4 par 15.

Solution Commentaires

1) a'® — a est divisible par 13. Application du theartme de Fermat
a®_a= ﬂ.{ﬂﬂ — 1] =-r.'!f.r_1'i -1} {ﬂﬁ-d- 1}

=(a’ —a)(a®+1)
donc a'® — a est divisible par 7.

Els-ﬂIﬂ{ﬂg- 1]{n"+n2+1}[ﬂﬂ+1}

= Iina—n}{u‘+ni+ lj{uﬂ'+ 1]
donc a'? — a est divisible par 3.
Enfin a(a® — 1) = ala — 1)a + 1) est divisible par 2, donc a' — a | & panir de la décompasition précédente.

est divisible par 2,
Divisible par les nombres premiers 2, 3, 7 et 13, a'* — a est divisible
par leur produit 576.
2) Avec 4% = 16= 1 mod 15, il vient [4’]'?- 1 mod 15, c'est-a-dire que | Cec, bien gue 15 ne soit pas premier. O a donc
4" _ 1 est divisible par 15. montr que b théoréme de Fermat exprime une
condition suffisante mats nan nécessaine,
— Ex. 6

Calculer le reste dans la division de 247 par 7.

Indications

Les congruences modulo 7 sont efficaces, On peut utiliser le théoréme de Fermat.

Solution Commentaires
On voit aisément que 247 = 2mod 7, donc 247 = 2% mod 7. 4B ¢ T BT,

Compte tenu de 2° = 1 mod 7, divisons 343 par 6. Avec 343 = 6 x 57+ 1 | Théoréme de Fermat.
et 242 = (28987 » 2 (2557 = 1 mod 7 donne 240 = 2mod 7.

On peut aussi remarguer que 343 = 7°. Alors 27 = 2 mod 7 donne : Hurtre forme du théaréme de Fermat.
7
77 = ({EETJ}T) =2modT.

En conclusicn, Il vient 2473 = 2 mod 7.

27



Ex. 7

1) Etant donné un nombre premier p, déterminer les diviseurs de 0 dans 7 /p* 2.
2 Déterminer les entiers relatifs r tels que 2n? + 13n + 20 soit divisible par 9.

Indications
5i un nombre premier divise un produit ab, alors il divise a ou b,

Avec a. b= 0, il faut distinguer un facteur nul ou des facteurs diviseurs de 0,

Solution

1) Soit a et bentiers relatifs tels que a b= 0, aveca = D et b= 0.
Cela se lit aussi p” divise ab et p* ne divise ni a ni b. Ce qui est vrai si
et seulement si p divise a et divise b, D'od les solutions ;

a=kp et b=k'p,
avec ko et i non multiples de p.
Les diviseurs de 0 dans 2 /p* 7 sont les kp, avec ke [1.p— 11.
2) Avec 13 = 4 mod 9 et 20 = 2 mod 9, I'équation se lit aussi ;
El[n'd+51'+'1'] =Emenm§{ﬁ+ﬂ==ﬁ,
Avec 2 A 9 = 1, l'équation équivaut 4 (n+1)° =1,
Les solutions sont alors les entiers n teds que n+ 1 =0 mod 9 ou tels que :
n+1l=3moddoun+1=0modd.
En conclusion les solutions sont les entiers n = 3k — 1, avec ke Z.

Ex. 8

Commentaires

x dhisiore i la dasse de x modulo p*.

= est bl la classe de = modilo 9.,

Quel est le reste dans [a division de 761 945 par 11 7

Indications

On peut &tablir un oitére général de divisiblité par 11. Il ne serait pas constructif de se réfugier dans un caleul

effectif de quotient et du reste.
Solution

Soit ara,_y ... agpoyag 'écriture en base 10 d’un entier A.
Avec 10 = — 1 mod 11, il vient a, 105 = (- 1)%a, mod 11. Il 5"ensuit ;

r
A= (—1fa; med 11,
=il

Application numérique A = TE1 945.
AsS—44+9—-1+6— Tmod 11, c'est-3-dire A= 8mod 11.
Finalement, le reste dans la division de 761 945 par 11 est 8.

28 o

Commentaires

A= E:n.g.l.ﬂ}.




Ex. 9

1
Etantdonné ne M, n = ammuaqmm:EE m'est pas un entier.
k=1

Indications
On met hn mfmrrer!duiu:m=E.aman et bndans M*, an A bp= 1.
Il suffit alors de trouver un diviseur premier de by. Le plus raisonnable est d'espérer que 2 convient.

Solution Commentaires

h]tp:s-up{kE H‘.Ekin}.ﬂnihnﬂ—lp+gmm:

3 n=2 donne pa=1.

ﬁ: nest pas mbcnssairenent ks forme
& 1 réduite de a,,

Gn = o

kel Lnll {2r}

Soit gn, = %H{:;ﬁ et yy dans M*, et ol gy est le plus petit multiple
commun & I'ensemble des entiers [ 1. n ] ' {2F]. Il est donc de la forme

P-ly avecz e N stz A2=1

W vient alors hn = :_13;:;,,& et il reste & noter que zn + 2xn n'est pas

divisible par 2 pour conclure,

En 2wl

Ex. 10

pr—

p-1

1

Soit p un entier premier, p = 3. Montrer que p divise le numérateur de [a forme réduite de hy, = Zi?
k=1

Indications
Dans I /pZ, tout élément non nul est inversible.

En notant Fp =  /p Z {0}, I'application ¢ : Fp = Fp, 2~ —x ! estune bijection. On pourra utifiser le
théoréme de Wilson,

Solution
1 e 5o
A'H'ECE = m.llmﬁhtltp— 1M:

Il 5'ensuit iy, = —1 dans Z/pZ, donc i = k.

p-1 p-1
Avec hp = ﬁz g ethp = 3, ilvient B> = —a.
k=1 k=1
p-1 p-1
L'application & étant une bijection, maEE:EE.
k=1 k=1
R i : p=-1p
&Ekﬁthdﬁﬁammgpdazkc'm-a-dlmcdlede —g—

k=1 k=1
p — 1 étant pair, IL-_#«\ﬁtuzl'-r:rlll.lll;i:lllaI:llf:,l:au.
Il ¢'ensuit a = 0, ¢’est-d-dire que p divise a.

Commentaires
v @i, Les fractions L oat (p— 11 pour

déncminateur commun,
Thésaréme de Wilson,

f forme riduite de h, et théorbme de
Wilson,

& 251 chicrite en indhcations,

p=1 l p premier.
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ercizces

Groupes

Sait & un groupe fini, d'élément neutre e. On suppose
que des sous-groupes H et K ont des ordres premiers
entre ews. Montrer que H K = {e}.

Soit G un groupe multiplicatif.

On suppose qu'il existe n e M* tel que ["application
¥+ G = G,x— x™ soit un morphisme surjectif.

Montrer que Wix,yle G° x" 1y =" L,
Congruences, 7/nz

s=lmedd
Résoudre le systéme {

x=2medT

i Avec solution détaillée |

Groupes

Déterminer les sous-groupes d'un groupe oyclique.

Etant donné ne f4 o {0, 1}, on note P, 'ensemble des
racines primitives n "™ de 1,

Soit ze P et ke ", Montrer que = est dans Py, si
et seulement sl kA n= 1.

Congruences, #/n?

Déterminer, suivant les valeurs de n e B, le reste dans
la division par 7 de :
A=8519"4 55130 L 81" 4 2,

Niveau 2

-
n
n
n
n

- -
n
-
1

Montrer que 11 divise 2 x 52 + 20 = 311,

Déterminer les sous-groupes de 7 /nZ.
Arithmétique
1) Décomposer 5 929 en produit de facteurs premiers.

2) Quelles sont les paires d'entiers naturels dont le
PGCD et le PPCM sont les racines de ;

= Blx+588 =07

Etant donné un entier n = 2, montrer que la somme
de n entiers impairs consésutifs n'est pas un nombre
premier,

: Résoudre ;
x=3dmod 4
x =2 mod B8
x=4mod b
x=1mod 27
x=1mod3

Montrer qu'il y a une infinité de nombres premiers con-
grus & — 1 modulo 4.

Trouver le demier chiffre de 198719817

Pour i e M, on pose Fr.=2r+l.Mnntrume.sl
n# m, les entiers Fy, et Fiy 500t premiers entre eux,

Montrer qu'il y a une infinité de nombres premiers dans
I'ensemble & M* —1.



(570 Fa e 5 —

I Avec éléments de solution |

Déterminer les &léments (a, b) & (71377 tels que
a’+ b =0.

Niveau 3

Soit p premiet, p == 3. On pose Fp = Z/p {0}

Montrer que, pour k& fJ*, E x* e {0,-1}.

xeFy

[ Avee solution détaillée

S0it p un nombre premier impair; on pose p=2g + L.
Montrer que (g!)® +{—1)9 est divisible par p.

S0it (G, +) un groupe commutatif, On donne deux &élé-

ments x et y d'ordres respectifs finis p et g premiers

ENire S,

1) Montrer que le sous-groupe F de G, engendné par
Z = & + y, contient x et y.

2) Quel est le candinal de F 7

Etant donné p premier =3, combien y-a-t-il de carrés
dans  fpf.

S0it p un entier naturel premier. Montrer que le groupe
{multiplicatif) Gp des éléments autres que 0 de Z/pZ
est cyclique.

| Avec éléments de solution

Montrer que, pour toul i e M, 19 divise 22 43,

Pour ne M*, fin) désigne la somme des chiffres de n
en écriture décimale.

Caleuler f o f o f(4 444%449),

Mantrer que, pour tout n e M*, la partie entibre de
(/3 + 1™ est divisible par 271,

Soit G un sous-groupe fini du groupe des bijections
affines d'un espace vectoriel réel E.

1) Montrer qu'il existe un méme point invariant par
tout élément de G.

2) Déterminer les sous-groupes finis de (C*, = ).

3) Déterminer bes sous-groupes finis du groupe des
similitudes directes du plan.



| Chapéee 1 : Groupes {mompléments). Congruences. Arreau £ /nd

Irecddicctiorns

Pour g générateur de G et H sous-groupe de G, étudier
m_l{H]. avecq : = G.n— g,

Considérer u = z*. 8l k A n = 1, utiliser le théoréme
de Gauss pour montrer que, sl u™ = 1, alors n divise h.

Litiliser d'abord le reste dans la division de 851 par 7.
Etudier la suite des restes dans la division de 2™ par 7.

1} Le cours donne une méthode de résolution.

2) Résoudre le systéme formé par les deux premiéres
équations. Avec la troisieme, on obtient alors un
nouveau probléme de restes chinois.

En considérant n nombres premiers p; = — 1 modi4),
2]

Pétude des facteurs premiers de N = —1+ 4] m
=1

met en évidence un i+ 1™ nombre premier p tel que
pe=—1mod4,

Considérer le premier entier o tel que : 7%= 1 [10], puis
la classe de 1991 modulo d.

Observer que, si d divise Fr, alors d divise 2¥7 — 1
[pOuUr m > .

Tout nombre premier (autre que 2 ou 3) est congru a
1 ou 5 modulo &, Montrer qu'il ne peut pas y en avoir
seulement un nombre fini de [a forme Gn - 1.

Des représentants de £ /137 sont les ke [—6.61.
On notera que 5° = —1 mod 13.

a
a
-
L] -
"
"

On pourra utiliser le théoréme de Fermat pour justifier
que I"on peut se limiter & ke [1.p — 1] et distinguer
bes cas particuliers k= letk=p— 1.

q
Utiliser e théorbme de Wilsan et (24)! = ! [_[:q+ k).
o=l

Pour montrer que x  F, montrer qu'il existe k e 7 tel
que k=1mod p et k=0 mod g et qu'alors x = .

Quand p est premier |"anneau £ /pZ est intégre.
Les carrés de Z/pZ sont les k- pour ke 10, F—E—l 1.

Pour g d'ordre n dans Gy, comparer le nombre ¢in)
des générateurs du sous-groupe engendré par g et le
nombre d{n) des éments de G, qui sont d’ordre n.

On pourra utiliser >~ g(n)=p- 1,
np—1

Par récurrence. Justifier que — 3° = 1 mod 19.

Majorer f (4444*%) et itérer. On conclut avec les con-
gruences maodulo 9.

MNoter que 0 < 3 -1 <1,
ot que (3 + 1™ _ (/3 — 1)2"*] act un entier.

1} Pour M E, étudier I'isobarycentre de gi M), ge G.
2} Les éléments dardre fini de C* sont de module 1.
3) Untiliser les dewx premiéres questions.



Solieriorts des exercices

Niveau 1

H K est un sous-groupe de H et aussi de K. [¥aprés le théoréme de Lagrange, 'ordre nde H ~ K divise 'ordre de H
et celui de K. Comme ces ordres sont premiers entre eux, il vient n = 1. Sachant que le seul sous-groupe d'ordre 1
de G est {2}, |a conclusion en résulte.

Etant donné x G, on considére I'application fi : G = G, y— x " 'yx.
Il s'agit de montrer que, pour tout & G, x™ 'y = yx™ !, Cest-d-dire x” lyx = " "yx™ ou encore fi = fin. OF
pour tout z & G

{_fxlfr.}Jn =(x lzx)" = x '2"x = fulz™
etix lz¢)" = x~"2"x" car [ : t—= 1" est un morphisme de G :_flx~ tze) = fla~ if(2)fx). Done :

Yze G fdz") = (2"}

Comme § est surjective, pour tout y = G, il existe ze G tel que y = ", donc Yy e G ki) = ()
En conclusion, pour tout x de G, x™ ! commute avec tous les éléments de &,
Remarque. 5i, de plus, x = x™ 1 st elle aussi surjective, le groupe G est commutatit

9 ot 7 sont premiers entre eux. Une égalité de Bézout est{—3) « 9+ 4 x T = 1. En application du résultat relatif aux
congruences simultanées, le nombre xp = (~3) = 9 x 2+ 4 = 7 x 1 = —26 est solution.

Les solutions du systbme sont alors x = —26 + 83k, ke Z, ot la plus petite solution positive est —26 + 63,
'est-d-dire 37.

En appliquant le théoréme de Fermat, il vient 5! = 5 mod 11.
Avec la compatibilité du produit et des congruences, il vient 5 = 5% mod 11, or 25 = 3 mod 11, donc ;
¥ =3mod 11 et 2 = 5* =6meod 11.

Avec 3 = % mod 11 (théoréme de Fermat & nouveau), il vient 20 » 3" = 60 mod 11 et par suite (compatibilité de
I'addition et des congruences) :

2 % 5% 4+ 20 x 3" = 66 mod 11
Cest-a-dire 2 x 5% + 20 x 3" = 0 mod 11, ce qui exprime que 11 divise 2 x 522 + 20 x 3,

La surjection canonique s de Z sur Z /n est en particulier un morphisme de groupes (additifs).

Soit H un sous-groupe de £ /nZ. Son image réciproque par = est un sous-groupe de 7,

Il existe donc h e M tel que s~ 1(H) = h¥. Comme s est surjective, on a alors H = s(hZ),

De plus, comme H contient 0, le sous-groupe s~ '(H) contient s~ '(0) = nZ. Uindusion hZ on? équivaut & h

divise n. Les sous-groupes de F /nZ sont ainsi les sout-groupes engendrés par les dléments h, avec h diviseur de n.

1) 5929 est divible par 11 {voir Mise en uvre, exercice B} - 5926 = 11 = 530 et 539 est a nouveau divisible par
11:539 = 11 x 49, Finalement, 5928 = 11% = 7%,

2) Ledisciminant de x® — 91x + 588 est 5929 ot les racines sont 84 et 7. On cherche alors a et b entiers naturels
tesqueavb=84etarb="T.

Enposanta="Ta'etb=Th', av b= Ta'b' revient & trouver o’ et b’ tels que o’ A ' = leta'd’ = 12,

Les paires {a, b} solutions sont donc {7, 84} et {2128} H




.I Chapitre 1 : Groupes (tcompléments), Congruences. Anrmau £ Sl

fin—1

Soit 2a + 1 un entier naturel impair. La somme Sy, = E 2k + 1 = n{2a + n) n'est pas un nombre premier,
fmin

NIVEAU 2 m——

Etant donné un groupe cyclique G, on note r 'ordre de G et on choisit un générateur g de ce groupe.
application {‘P : i : :,, est un morphisme de groupes surjectif puisque grigh = G et de noyau rZ par
définition de 'ordre de g. Si H est un sous-groupe de G, son image réciprogue ¢ ' (H) est un sous-groupe de 7.
Il existe donc s M tel que ¢~ N H) = =7,
Comme ce sous-groupe contient ¢~ 1(0) = rZ, il vient : s 7 =r7 c'est-a-dire s divise r. On a donc :
¢ YH) = s¥ avec sr.
Puisque  est une surjection, on a H = ¢(¢~ '(H1) = ¢lsZ).
En conclusion : les sous-groupes d'un groupe cyclique d'ordre r et de générateur g sont les sous-groupes grig®),
avec s|r. Ce sont aussi des groupes cycliques.

Posons u = z*. On a dvidemment u™ = 1,

1) Supposons que kA n=1.
Soit hue M° tel que u™ = 1. 0n a alors 2*" = 1, et comme =z est d"ordre n, on en déduit que n divise hic. Abors n
étant premier avec k, le théoréme de Gauss donne que n divise k.
On a donc prouvé que n est le plus petit entier naturel non nul élément de {h e ™", u"=1}.|.'nn:h'ede L 85t
ainsi n, @ qui montre que u est dans Py,

2) Supposons k non premier avec n et notons d le PGCD de net k. Onad > 1.
En désignant par rm et h les quotients de n &t k par d : n = md, k = hd, on a 0 < m < n. On obtient alors :

u™ = ghm o gmhd _ gk g

ainsi 1 est d'ordre strictement inférieur & n et n'est donc pas dans Py, .

Dans et exercice, Nous NOTEFONS x = y pour x = ymod 7.
Le reste dans la division de 851 par 7 est 4, d'oil 851 = 4. On a donc :
8517 + 85127 + 851" = 47" 4 43" 4 47,

Comme (4%)" =17, (4%)" 22" et 4" = 2", onaA = 851" + B51%" 4+ 861" + 2= + 2"(1 + 27),
Etudions les restes dans la division par 7 des puissances de 2,
21,2 52, 22540127 =51 conduit A diviser npar3:n=8g+r.0=r=2
Il vient donc 2" = (2%192" d'ol 2" = 2" et il 5'ensuit :

i nzlmod 3. A=5,

i n=1lmoddA=2, et

5i n=2mod 3.A=2
En conclusion, 5i n st congru & O modulo 3, le reste dans la division de A par 7 est 5, et, dans les autres cas, ce reste
est 2,
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Il 5"agit d'exemples du probléme des restes chinods.
1} Nous avons (principe de I"algorithme d"Euclide) :
B =327+ 7, 287T=T=x3+6,T=06+1.
On en déduit :
1o T =6 T -(27T-TxJ)=sTxd-2T=(B-Ix2V)xd-2T=4 x 88— 13 x 27,
Une solution particuliére est doncag = 1 = 4 » 88 — 2 » 13 » 27 = —350.
Lensemble des solutions est donc [=350 + 27 x 88k ke F}.
La plus petite solution positive est =360 + 2376 = 2026,

Autre méthode

x=2mod 88
Ona si et seulement si il existe (k. k') & 7% tel que :
x=1mod17
x =2+ 88k
x=1+27k'

Cela revient & trouver les couples (k. k') & 77 tels que :
2 + 8Bk = 1+ 27k, Cest-a-dire B8k — 27K = —1. (1)

En reprenant le calcul fait dans la premiére méthode, ona4 = 88 — 13 x 27 = 1.
Une solution particuliére de (1) est donc (—4. —13). Les solutions de (1) sont alors
{(-4+2Th.-13+88) ).he Z}.
x = 2 4 B8k donne ensuite :
xm2+B8(—442Th)m =350+ 23T6N. he £,

xedimodd
2) Cherchons les solutions de (5) ' Equw&riﬁmtenum:
A H
x=1mod 3. (2)
En utilisant I'une ou "autre des méthodes vues en 1), le lecteur vérifiera que les solutions de ( S) sont les entiers x
tels que :
x = 19mod 20. (3
x= lmod3
Mous sommes alors ramenés 3 résoudre |e systéme (57)
x5 19 mod 20

En définitive, les solutions sont les entiers x = 19 mod 60,

Mis & part 2, tout nombre premier est impair. Il est donc congru & 1 ow 4 —1 modulo 4.
L'ensamble des nombres premiers congrus & — 1 modubo 4 n'est pas vide (il contient 3).
Montrons que s'il contient au moins n termes distincts, alors il en contient au moins n + 1.
Supposons donc |'existence de n nombres premiers (pily g 1 n g tels que pr= —1 modi4).

i ]
Ne= —1+4]:[p|: s¢ décompose en produit de facteurs premiers qui sont tous impairs puisque N est impair.
i=1
Ces facteurs sont congrus a 1 ou a —1 module 4. 5'ils étaient tous congrus & 1 modulo 4, il en serait de méme pour

leur produit &, Or N est congru & —1 modulo 4, il y a done au moins un facteur premier de NV qui est congru & —1
modulo 4.

Comme N n'est divisible par aucun des py, les facteurs premiers de & sont tous différents des n nombres py.

Nous avons donc au moins n + 1 éléments dans 'ensemble étudié,
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B
On a 1987 = 7 mod 10 donc 1987191 = 71991 o4 1 puis 1987199119 _ 100 mod 10.
Avec 7% = Omod 10, ilvient 7% = 7 = T8 =7 x 9mod 10 et T4 = (7%) = 9* mod 10, Cest-d-dire :

7' =3mod10 et 7*=1mod10.
1991 =497 = 4 + A donne 1991 = = 1mod 4 et lﬂﬁl'm--lmnd{.ﬂnadmxausﬁ:

150 1693

19901 _4n+d et 7 =7 2 amod 10.

En conclusion, 1987'%1**! = 3 mod 10, Cest-d-dire que le demier chiffre de 1987'%1** ast 3.

Ex, 14

Soit m et n entiers naturels distincts. On peut choisir m > n.

Soit of un diviseur de Fi, dans W°.0na 2% + 1= 0 med o donc 2 = — 1 mod .

Il s'ensuit, pour tout p e 28, (27)7 = 27'P = 1 mod o,

Choisissons p = 2™ & 2%_ On obtient 22" = 1 mod d donc Fim = 2 mod d.

5i d est un diviseur de Fin, on a aussi Fm = 0 mod d et par suite, si d est un diviseur commun de Fi, et Fin, il vient :
2=0[d).

Onadonc d e {1.2}. Mais le cas d = 2 est irmecevable car Fn, est impair, donc d = 1. En conclusion, pour m = n, ke
seul diviseur commun de Fi, et Fi est 1, Cest-3-dire que Fr, et Fr 5001 prémiers entre eus.

..I.e-z.mtlers congrus & 0, 2 ou 4 modulo 6 sont pairs. Ceux qui sont congrus 4 3 modulo & sont divisibles par 3.
Les nombres premiers, autres que 2 ou 3, sont donc congrus & 1 ou & 5 modulo 8.

Supposons qu'il y ait au moins N entiers premiers py de la forme 6n — 1, avec n e M* et notons P leur produit :

N
FP= Hpk.
k=1

Le nombre {f = 6P — 1 n'est divisible par avcun des oy, ke [1.NV .
5i tous les diviseurs premiers de UV étaient de [a forme Bn + 1 (=1 mod &), alors L7 serait aussi congru 3 1 module 8.
Or L est congru @ —1 modulo 6. On en déduit que [F admet un diviseur premier de |a forme 6n — 1, svec ne W°.

En conclusion, s'il y a au moins N nombres prermiers de la forme 6n — 1, ne M°, alors il y &n a au moins N + 1, ce
qui mantre qu'il y a une infinité de nombres premiers de cette forme.

Ex. 16

On peut identifier un &lément de | —6.6 I ot sa cdasse d'équivalence madule 13.
Avec 5% = —1mod 13, o + b* = 0 équivaut 4:
b — 5a® =0,
c'est-A-dire :
ih = Salb+ 5al=0.
Z f13Z étant un corps, cela dquivaut a b = Sa ou b = —5a. Les solutions sont résumées dans le tableau suivant :

u]ﬂ:l:l:I:E:I:E:I:J!.:I:E:I:E
h!l.'J:I:E:I:B:I:E:I:E:I:I:I:d.




Le théoréme de Fermat donne ! = 1, donc x** P! = x* eton se limite d ke [ 1,p— 11.
Dans le cas particulier ol k = 1, ona E: X= Z J. Avec H_Pﬂ:_ﬂ' multiple de p, il vient :

x5 Fp fellp-11
>0
xe Fy,

Pourk=p—1,onaxP ! =1, donc:
Zx“'l =p-1=-1

xu Fy

k+1
Pourke [1,p—21, ona(x+ 1)1 - k1 o Eﬂ"ﬂlf'l_-‘ donc :
J=1
kel

Z ({A’-i- | .i.’hu) = EE{:J—I Sksl—j
=

HFF

ol on & posé S = Efﬂﬁg- Einp-ln—i.

.I'EFF k'EF-
En supposant S = D pour 1= r =k — 1, il reste —1 = (ke + 1), + Sy, donc S, = 0 car 1 = ke + 1 < p. Ainsi, par
récurrence, il wient :

S =8g=...=28_g=0.

Niveau 3

p = 2q+ 1 &tant premier, e théoréme de Wilson nous donne (2q) + 1 =0 mod p. Nous avons ;

a
{ﬂq][lq!ﬂl:q-l- k.
k=1
Pourtoutke [1.ql, p—ig+kl=g+1— ketdonc g+ k= —{g+ 1 — kimod p, puis :

q q
[Tia+ w=i-19]Jiq+1 - kimedp.
k=1 k=

q q q
Enposantg+1 -k =j,ona H{q+ 1-ki= H_J = gl. Il s'ensuit, en reportant dans ¢! qu-+ kb+ 1 =0 mod(p),
k=1 J=1 k=1

(—11%g"® + 1 s 0mod(p), d'oil {g!)* +({—1)9 = 0 modip).

1) Soitke £ Onax = ke sietseulement si(k = Lix+ k=0
Par définition des ordres de x et y, on a, pour tout m e 7,
[miﬂmuﬂp = m:r:ﬂ} et [mnﬂmudq = my:l]::l-
Pour prouver que x appartient au sous-groupe F engendré par =, il suffit de montrer qu'il existe k = Z tel que :
kslmodp e k=s0modqg
Or, p est premier avec g, donc (théoréme de Bézout) il existe (u. v) e 7 tels que qu — pv = 1.
Il suffit alors de choisir k = qu = puv + 1 pour abtenir x & F.
On montre de méme que y est dans F,
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Remarque

x et y sont des éléments du sous-groupe F engendré par x + y. Les sous-groupes Fx et Fy, engendrés par x et y
sont donc inclus dans F. |l s'ensuit I'indusion Fy + Fy c F.

Par ailleurs, avec z & Fi + Fy, le sous-groupe engendré par z est inclus dans Fi + Fy. On a dong F = Fy + Fy.
2} Onconsidére Mapplication® : Fy x Fy = F=Fe+ Fj, (ol— w4+,
Elle est surjective par construction, On vérifie immédiatement que d» est un morphisme de groupes.

Soit (. vde Herd : alors u+ v = Odonc u = —ve Fym Fy et cet éément de G a pour ordre un diviseur
commun & p et q.

p et q étant premiers entre eux, cet ordre est 1, c'est-3-dire que "élément u = — v est I'élément neutre de G.
Avecu=-v=0,0na Ker®d = {(0.0)} et & est un morphisme injectif.
Ainsi, @ est un injectif et surjectif, ¢'est donc une bijection,
En condlusion, comme les sous-groupes Fy et Fy; ont pour cardinaux respectifs p et g, il vient;
Card F = Card Fx« Card Fy = pq.

On note k la classe module p de ke Z.
P Etant impair (entier premier supérieur ou égal 3 3), on peut choisir pour représentants des éléments de 7 /pZ, les p
déments +k, ke ([0 25— ]| Les canes dans 2 /p sont donc

R ke [0.252]
B -1 -
Soit alors k et k' dans [[ﬂ.p—i—]]ulsquef—ﬁ-ﬂ.
Puisque Z /pZ est un corps (p premier) avec k& — k- = (k — &) (k+ k'), il vient k = £k, donc k = k' car ces
représentants sont positifs. En conclusion, tous bes camés sont de 1a forme EE,I:E [[ﬂ. pﬁ‘;—l]]etmgé—l éléments

sont deux & deux distincts. Il y a donc %—1 carrés dans F /pF.

(Ex.21
Puisque p est premier, Fp = 7 / pZ est un corps et Gp = Fip * {0} est un groupe multiplicati,
Pour p = 2, Gy est réduit 4 1, Il reste 3 examiner |a situation oi p est au moins égal 4 3.
Si gest d'ondre n, le sous-groupe grig = {1.g, . .. .g" '} admet pour générateurs les Sléments g*, avec 1 =k=n
et k A n = L Ces géndrateurs sont au nombre de i n), donc grig) contient ¢(n) &léments d'ordre n,
Montrons maintenant qu'il n'y a pas & éléments d'ordre n en dehors de grig).
On remarque d'abord que tout x & Gp, d'ordre n, vérifie x™ - 1= 0.
Or le polyndme X™ — 1 de degré n, a coefficients dans le corps commutatif F,, admet au plus n racines distinctes et
tout élément h du groupe cyclique grig) d'ordre n vérifie K™ = 1, donc grig) est I'ensemble des racines de X" — 1.
Il en résulte que, si x & Gy est d'ordre n, alors x est élément de grig).
En conséquence, £'il existe un &lément g d'ordre n dans G, alors Gy contient exactement ¢in) dléments d'ordre n.
Finalement pour tout ne [ 1, p— 11, en notant (n) le nombre d'éléments de Gy, qui sont d'ordre n, on a :

dlnl =0 ou Jin)= gl
Or, pour tout g € Gp on a gP~ ! = 1, en application du théoréme de Fermat. Par suite, tout élément de Gp a un ordre
qui divise p — 1 et on en déduit

z finj=p=1

|p—1

done z #nl= E win) (Mise en @uvre, exercice 2).

njp-1 njp-1




Exercices

Avec 0 = dln) = @in) il vient Jin) = ¢ln) pour tout i divisant p — 1. En particulier,
pip—11=glp- 1)

Comme p— 2 est premieravec p— l,onaglp— 1)= 1, dolpip— 1) = 1.

1y a danc au moins un élément d'ordre p — 1 dans Gy, c'est-a-dire que G est cydique,

Posons Ap = 25 + 8. 0n a Ag = 19 ce qui amorce la récumrence.
Supposons 4,y =0mod 19, c'est-d-dire 27 " = —3mod 19. Ona:

2 o (23'“")2' - (25"" "}H = (~31™ mod 19 = 16™ mod 19.

Le théoréme de Fermat donne 16'® = 1 mod 19. Dans 7 /197 :
B -1=(16 - T)(16 +1).
Donc 16 = TouT6 = —1. Avec — 3 =8, puis — 8 =, il vient :
—_ﬂﬂl:Epuhﬁa =1
Enfin, avec 64 = 9 = 7 + 1, on obtient :
(ﬂ"‘"}“._amuam

Une majoration de f o f o £(4444%%) va nous itre utile.

n = 44444 gst inférieur 3 10 000 = 10" donc m = f{n) < 9 = 20000 = 18004,

r = f(m) est majoré par 1+ 9 » 5 = 46 et enfin & = J(r) est majoré par 4 + 9 = 13.

Dans la division par 9, un nombee et la somme de ses chiffres ont le méme reste.

On en déduit que s et 4444*** ont le méme reste dans la division par 9.

Ainsi 4444 = —2 mod 9 donne n = — 2/ 10d 9, Cest--dire n= 2% pod 9.

Aver 2% = 64 = 1 mod 9 et 4444 = 740 x 6+ 4, il vient n = 2* mod 9, C'est-3-dire n = 7 mod 9,
Enfin, s=Tmod et s = 13 donne s = 7.

Par la formule du bindme, on a :
L
En=(v3+1)" — (VB-1)"" =23 3 (on. 6N
kol
Avec0 = (VB - 1)*""" < 1ot (vB+ 1) = En+ (v~ 1)*"", Ia partie entibre de (/3 + 1) est En.
Les développements :
1] [
(VB+1)"" =3 8% (on, +v3 S 3% (o
k=l k=0

n f
et (V3-1)"" =38 0o, +vB Y 8" Canny
k=il k=0

montrent que, pour o a ™, il existe ay et by dans ¥ tels que :
(vVE+ 1) = an + Vb,

et {v3-1)""" = —a + v3bn.
d'ol : En = 2an.




| Chagise 1 ; Groupes fompléments), Corgrurnoes, Areau £ ' Fal |

insl

Pour n = 1, (v3+1)""" = (vVB+1)*(vE+1)""" donne:
' an +v3bs = (4+2vE) (an_1 + Vb1
| donc /3 étant irrationnel, il vient :
' {un = 2(20,_y + 3by_,)

bn = E|:_‘1|'L—1 * 2t-'rt—i]

Bvec ag = 1 et by = 1, ces relations définissent aq et by par récurmence.
En particulier, a; = 10 et by = 6, 5i a,_; et b,,_; sont divisibles par 2", alors ap, et by sont divisibles par 27, II
s'ensuit, par récurrence, que Er, est divisible par 2™,

1) Pour M e E, soitl= T!%‘r‘i E g, Tout h e G conserve le barycentre, done :
g L

1
Bl = gr—g= % hegM).

i L
En notant que G — G, g—= h o g est une bijection, if vient kil = I, et cela pour tout h e G.
2) Soft G un sous-groupe fini de (C°, x| et n = Card G.

D'aprés be théoréme de Lagrange, on apourtout ze G, 2" = L, donc 2= U = {e%.ﬂ sk=sn-1},
groupe des racines n™™ de I'unité.
Avec GG = Up I'égalité Card G = Card Uy, = n donne alars G = Uy,
3) Soit w I'affive d'un point invariant par les éléments d'un sous-groupe fini G de similitudes planes directes.
Ces similitudes s ont pour formules analytiques z — A e™(z — @) + w.
On vérifie que & : G — T, s+ he'™ est un morphisme de groupes.
Son image est un sous-groupe fini de (C*, « ), donc il existe n & M° tel que WG = Uyq.

. 2k
3 est alors 'ensembde des rotations de centre w ot & anghes Tw. ke [0, n=1].

4



CHAPITRE

Anneaux et idéaux
Arithmétique
des polynomes

A, Anneaux
1. Définition et régles de caloul
2, Morphismes d'anneaux .

B. Idéaux d'un anneau commutatif
|, Définition et propriétés .
2, Idéaux et morphismes danneaux .
3. Anneau-produit
. Corps
C. Arithmétique dans Kix] .
|. Division euclidienne .
2. Idéaux de K[X] .
3 PGCD
4. Polyndmes premiers entre eux .
5. PPCM

D. Divisibilité dans un anneau |
I. Divisibilité dans un anneau intégre
I PGCD, PPCM
3. Entiers de Gauss

Méthodes ; L'essentiel ; mise en auvre
Enoncés des exercices

Solutions des exercices |

. 42
. 2
. 43
T
. 44

. 45
. 46

. A
. 4
T
. 47
. 48
. 48
. 48
. 48
. 449
. 50




| Chapitre 2 ; Anneaus et idéasx Arithenétique des patmémes |

A. Anneaux

o'l peimppeidsne 1. Définition et régles de calcul =

tians de base relatives & un
Anneaw.

Woir Algibre e Geomeirie,
MPSI, chapitre B,

'Y 4 et Paddition de A,
= gn est la multiplication,

Un anneau (A +. - ) est dit commutatif si sa multiplication est commutative.
& (4,00 est gt non L'édément neutre de |'addition est noté 0,4, celui de la multiplication est noté 1,4, =3

e Le symétrique de o € A pour + (opposé de a) est noté —a,

5'il existe, le symétrique de a £ A pour . (inverse de a), est noté a ',
1.1 - Regles de calcul

Régle 1
VaEA Dyra=a+0,=04. SiCardiA)=1 ona 0ym=l,.

Wie bl EA%, (~a)sbma-(=bl= =(a-b), (=1x)-am=a, (=ad(=b)=a-b
WabcEA), ab-cl=ab-a-c (b-—cla=b-a—c-a.

Wia bl €A%, ¥nEZ, (na)-b=a-(nb)=nia-b).

Regle 2
.4 on comvient que Si a et b sont des éléments de A qui commutent, on a pour tout nE N ;&'

¥rEd =l . o
M ta+b" =Y Cra*-p" % el @) a"—p"=(@—bn Y a" K.k
fontt o)

"5 pormade du bindme.

1.2 - Elémentnpnﬂ:lcullm

. Propricoé 1

a) Lensemble Liy des éléments inversibles de (A, +, « ) est stable pour la multiplication de
A

B} (U, - )est un groupe,




1.3 = Sous-anneaux, anneau-produit

Pour les opérations induites sur B, (B, +, - ) est alors un anneau.

_ Propriéte 2
Soit (A, +. - ) et (B, +, - ) des anneaw:. On munit "ensemble A = B des opérations définies
par :

quels que soient (. b) et (a’,b') dans A = B,
(1) (e bl + [a'. b') = (a+a'. b+ b},
(2} ia. i« (@', b') = [a-a'. b b').
Alors (A = B, +, « ) est un anneau, appelé 'anneau-produit de (A, +, - etiB. +, - .

Lélément neutre pour I'addition est (0,.0pg) et I'dlément neutre pour le produit est
(1. 1a).

2. Morphismes d'anneaux

Le noyau d'un morphisme d*anneaux est le noyau du morphisme de groupes. sous-jacents.
En particulier un tel morphisme & est injectif si et seulement si

Yac A plajmlg = asly.
Avec les notations ci-dessas,

_ Propriété 3
a) $i0y)=0g et di—a)=—dia)pourtoutaE A
b} dinal = nd (a)pour tout a € A et pour tout n < 7.

_ Propriété 4

a) $ia") = [ (a)]" pourtout a € A et pour tout n € N,

b} Si @ estinversible dans A, alors ${a) est inversible dans Bet:
sla~t)=[pia)] .

_ Propriéié 5
a) 5 A" est un sous-anneau de (A, +. - ), alors $(A") est un sous-anneau de (B, +, « ),
=% C-ym) designe b} Si B est un sous-anneau de (B, +, - ), alors &~ 1(B) %' est un sous-anneau de
mum-ﬁn* (A +, )
LD

CopyTt |iuu'4|ﬁria|
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B. Idéaux d’un anneau commutatif

(T Usiellement, be pro-
it o+ [ est noté ai.

2B e ar £ xeA).

1. Définition et propriétés

_____ IMAmition &

On dit qu'une partie non vide I de A est un idéal d'un anneau commutatif (A, +. - ) lorsque :
(1) Ieststable pour 'additionde A: 1+ 1C1,
() WalEAxT, ai€]: JACL =T

Remarque
{04} et A sont des idéaux de (A, +, « ). Ce sont les idéaux triviaux de I'anneau.

Tout idéal non trivial de (A, +, - ) est appelé un idéal propre de I'anneau.
Propriéte &
| Unidéal I de (A, +. « ) et un sous-groupe de (A, +).

T

——

IS T est une partie non vide de A, stable pour |"addition.
| De plus, pour tout i€ Lona | — 14)1 € 1, Cest-d-dire —{£ 1.

__ Propriété 7
Pour tout a £ A, 'ensemble aA des produits de a par tous les &léments de A %" est un
idéal, appelé I'idéal principal engendré par a. On le note (a).

ITI' Soit a = A Alors oA contient alg = a.
|I Etant donné ab et ac dans ad, on a ab + ac = alb + ¢) € ad.
Etant donné ab € ad et ¢ £ A, on a clab) = albc) € ad.

Exemple 1 Dans l'anneau 7 des entiers relatifs, tout sous-groupe de (Z, +) est un idéal,

Tout sous-groupe de (2. +) est de la forme nZ, avec nE Z, cest-d-dire que c'est I'idéal principal
engendré par n.

Exemple 2 Somme d'idéaux

Soit [ et o des idéaux d'un anneau commatatif (4, +, « ). Alors lensemble [+ o des sommes
d'un élément de I et d'un élément de 7 est un idéal.

Il est immédiat que I + J est stable pour |addition et que 0, appartient & I + .J.

Etant donné w1+ J, il existe (L1 S 1 = o tel que u = i+ j.

Pourtout a € A, ona: au = all+j) = al + ajl.

Comme I &t J sont des idéaw, il vient ai E 1 et gj € J puis au e [ +.J.

Ainsi, [ + . est un idéal de (A, +. + ).

— Propriété B
5 un idéal f contient 14, onal= A

5 PourtoutaS A onaaly 1, cCest-d-dire asS I, puis AC L.

Corollaine

Siun idéal I contient un Sément inversible de A, alors [ = A.

[ On suppose que u < LA est dans J. Lidéal 1 contient alors &~ 'a, cC'est-a-dire 1, .
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— Propriéé 9
Lintersaction d'une familles d'idéaux d'un anneau commutatif est un idéal,

" Soit (l5)ex une famille didéaws. Chacun des [ étant stable pour V'addition, il en est de
| méme pour leur intersection .
Soita = Aeticl Pourtout s £ 5, on a i I donc ai € Is, et il s'ensuit ai 1.

_ Propriété 10

La réunion | | 1 d'une suite 1) e, croissante = d'idéaux de (A, +. - ) est un idéal.
& ay com de Pinclusion. =

5 a) Les I, n"étant pas vides, il en est de méme pour leur réunion I.
b) Soitie Ietaec A llexiste s M tel que | £ In. Alors ai I, donne a € 1.

) Soit i et j dans I. Il existe n et p tels que [ € I et j € Ip. Posons q = sup{n. p}.
In &t Ip étant inclus dans [, il vient i + jE [getdonc i+ JE I,

____ Defmikion T
Etant donné une partie X de A, l'intersection de tous les idéaux de (A. +, - ) qui contlennent

19 Cast done le plus X ost appelée [idéal engendré par X, =17
pefit idesl de A comenant la

partio X,

_____ DxAnition 8
Un idéal [ de (A, +, - ) est dit maximal s°il est différent de A et si, pour tout idéal .J :
IcJetlad = J=A

Excmph: 3 Les idéaux maximaux de 7 sont les idéaux pF, avec pr premier.

o 1F L s engen- Les idéaux de 7 sont les sous-groupes nf, avec n M. Pour ns M {0, 1}, &'V Pidéal nF
Hﬂﬂﬂﬂmlm n'est pas maximal si et seulement si : Ime M 0,1}, nZ CmT et nF ~mi.
o pas maximaus, Or n ¥ CmJ éguivaut a m divise n donc nd n'est pas maximal si et seulement si n admet un

diviseur strict. Les idéaux nZ non maximaux sont ainsi ceux pour lesquels i n'est pas premier.

2. Idéaux et morphismes d'anneaux

— Theomime 1
Soit (A, +, -1et (B, +, -)des anneaux et ¢ : A — B un morphisme d*anneaiix,
a) Kerq estun idéal de (A, +, - ).

w12 i n'est pas né- b} SiTestunidéaldeiA, +, -, alors ¢ [ est un idéal de (glaA), +, - ) '

cessarement un idéal de

(B, » |, maks oeci o5t wral ¢} Si.J est un idéal de (B, +, - 1, alors ¢~ 1(.0) est un idéal de (A, +. + ).

guared o st surjective. L
B On sait que Ker ¢ est un sous-groupe de (A, +), que ¢{I) est un sous-groupe de (B, +), donc

w13 gy chacun deux, un sous-groupe de ( ¢ (A). +), et aussi que ¢~ () est un sous-groupe de (A, +). =19

il resse & vérifier la s1abi-

lité pour b produit par un a) YaEsa, YpeEKer ¢, glap) = pla)e(p) donne plap) = plally = 0y dont apEKer ¢,

élément de Fanneau. d'0d A Ker ¢ C Ker ¢.

b) Soit ye gl et z€ plA) |l existe x € 1 el t € A tels que y = g{x), z = (L)

On a dont yz = gix) ¢ (t) = gixd)

Or, 1 étant un idéal de A, xt = I donc @lxt) £ @lI), Cest-d-dire yz £ i,

c) Pour xEq NI etaE A, posons y = ¢lx) eth = gla). On a ¢lxa) = ¢lxigla) = yb.
Avec y < J et bE B, on a yb £ J, Cest-a-dire glax) £ J, donc am € ¢~ M),
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3. Anneau-produit

idéal de I"anneau-produit (A « B, +, - ).

IS5 Produit de sous-groupes de (A, +) &t (B, +), T = J est un sous-groupe de (A « B, +).
‘ SoitfwuvIElx Jet{a. Bl EA « B.0n a (a, bl « (1. v} = (aw, bu)

Propriéé 11
I 5i [ et J sont des idéaux des anneaux commutatifs (A, +, « 16t (B, +, =, alors [ = . est un

Comme [ et un idéal de A, on a au e I et, comme J et un idéal de B, on a be e .J.
Donc (au. bud) € 1w J et [ = J est bien un idéal de A = B,

4. Corps
190 yoir Aigibre ot o Rappelons &' qu'un corps est un triplet (K, +, - ) tel que :
métrie, MPSL, chapitre &. {1} (K.+, - ) est un anneau commutatif non nul,

(2) tout élément autre que Oy est inversible.
Un morphisme de corps &5t un morphisme des anneaux sous-jacents.

Propriété 12
Un anneau commutatif (A, +. - } non nul est un corps i et seulement si ses seuls idéaux sont
les idéaux triviau.

I a) Supposons que les seuls idéaux de (A, +, - ) sont bes idéaux triviaux {04} et A.
Considérons a € A™ = A\ [04}. Uidéal (a) engendré par a n'est pas I'idéal nul. Cest
donc A. Comme 'idéal (a) est 'ensemble aA des produits de a par les éléments de A, il
existe b A tel que a.b = 1,4, ce qui montre gue a est inversible. Ainsi, (A, +, - est un
COpS.

b} Supposons que (A, +, « } soit un conps. Un idéal non nul contient un &lément non nul et

o 118 c;-ﬂahd-h donc inversible. Contenant un éément inversible, un tel idéal ne peut tre que A. =15

Exemple 4 Tout morphisme de corps est injectit,
Un morphisme f de corps K et K étant un morphisme des anneaux sous-jacents, on a
JF{0g) = 0g et f{1g) = 1g , donc f n'est pas I'application nulle.
Le noyau de [ est un idéal de K quin'est pas K, c'est donc [Og }. Ainsi [ est injective.

C. Arithmétique dans K [X]

h[]ﬂ Hﬂ-'% Bl GiEg- . L e “rlﬂl‘
métrie, MPSI, chapitre 10. 1 Division euclidienne

‘hltnﬁﬁlﬂwmm-
comps de

B« 0 divise A lorsque le reste dans la division de A par B est nul,
A est multiple de B quand B divise A, ouquand A= B=10.

Copyrighted material
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didéal, em Algibre et Géo-
matrie, MPEL, dhapitre 10.

ln Aritheesitique darss 1K[X] |

2. Idéaux de K [X]

Propriété 13 —
Soit A élément de K[X] et (A) l‘enmnhle des muIan-esde.P. n:lans I-EI.KI

(A) est un idéal de K[X] appelé idéal principal engendré par A.

C'est un cas |.‘.u':l|1|El.I|IEfd-E' Ia propriété 7. Notons que si A = 0, alors (A) = {0])

______ Thésoreme 3
Dans K[X], tout idéal est principal.
O dit gue K[X] &5t un anneau principal.

B3 Soit [ un idéal de K[X].

Si I = {0}, il est engendré par 0.
5i1= {0}, soit 0 |"ensemble des degrés des éléments non nuls de I et ng ke plus petit éément
de D. |l existe A £ [ tel que degl(A) = ny : YBE [\ {0}, deglB) = degiA).

Formons la division ewclidienne de B par A :
B=AQ + R, deglR) = deglA),
de BeEletAc ], ondéduit AQE L pUis R = B - AQE L
Avec deg R < deg A et R 1, il vient B = 0 et par suite, B £ (A).
On en déduit que I C{A) et, comme il est immédiat que (A C I onal = (A).

Remarque
Deux générateurs d'un idéal non nul 1 de K[X] sont des polyndmes associés.
En particulier, I admet un générateur unitaire unique.

3. PGCD =®

La somme (A) + { B) des idéaux engendrés par A et B dans K[X] est un idéal de K[X].
Ona(A)+ (B ={0) si et seubement 51 A et [ ne sont pas tous deux nuls,

_ Ivéfinitiom 10

Le plus grand commun diviseur (PGCD) de polyndmes A et B non tous deux nuls est le
générateur unitaire de Fidéal (A) + (B0, On le note A » B.

_ Propriéé 14
Le PGCD des polyndmes A et B non tous deux nuls est I'unique polyndme unitaire qui
appartient & (A) + (B) et qui divise A et B,

Les diviseurs communs & A et B non tous deux nuls sont les diviseurs de A A B,

— Thiowremse 4
Théorame d'Euclide
Soit A et B deux polyndmes non nuls,

S'il existe des polyndmes Qet Rtelsque Am BQ + R, alosAA B=BA R

_ Corollaire
Algorithme d’Euclide
Pour chercher le PGCD de A et B, on divise A par B
A=BQ+R deglR) < degiB).
AN B =B Rraméne a des polyndmes de degrés inférieurs a ceux du début.
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4. Polynomes premiers entre eux

|

Etant donné (c. b) K2, X — a et X — bsont premiers entre eux si et seulement si o = b,

|
g I

a) AnNBC=1équivautaAnB=1etAAC=1.
b) AAB=1limpliqueAs BCmAAC,
£) Ay divise B, Ag divise Bet 4; A Ag = 1 implique A; Az divise B,

d) SeitAy. - . .. Ap des polyndmes premiers entre eux deux i deus.
Sivke(l...., n}. Ay divise B, alors A - Az . . - An divise B.

5. PPCM

D. Divisibilité dans un anneau

1 ppegmaenre 1. Divisibilité dans un anneau intégre «1®

tion de
:‘m:“_ﬂﬂf Rappelons qu'un anneau A est dit intégre <'il est commutatif et si :
ViabeEA®, abuly = aslsoub=0,.

o
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Proprieté 15
Soit a et b non nuls dans un anneau intégre A, et (a), (b) les idéaux engendrés par a et b:
a divise b si et seulement si {a) 2 (b

I a) Supposons que a divise b. Il existe ¢ £ A tel que ac = b
Pour tout x £ A, bix = acx donne bx € aA, donc (k) C (a),

b) Sila)>(b), avec bE(b), ona bEia) = ad et il existe ¢ € A tel que b = ac.

______ Difinition 14

Etant donné a = A, les éléments au, avec w inversible dans A, sont appelés les éléments
associés 4 a.

__ Propriété 16
Tout élément inversible dans A divise a.
Tout élérnent associé & a divise a.

@20 |y pstlegoupe B3 S0t € ULA), =Y Ecrivons a = 1qa = (uu')a = u(u~la). On voit ainsi que w
des imversibles. de A, ‘ divise .
On a également a = {auhe— ", ce qui monire que au divise a.

Propriété 17
Des dléments non nuls a et b d'un anneau intégre sont associés si et seulement 5i ad = bA.

U5 (a) o (k) équivaut & a divise b, (propriété 15). Alors (a) = (b), équivaut & bla et a|b,
c'est-d-dire qu'il existe w et v dans A tls que a = bu et b = au.

« Onadonc a = avu, ouencore (1,4 — vu)a = 04 et, puisque A n'a pas de diviseur de 0
etque awly, il vient 14 — vu = 04, C'est-d-dire vu = 1,.

Alors a = bu, avec u inversible, exprime que a et b sont associés,

= 5i a et b sont associés, il existe u inversible tel que a = bu, donc b = au~ L,

On a donc bla et a|b; par suite (a) = (b,

Diéhnition 15

Un élément non nul a de A est qualifié d'irréductible lorsque ses sevls diviseurs sont les
éléments imiersibles de A et les dléments associés & a.

2. PGCD, PPCM

—____Dhnition 16
Un idéal 1 d'un anneau (A, +. } est principal lorsque : 3x € 1, 1 = xA.
w1 Anneau communtatif Un anneau principal ect un anneau intdgre <"1 dont tout idéal est principal.

Définition 17
Soit a et b non nuls dans un anneau principal A.
Tout d = A tel que ad + bA = dA est appelé un PGCD de a et b.

Remarques
22 15 comme de deux 1} Dans |"anneau principal A, il existe d € A tel que (a)+ (B) = {d), & 2

i et un idéal, n
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2) Des PGCD de a et b sont associés, Cela découle de la propriété 17,
1) Sibdivise a, alors b est un PGCD de a et b. En effet, on a (b) 2 (a), donc ;
lad+ (B Ci{b)+(b) = (b
et, avec (b1 C {a) + (b, il vient (a)+ (B) = (b).

' Touse intersection Dans |'anneau principal A, il existe m £ A tel que (a) N (B) = (m). = '
dickbai et un Wddal.
Des PPCM de a et b sont associés,

3. Entiers de Gauss

—  PFropriéé 18

B e pgtdedine que tous Z[{] est un sous-anneau de C et cet anneau Z[i] est principal, =24
idéal de 211 est principal.

I Soitzza+betz =a +i, laba . HIcT Mosz+ 2 =la+a’ )+ b+ bet
zz' = (an’ = bb') + ilab’ + a'b) sont dans F[i],

Sait.J un idéal non nul de Z[i et ™ = J {0}, Pour z = a+ ib, (a. bIET%, onajz  EN.
Lensemble { |22 .2 € J* } est une partie non vide et minorée de M. Soit m & J* tel que:
YzeJ*, |m* = |z

Pour =< J, posons % = 5+ it, avec (s, ) € 0%,

I exite (. b) € 22 tel que |5 — a] < g et ]t~ b| < 5

Posons alors g = a + tbet r = z — gm. l vient ;
o (% - r.]l)m: ((5— ab+(t - Bitjm donc |r[® = {{s— @l +(t - B*) |m[® < |m(%.

Avec zEJ, mE J et g€ Fli], il vient r € J. Le choix de m montre alors que r = 0 et il
£'Bnsuit que z = mqg. On a donc J C (m) et, avec (m) C.J, il vientJ = (m).

Exemple 5 Les éléments inversibles de Z[i] sont 1, i, -1 ou —1.
Si @+ ib, (a, VS 7* estinversible dans Z[1), il existe (e, o) € 72 tel que (o + ib¥c + id) = 1.
On en déduit (a® + b%) (¢ + d%) = 1 (en comparant les modules). Avec a® + b* ot ¢ + d*
entiers naturels, il vient a” + b* = 1 donc (ja| = 1etb=0) ou (a=0et|b| = 1). On a ainsi
montré que :
U{ Z[d) € {L.L=1.=i}.

Réciproquement, il est clair que chacun de ces quatre éléments est inversible :

1+1=1, (=1}(=1i=1, i-(—ik=1,
donc Ui Z [il) = {1.i =1, =i},

n Copyrighted material
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Exr:mple 6 Etant donné a et b non nuls dans £[i] tels que a = bg + r, avec g, r dans Z[i], les PGCD de a
et b sont les PGCD de b et r.

Soitdun PGCD de et bet o' un PGCD de bet r. On a (d) = (a) +(b), donc d = (a) + (b) et,
par suite, il existe &, p dans Z[i] tels que d = ha + pb. i vient alors ;

d = Abg+ )+ pb = (hg+ plb+ br,
Donc o est dans (b) + (r) Cest-a-dire dans (),
De méme, il existe u et v dans F[i] tels que o’ = ub+ vr d'ol

d' = ub+ wia - bg) = va +iu — vglh
Donc o' ast dans (a) + (b, c'est-3-dire dans (d),
Ainsi, chacun des éléments o et d' divise |"autre, ils sont donc associés.

Remarque
5i of estun PGCD de a et b, les autres sont ses associés, cest-d-dire d, —d, id et —id.



L'essentiel

1. 1déaux d'un anneau commuratif

v Sil'on veut établir une propriété d'un idéal,
« on peut revenir a la définition, c'est souvent le meilleur moyen,
—+ Voir Mise en cuvre, exercices 1, 2
¢ 5il'on veut montrer qu'un idéal I est maximal,

= om peut considérer un idéal contenant fetaE A I
—+ Woir Mise en auvre, exercice 2

I1. Polynémes cyclotomiques

¥ Ces polyndmes font intervenir le groupe des racines n*™ ™ de 1, la
fonction indicatrice d'Euler et les générateurs d'un groupe cyclique.
¢ Sil'on veut former le polyndme cyclotomique d'ordre n,
s o0 peut  utiliser les racines primitives d'ordre nde 1 ;
¢ Wair Mise en meuvre, exerace 3

« on peut utiliser les diviseurs dans M de n.
—+  Woir Mise en euvre, exercice 4

II1. Polyndmes a coefficients entiers ou rationnels

¥ Le choix d'étudier principalement ces polyndmes est guidé par les
liens naturels avec I'arithmétique des entiers.

¥ Si l'on veut établir la divisibilité des coefficients par p premier,
« On pent e ramener 3 un polyndme sur ke corps /pf
» Voir Mise en uvre, eXercice 5

s o peul utiliser le PGCD des coefficients, en extension du PGCD de deux
entiers.

~  Voir Mise en euvre, B0eRCIcE B

¢ Sil'on veut étudier un polyndme & coefficients rationnels,

« on peut se ramener 3 un polyndme 3 coefficients entiers.
~+ WVoir Mize en ceuvre, exercices 6, 7, B

IV. Polynomes de Lagrange

¥ Ce théme sera vu avec une autre approche au chapitre suivant. On
en étudie |a définition et un exemple d'application au calcul du reste
dans la division par un polyndme scindé 4 racines simples.

—+ Vair Mise en eewvre, exercices 9, 10



Mise en ceuvre

I. Idéaux d'un anneau commutatif

— Ex. 1
Soit A un anneau commutatif, Etant donné un idéal I, onnote VT={xE A/ IneEN", x"€1].
1) Montrer que /T est un idéal contenant 1.

2) Soit I et.J des idéaux de A. Montrer que: 1CJ = TC /7 etque vTNJ = TN/,
3) hhmm.mmﬁdr.ﬁ:ﬁ.
4) Etant donné des idéaux 1 et J de A, montrer que T+ 0 C T+

Solution Commentaires
1) Pourx €1, onaxeE /T, donc ] C /T el
(1} SoitxEvTetas A llexiste nEN" telque x" 1, donc a"x" €1, | a™x"=lax"cl.
et ax 1.
(2} Soitx, ydans v Tetp gdans ™" tels que sP S ety 1. Formule du bindme dars 'anneau commutatif A
prq
(x4 WP =Z|::mx"'y""“"k.
cared k
Pﬂlk;ﬂprﬂﬂa.l:kEf-Etmt:uqufq_kEf. ImﬂtuniﬁiLffq—*EIﬂlecpq

Pour k = p,ona p+q — k=g donc ¥ € Tet [, *i*9 S e, ostum i, o417
Par suite, (x + yP*T £ [, donc x + = /1.

2) (1) On suppose I CJ.
Soit x £ /1. De x¥ & [, on déduit 2P £ J puis x € 7.
(2} De InJC et INJCJ, on déduit TN J CTet VTR C VT,
c'est-3-dire VIOJCVIN VI i)

Soit x= /T /. lexiste n et pdans M* tels que x" €/ et ¥ .. On
a donc ™ = ™" dans [ et dans . et donc dans 1 MG 1 s'ensuit ¢

x VIO, puls VTN VT CVTRT. (i) {1 et fih chormenn +/Tde il
%) De I C /T, on déduit que /7 C /T, Voir 1a premile question,

Soit v = /1. Il existe n = M° tal que & € /T, Il existe alors p= M
tel que (x")F €1, Cest-d-dire x"P € [ et donc x € /1.

Donc +/ T < /T et finalement /v = +/T.

4) VI+ I T+ Jdécoulede T+ JetJ i+ ViICVTed et wTowTed.

— EBx. 2
Soit A I'anneau commutatif des applications de B dans &, et ¢ un réel fixé, Notons [ = {f € A, fit) = 0].
Montrer que I est un idéal maximal.

Indications

Un ideal I de A est dit maximal quand il est différent de A et que, pour tout idéal .7 contenant strictement J,
onaJ = A; c'estla définition et elle contient [a méthode.

=3



Solution Commentaires
1) Soit fETetgeE A Ona fgith = flilgit) = D et donc fgE 1. Jith=t,
Soit f et gdans 1. f{t) = 0 et git) = 0 donne (f + g)t) = 0, donc : Stabilité pour I"additice.
F+gel
Comme |a fonction nulle est dans 1, il vient que I est un idéal. 1 st pon vide.
2) 5oit J un idéal de A contenant strictement 1.
EnithJu.qutnul_rEA.mnﬂdémurm%. On a gt
La fonction h = f — kg appartient & 1. Eie prend la valeur 0 en 1,
AVEC [ = b+ g EJ, il vient A C J, donc J = A | eat somime d'un elisnent de J et d'un Slément
e It

II. Polynomes cyclotomiques

— Ex. 3
Etant donné n =M*, on note Dy, I'ensemble des générateurs du groupe Uy, et on pose do,(X) = H{x — w).
wED
Préciser &b, (X} quand r est premier et expliciter b pour 1l = n =9,
Indications
by, est appelé le polyndme cyclotomique d'indice n. |l est de degré ¢i i) od ¢ est la fonction indicatrice d'Euler.
Solution Commentaires
Quand r est premier, on a Dy = Liy, 4 {1} done (X)) = % : X"—l= H £ —
=1 gy Sl
Pour n premier, @ (X) =~ X", En particulier :
=il
Py =X+ X+ 1,

DX =X e x e x e x4,
1'7{,..'5'.’]-3'“ s+ X e xt et +KE+I+1,

PX)=X -1 car Iy = {1}, Ug={=1,1}.
PX) =X +1 carg = {1},

DX = (X — KX+ D=X2+1 car by = {&.—1}, Us={L -1},
DelX) = (X + DX+ =X X +1, Py A A

hiy iy
Enyl-—fm!n—_f

En effet, amu:m(?},ma w® & Dy si et seulement sik A6 = 1.

En notant que Dy = Lg \ Ly, ilﬁmmg[xj-% =X+ 1. Verification akée.
DEﬂtﬁE,Dg-LhNLJgdﬂnM%txj=§_—:=xﬂ+x3+l_

54



——  Ex. 4

Montrer que, pournE N, ona X" — 1= 1-[ 41X} o0 le produit porte sur les diviseurs de n dans ™.
din

Montrer que &, est & coefficients dans 7 et que son coefficient dominant est 1. Calculer &5,

Indications
Uy #st la réunion disjointe des D, avec d diviseur de n dans ™ et Dy ensemble des générateurs du groupe
cyclique L 4.

Solution Commentaires
1) La partition U, = UD,,-dnnnr: On ohtient une partifion de Ui, en regroopant les
din #Héments de méme ondee o ot on 20 que o est
X"_1= H{x-m}=n(nﬂl{—m)}=nmd[x}_ wn dreiseur de
weElLly din w=ly din
- H"_j- . 2 T
2) Pour n =M, on pose ¥n(X) = T C'est le produit des @, (X pour o diviseur de n,
aecl=d=r
Py (X) = X - 1 est dans Z[X] et dom v = 1. dom @, désigne le coefficient dominant de &, .

Supposons que Yk EM®, k«n = $(X)E F[X] et domdry, = 1. | On amonce une preuve par récumence

Alors WX est un produit de polyndmes 3 coefficients entiers, donc

¥ai(X) = Z[X]. Produit de pelyndmes de coefficient dominant 1, ¥,

a 1 pour coefficient dominant.

Quotient de X™ — 1 par ¥, € Z[X] avec dom ¥y, = 1, le polyndme | Corsicérer I'agorithme de la division sudidienne.

Py, est & coefficients entiers et dom @ = 1 car domiX™ — 1) = L.
3) Onady By bydyg =X1 _ 1 Avec:

X=X =1, Exercice précédent.
- |
i s
Py X)=X"+X+1= —
i
mb{x}=#+xﬂ+xﬂ+x+1=ﬁ_
_ (X-DX"-1) xT+xPe1 -
il vient o - = ‘ol A T
i 150X) 1) (=1 Kaxl ol x?—l_::x 1
DX =X X"+ XX+ X3 —X4+1, f=atann

III. Polynémes i coefficients entiers ou rationnels

— Ex. 5
1) Soit pun nombre premier. On note a la classe modulo pde a = 7,

Pour P = z a X EZIX], onpose P =Y o X" € (Z/ph)IX].
k=i =l

Montrer que P~ P est un morphisme des anneaux 2[X] et (2 /pFHX].
2} Soit A et Bdans F[X]. Montrer que, si p divise tous les coefficients de AB, alors il divise tous ceux de A
ou il divise tous ceux de B,

Indications
pétant premier, £ /pd est un corps, donc (F /pd )1X] est un anneau intégre.
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Solution
1) SoitP=Y apX"cZ[Xletg= Za,,x‘fezm_umfﬁdm
k=lk Roll

de X* dans P+ 0 est ag + by, = ay + by, ; c'est donc celui de P + Q.
Le coefficient de x* dans P est > abpy = 3 abi;
=k sk
c'est aussi celui de P .
2) pdivise tous les coefficients de P équivauta P = 0.
Si p divise tous les coefficients de A, alors AB =0, donc AB = 0,
Il s'ensuit A = 0 ou B = 0, d'ol le résultat.
Ex. 6

Commentaires

nmgup{deg Fdeg Q1.

En notant ¢ PP an wrilie

el P sl Fapl G0, i Pimepd Pl 1
Bt on note que g 1= est une Svidence

a0 8 et ssulement & oy,

(L p K] est Innégre.

du sous-groupe de (F, +) engendré par les coefficients de ),

2) En déduire que (P = y(P1y ().
3) Soit A et Bdans O[X] et non nuls, tels que AB £ Z[X].

Etant donné P € Z[X], P = 0, on note vi P} be PGCD des coefficients de P (c'est le générateur entier naturel

1) Soit Pet Qdans Z[X] 5 {0). Montrer que, si w{P) = 1 8t y(@) = 1, alors PG = 1.

Montrer qu'il existe r rationnel non nul tel que ra et %Bmientdans Z[x1.

Indications

(P est appelé le contenu de P,

1) On procédera par |'absurde en utilisant I'exercice précédent.
2) Onse raménera 3 des polyndmes de contenus égaux & 1.

Solution

1) 5 un nombre premier p divise PG, il divise tous les coefficients de
Py, donc tous ceux de P ou tous ceux de @, ce qui est contradictoire
aecyiPl=1letvi@i=1,

2) Pour PE F[X], P =0, et n entier, on @ y(nP) = |n|~ (P).

Notons W = { PEZ[X], Pw0ety(F) =1},

Ona+viPy=neEMN" sietseulement si -};Fapparﬁaﬂé%

K 2
R = —7p; €S = —7m; sont dans W, donc y(RS) = 1.

Avec PQ = v P) 4 (@RS, il vient alors ;
I PQ) = v Py (@) (RS),
danc ;

PG = Py (@
3) Soit a le PPCM des dénominateurs des coefficients de A. Abors oA est

émﬁdemmﬁmmﬁpzqﬁmﬂ_

Enréﬁi;antT:E. il existe a' et b' premiers entre eux tels que :

A= —PF
a

Commentaires
Exercicn précident.

Immidiat par définition d'un conter.

P et ginsi dans AL

a' b, d entiers asturels non o




De méme il existe Q= W et ¢, d' premiers entre eux tels que :
di
Be ?',gu.
Avec ao'c’AB = b'd' PQ, il vient a'c’ v (AB) = b'd’.
On en déduit qu'il existe u et v dans M* tels que d' = ua' et b’ = e, Théceiene de Gauss.
]

Posons enfin r = 5, il vient rAIuFH%E- w puis AB = (pPNud)
st le produit de deux polyndmes 3 coefficients entiers,

— Ex. 7
Soit P un polynGme & coefficients entiers et de degré au moins 1.
Montrer que P est irméductible dans D0X] s et seulement si il est irméductible dans Z[X].

Indications
Dans un sens, c'est banal. Pour "autre, utiliser la fin de I'exercice précédent.

Solution Commentaires

1) 5i P n'est pas le produit de polynGmes non constants & coefficents | Condition nécessaire
dans @, il n'est évidemment pas produit de polynémes non constants &
coefficients dans £,

2) Supposons que P soit le produit de polyndmes non constants Aet B4 | Condition suffisante.
coefficients rationnels,
Il existe donc des polynémes non constants L7 et V 3 coefficients entiers | Exercice précédent, demiirne question.
tels que AB = UV et P = L'V montre que P est réductible dans Z[x].

— Ex. 8

i
S-ﬂtui.ug,.-.,a,;dE.EHIiHS-HﬁlUI!BdIE.ﬁHCE.A:[[[R—ﬁ..:l ot P=A-1.

k=1
On suppose que P est le produit QR de polyndmes non constants et & coefficients entiers.
1) Montrer que A divise g — 1 et R* ~ 1 et que les quotients B et C sont constants.
2) Etablir une contradiction et en déduire que P est iméductible dans Q[X).

Indications
1) On utilisera Piay). On exploitera ensuite les degrés.
2) On établiraque g =1 — A
En conclusion, pour tout g & W, il existe P& Z1X] et de degré q qui est iméductible dans Q[x].

Solution Commentaires
1) Plag) = —1, donc Qlay IR(a,) = —1. Comme (Xay) et Rlay) sont | O of R sont & coefficents entiers et oy est
des entiers, 'un vaut 1 et 'autre vaut —1. pntigr,

Ainsi, @ (ay) = 1 et R¥(a;)} = 1. Prenant la valeur 0 en chacun des | Les o, sont deus & dewn distinets.
., les polyndmes oF — 1 et R* — 1 sont divisibles par A.

F = 1+ AB et R = 1+ AC assure que B et C ne sont pas nuls. || | et & ne sant pas constants
vient alors 2deg @ = deg A + deg B, 2deg R = deg A + deg Cdonc

2deg D+ 2degR= 2deg A +deg B + deg C.

Ordeg @+ deg R = deg A, on en déduit donc deg B =degC = D el | gR=A-1.
B, Csont constants,




2) (AB+ HAC+ )= @R = PP m (A~ 1)® implique B= C = =1, | Les constantes B et C sont les racines de
AN+
Alors @ = R* = 1 — A, ce qui est impossible car lim A(x) = 450 | Dane 1A prend des waleurs nbgatives

Lhypothése de réductibilité de P dans Z[X] est donc contradictoire, | Voir Mexercice précédent.
Lirréductibilité de P dans Q[X] découle alors de son iméductibilité
dans F[X].

IV. Polynomes de Lagrange

— ExX. 9
Soit nEN et (X, o+ x| une famille de n + 1 éléments deux 3 deux distincts d'un comps K.
1) Montrer que, powr i€ [0.nll, Li = H uml'miwﬁnmﬂxmmﬁant:
peken kel K
(1) degli=n.
{2y Lils)=1,

et(3) VJiE[0.n)\{i]. Lix)=0.

2) Montrer que, pour tout (by. - - -, b} € K™Y, il existe un unique L £ K[X] tel que :
degl=n et Yec[0.nl, Lix)=b,.
3) Quels sont les polyndmes P < K[X] tels que Yk S [0.n], Plxg) = by 7

Indications
Cette famille de polyndmes, dits polyndmes interpolateurs de Lagrange, est facile a mettre en place. Elle joue
iun rdle imporiant 1 sera vue sous un autre angle dans le chapitre «Espaces vectonielss.

Solution Commentaires

1) 5i Li et M; vérifient bes propriétés (1), (2) et (3), leur différence estde | Unicié. Cesten géndral le premier point & Sbadier,
degré au plus n et prend |a valeur 0 en n + 1 éléments distincts, c'est

donc le polynéme nul.
Il est immédiat que L, prend |a valeur 1 en x et la vabeur 0 en xg, j = L | L est consinit €5 mesures,

2% Lunicité de L se prouve comme celle des L.
Le polyndme by Ly prend |a valeur by en . ot |a valeor 0 en g, = k. | On exploite les polmnames dintespolation.

i
Alors le polynéme L = Zbkl.* convient. On a bien dog Lsmn.
o=t

3) Soit P £ K[X] prenant |a valeur by en x, powr k< [0, n . Alors
P — L prend la valeur O en tout ag., k= [0, n].

1]
Donc P — L est un multiple de JJ(x — =), O a é4abili une condition nécessaire.
k=0

n
Tout polyndme P = L + Q(A:}HLK = X ), @ver @< KIX] convient. || Condition suffisante.




— Ex: 10

Soit a, b, c trois réels distincts et P dans R[X].
Calcuber le reste dans la division de P par (X - allX - bEX - cl,

Indications

Le reste R est de degre au plus égal a 2 et ses valeurs en a, b, ¢, sont respectivernent Pla), P(h) et P(c).

Solution
Posons Ly = HH; et Lg, Lg par permutations circulaires.

P=i(X = aliX - biX - cH2 + K donne ;
Ria) = Plal.
Ri(b) = P{b).
et Ricl= Pk
Avec deg R = 2, il s'ensuit R = Pla)L, + PblLg + Plc)Ls.

Commentaires
Palyndmes interpolateurs de a, b

et 1 dans RLXT

Exercice précédent, 1),

549




Chapitre I : Arewsaus ot idbaux Arnshmitique des polyndmes

ercices

Soit I un idéal d’un anneau commautatif A. Montrer que
la relation binaire % définie sur A par

xfyy = x—yel
st une relation & équivalence compatible avec les opé-
rations de A.

Sur un anneau commutatif A, soit 5 une relation d'équi-

valence compatible avec les opérations de A.

Montrer que la classe de 0, est un idéal I de A etque
xRy — x—-yeEI

Montrer gue |'ensemble WV des ééments nilpotents d'un
anneau commutatif A est un idéal de A

Idéaux

50it E un ensemble non vide.
Pour tous sous-ensembles A et B de E, la différence
symétrique de A et B est ;
AYBILIBY A)
On lanote A A B.
1) Vérifier que | % (E), A.M) est un anneau commu-
tatif.
2) Etantdonné a € E, on pose :
L= {XEPELaE X}
Maontrer que I; estun idéal de I"anneau précédent.
3) Montrer que I'idéal Iy est maximal,

Soit (K. +, -1 et (K', +, - ) des comps.
Montrer que I'anneau-produit K x K’ n'est pas un corps
et déterminer les idéaux de cet anneau.

Niveau 1

Niveau 2
: Ex.8

Soit a, b, o deux & deux distinets dans |, Réduire :

(X—biX—c) (X—cX—a) (X—adX—-b)
la—bla—cl  (b—chb—al ' lc—alc—B '

Soit a et b distincts dans un corps &, et n € K*,
1) Montrer qu'il existe un couple (P Q) = K[x]*
unique tel que deg P < 2n, deg @ = Zn ot :
X —af"P+X-b"Q=1
2) Montrer que F et Q vérifient ;
Pla+b—-X)=0Q(X)et Ka+b— X)= P(X)

50it K un corps et A un sous-anneau de K tel que :

VXEK =K\ {Og}, xEAU T EA
1} Donner un exemple de telle situation.

2) Montrer que I'ensemble M des éléments de A, non
inversibles dans A, est un idéal maximal de A.

Entiers de Gauss

Soit pE M* qui est [a somme des camés de deux entiers.
Montrer qu'il n‘est pas iméductible dans Z[i).

Dans Z[i], calcuber un pocd de 11 + Tiet 3 + Ti



Polynomes

Soitay. - - . . an des entiers naturels distincts. Montrer
que le polmdme P Z[X] :

F=1 +H |[.F|: —r.q.::I2
k=1
est irréductible dans Z[X].

Ex.13

Déterminer les couples (P, @) = RIX]* tels que :

P24l =Xx5g% =1,
Ex. 14

Soit A, B et C dans C[X], deux & deux premiers entre

eux et tels que A% + B* = 2,

1) Montrer que C + B et © — B sont des camés de
polyndmes dans CLX].

2) En déduire les expressions de A, Bet C.

Montrer quil n'existe aucun polyndme non constant a

coefficients entiers relatifs ne prenant sur £ que des

valeurs qui soient toutes des nombres premiers,

(Ex. 16
Formules de Cardan-Tartaglia
Soit T(X) = X¥ + pX + g € C[X)] de racines x; , x;
et xy .
1) Montrer qu'il existe un unigue couple (w, 1) € C*
el e :
X=u+u, .=|:§;=14i+r.5f2 !l.il:ﬁ:Lﬂz+lj.
2} Monfrer que u®, v* sont les racines de :

i
x"“+qx—§—r

Niveau 3

Exproces |

Ex 12
Soit Py, - - - . Py une famille de n polynémes réels deux
a deux premiers entre eux.

On considére aussi une famille @y, - - - , GO de poly-
némes réels,

Mantrer qu'il existe Q = R(X] tel que :

Ex. 17
Soit d un entier naturel mon mul.
1) Montrer qu'il existe un polynéme P réel tel que :

n
vneh®, 3 k1 = py(nin+ 1)
k=1
2} Montrer quiil existe un polyndme Gy réel tel que

fl
VREN®, 3 Kk =i2n+ 1@y(nin+ 1)).
ke=1

Ex. 18
Etant donné n & %", former det polyndmes de degré
minimal L/ et V tels que X"/ +(1 = X)"V = 1.
Ex. 19
Soita =R O
On suppose qu'il existe p & M tel que o € Q.
On pase n = inf{p € N*, o £ Q).
1} Montrer que X" — o™ est iméductible dans QIX].
2) Montrer que I'ensemble :
k= { PEQIX]. Pla) = 0}
st un idéal de QX1

3} En déduire que la famille (1, ... .c""") est
libre dans be (-espace vectoriel FL



"l."'“h?ll-rl' BT L =

gﬂﬂz catiorns

1) Pour"opération A, voir Algbbre et Géométrie, MPSI, - En condition nécessaire, comparer F' et .

chapitre 5. © Utiliser R {1- X%} R" — XR'+n"R, avec n = deg P.
2) N suffit &' avoir compris ce qu'est la différence sy- = ifiser Tn € RnlX] défini par Thicos #) = cos né (po-
miétricue. lyndme de Tchebichey).

| 3] Pour X @ Iy, considérer ¥ = X\ {a) et XN Y. m

- 1) C— BetC+ Bsont premiers entre e
1) Evudier les éléments inversibles de K = iK', Comparer les facteurs irrdductibles de € — Bet A%,
2} Pour un idéal non trivial de K =< K', considérer les - ‘

éléments (k. O det (Og, k') avec ket k' nonnuks S5
dans K et K'. : Utiliser m = P{n) pour n € Z et former la différence

‘ Pin+ kom) = Pin)pour k€ £,
1) Considérer les fractions iméductibles de dénomina- (Ex. 16 _
e ot © Uitifiser le relations entre les coeMicients de T et les

racines xy, xp, ay et introduire I‘unigue polyndme
2) Pour a et bdans M, montrer que a + b & M est P Calx] tel que:

.imrdunuliliuntquani—iri%mmdansk Pli=x; , P(mxg , P() = xg.
- : (Veir polyndmes de Lagrange.)
Les éléments inversibles de Z[i] ont été vus 4 l'occasion N9

de I'exemple 5 du cours.
- Lethéoréme d'Euclide (voir Algebre et Géométie, MPSI, iy
| chapitre 8) est utile, comme dans I'exemple 6 du cours. "o ol de Bézout est diffcile a traiter par I'slgo-

Ex-11 i  rithme dEuclide.

Avec T = ]] (X - ay) et 1+ T = AB, Aet Br'ont Mais une puissance convenable de X + (1 — X) fait trés

n
Calculer de deux fagons 3 (ke 119 —keie—1)%).

Pl . bien I'affaire.
| pas de racine réelle. On précisera A[ay) et B{ay ). -
. Ex12 : 1) Eorire la réduction en facteurs irréductibles de
i Former M, = H Py et écrire une égalité de Bézout : X" — o dans CLX] et raisonner par F'absurde.
: ok : 3) Revenir & la définition d’une famille libre et utiliser
| entre Py et My.. : que I'idéal L, est principal.




S ! Ewencioes L

Solittiorzs des exercices

Niveau 1

Le fait que Jt; soit une relation d'équivalence découle de | aspect sous-groupe additif pour tout idéal.
Réflexivité, symétrie at transitivité se traduisant par
DsEL x=yEl = y=x==(x=ylE]l

x=yeEl y-z€I! = x-g=(x-yl+iy- el
Soit xMyyetzEA Dex— yEY, découle (x + 2 — (y+ 2l =x — yeE I, doll x + 2 3y y + 2, Cest--dire la
compatibilité de i avec ["addition. Seule la structure de sous-groupe intervient ici,
S0it x My y et zE A Aver x — y< 1 et la stabilivé AT C 1 il vient zx — 2y = 2(x — yhE [, Cest-a-dire |a compatibilité
de F; avec la multiplication.

Soit x, ydans I ; x @ 0,4, y® 04 et la compatibilité avec I'addition donne x + y it 0,4,

Soit x € 1 et 2 € A, Avec x W 0, et la compatibilité avec la multiplication il vient zx 3 20,4, c'est-d-dire zx & 0, et
donc zx £ 1.

Enfin, avec 0,4 € 1, il vient que I est non vide et, avec les deux stabilités précédentes, 1 est un idéal de A.

Puisque ¥y E A, —y @ —y, la compatibilité avec I'addition donne que pour tout (x 1) € A%, x ® y équivaut 3
x—yR0ssoitagsid e —yeI

On a bien sir 04 £ A donc A est non vide.
Soit xE N et zE A lNexiste n £ W™ tel que x™ = 0, et, avec (21" = 2"x" = 0, il vient zx E N,
S0it x et iy dans V. Il existe p et g dans ™" tels que x™ = 0, et 7 = 04. On applique la formule du bindme (A est

Peg
commutatif) :  (x &y = Eﬂ:ﬂxkf"q_k
=il

llreste Anoter que k = p = x* = 0, et que, pour kS [0.pl, ona p+ g — k = g donc ™7 % = 0, pour
obtenir (x + g™ = 0,4, donc x + yE N,

Ex.d

(X —bMX —e) (X —cHX —a) (X-alX-h
e I la—BRa—¢) @ (B-elb—al & {c—alc- b
Evitons la méthode naive qui consiste 4 tout développer et réduire |
P st un polyndme de degré au plus égal & 2. C'est |a somme des polyndmes de Lagrange, interpolateurs de a,
b et ¢ (voir Mise en cuvre, exercice 9). C'est donc I'unique polyndme de degré inférieur ou égal & 2 tel que
Pla)=Pb)=Plc)=1donc P = 1.

£ R[X].




4| Chagéire 2 : Anneaus ot idéaux Arithmiétigue des polyndenes

1)

2)

Question classique (Algabre et Géométrie, MPSI, chapitre 10) - si A et B sont premiers entre eux, il existe un
couple (P g unique d'éléments de KIX] tels que :

deg P < degB, degQ <degA et AP+ BQ=1.
Avec A n B = 1, il existe (théoréme de Bézout) L7 et v dans K[X) tels que
AlV+ BV = 1.
Avec /= BC + P, deg P< deg Bet V = AD + @, deg O < deg A, {divisions euclidiennes), il vient ;
AP+ BQ+(C+DIAB = 1,
Or degi AP + BQ — 1) <« deg A + deg B = deg AB.
La condition deg{(C + DIAB) < deg AB implique alors €+ D =0, d'oli:
AP+ BQ=1.
5 R et Sdans KX wérifient AR + BS = 1, avec deg R < deg B et deg 5 < deg A, il vient :
{P- RIA=(5- QB
Adivise (5 — 018, donc divise 5 — O (théorame de Gauss), Avec deg A » deg(S — R), ilvientalors S — 0 =0,
puis P — R =0, ce qui donne l'unicité.
Ce théoréme s'applique ici puisque a= b = (X — a) A (X — b) = 1, donc
X —aPax—pi=1
En substituant a + b — X 3 X dans (X — a/*"PLX) + (X — B Q0X) = 1, il vient :
X —B"Ma+b—X)+(X - a®"@a+b-Xi=1
L'unicité donne alors Qe + b— X) = PLX) et Pla+ b — X1 = QX

Niveau 2

-1} Formons d'abord la fonction caractéristique de la différence symétrique A & B, On oblient ;

PasB=9a+op— 292 98-
On vérifie alors que, quels que soient les sous-ensembles &, Bet C:
®AABAC) = $aamac =¥a+ ¢+ 9c —2enec — 2¢ecea — 2eavn+ 444 $BeC
donc AA(BAC)={AAB)AC: 'opération A est associative, (i}
Les cabculs précédents sont détaillés en Algébre-Géométrie, MP5I, chapitre 5, Mise en aruvire, exercice 2.
D'autre part, il est clair que :
= l'opérateur A est commutatif car (A B)UI(B. A= (BY AV (AN B);
» I'ensembie vide est neutre pour Acar (A VLU (E A m AL Te A;
» tout sous -ensemble A de E est son propre symétrique car A\ A= (.
On remarguera que les trois propriétés précédentes peuvent aussi se justifier de fagon tout aussi immédiate avec
les fonctions caractéristiques.
Ainsi, | ® (E). A} est un groupe commutatif
Sachant que |'opérateur M est associatif, commutatif, et que E en est alément neutre, pour montrer que
(@ (E).A.N) est un anneau commutatif il reste & vérifier que I'intersection est distributive par rapport & la
différence symétrigue.
Le cabcul donne g4 gy anm = $4 + $5 — 2 ¢4 ¢85 = $4ap 000 la nouvelle expression :
AAB=(AU B (AN B
On en déduit alors ¢ s macanc = $anpac (voir Algébre-Géométrie, chapitre 5, Mise en auvre, exercice 3,
pour un calcul détaillé), d'od finalement ;
AN{BAC)={ANBIA(ANC)

b



— !_ Exercices |

2] Soit A et B dans I;. Alors a n'appartient ni & A ni & B. |l n"appartient donc pas & leur différence symétrigue
AA B, Parsuite, AABE L.
Soit A € Iy : a n'appartient pas 3 A, donc quel que soit BE PE),onaaZ AN B etBNAE L.
Avec I » & (il contient la partie vide de E), on conclut que I, est un idéal de 'anneau | 2 (E). 4. N).

3) I n'estpas égal a P(E). Eneffet {a} & La.
Soit J un idéal contenant strictement Iy, || existe X = ®(E) tel que X £ .J et X & 5. Nous avons alors ;

aEXetY=X"{a}ELdolYEJ

La stabilité de J pour & donne X 4 Y €J c'est-a-dire {a} EJ. Pour tout ZEPE) ona Z ' {a} € I d'od
Z'\ {a}€J puis (2" {a}) 4 {a} EJ, C'est-d-dire ZE J. On a donc PE) CJ, soit PIE) = J et I'idéal I, est
bien maximal,

Ex.7

1) Unélément (k. k') de K x K' estinversible si et seulement si k et k' sont inversibles, c'est-3-dire si et seulement
5i bk w Oy 8t k" w Oy, Les éléments non inversibles de K = K' sont donc les couples :
(k.Og ) avec kE Ket [0, k') avec k' EK'.
(1x. O ) est différent de Ok . v = (0. Dp ) et n'est pas inversible. L'anneau-produit n'est donc pas un corps,
2) Unidéal non trivial I de K = K’ ne contient pas d"élément inversible.
5i I contenait & la fois un élément [k, D | et un élément (0. k'), avec kw O et k' w Oy il contiendrait leur
somme (k. k') qui est inversible.
Les éléments de I sont donc nécessairement de la forme :
(k. Op ), aveck EK ou (0g. k'), avec k' EK,
c'est-a-dire :
ICA=Kx{0g}ourcB= {0k} = K.
Dans le premier cas, I contient un élément (a.0x: ) avec a € K, a « Ox. La stabilité par le produit avec tout
élément de K « K’ montre que I contient alors :
(a.0% )« (™' 0k ) = (1x.0x).
Il contient alors tous les produits (k. k') « (1. 0 ) = (kO ), donc nécessairement I = K » {0k }.
A=K x {0k } estun sous-groupe de (K x K, +). Pour montrer la stabilité pour le produit par tout élément
de K = K', il suffit de rappeler que :
(b i) - (@ O ) = [ heen O ).
Donc A est bien un idéal de K =« K'. Uautre cas se raite de méme.
En conclusion, outre |es idéaux triviaux, les idéaux propres de |'anneau-produit K = K’ sont les idéaux principaux
mrﬁ par |:15. UHI]' et par {ﬂ'ﬂ:, lm}. 'est-a-dire K » {DHI} et {ﬂp;]' = K

1) nanm.a={§. prg=1lip.glEZ x N etgal= 1}mmmmquuwéﬁﬂelmndbﬁm

donnde. Avec 2 € A et 5 & A, M n'est pas réduit & {0]. Avec 5 € Aet 3 €A, M est strictement inclus dans A,

2) Snltuetbdnnsummmls.ﬁ.lméﬁ ; ne sont pas dans A. Sommede ac AetbEA ona:
a+be A

. 1 a
hmn;nn;quuuh&ﬂ.t‘ut-a-dnmEﬂ,AﬂtEEH‘.nna.
EEAMEE.&.
. 2 wtda a ‘ast-d-di a+b 4 1 g
Slparamnpesm ni.-i.malg-i-EE.P..ceﬂ e —p—EA uﬁ.wucn—i_EEj.llmnt.
1
p=A
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ce qui est contradictoire avec b€ M. On en conclut que a + bE M.
Soit m € M et a = A Alors am est éément de A, donc, si am n'est pas dans M, am est inversible dans A,

Cest-d-dire que —— € A, d'od:

1 1
m=%am =M

e qui est contradictoire avec m £ M. Il en résulte que am £ M et, en conclusion, M est un idéal de A.
Si J est un idéal de A contenant strictement M, alors .f contient un &lément inversible de A, donc J = A.

Soit (. bIEF* etp=a®+ 5. 0na p=(a+ibia — ib). Donc a + ibet a — ibdivisent p.

Avecp=1 ona|a+ ib® = 1, donc les dléments a + ib et a — ib ne sont pas inversibles {voir 'exemple 5 du cours).
Supposons p iméductible. Alors a + ib est un élément associé 4 p.

Il existe u inversible dans Z[i], donc de module égal 4 1, tel que p = (a + iblu.

Il s"ensuit p = |a + tbf donc p* = a® + b, C'est-d-dire p* = p, ce qui est impassible pour p = 1.

Posonsae 114+ Tietbes 3+ Tl Aveca=b+BetB=—b+1+3L00a:
as(l-ib+1+3i

Un pgcd de a et b est un pgod de bet 1+ 3i.

Avec b=2(1+83{)+1+i unpgedde bet1+ Jiestunpgedde 1 +3iet1+i

Notons que 1 + 30 = (1 + (M2 + (). Ainsl, unpged de 1 + 3iet1+iest 1+ i

En conclusion un pged de 11 + Tiet 3 + Trest 1 + L.

hmnsT-f[{x—ak],LepdpﬁmFmﬁémF=l+Iﬂ.

k=1

Supposons P réductible dans 7[X] : il existe A et B dans Z[X], non constants, tels que P = AB.

1+ T* = AR montre que A et B n'ont aucune racine réelle. Les fonctions réelles x — Alx) et x — Bix) sont donc de
mime signe constant (puisque Alx)1B(x) = 0).

Avec AB = (—A)N—B), on peut se ramener au cas ol elles sont toutes deux strictement positives sur F.
Pourtout k€ [1.nl, ona Afay) B ay) = 1, avec A ay ) et Bay ) entiers positifs ; il vient alors :
Afa) = Blay) =1

Dans la division eudlidienne de A par T, le quotient et le reste R sont & coefficients entiers puisque le coefficient
dominant de T est 1 (conséquence de I"algorithme de la division dans F[X]).

A=QT+R Alay) = 1et T(a,) = 0 donne R(a,) = 1. Le polyndme R — 1 est de degré strictement inférieur 3
deg T = n et admet au moins n racines. Donc R est |e palyndme constant 1.
De méme, dans |a division euclidienne de B par T, le reste est la constante 1. Le quotient Oy ect aussi dans F[X].
Légalité 1 + T = AB={QT+ 1){@y T+ 1) = 14 (@+ Gy )T + T donne :

QT+ Q@+ =T.
On a alors deg (@ + Oy ) = deg (O0h ) < deg (90, T) donc :

deg (Q+0h1 + QG T) = deg (QChT) et deg (QO4T) =degT.
On en déduit -
degQCh =deg @+ deg Gy =0

donc ;

deg @ =deg Oy = 0.
@ et Gy sont des polyndmes constants.




Alors I'identité (Qgy — 1)T + @+ g4 = 0 donne:

O+ m0et 0y = 1donc O = =1,
ce qui ne peut pas avoir lieu pour un pohmdme réel Q.
On a ainsi prouvé par I"absurde que P est irméductible dans Z[X].

Cette propriété est le théoréme chinois dans "anneau F[X].

Pour k= [ 1. n ]I, soit M, = nﬁ-cnmepkuteruMam les Py, j= ke, oma:
=k
My A Ppm 1.
D'aprés e théoréme de Bézout, il existe donc Uy et vy dans F[X] tels que :
UMy + ViFe = L

f
On forme alors le polynme @ = %" QML
=1
Pour j = k, le polyndme P divise M, dnn:diuhesng,ngq,_una:
ek
B — G = S + (MU — 100,
Comme P divise M U — 1, il vient que Py divise @ — Q.

Niveau 3

Supposons qu'il existe une solution (P, ). Alors P A @ = 1 (théoréme de Bézout), Par dérivation, on obtient :
PF:{J:QHXE— ]]ﬂr}ﬂ‘

Ainsi @ divise PP, donc, puisque P 4 @ = 1, @ divise P’ {théoréme de Gauss).

A partir de P* + (1 — X%)@* = 1, il vient deg P = 1 + deg @, donc @ a le méme degré que P,

Si P est constant, alors P2 = 1 et @ = 0, et les couples (1, 0), (— 1, 0) comviennent,

Dans la suite, on suppose deg P = n = 1.1l existe alors , & B* tel que @ = AP d'oli
Pafl-x!)atpal

En comparant les termes de plus haut degré, on obtient :

L - %20 =0, donc OF = P2,
n
Dérivons P2 + —:lglil—xg}l‘ﬂ:l, il wient
rn

n?pp - xP* 4 (1-XB)PP =0,
LX) étant intégre, P = 0 donne alors
(1-X%)p" - xP +n’pP=0.
Lapplication & : RnlX] —+ RalX], R— (1 - X*)R" - XR' + n*R est linéaire,
En posant r = deg R et cr = dom R, le coefficient de X" pour &(R) est (n? — r®)cr. Il <'ensuit que (R} a mime
degré que R lorsque deg R < n. Alors {g(1),¢iX), - . ., g(X" 1)) est libre dans Ry [X].
Alors ¢ est de rang au moins &gal a n, donc son noyau est de dimension au plus égal a 1.

Considérons le polyndme de Tchebichev défini par ¥ & ER, Thicos®) = cos ni, On sait que deg Th = 0. (Voir
Algibre-Géométrie, MPSI, chapitre 1, Mise en cruvre, exercice 12.)
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En dérivant, on 2 sin & Tr(coa 8) = nain nf puis:
cos @ Thicos B) — (1 — cos® B) Ty (cos 8) = n® cos nf = n Ty (cos 8),
On adonc (1 - X*) T — XTh + n®T2 = 0, puisque ce polyndme admet une infinité de racines.
Le noyau de ¢ est donc be sous-espace vectoriel engendré par T, et il existe o« € R tel que P = aTh.
Déterminons enfin, parmi les solutions possibles o T, celles qui conviennent.
Avec sin BTh(cos #) = nsinn, on a (1 — cos® B) T, (cos® = n®(1 — cos® n @8 ) = n®(1 — T3(8)), donc:

1 2
ﬁ+[1-x*](ﬁr{,) =l
Am:p:i%?’:t%ﬁ.nﬂuhﬁem:

P24 (1- X2 g% =’ (T”+|[l x*];lg ’) =a?

Donc (P, @) est solution si et seulement sia = £1.
En conclusion, les solutions non constantes sont pour tout i€ M°, les couples :

(73m), - (zm). (T-3m). - (m-3m).
Ex. 14

1) Parhypothése : ¢ — B* = A* d'oli(C - BiC+ B) = A>. D'autrepart: (C— BIA(C+Bl=CAB=1.
Un facteur iméductible de € — B est un facteur iméductible de A? et il figure dans la décomposition de € — B
avec le méme exposant que dans A® puisqu'il n'est pas facteur iréductible de C + B. Cet exposant est donc pair.
On en déduit que C — B est le carré d'un polyndme et il en est de méme pour C + B.
2) a) Condition nécessaire
Posons C+ B=F et C = B = . |l vient alors :
sr=P+@ ., 2B=FP - at A =P
d'oll A = ePQ avec e € {-1,1}.
BAC=1donne (P - %) A (PP + ) = 1.
Comme (PP — @) A [P+ ) =P A =(PAQF ilviet PAQ=1,

b) Condition suffisante
Soit P et 3 des polyndmes premiers entre ux.
Posons C = ;—{PE+QE],B=;-{PE—QE]etﬂ:Pg.Ih'ienl:
A= - P
BaC= (P —gf) A (P +@) =P agh = (Prg)” montre que BA €= 1. Nous avons :
AnC=irgin (P + 7).
Un diviseur commun & Pg et (P2 + g%} divise

PPag?+2PpetP? 4 oF — 2rp,
I divise donc ;
P+QPAP-0R = (P+a)nP-0)°.
Comme (P+ @) AP = @)= PA@n 1, il vient que A et C sont premiers entre eux.




Un diviseur commun 4 A et B divise P* — g et PQ. Il divise donc :
P - g +2irget P - @° - 2iPQ.
C'est donc un diviseur de [P+ i@) A (P - i:;lil}i.
Alors, (P+ i@V A (P=i@)=PAQ=1montre que A A B=1.
¢) En conclusion, A? + B? = ¢ avec A, B et C deux a deux premiers entre eux, est réalisé si et seulement si :

A=PQ, B=;-{PE—QE:| , c=%[.ﬂ-'3+gﬁ} avec PA Q=1

Soit PE ZIX], P =Y arX", 0l les ar sont des entiers.

Pour nE Z, on pose m = Pin).

Pourtout k€ Z, Pn+km)— Plni=%_ ar(in+km)" — n") est divisible par m, donc m divise Pin + km).

P n'étant pas constant, il y a une infinité de P{n + kem), k€ I, et, sauf peut-8tre m et —m, aucun d'eux n'est premier.

xy . X3 . 2 &tant les racines de T(X), ona:
Ha+p.'|5'+q= E.'!.’—x\l{x—m;]l{x—xg}
= X — o+ +2) X7+ (X0 + xax + a0 ) X — X
d'ol, en particulier, x; + xp + x4 = 0.
1) = Supposons qu'il existe e et v tels que x; = u+ v, X = Fu + fu, xy = ju + o et considérons le polyndme :
PLX) = uX® + X,
On obtient alors P(1) = x; , P(f) = x5, P %) = x3 donc P est 'unique polyndme de degré =2 vérifiant ces
conditions. Il s"écrit au moyen des polyndmes de Lagrange associés au triplet [l.j.f] :

_x-px-F)
LyiX) = e = 31X Nix -5,
x-nx-£) g B
Ly(X) = G-00-P) =X - DX A
o x-ux-p F o
Lgrx}-tf_l}w_ﬂ-arx 1HX — i,

PUX) = x) Ly (X} + 2 Lo(X) + x3La( X).
Cedi nous prouve I'unicité de (12, 1) sous réserve d'existence.
» Pour I"existence, considérons le polyndme :
PIX) m xp LX)+ xpLa(X) + x3Lg(X).
Il est clair que deg P = 2, donc il existe (w. v, w) € C¥ tel que PIX) = uX?® + uX + w et par définition des
polynimes de Lagrange :
Pl=x . Pli=xg . P(f) =x
'est-d-dire H+v+w=x , futfriw=x . ju+frew=mx.
Alors, compte tenu de 1+ j + 2 = 0 et de xy + xy + 3 = 0, il vient w = 0 donc ;
X=u+e, Jﬁtﬁi{+}u. J:a'ufi.-[+_fwu.
On a ainsi prouvé I"existence d'un couple (w, v) solution du probléme.
2) Toujours avec 1 +j+ j* = 0, on obtient :
XX + Xp g+ xpxy = —Juw et .-1'1#3.1:3‘“2+H3
donc X* + pX + g = X" — BueX — (u” + 1) et u, v sont caractérisés par
“Jw=p, W+r'=-q

Avec u®? = —g; et u? +o® = —g, u? et v” sont les racines de X% + X — '5;
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1)

2)

it
1
A titre d'exemple, on sait que ZI: = gnin+ 1). Ainesi, PyiX) = %x.
k=1
mmlamnzk’= ;ngin+ 1/ est usuelle. On a donc
k=1

PylX) = %:r:i = P{LX).

n n n-1
Considérons 3 _ (k%(k+ 1% — &%k - %) = 3 ki + 17 - 3 KUk + 1) = nin+ 17,
k=1 k=1 k=0

On a {formule du bintme) k9 [(k + 119 — (k- 1)4) =EFEE§M kd'm",Mrm:mm?.
f=0

Il vient alors Zn:{l:“{h 19— ki — 1)) =2i|}§”1 (ik’“ “"'1). U aussi !
(=l

oml o=

n r
3 (ks 0 = ke = 1) =25 05" Sni2d - 20— 1,
k=1 i=l

en ayant posé, pour m £ M, Snim) = Z K™. Il s'ensuit :
k=1

1+l

adin+ 1% =2 0" Snl2d — 20~ 1) = 2dSn(2d - 1)+ 2y g™ Sni2d - 2i - 1)
f=0 t=1
d'od |a relation de récurrence :
sl
o

Sni2d — 1;=%n”{n+1}d - éZC Sni2d = 2i = 1).
i=1

oo 1 1
Par exemple, avec Su(1) et Sn(3) rappebés ci-dessus, il vient Py(X) = X" — 15 X" En effet:
= s _ 14 g 1 LY R R I 1P
Ek =8l =852 x3-1)= " n+ 1) - E&tﬂ}— B n+1) - " n+1r.
On obtient ainsi, par récurrence, |'existence d'une suite (Py ) gesy- de pohmomes tels que :

"
VREN', Py(nin+1)) =) 1L
k=1
1 1 1 — f+1 d=1
lis sont obtenus par Pl{x}=EKHFd{I]=E—dId—EZ[ﬂ Py ((X), avec r partie entibre de .
=1

Considérans An = 3 (K™ (ke + 1)¥ — kil — 11*7) = n®Tin+ 1)

ko=
g

et Bno= 3 (K%« 1 — 6 k - 17) = nfin + DL
k=1

Ona Ap+ Bn={2n+1in%n+ 17,

Hee !
e 1 e ki + 1) = (2K 4+ D+ 107 et ki = 1) 4 e e — 109 = (20 - 10k - 19,
on obtient :
R 4 1 4 K+ 109 = (1 = 1P 4 Mk - 1))
= 2k (ke 19 = (ke = 1) # k(e + 1 + (k= 107),
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En développant par la formule du bindme, et en notant r la partie entiére de d—g—l et s celle de ; il vient :

r &
An+Bn=4% (4" Su2d-20+2 % (5 Sal2d - 20
fml) el
On en déduit, par comparaison des deux expressions de A; + By, la relation de récurrence

F ]
(4d + )n(2d) = (2n+ Datin + 1 - 43 (5" snizd — 20 - 25" (5 snizd - 20
=1 =1

On sait que Sn(2) = E K = Eln{mn[ﬂmu. d'ol @y X) = éx_
=1

Supposons que, pour tout g = [1.d = 11, il existe Oy £ RIX] tel que

Y K = (2n 4+ 1y (nin + 1)),
k=1

alors (4dt + 21n(2d) = 2n + D nn s 1% - 43" 04" Qui(nin+ 1) ~ 2" (& @a—s(nin + 1))
i=l

i=1

nﬂ:lnl]'wn!vuuf.rz.irn"JI = (2n + 1)@ (nin + 1)) avec:
k=1

F &
0= 55a+T (“‘:d 43 Ca" Qa0 -2y Ei‘ﬂg-;{x})-
=1

I=1

Par exemple, G = ;ﬂx{ax_ 1) 8t Oy = ggx{ax* - 8x +1).

Pour tout k& R°, {xq-tl-x]]lk- 1. Il suffit alors de choisir & tel que, dans le développement par la formule du
bindme, chaque terme soit divisible par X™ ou par (1 — X)".
On choisit k = 2n — 1 et on développe, |l vient :

Zn~-1

n—1 Br—1
1= E E: _ka[l—XJh—l_k=ZE:n_1xk[l_x ﬂ'l—k_'_z I:;;n-]_xk{l—x}i"_l_k.
feed k=) fe=n1

n—1 In-1
doi1=01-X"% [y X501 - 0" e x" 3 Oy, x40 - xR
k=il k=n
On sait (variante du théoréme de Bézout) qu'il existe un couple unique de polyndmes LF et V' tels que
X' +(1 - X"V = 1 avec deg L' < deg(1 — X)" et deg V « deg X™.
2n—1 n-1
Mors U= 3" [any X5M01 - X" 1 et v = 37 0,y X500 — X1 1F conviennent.
bomin k=i

1] Montrons que X" — " est irréductible dans C3[X].
n—1
Dans CIX], ona X" —a" = H {x—ﬂ:m;,_-::l AVRC wy, = EXP {
kel
Suppaosons qu'il existe A et B non constants dans O[X] teks que X™ — ™ = AB. En particulier, avec g = deg A,
ona 1= g < n. Le coefficient dominant de X™ — o™ étant 1, on peut imposer & A (et B) d"avoir 1 pour coefficient
dominant,

2ikw
mn )
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2]

3)

Par unicite de la décomposition d'un polyndme en produit de facteurs irréductibles, il existe une famille
(g o« v e, | Telbe que
q

A=l (x—aum).

=1
L termie constant ay de A est alors égal 3 :

q
(=190 [ [ sy, -
=1

Comme ay (rationnel) et oY sont réels, il en est de méme powr & = ﬁ .
=1
& dtant en outre de module 1, ce ne peut étre que 1ou —1.
Alors a¥ = 2y, donc o £ 0, ce qui n'est pas compatible avec la définition de n.
En conséguence X™ — o est iméductible dans C[X].
I &5t non vide car il contient be potyndme nul, et non réduit & {0} car il contient X - o™,
Il est immédiatquesiAC L et B 1, alors (A + Bia)l=0do A+ BE L .
De méme, pour A S 1; et B Q[X], on 2 (ABMa) = BlalAla) = 0donc ABE L, .
Ainsi L, est un idéal non réduit a {0} de Q[X].
21X] est principal, il existe donc ME0[X], unitaire, tel que I, soit "ensemble des multiples de M : L, = MO [X].

Puisque X" — a" £ I, , M est un diviseur de X" — a" et, puisque X" — o™ est iméductible et M = 1 (sinon on
aurait L, = OUX]), il vient X" — & = M.,
n=1

Considérons alors des rationnels by, . . .k, tels que ZA,‘.:E =10,
L

n—1

Cette relation s'écrit Pla) = 0 en pasant PUC = 3 kX,

he=dl
Donc P appartient & L © il existe 17 £ QIX] tel que PUX) = LIX)(X" = a").
Compieterude deg Psn= 1, onendéduit X)) =0puis P=0, cequidonne hg = hy = -« = hp1 = 0.

On 3 ainsi prouvé que [1,:.. . u"‘l} est [ibre dans B considérd comme O-gspace vectoriel,
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A. Structure de K -algébre

o' 5 p=2 on ditque r
est blindaire, & 5l p=1, on
it que [ est illndaire.

=% pet la muttiplica-
tion inteme et « la multpli-
cation exierne {4 opérateurs
dans k).

Dans ce chapitre, i< désigne un coms de caractéristique nulle.

1. Applications multilinéaires

La notion a été introduite en Algébre et Géométrie, MPSI, chapitre 14,
» Etant donné p+ 1 K-espaces vectoriels £y, Bg, . . , Bp . F, une application
FiEyxEx. ... e Eg3F
est dite p-lindaire =.'1" lorsque toute application partielle :
fi B +Fxreflay. .. .q_1.5.04.-.an)
est linéaire,
Lorsque F = I on dit que f est une forme p-linéaire.

» Lensemble des applications p-linéaires de EF dans F (resp. des formes p-linéaires sur EF) est
noté Fpl E, F) (resp, #pl E1), Ce sont des K-espaces vectoniels,

2. K -algébre

Dxfimition 1

Remarque
Par définition, un anneau posséde un &lément unité qui sera naturellement appelé unité de

'algebre A,
 Propriété 1
SI{A, +, x. + ) est une K-algébre, 'application B : E? - E, (a. B)— a x b est bilinéaire.

Exemples usuels de K-algébres
1) Lensemble 5™ des suites & valeurs dans i est une k-algébre commutative pour les lois
usuelles définies par :
{I“LEN t {Hﬂ}nau = '[""'" +yﬂ}nEH
“:I“}.rﬁu = '[ :"‘J':"}.-Eu
{'ﬁt}rEhl . {y"'}rEN = {'“"H’"]nsn
L'unité est |a suite constante { 1),z

2) Lensemble %I, K) des applications de 1, intervalle de i, dans K est une K-algébre com-
mutative pour les kois usuelles définies par :

VxEl W igle FLKP ¥AcK
(f + glix) m fix) + glx)
(A xh =k flx)

L) = flxdglx)
L'unité est la fonction constante égale a 1.

Copyrighted maierial



=Y On remarcutrs,
puisque les scalaires sont

corstants, que les dews pro-
duils, interne of exleime,
coincident dans op cas.

oY aiome (3) est wi-
fié de facto.

"B Los opdrations sont
rodes dis Ly mdime Tagon
pour et raivord de commo-
dité Evidente.

= '® 13 notion de famille
drensembles est présentie
en Algébre et Géomsirie,
MIPSL, chagitre 5.

%'7" Cast en offet une
sous-algitre de A con-

terard X ot incluse daw
Boutes les autes.

Familles libres, généralrices Eun—Emrﬂn .

3} LUensemble K[X] des polyndmes & coefficients dans & est une K-algébre commutative pour
les bois usuelles - addition, produit par un scalaire, produit des polyndmes. =%

4) Lensemble Al (k) des matrices 4 coefficients dans K est une k-algébre non commutative
(dis que = 2) pour les lois usuelles : addition, produit par un scalaire, produit matriciel.
L'unité est la matrice identité I, .

51 5i E est un H-espace vectoriel, 'ensemble ¥(E) des endomorphismes de E est une k-
algébre non commutative (dés que E n'est pas de dimension 1) pour les lois usuelles :
addition, produit par un scalaire, composition des applications.

L'unité ost Idg .

_______ IM=hmition 2
S0it(A, +, =, - ) une K-algébre et B une partie non vide de A

On dit que B est une sous-algbbee Jorsque (B.+. x) el un sous-anneau de (A, +, x) et
LB, +, « ) un sous-espace vectoriel de (A, +, - ).

On remarguera que les lois de A induisent sur B une structure de i-algbbre. =.'¥
— __Déhnition 3
Soit (A +, %, - Jet (A" +. %, | des -algsbres. &'

On dit que f est un morphisme d*algabres de A dans A’ lorsque f est un morphisme d'anneaux
de (A, +, x)dans (A, +, x) et une application linéaire de (A, +, - ) dans (A", +, - ).

Propriété 2
Lintersection de toute famille =.'%' (B _ de sous-algibres d'une H-algébre A en un
sous-algbbre de A.

______ [xhnition 4
Etant donne une partie X d'une K-algébre A, la sous-algébre engendrée par X est |'intersection
de |a famille des sous-algabres de A contenant X ; c'est donc aussi |a plus petite sous-algabre
de A contenant X, % '7

— =

T —TTT

B. Familles libres, génératrices
Bases — Dimension

hm*hﬂmm-
tées dans cetie section ont,
pour FNessenticl, &6 vaes
en Algébre ot Géoméirie,
MIPSI, @i chapitres 9 et 12
dans le cadre, plus restreint,
des espaces vechriels sur |
ou .

@ On la roie, par
exemple, (0 et

E est un K-espace vectoriel, = '®
1. Combinaisons linéaires

1.1 — Familles d’éléments de E

= Une famille d'éléments de E indexée par un ensemble I est une application de I dans E. =%
U'ensemble des familles d"&éments de E indexées par [ est EX.

Une famille (c;) _, est dite finie lorsque I est un ensemble fini.

» Le support d'une famille () g 25t le sous-ensemble {tE1/ 1m0} noté Supp l:“‘}ae.r .

» Une famille {c'!]lﬂ de support fini est dite presque nulle,

L'ensemble des familles presque nulles d'éléments de E indexées par I-est noté £




o 10 sy est Fine
tersaction de ous les sous-
eapaces vectoniels da E con-
tenant A, C'est sl e pls
prtit scos-espace vectone
de E corienant A

e U 1 gt i,

"'1”2' Une famle conbe-
rant O #31 lide.

! I'3:'IJ|..I o1 eak e farille
de scalaves presque nulle mais
nin idemliguisment nulle

o 14 i paur [fut-
lisation de cette progrishd
usuelle tent § ce que, saul
information complémentaire,
o e st pans gl est be & oen
question
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» S0it (e1) ., une famille de E et.J C I. On dit que {
On dit aussi gue {er]Er est une sur-famille de |

E:’:I.H st une sous-famille de | obige;.

&) e
1.2 — Combinaisons linéaires d’éléments de F
« Soit (o) _, une famille d'&léments de E. On dit que x E est combinaison linéaire de (et)

lorsqu'il existe une famille de scalaires | A de support fini .7 telle que x = E Aoy
=L

=l

Ve

Pour i IsJ ona k=0, ce qui autorise 3 écrire x = E EYTR

=T
« 50it A une partie de E. On dit que x £ E est combinaison linéaire d'éléments de A lorsqu'il
st combinaison linéaire de la famille (a),e4 des éléments de A.

» Uensemble des combinaisons linéaires d'éléments de A est le sous-espace vectosiel Vect{A)
engendré par A, w1

2. Familles génératrices

« Etant donné un sous-espace vectoriel F* de E, on dit qu'une famille (o) ﬁ:_rEEI 25t génératrice
de F lorsque Vet { [L'J]-l.E‘}I = F,

» Toute sur-famille d"une famille génératrice de E est encore une famille génératrice de E.

= Soit E et I des H-espaces vectoriels et u € F(E, Fl.

5 (1) o, #st une famille génératrice de E, alors {u{«) bighs; est une famille génératrice de
Imw

3. Familles libres, lices

Définitions

« Une famille finie non vide | eE' ="' aetlibre guand

%) e
(Wouhes €K} 1Y Mg =0 = ViEL =0
R
w Une famille non vide () _, & E' est libre i toutes ses sous-familles finies sont libres.
On dit aussi que les éléments d une famille libre sont lindairement indépendanis.

w Une famille est dite liée qguand elle n'est pas libre.
On dit que ses éléments sont linéairement dépendants.

Propriétés

= Une famille & un élément (x) est libre si et seulement s x = Op, '3
w Les dléments d'une famille Hbve sont deus & deux distinets,
» Toute sur-famille d'une famille liee est lige. Touts sous-famille d’une famille libse est libra

« Une famille (i) _ est liée si et seulement si il existe une famille | x, | _, de scalaires,
de support fini non vide =13 | telle e Z Aiei = Og
sl

= Line famille ':':'}ne: est lige si of seulement si il existe k& I el gue oy soit combinaison

linéaire de la famille (er) 1 (k) n, L14)



e
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e Proprifeé 3
Soit E, F des K-espaces vectoriels; u € #(E, F) et (a) ., une famille de E.

a) 5i (c) o estliée, alors (u(er) | o, est une famille lie de F.
b) 5i westinjective et si (o) _, est libre, alors (u(cy)) _, est une famille ibre de F.

. Propriéeé 4
Soit cr) .., une famille libre de E et x € E telle que les vecteurs de {x} U {er iE1} soient
liés.

Alors x est combinaison linéaire de (ci)

=y + €1 CBCi de maniére unique.

Exemple 1 Dans le R-espace vectoriel B, la famille F = U’*}'uek des fonctions fo @ x—|x—al

& 15 poye tehn ot ona
n,-l].mpmmduxm

I= E ap; - -pi.

est libre.
Soit (@) oy , |,y une famille finie de réels deux & deux distincts et (fa
finie de . Soit alors une famille ( Ai )y, , de scalaires telle que :

11 1,p Une sous-famille

I P
Zhg_ﬁ,,.:ﬂ Cest-d-dire VyxeER, me-uﬂ =

I
R A
5'il existait k€ [ 1. p] tel que Ay =0, on aurait fo, = h_[
3

ik
Or fa, nest pas dérivable en ay. alors que les f, sont dérivables en oy, pour i = k.

Par suite, on a A = 0 pour tout (€ [ 1, p] et toute sous-famille finie de (f, ) E"P]est libre.

4. Algebre des fonctions polynomiales sur R" ou C”

— DMéfinigom 5
Etant donné n = R, onnote py, = 1,2, - - -, n, bes projections canoniques dans K"
pir K S K (- m)
On appelle fonctions polynomiales sur K™ (3 valeurs dans 1) les éléments de la sous-algébre
de (1, 1) engendrée par X = {p /x€11,nl }.

e Propriété 5
L'application f de K" dans i est une fonction polynomiale si et seulement si il existe | ay) =
famille d'éléments de K, de suppart fini J, telle que :

I.Empillpg . IP#.EIZ]EP
i
ohonaposé i=(l.&. - ..

e OO

Cegalité f =% aipi p§ - - - ply se lit aussi
i=J

W= (xg, . .xn) EW" () Zm

De ce fait, la K-algébre des fonctions polynomiales sur K" wannftéeli[m.m.--- n].
EE" Notons P l'ensemble des applications [ de la forme [ = Emp? .. p ol E“"]EH
EH"

décrit I'ensemble des familles presgue nulles d"&léments de K, indexées par 4",
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On vérifie que P est un sous-espace vectoriel et un sous-anneau de ¥ (R". R).
I est clair que P contient chacundes py, 1 = { = n.
Enfin, si une sous-algébre O de (R", R contient {p /1€ [1.n1 }, de par la structure
de sous-anneau, ) contient tout éément de la forme ;
pipE .. phavect=(h.ig. - .in) ENT,
puis, la structure de sous-espace vectoriel montre que O contient toute fonction palynomiale -

r= Y aph ... ph. w0
)

2 18 ) e amille de

support finl. Ainsi, on @ P C @, et finalement P est la plus petite sous-algisbre de & (K", i) contenant
Pi-Pr.--- P
5. Bases

s Une base de E est une famille | by oy dEMéments de E qui est & la fois libre et génératrice de E.
w Une famille (B} _, estune base de E' si et seulement si c'est une famille libre maximale.
a Une famille {bg]E #st une base de E si et seulemant si c'est une famille génératrice minimale.

Exemples usuels
1) Lahaseumﬂquadeh“ﬁt{et}“!‘nuu:
&7 5, ot e symbole ViEllLnle =0 ... 010, .. 0= By )y, =t
e fronedker Sa=03 2} La base canonique de Mnp(H) est la famille des matrices élémentaires : (Eqj) juien
u I fuip
ol E;; est la matrice de terme génbral B, 8y ;. 1= k=nl={=p
w1 posons dupaa. 31 L2 base canonique de K[xy . ay . - . xn] est (pipl - pﬁ'][h__ e B
graphe 4 précédent. Etant donné que py est défini par pr(xy. - - - .xn) = xi, cette base pourra étre notée
abusivernent (xc' el - . - xfﬂ:h I —
6. Coordonnées
— Propriété &
| Soit (b ., une base de E. Pour tout vecteur x £ E, il existe une famille ( & | _, et une
| seule, de support fini, telle que x = % ~ Ay
i =
Pour tout x € E, hfanilh{h:}ﬂdehmpriétémétédente est appelée la famille des
&1 |, e des co- mrﬂnmiudexdmhbau{b,}ﬂ.h'm
ardonnées de Op e la Ta-
mille nulle, Six-rﬂE-.ﬂw{J-Eupp{hcjﬂ.maxtZMMIEMM.

el =

—  Propriété T
Détermination d'une application linéaire.

Soit E et F des -espaces vectoriels, (b} _, une base de E et (o) _, EF'.

a} Il existe une application linéaire et une seule ¢ de E dans F telleque ! Vi€l ¢ bi) = o.
B} ¢ estinjective si et seulement si () ., est une famille libre.

€} ¢ est surjective si et seulement si (&) _ est une famille génératrice de F.

d}  estun isomorphisme si et seulement si (i) _, est une base de F.

Lapplication ¢ est déterminée de la maniére suivante :
pour x £ E, de coordonnées | i\r.‘]ﬂﬂ. glx) = l.p(zhgbi:} = Eh[m.
=l =r




Familles fibres, génératrices Bases — Dimension |_

7. Dimension finie

. Propriéié 8
Tout k-espace vectoriel non nul de dimension finie admet une base finie.

_ Propriéwt 9
Si un K-espace vectoriel E admet une famille génératrice de cardinal n, alors toute famille
d'au moins r + 1 vecteurs est lide.

Towte famille libre est de cardinal au plus n.

—  Propriete 10
Théoréme de la dimension

Dans un K-espace vectoriel E non nul et de dimension finie, toutes les bases ont le midme
nombere d'&léments,

riiticn 7

_ Propriété 11
Théoréme d'échange
So0it E un K-espace vectoriel non nul de dimension n.
Si L et  sont des parties de E respectivement libre et génératrice, on peut compléter la
famille L par des éléments de G pour obtenir une base de E.

_
Remarque
5 E est de dimension finie et si F est un -espace vectoriel isomorphe & E, alors F est de
dimension finie et dim F = dim E.
— Propriéné 12
Dimension d'un sous-espace vectoriel

Un sous-espace vectoriel F* d’un K-espace vectoriel E est de dimension finie.
OnadimF=dimE et dimF = dim E si et seulement si F = E.

rial
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—— Theoréme 3
 Dimension de #(E, F)

- Si E et F sont des K-espaces vectoriels de dimensions finies, Z(E, F) est de dimension finie :
| dim #(E. F) = dim E+ dim F.

Soit (e) — U‘.}Htw des bases de E et F respectivement.
Une base de F(E, F)estalors |:IH|] 1=i=p Ol les gy sontles eléments de (. F) caractérisés
1=pn

par ! veElLnl. eylex) =8ufi.
Remarques
n P n
1) Soitu€ FIEF), enposantu(e) = agfionau=9 % agy.
=1 =1 f=1

A= [ayy] est la matrice de u par rapport aux bases (&), .. & UD)j<ip -

P f
2) Ennotant Ey les matrices élémentaires, ona A= _ 3 agky.
i=l j=i

Ey est |a matrice de ¢y par rapport aux bases | e ) 1xjan o U']'u[-;p :

C. Somme de sous-espaces vectoriels

o« Gaamme 1. Somme, somme directe de deux sous-espaces ==
&n premibee arnie,

Soit Fy et Fp des sous-espaces vectoriels d'un k-espace vectoriel E.

1.1 - Somme
o b etlesons- = Lasomme de Fy et Fy estl'ensemble Fy + Fy = {xy +3 |0 EF, ;p EFp | w18
mﬂﬂw s 5i Fy et Fy sont de dimensions finies :
dim (Fy + Fy) = dim Fy + dim Fy = dim {Fy N Fy)

1.2 = Somme directe
» L2 somme Fy + F; est directe lorsque Fy N Fp = {Og) ; on la note alors Fy & Fa.
» La somme Fy + Fp est directe si et seulement si pour chagque x € Fy + Fa,

il existe un unigue (x .xg) EFy x Fp tel que x = x) + xp.
w L3 somme Fy + Fp estdirecte si et seulement si I'application ¢ de Fy = Fy dans E,

@ ¢ (. x) — 2 +xg, st injective.
« Lasomme Fy + Fy est directe si et seulement si , pour tout {x .ag) EFy x Fy,
#+rag=0 = n=x4=0
1.3 = Sous-espaces supplémentaires
S0it Fy, Fy des sous-espaces d'un K-espace vectoriel E et ¢ € F(F, » Fy, E),
o [a.on) e,
= Fy et Fy sont supplémentaires dans E lorsque Fy @ Fp = E, C'est-d-dire si et seulement si :
Fi+Fg=E et F; N Fy = {0g}.

= Les sous-espaces Fy et Fi sont supplémentaires dans E lorsque Iapplication ¢ est bijective,
donc lorsque pour tout x € E, il existe un unique (x; .xp) EFy % Fy tel que x = x) + 3.
» Onsuppose E = Fy & Fy. Lapplication ¢ : E — Fy x Fy, x—x) + x5, 00 (x),x5) est

24, - . i
By s on'est aubre que ¢, |'unH;|HE'EUUF"E'dEF: x Fyg tal qugx-xiqnxg,!ﬂ“ﬂﬁlﬁthiul
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flis

By 5 gt un supplé-
mentaire de Im f, lappkeation
T de G dans Tm f induite par
[ est wn iscmorphisme.

. Propriété 13
Des sous-espaces G et ' supplémentaires dans un K-espace vectoriel E d'un méme sous-
espace vectoriel F sont isormorphes.

%27 Lo peojectsurs sot.~ BFF Soit p la projection sur G parallélement  F.On a Kerp = FetImp = G. %7
efdvemant rapeis s para- | Le théorme noyau-image assure alors que &' est isomorphe & G.

2. Codimension

o, 126 E n'est pas supposé
de dimension finie.

_ Propriété 14
Si F est un sous-espace de codimension finie d'un K-espace vectoriel E, alors tous les
supplémentaires de F dans E ont la méme dimension.

&' jgn misewn, par 05 Soit G un supplémentaire de dimension finie de F dans E, =%
m:m 5i ' est aussi un supplémentaire de F dans E, alors G et G’ sont isomorphes.
Il s’ensuit que G est de dimension finie et dim G’ = dim G.

. Corollaire
Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, alors tout sous-espace vectoriel F est de
codimension finie et codimg F = dim E — dim F,

|

Les hyperplans sont les sous-espaces qui admettent un supplémentaire de dimension 1.
Ce sont donc les sous-espaces de codimension égale & 1.
Exemple 2 Sous-espaces supplémentaires dans R[X].
Soit #1X] Mespace vectoriel des polyndmes & coefficients dans ¥, n un entier naturel et ¥, [X]
e sous-espace vectoriel formé des polyndmes de degré inférieur ou égal 4 n.
Soit P un polyndme fixé de degré égal & n + 1 ; alors 'ensemble P K [X] des multiples de P est
un sous-espace vectoriel de K[X], de codimension finie égale a n.
« P K [X] contient le polyndme naul, il est done non vide.
Pour tous Pgy, POx Bléments de P 1 [X] et tout (k. Az) EKE ona:

hl.FD]-thﬁnP{Mﬂl-rhﬂg} avec A4 + ko Qe € K[X),
donc : hiPQy + hoPoh E PK [X].

Copyrighted material
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"'-.a."am Oy el s
endomarphisme idempobent.

» Pour tout ASK[X], la division euclidienne de A par P donne I'existence de deux polyndmes
&1 R tels que

(1) A=R+PQ ot (2) degR<degP ouw R=0.
La condition {2) se lit aussi R £ ¥, [X] et alors (1) donne KIX] = KxX] + P K [X].
D'autre part, pour tout L non nul de PR [X), ona:
degt/ = degp Cest-a-dire degU=n+ 1,

of pour tout LF non nul de kalX), deg U = n. | en résulte gue Ka(X) NP X)) = {Ogmn )
Finalement :

KIX] = Kq[X]) & PK [X].

3. Projecteurs et involutions linéaires

4.1 = Projecteurs

= Un projecteur de E est un endomorphisme p de £ tel que p* = p, %'

w Pour tout projecteur pde E, on a E = Im p & Ker p

= 5i pest un projecteur de £, Im pest I'ensemble des invariants de p: Imp = {xEE / pix) = x}.
» Soit pE FE), alors p est un projecteur si et seulement si [dg — p est un projecteur.

» 5i pest un projecteur de E, Im p = Ker {Idg —p), Kerp = Im {Idg —p)

w 50 A et B sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E, pour tout x de E, il existe
un unigue {x x| S A = Btel que x = x + x.
Les applications :
p:E=2E | x=x
e1 q: E-=+E . xv—nx

sont des projecteurs tels que
Imp = HKHerg = A
Img = Kerp = B
p+q = g ., peg=qop=0

p (resp, gq) est appelé projection sur A (resp. B}
parallélement & B {resp. A).

= 51 pest un projecteur de E alors c’est la projection sur Im p parallélement & Ker p.

4.2 = Involutions lin€aires (ou symétries)

= Une symétrie de E est un endomorphisme s & $1E) involutlf, c'est-d-dire tel que s° = ldg.
'est done un automorphisme tel que s~ ! = &,

w &E F{E)est une symétrie si et seulement si p = ; |5+ ldg) est un projecteur.
La symétrie s et le projecteur p sont dits associés eton a:
1
p=g [5+I|:lE]|, s=2p—Tdg
Imp = Ker (s - Idg) . Kerp=Ker|s+Idg)

E:ImpEBHerp:[{er[s—Idg::IEIier{5+]dg]

» 51 A et [ sont deux sous-espaces supplémentaires dans E, pour tout x de E, il existe un unique
(a2} EA x Btel que x = 2 + 3.



— . _.;;;;L — n .;‘-mneul

Lapplication sy 5 : E = E. xr»x; —xa 5t |3 symétrie
associée au projecteur pap X - Xy,

A
s i est appelée symétrie par rapport @ A, paralléle-  “a8'x) J"Pﬂ-ﬂ{*"j x
ment & B. h =

« Pour toute symétrie s de E, en posant :
A= {xEE [ sx)=x} {imvariants de =)
BexEE/sx)=—x} (Bléments transformeés

en leurs opposés) ! B
Xz
ona E = AS B et s est la symétrie par rapport & A
parallelement a B.
4. Somme de n sous-espaces vectoriels
Soit Fy . Fy. . . . . Fn des sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E.
4.1 - Somme
—_Definiton 140 .
On appelle somme des Fy, 1 = i = n, et on note : =
Fi+F+ ... +Fa ou EF:
1=p<n
n
I'mhledumzu ol pour taut 1€ (1, n ], x déerit Fi.
f=1
Propriété 15
¢ FyxFyx...xFn—E [®. . .X)—x +xp+ .. +xn estlindaire,
Son image est Fy + Fy + . . . + Fr qui st done un sous-espace vectoriel de E.
Propoéwe 16 - —
Fi + Fz # . .. + Fp &5t le sous-espace vectoriel de E engendré par U Fi.
l=i=n
EX o PourtouticllnlettoutgE Fenéorivantxg =04+ ... +0+x+0+ ... +0avec
0,0, 0,0 ... MEF xFax ... % Fp,onvoitque sy EFy 4+ Fa+ « <« + Fp.
AisiviEllnl. Y FoRdone Y R || Fret puisque Y Festun sous-
l=j=n l=i=n l=i=n I=i=n
espace vectoriel de E, on a Eﬂ:ﬁvﬁ:l[: U F‘r).
l=isi Isisn
s Pour tout (s, xp.-.- xn) EFy % Fp % ... % Fn, Xp.X3. .-« % 5001 dans

U Fi, donc appartiennent #"J-:ct( U Fi) et puisqu’il s'agit 1 d'un sous-espace

Imfmny Isisin
vectonel de E, onaxy +xg+ - --+mE"r"ect{ U ﬂ).Ainsj Eﬂl:"ifmt[: U F[).
1=[=n l=i=n =i
4.2 — Somme directe
_____ Définition 11
lasomme 3 Fiestdirecte losque: Yy=I1nl. N Y Fo={0g}
e L] I_qn:rl:n

Onnotealors: (PF o0 F@RSFRS ... BF,.

L stusia
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Exemples

» Dans R?, soit trois vecteurs w, v, wiormant un systéme (H
libre. /

F=Ru , G=Rv ., H=Ru. ]

La somme F + G + H est directe et égale 3 R®.
R =FEGIH. .

» Dans E = Hy[X] espace vectoriel des polynbmes P
tels que deg P = 4, soit :
F = Veet (X2, X%) , G = Veet(X) , H = Veet (x%). 4
La somme F + G+ H est directe mais n'est pas égale & Ry [X] car le seul polynme constant
appartenant & F & G & H est le polyndme nul.

Remarque
5i la somme Z Fi est directe, alors pour tout couple lIL.,J']IE[L:n]2 tel que (= j, on a
1=
Fi 1 Fy = {0g}. Mais il faut prendre garde au fait que ces conditions ne permettent pas de
conclure que |a somime Eﬁmm. Gy
1=i=n g
Considérer, par exemple, dans le plan R* trois droites vecto-
rielles 3, Dz, Ty telles que :

9y N3y = {0},

S M3y = {0g}. -
@3 N3y = {0g} o
On a alors R® = 9 &3 done :
Sy NSy + D)= By = {0g])
— Propriété 17
La somme Z Fi est directe si et seulement si pour tout x € z Fi, il existe un unique
l=i<n I=icn

lxj,;u_;----.xn}EFl:-:ng coe M FptelQuex = +ap4+ .00+,

B » Supposons que la somme Eﬂiﬂit:imm_mitah"s:

Ty
(a2, on)EF xFpx ... xFaet(x, ..., xh) EFy x Fy® ... x Fn
telsque sy +xp+ .. #xn =X +xh+ . +xn. Pourtout i€ 01, n1, ona alors;
m-x= Y -xdoncx-sERN Y F puis x=x.
Isj=n 1%fsn
=i =l
» Supposons que pour tout x < Z Fy ilexiste (xy .z, .+ . Xn)EFy xFax ... x Fn
Isisn
umicue ted que : =X 4 Xp+ oo+ X,
Soit x élémentde FL Y Fy, alorsil existe (xy, -+ Xy Xy o) € ] B
1% jsn Isijm
Jwi i
ted que ; X=X+ - X1 X+ - - -+ 20
On peut donc écrire ;
X+ oo+ X FO0p+ gt -t =0+ +0p+rx+0p+ - +0g
avec (xq, - - - X1, O ey - - - Xn) EFy % oo xFy% ... % Fa,
et (Og ... . 0px0g ... OplEF % ... xFix ... % Fq.




l D'aprés I'ypothése, ces n-uplets sont égaux donc x = O etona: Fi M S K= {0g}.

1=j<n
Sl
— Propriété 18
La somme Z F est directe si et seulement si ["application ;
Isiinin
1!!F'-llllF-E::Z---HF'n—bE,[.El,xE,-.-,_ﬂ-r}n—l_gl+#a+_._+x"
&3 Ce une stre est injective, = ‘¥
formulation de la progrift
précédante,
—  Propriéwé 19
La somme Eﬁeﬂdimﬂe si et seulement si :
I=imn
Vixp. xg. .-, x)EFy x Fgx ... % Fn,
]I 'tl+l=+"'+xh'nf_'='I]_IJFEI-1.I';|:“-HEI

U L'application lindaire ¢ est injective si et seulement si son noyau est réduit & {0g}.

— Propriété 20
| La somrme Z F; est directe si et seulement s les sommes |
I=i=n
G= % Fiet G+Fy sontdirectes
Isiimin—1
IS Supposons que les sommes Z Fiet G+ Fn soient directes.
lsisn—1

Fi ]
Snlt[:r..---,.m}EFingx !Fntdmz.u=ﬂg.
(]

n=1

La somme G + Fn, étant directe, il vient  xn = Z x=0g.
f=1

n—1

Alors lasomme  y  Fy étant directe, ;= O donne = g pour 1 =i=n- 1,
1==n-1 =1
finsi % Fy est directe. La réciproque est évidente.

1= i=m

Exemple 3 Réunion de familles libres
Soit Fp, - - - . Fn nosous-espaces vectonels de E tels que la somme F = E Fi soit directe,

f=isn

et (xi) ., une famille de vecteurs aréunions de n sous-familles (x) _, . 1= k=, telles que:
'ﬂ"kc I] 'I.r:ﬂ. 'ﬂ"“: ‘h:- A = Fln.'-

f1,+++ Iy réalise une partitionde [ ; I = U Iy etVWke [, .M = &
l1sikain

Alors [ ) . estlibre siet seulement si les n sous-familles {x } ey, SONE libres.
» Si [u] o, est libre, toute sous-famille est libre, c'est donc le cas pour les (xi) _, .
» Siles (x) ., .1=k=mn,sontlibres soit (A}, une famille de scalaires de supgort fini

tefles que » Ao = Og.
L+
n
Posons yi = 3 _ M, onaalors S M= 3y ety E .
= =] k=1
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La somme Eﬁétalﬂﬁrﬁﬁrlrégﬂlﬁzyk=ﬂzﬂmm:m=ﬁ=---=yn=ﬂ;:.
l=ik=n k=1

Chaque famille () . &tant libre, Eh.m-ﬂ.lﬂkﬂ n, donne enfin ;
Il

YkEll.nl, Vich, A =0 donc Visl, A =0,

On & ainsi prouvé que {x.:]lEl, st libre,

e

4.3 — Sous-espaces supplémentaires

e IBERRIGON 12 —

Les sous-espaces Fy, Fi, - . - . Fp sont dits supplémentaires dans E lorsque leur somme
est directe, égaleaE: E= @& F.

Isisn

Propriceé 21

Fi.Fa, ... Fnsont supplémentaires dans E si et seulement si :
S Fm=E et vieltnl. AN Y F={0g).

1=isn Amcpmn
Jui
_ Propriéeé 22
Fi.Fg..-.. Fry sont supplémentaires dans E si et seulement si |'application :

¢ FxFax . xFn=E (X2 . X)X +xg+. .42
est bijective, ¢'est-a-dire si et seulement si, pour tout x € E, il existe un unique
{xi----.anEF|ngx voo % Fp
tel que ; X=Xy #Xg+---+Xn.

4.4 = Sous-espaces supplémentaires et projecteurs

_ Propriété 23

SoitFy, ... Fry des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E£.

Pour tout i = [ 1. n ], soit py le projecteur d'image F; et de noyau E Fj. La famille de
1sfsn, jui

projecteurs (pi), . est dite associée 3 la somme directe £= () Fi; elle virifie les
Isisn

propriétes ; \

(1 Zﬁ=mg (2) viepeElLnlia) = pop=0

=1

& Posons Gy = E Fy ,onapourtout iE[1.n).E=F & Gi.
1%fen, fol

5!
TnutxdeEs’éu‘itdemanl.Heml:pm:x:Z:g . % € F donc aussi x = x + xj avec:
J=1
ERMxd= Y xieG

1sjsn, jui
v est done le projecteur qui A tout x de E associe x; composante de x sur Fy.

Uégalitéx = ¥ x s'éarit k=3 mte) dol 3 pi=Idg. (1)
i=l =1 =1
Siiwjona FC E Fi donc ImpyCKerpr et prop=0. (2)

1mi iy, komd




_I Mmmd&m-emcﬁ-mﬂs Ii

___ Propriété 24
Soit () Ly UNE famille finie d‘endomorphismes de £ vérifiant les propriétés (1) et (2) :

(1) ZP:=II1£: () viepellnl i) = prop =0

i=l
Alors les sous-espaces Fi = Im py, 1 = [ = n, sont supplémentaires dans E et (pr), _ _ est
la famille de projecteurs associée & la somme directe E= () Fu.

l=i%n

EF (1) donne ¥ pyop = py e, avec(2), il reste pf = py : les p, sont done des projecteurs.
=1

Aver{l}.iiuiﬂn"r':EE.x-Epa{x}.l]rpa{.:}EFi.EIils‘EﬂsuitE- zn.
i=1 n I=i=n
Soit maintenant x; € Fy . a3 EFy, . .0 € Fo tels que ¥ x = Op.
=

py Etant un projecteus, on a /= Tm py = Inv (), d'oil py () = s doned ~ py () = O
J=1

En composant par py, il vient imng{{r}=Ei;dun:.d‘apréilaptwriété{!’j.ilrem
jﬁ{xt} =ﬂg€'E.1-i-di‘E.:u=liL‘p¥=p:ﬂ.ﬂElmpr.
On a ainsi prouvé que la somme Y Fiestdirecte: E= (P Fi.
1=ii=n Teimmn
Ainsi tout x de E se décompose de maniéne unimmushhme:x:iq . 5 EF.
J=1
Alors pifx) = pf (1) = x et py est le projecteur d'image Fi, de noyau Gy = > F,.
Lnifsin, fwi

Exemple 4 Combinaisen linédaire de projecteurs
Soit ()., une famille de projecteurs de E associée & une somme directe E = @ Fi et

T=iiminy
T

[ hi ]1_ eny E H". On pose [ = E Aipy, &t on se propose de calcuber 1* pour tout k€ N7,
f=1

k
Py &t py Stant permutables, =% ana:(hpy + Aapl® = Zﬂjk*ﬂ Mt plape
P2 e du Bindene, =0

pl=ldg.
¢ Mantqu!pinm=ﬂ.lirﬂt![llm+hﬂa]k=“~fﬁ+"§ﬁ-

i
On terming par récumTendce sur i pour arriver a f* = E hfj:n .

b=l

____ Théoreme &
"9 Bension du thée- Caractérisation d'une application linéaire = '™

rhme & Soit E ot F des H-espaces vectoriels. Une application linéaire de E dans F est caractérisée
par ses restrictions & n SoUs-espaces Ay, - . - .As supplémentaires dans E.

I E= %AJ-

== n
Montrons que, étant donné wy € ¥ (A, F), 1= i = n, il existe une et une seule application
lindaire f de E dans F telle que i [1.nll. fq =w.

S k
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= Unicité
Supposons que f existe, alors sachant que tout x de E se décompose de maniére unique
n

n n

sous la forme x = E.u_.. xi € Ay, on obtient : fix) = Ef[q} = Em[n}.
=1 i=1 i=1

Cette expression de f(x) prouve |'unicité, sous réserve d’existence.

= Existence
mmhqml'.ppluﬁmf E — F définie par: f - x.-zm{.u]unlumunh

ﬂx-EnmﬂE[l nl.xE Ay, mlhﬂnuﬂeu
ViEllLn] fia=uw.

En introduisant les projecteurs py associés & la somme directe £ = () A, on a
n I<isn
I-ZmunuqlpmqquﬂE}ufH-m.
i=1

4.5 = Sommes directes en dimension finie

5. Polynémes d'interpolation de Lagrange

Considérons u : KIX] —= K™, u: P (P(a).P(m).--- .Plan)).
Plag) =haP(ay) =Ap.-- . Plan) = Anselit: wiP)= (Ag.Ap. - - . Aa).
Copyrighted material




Summe-de-.ms-np.;r.n 'l'E'L'.t.l:l:i.Eh :

o B i I"exemple 2,

-,hllaﬁ] Thécr _
ITTLBCNE,

098] -1 wer i ineemar-
phisme de K™ sur K, [X].

» Il &st clair que u est linéaire.
Ker u est constitué des polyndmes P admettant oy . ay . . - . . an pOUr racines, donc en

fn
puﬁantN=H[.?t—m].ﬁruﬁtrenmﬂedﬁmmﬁphideﬂzﬂeru=HHLH'.'].
=0

= Avec deg N = n + 1, un supplémentaire de N K [X] dans K[X) est Kq[X]. &
» La restriction .,y induit un isomorphisme v de K [X] sur Im u, %195

Il en résulte dimImu = dimKalX] = n+ 1 et donc Imu = K™, ¢ est donc un
isomorphisme de B [X] sur K™,

En conséquence, pour tout (kg Ay, - - - . ha) EK™L, il existe un unique P dans Ka[X) tel
que u(P) = (hg.Ay. -« - k), ils'agitde P= v (kg kg, - -+ . ha).

Expressionde P = v~ (kg Ay, -+ . An)

Soit (e, 1, - - - . en) la base canonique de K™, et pourtout kE [0, n ]
Lie = v (o).
Alors (Lg.Ly. -+ . Ln) estune base de Kn[X]. oy, (06}

Ly est I'unique polyndme de kK [X] tel que u(Ly) = e, c'est-d-dire :
Lylm)=0sitak et Lo =1
Ly (@i} = 0 pour i w I, avec deg Ly = n donne qu'il existe un scalaire ;. tel que :

Le=pe [ (%-a)

Dmcimn

(2]
1 . X—a
alors Ly (ay) = 1 donne p, = , dob L= :
o DIEH:n A — M l}-i]-_[[.[l‘kli.ﬂ {ﬂk_ﬂ-l')

En conséquence, I'unique polyndéme P de Kn[X] tel que ¥k € [0. nll, P(ay) = Ay est:

P.gh 11 (i:i)‘

[imi d

b
______ Déhnition 14
tesie= ] (i:i),n:kﬂmmEMJWHw
e

associés & la famille de scalaites deux & deux distincts {“k}n:hn .

Exemple 5 Ecrire I'unique polyndme P de degré inférieur ou égal & 3, tel que ;

Ply==1, R2}=1, M-21=1, F-11=2
Ecrivans bes polynémes d'interpolation de Lagrange associés 410, 2, -2, -1):
(X —20X+2KX+1) —1.1:'3—1!.'& 1
SIEFES! = TIFoogeorxt

. XX+2X+D 15 1, 1
- Txdxd = mg* *g* 1
XX =2)0X+1) —éx‘1'+%xi+;x

XX — 20X +2) 1"3 4
(—D=x (-3 =1 = 3% 7 §*

Ly
Ly
L = Oneoxen =
Ly
P=

On en déduit - —Log+ Ly +Lg +2Lg, :‘Ht-a-diep=gf+;f-l£x—1

. 89
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D. Rang d’une application linéaire

1. Théoréme du rang

= E étant de dimension finie, Ker f admet au moins un supplémentaire H dans E.
H st de dimension finie et isomorphe & Im f {théoréme noyau - image).
Im f est donc de dimension finie et dimiTm ) = dim H.
Avec Ker f & H = E, il vient dim{Ker f) + dim H = dim E, d'ol :
dimiKer [} + dim(Im [} = dim E.

Si E est de dimension finie, alors Im _f est de dimension finie etona
rgf = dim(Im f) = dim E — dim{Ker f).

" yoir migitre - Géo- Onalmf = Vet (f{e)} . ete'?" i rg (o) )y e, = clim Vieet (F () )y -
métrie MPSI, chapitre 12,

5i F est également de dimension finie, dim F = p, et rapporté 3 une base &' = H]l‘lﬂ!'

P
on pose pour tout j € [ 1.nll, f(g) = Y agef.
=l

Alors A = [ay] est la matrice de £ sur le couple de bases (3, 3'), le rang de la famille
{r{g}]l_wmm le rang de la matrice A, le cabeul pratique de ce rang peut se faire par
la méthode du pivot de Gauss. Ces définitions et la technigue du pivot ont 66 présentées
en premiére année (Voir Algébre — Géométrie MPSI, chapitre 12).

=

1 suffit de prouver (1) <= (2).
w 5if est injective, on a Ker [ = {0g} et, d'aprés le théoréme du rang :
dimlmf=dimE dont dimImf=dimF e Imf=F.
Ainsi [ est surjective.
Copyrighted material
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w5 f est surective, dimImyf = dimF = dimE et le théoréme du rang donne
dim Ker f = 0, Ainsi f est injective.

héoreme 12

EF a) f € lsomiE F) donc dimE = dimF. On a alors Kerlg o f) = f~ '(Kerg) donc
dim Ker(g ¢ ) = dim Ker g. On en déduit :

rglgo f) = dim E — dim Ker(g o f)
=dim.F—d.'LmKug
=g

b} g< lsomiF, G
Aors Im g o [ = gilm /) donne dim Im g o f = dim Im f ¢'est-a-dire rgigo f) = rg g

Theéoréme 1

g

n
Rappelons que, avec Be = (g))upup. Br = (efljupmn. flgg) = Z aye] , la matrice de f
=1

sur e couple de bases (B . Fp) est la matrice A de terme général ay :

mata, m, S = [ay] € M plH).
Soit G un supplémentaire de Ker f dans E: E = G & Ker f, on a ici

dimKerf=p—-r , dimG=r.
Construisans Rg = (), base de E adaptée 4 cette somme directe : (g7}, est
mhﬁlﬁﬂniq}ﬂl‘mﬁtnbﬁlﬁﬁj
D'aprés le théoréme noyau-image, (f(ey) ), estune base de Im f. On pose ef = f (e)
pour 1 = j = r et on compléte par e[, . - . . .}, pour obtenir une base dp de F.

Par construction, on a : matg, a0 = [g g s

2. Endomorphismes nilpotents

Définition 16

w8 par comvension,
ualdy pour 10Ut wEFEL

o 99 par sxemple, endo-
dindice 1, et aterial




o, W0 e solustion
uf w0 donne (det w) =0
dont det =0 et w nest
pas de rang i

%Y ot steme libee
de E a au phs n ééments,

___ Propriété 25

Si E de dimension finie n = 1 et u £ ¥(E) est nilpotent, alors rgu = n - 1.

0" Si w, nilpotent d'indice ¢, était inversible, alors u! = 0 donnerait u'~! = ' e u' = 0,

contrairement & la définition de &
Alors 1 non inversible donne g u < n Cest-d-dire rgu = n - 1, &40

Propriévé 26
5i E o5t de dimension finle n, soit u € #(E) nilpotent d'indice .
Si x € E vérifie '~ 'x) = 0, alors la famille (x. ulx). - - . u'"'(x)) estlibre.

0F 1l existe x £ E tel que u'"(x) = 0 car par hypothése, ona u'~ ! = 0,
i-1

i Soit des scalaires Ag . Ay, - - - hj_y tdsmz.h.gu“tx‘.l-ﬂ. 1]
k=Al

l I-1
On compose (1) par '~ " 2 hgu'~*x) = D donc hg = Oty hyulx) =0.
k=i

On compose (2) par u'~* : hqu' M) = Odonc kg = et -~ 0 =0. (3)
ko=

Une récurrence immédiate donne ainsi Ag = Ay = Ag = . . . = hy_q1 = 0 et on a montré

| que (uix0) L, ., o et libre.

. Corollaire 1
Si u & #(E) est nilpotent d'indice ¢, alors { = n. =4V

. Corollalre 2
5i E est de dimension finie r, alors u € ¥(E) est nilpotent si et seulement si u™ = 0.

— Corollaire 3
Si u o4t nilpotent d'indice n, dans un espace de dimension n, il existe des bases @ ot 3’ de
E telles que :

0 o 1 0o ... 0

matgu=| g et maty u=| : . D
Dot : "1

¢ ... 0 1 0O o ... . . 0

En effet, si u est nilpotent d'indice n, il existe e tell:pﬂu"'l{ai}ﬂﬂ.
Alors, d'aprés |a propriété 26, avec e, = u™ !(ey), le systéme (e;. ... en) est une
base @ de E telle que ;

VkEll.n—10. u(ex) = ey, et ulen)=0
donc maty u a la forme indiquée ot la base @' s'obtient en inversant "ordre des vecteurs
de base : e, = en.1 k-




[hual d'un espace wectariel Formes lindaims = Hypenplans b

E. Dual d’un espace vectoriel
Formes linéaires — Hyperplans

&4 F g un H-espace
wectoriel.

o490 g fair distinguer
E" de E'{0g}.

& 44 15 condition est
suffisante, par définithon
d'un Byperplan.

hH&] Dtl.l;mgd-rir.ﬂ.
i & et ure droite vects-
riglle et F un sous-espace
de E, les seules situations
possibles sont

@ Fe{og}
&l A F=9,

1. Formes linéaires — Hyperplans

Dhéfinition 17
(On appelle forme lindaire sur £ =42 toute application linéaire de E dans k.
Le k-espace vectoriel ¥(E, K} des formes linéaires sur E est appedé |'espace vectoriel dual

de E. Il est usuellement noté £, =4

o Définition 18
Un hyperplan d'un H-espace vectorial £ est un sous-aspace vectoriel qui admet une droite
vectorielle pour supplémentaire.

Propriéeé 27
Toute forme linéaire non nulle est surjective.

E° Soit fEE®, onalmf = {0k] oulmf =K doncsi /=0, il reste Im f = K,

Propriété 28
Un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan si et seulement si, pour touta € E ' H,
ona E = H$ Ka.

IS Montrons que la condition est nécessaire. w44/

Seit H un hyperplan de E. ll existe bE E " {0g) tel que E = H 3 Kb,
Etantdonné ac E" H, ilexistea S KetcE Htelsque a = ¢+ ah.
« est non nul, sinon a serait dans H.

Pour tout x S E, llexiste A\ EK et y= Hals que x = y+ Ab.

Avec b= :—ll{u—c}.nnax- [y—- t—tc}ldn;u.cequirlm'ﬂ'emﬂElHFHu.

Il reste & remarquer que a & H donne H M Ma = [0g] =% pour avoir E = H @ Ka.

Proprién 29
‘ Un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan si et seulement & il existe une forme

linéaire non nulle w telle que Ker u = H.

05" a) Soit H un hyperplan de E. Btant donné a EE“ H.onaH & Ka = E.

Pour tout x € E, il existe b € K ot hy € H uniques tls que x = hxa + hy.

On vérifie aisément que [‘application i ; E — K, x> hyx est une forme linéaire non nulle
telle que H = Ker u.

b} Soit u une forme linéaire non nulle. Posons H = Ker wu.

u étant non nulle, il existe o’ € E tel que uia') = 0. Aveca = u[—:ﬁu’. onaulal= 1.

Pour tout x € E, on obtient u (x ~ u(x)a) = 0 et donc x — u(x)a € H.
Dex= [:—utx:lrl]+qu}n.-nndHl|thExEH+Hﬂ_Dm‘r:E=H+Hr.|..

Comme a n'appartient pas & H, il vient H N Ka = {Og} et, finalement, £ = H & Ka,
Ce qui mantre que H est un hyperplan.
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8 14 cas i puid
comegpond & A =0

&l Kervs= E.

=47 o ast donc rap:

plication linéaire de £ dans
K qui, & tout x de E, asso-
cie 52 /"™ coordonnée sur
|a base @, ce qui explique

Fappellation de #fomes
coondonnées @,

w8 e an

—  Propriété 30
Dewx formes linéaires sur E non nulles sont liges si et seulement si elles ont le méme noyau.

Soit u et v des formes linéaires non nulles sur E.

a) Si w et vsont lides, il existe & £ K* tel que v = huw. Il s'ensuit Ker 1 = Ker v

b} On suppose que u et v ont le méme noyau H. Pour a EE H, ona E = H & Ka.

Pour tout x € E, il existe he € H et Ay € K tels que x = hy + hya.

Avee uix) = Actla), dx}-x.qamum-n,lmm-%m

Mﬂmnu:%m

Corollaire
Si w est une forme lindaire non nulle sur E, pour toute forme linéaire v sur E, il existe , = K
tel que v = hu si et seulement si Ker u C Ker p, %%

2. Dimension finie
E est maintenant un H-espace vectoriel de dimension finie, n = 1, de base B = (&) .\
2.1 = Bases duales

1

I

Etant donné x -Zm.ma efix)=x, 4T

Théoréme: 14

On sait que dim H(E. K) = dim E - dim K.

EE Il suffit de montrer que la famille [EJ]H] st libre. & 45" Sait {4 )

€ K" tel

Isisn

:plz:hﬁ = (). Alors, Vi [ 1, n].Ehﬂ {m] = 0, d'ol ki = 0,

Theéwremee: 146

n
B [ s'écrit d'une maniére unique sous la forme f =% Aef.
: F1

Pour tout i€ [1,nl, fle) = i wjep (ed) donne ki = f(e).
=1

Copyrighted material



h‘m]hmm
poirr n=Z, # y & une infinid
de formes lindaires ¢ ur £
telles que gixiei.

e, (50) La rbciprogque est
Evidente,

€ 51) por findaritd des by

o 68 s B i K.

Cual d'un espace vectoriel Fomes lindalres - Hyperplans Ii

Conséquence
Toute forme linédaire § sur E s°écrit de maniére unique :

n
‘n’x=£:qer._f{xb=ﬂ|:|+--- + dln.in
=1

ou les scalaires a; sont les coondonnées de  sur la base B°,
. ThéorEme 17
| @) Pour tout vecteur x non nul de E, il existe & forme linéaire sur E telle que elx) = 1.

| b} Le vecteur nul est 'unique vecteur x de E tel que gi.x) = 0 pour toute forme linéaire .

|
I3 a) Posons ey = x, il existe ey, - - ., en tels que I[n:!.|]1_~_r_';rI soit une base @ de E.
La premiére forme coordonnée sur cette base est solution du probléme. = 9%

b Sixestnon nul, il existe ¢ £ E° tel que gix) =0, donc en supposant ¥ ¢ EE°, ¢lx) = 0,
on a nécessairement x = O, =5

On a donc : {0} = {xEEf V¢ EE", ¢lx)=0}

______ Théorme 18
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et T = (¢ ], ., une base de E° .
Alors il existe une unique hase L7 = [ﬂ{}HLn]ﬁ'EﬂI“T-U‘.

On dit alors que 17 est la base E anté-duale de T, ou encore que T &t [7 sont des bases
duales.

I ¢ :E-+K'g:x—[8x)..., Hnl.’x]] est lindaire, = 51!
On ax = Kerg siel seulement <i 8;(x) = 0 pour tout (= [ 1, n].
Soit B = {e) une base de E et B° = (e] | sa base duale.

n
Pour tout { € [1, n 1, il existe une famille (n ), € K" telle que ef = S nly
=

n fl
& Ker g implique ] (x) =Y & B (x) = 0. Avec e =Y ef (e, il vient x = Og, d'ol

Ker ¢ = {0g)} et & est abors un isomoephisme, =. /52!
En conséquence, il existe une unique famille U = (. - - - .eg) € E" telle que :

WL DENLn]? o &) = 8y
17 est une base de E car cC'est 'image par l'isomorphisme ¢ ! de |a base canonigue de K",

Exemple & Construction d'une base duale

s 50 e de MaORRTer que
oette famille de 3 vecteurs et
libre.

‘L‘HJMBMH
hyfiehafmehg 5 des vecteurs
de |a base canonique de B,

w5t

On considére les farmes lindaires f;, f et f sur B définies par -
Nixl=xy +x0 + a3, Blx)=xs— x5 et fhix)=2e —m+xn awelx = I:Jq..:z..w:a:l.
a) Montrons que T = (fi . fo . fi) est une base de (&%),

Pour cela, soit (g, Ag . Ag) S B tel que s ='™" nyfy + hafs + Agfy = 0. ) vient =54

L + 2Zng =0 I ki + 2Zng =0
{al + Az - Ay w0 Ly donce5® {ﬂal =0
A — Ak + kg =0 Ly ki — hzx + kg =0

III.IIE A =ha=hky=10

=
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ﬂ.*m:'ﬁq:p!mqul’udi-
ience &t Mumiciié d'un fel
syitbme Sont asdunses ||

reste & calouler bes cooedon-
rées dans la base canonique

de B de ces vecteun,

 157) E o5t un H-espace
wvectaniel de dimansion n.

h':“:'clmnw-ilﬁm
valable dans ke s ol
F={0g}. Il suffie, dans ce

e, de prendre pour
(2 - - ) toute base de £

— pm

—_ Théoréme 19
' Etant donné F sous-espace de E, %7 natons F” 'ensemble des formes linéaires sur E et
| sannulantsuw F: F= {fEE/ VxEFflx)=0}={f€E" /FCKers}.

b} Trouver la base 17 de B? dont T est [a duale ¢'est trouver les vecteurs uy, up ot uy tels que :
(i) e 11,317 f(u) = 8y
Nous sommes conduits 4 la résolution des troks systemes ; & 58

X 0+ X ¥ x5 =aq
X - x3 =b
2y = ap + X3 we

s ()=o) - (3)-(3) - (2)-(2)
e x(03.3) w33 -3 e (3o-3-

2.2 — Sous-espaces de E et E*

a} F“ estun sous-espace vectoriel de E*.
b} dim F® = dimE — dim F.

_ Corollaire 1

U35 S5iF = {0g}, il est clair que F° = E* et les propositions a) et b) sont vérifiées dans ce cas,

On suppose maintenant F = {Og} donc dim F = p > 1 et soit (e, - - - .ep) une base
de F que I'on compléte par (£p.1 . . - . #n) pour obtenir (e ), basede E.
Considérons I'application u : E™ < WP, fes ({1 ).« [ &p)]). I est immédiat
que u est linéaire : u € £(E*, KP) et que F° C Ker u avec:

Keru={feE* /¥iellp), f{e ) =0}

P
Tout x de F s'écrivant x = Z.ﬂmIwcl:q.r-r.xp:IEH".ﬂjEEHu,mnﬂimt:
=1

B
fix)=3" xif{ ) =0 donc fEF.
=]

Om a ainsi prouvé Ker u C F” et finalement F? = Ker u.
Ennotant (e ), labase dualede e ), . _ . on constate que:
(i ).u(eg). - u(ep)
est la base canonique de KP. Donc u est surjective, soit encore rgue = p = dim F.
Le théoréme du rang 5'écrit dim Ker u = dim E* — rg u et donne enfin
dim F* = dim E — dim F.

Equations d'un sous-espace vectoriel Fde E, F= E, F = {0g}.
Pour tout sous-espace vectoriel F de E, de dimension pavec 1 = psn - 1, il existe n — p
formes linéaires indépendantes f . 5, - . - fi—p telles que :

n—p

F= n Eer fi

i=l

C'est-a-dire telles que pour tout x de E
XEF &= filxl=0,flxI=0,... fapd=0 (5

On dit que () est un systéme d'équations de F. =58




Diual o 'un expuce vectoriel Fomes linkaires - Hyperplans

USF Avec les notations de la démonstration précédente, il suffit de poser fi = epy; pour tout

| i€lp+Lnl
____ Corollaire 2
Equations d'un sous-espace affine A = a + F de E avec F sous-espace vectoriel tel que
FwE Fu{lg}
Avec les notations du corollaire 1, pour tout a € E, on obtient pour tout x de E :
&5 1) ear un sysime xEa+F &= Vie[l.n-pl filx)=fila) (§) &5
déquations de A,

I llsuffitdenoterquex EA «— x — a & Fetque fiix — al = filx) — filal

Exemple 7 ®* est rapporté & sa base canonigue (e —

a) Ecrire un systéme d'équations du plan vectoriel P = Veet{a, b) avec : a = (1.0,1,-1),
bh=(-1,2.0_1)

b} Ecrire un systeme d'équations un plan affine A=c+ Pavece =(1, 1,0, 1L

a) Soitu : E” — RE 8 — (0 ia) 8(b)).

4
Unel‘nnnallnéah‘eﬂ:Zugei' appartient & Ker u si et seulement si @ aq + 0y — oy =08t
= gy +2 g g Iﬂc';:-é-ﬁmu,an—ﬂugﬂm =y — 2ag, s0it encore ;

0= oy (o] +e]) +og(e] — 2ef - 2¢5).

Une base de Ker u est donc (e] + ). €3 = 2 — 2e] ). D'od un systéme d'égquations de P :
x4xg=0, xp—2x5 - dxgm.

b} On écrit que x appartient 4 A si ot seulement si x = ¢ appartienta P :
mp+xg=2  xp—2xy—Dy=-1

_____ Théoreme 20
Etant donné F* sous-espace de E°, notons F~° I'intersection des noyaux des éléments de F* ;
F={xEEfYFEF, flx)=0},

a) F*° est un sous-espace vectoriel de E.
b} dim F* = dim E — dim F*.

[ a) F* est un sous-espace vectoriel de E en tant qu'intersection d'une famille de sous-
espaces : F*% = ﬂ Ker [f.

JEG-
b} S F" = {0g- }, il est clair que F*° = E et 'égalité annoncée est bien vérifiée dans
OB Cars.
On suppose maintenant F~ « { 0. | done dim F* = p= 1 etsoit (8, . . . .8p) une base
de F* que |'on compléte par (f,.1. - - - . 6] pour obtenis {ﬂ[]p“-m base de E*.
Considérons I'application v : E — WP, x— [ 6y (x),6g0x), . . . 6p(x)). | estimmédiat

P
que v est linéaire et que F~° C Ker v avec Ker v = || Kers,.
P i=1
Tout f de F* sécrivant £ = 3 Ac B avee (&g - - . hp) € KP, si x € Ker v on obtient
=1 N
Sixy=3 hei(x)=0 donc xEF*,
i=1
Iabawd:EantE—dualede{ﬂ:]mm
(vfer) vleg). .- .vfep))

st |a base canonique de B,

En notant | &; ) , 0N constate que :

I=i=n
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Donc v est surjective, soit encore rg v = p = dim F*°.
Le théoréme du rang s'écrit dim Ker v = dim E — rg v et donne enfin :
dim F*" = dim E — dim F*.

— Corollaire 1
Equations d'un sous-espace vectoriel (resp. affine)
Tout systéme d'équations ¢(x) = 0 (resp. gix) = ), 1= i= g, dans lequel (), est

un systéme de E™ et (by . . . ., by) € R représente un sous-espace vectoriel F (resp. affine
A) de E de dimension n — q.

a Le cas du systéme homogéne (H) : @dx) = 0, 1= i = g, est une transcription du
théordme 20. Uensemble de< solutions de (H) est donc un sous-espace vectoniel de E de
dimension n — q.

» Cas du systéme affine (S) @ gix)l =y, 1=i=p
Lapplicationy : E — KY, xl-l-{nﬂi,.r},ipg{x}, B ¢ :pq{.t}] étant surjective, il existe aE E
tel que wla) = (by .. ... by) et alors chaque équation ¢x) = by se lit gilx — a) = 0.
L'ensemble des solutions de (S) est dont A = a+ F, sous-espace affine de E, de direction F.
. Corodbire 2
Critére d'indépendance d'une famille de formes linéaires
Soitd = (@192, -+ .gg) une famille de formes linéaires sur E.
q
@) destlibre si et seulement si mi‘[m'npi est de dimension n - .
i=1
b} 5id estlibre, powr toute forme linéaire § sur E, on a:

q
FTEVect (g1, .9q) = ﬂer_r:rnm.p._
=l

I a) Posons F* = Vet (g . - - - .5q), comme dans la démanstration précédente, on obtient

4 o
F‘“:ﬂlﬁerm.ﬂn a done dim | Ker ¢ = n — dim F" = n — g et il en résulte les

i=1 t=1 4
équivalences : @ estlibre <= rgd=q += dim| |Kergi=n—gq.
i=1
b} Supposons /€ F°, on aalors F* = Veet (9. - - - .pq.f) donc:

g
F*? = | Kerg: N Ker f = F*° N Ker f

=1 q

ce qui donne F*° C Ker f ¢'est-d-dire || Ker g1 C Ker f.
T =]
Smpnsnnsr]Earw-:}!arj.madlmEmF"'nKar_f-F‘“.
=1
En posant G* = Vect (), -« - .¢q.f), on obtient F* C G” et:

i
ﬂ'“:ﬂ]ﬁarwﬂﬁm'jlrnﬂﬁurjlr“
=l
puis, e théoréme 20 donne dim G* = dim F* = g, donc G* = F" soit aussi g = F*.

Exemple 8 Soit E = KalX], ag.ay. - - - , an des scalaires distincts et 6; : E = K, P Plag)0 = (= n.
it e ot | V0 PO PE (] Kere:an + 1 racines distinctes. Avec deg P = n, il vient P = 0.

. =isn
B i £ erme On en déduit®"""  que le systbme (B lga iy, ©5t libre ot donc =51 yne base de E°,




L'essentiel

I. Somme de sous-espaces vectoriels

V" Les sommes directes de dews sous-espaces, VUEs en premibre année,
sant étendues 3 plusiewrs sous-espaces.

¥ Sil'on veat montrer qu'une mmZngemsmﬁduEmm

= on peut e servir de la principale caractérication en montrant que,
pﬂunEF&.Z-ﬁnﬂ = VYix=0
en procédant éventuellement par récurrence ;
—+  Voir Mixe en aruvre, exercice 1
= on peut montrer que tout x £ E §'écrit de maniére unique sous |a forme ;
HEH,IIEHF
—+ Voir Mise en aeuvre, exercice 2

= On peut pour une somme de deus sous-espaces, utiliser des informations sur
les dimensions,

—+ Voir Mise en ceuvre, exercice 3

Il. Endomorphismes nilpotents

¢ Les endomorphismes nilpotents sont d'usage particuliérement sim-
ples en privilégiant des bases adaptées,
¢ Le théoréme du rang est fondamental en dimension finie.
¥ Si I'on veut étudier un endomorphisme nilpatent u,

« on peut observer que 'endomorphisme induit par u sur un sous-espace
stable est encore nilpotent.

— Voir Mise en ceuvre, exercice 4
¥ 5il'on veat calculer une puissance d'une matrice A,

= on peut chercher 3 déceler le cas particulier od Ase décompose en A = D4+N,
avec D diagonale, N nilpotente, D et N permutables.

— Voir Mise en aeuvre, exercice 5

I11. calcul du rang

¥ Si1'on veat calouler le rang d'un systéme de vecteurs,
= on peut utiliser la méthode du pivot de Gauss. C'est une méthode de base,
— Voir Mize en euvre, exercice b
W' Si I'on veut calouler e rang d'un systéme de formes linéaires,

= On peul penser 3 évaluer la dimension de |intersaction de laurs noyausx,
-+ Voir Mise en euvre, exercice 7




Mise en ceuvre

I. Somme de sous-espaces vectoriels

—  Ex. 1
Soit [ = FAE), Ay.Ag. .. An, nscalaires deux 3 deux distincts (n = 2).
Montrer que, siViE [ 1. nll. Fi = Ker (f — ki Idg), alors la somme Fy + Fz + . . . + Fn, est directe,

Indications
C'est un cas particulier important de la réduction des endomorphismes qui sera vue au chapitre 5.
O procide par récurmence sur .
Solution Commentaires
Montrons d'abord que la propriété est vraie pour n = 2, Dibut de la récurrence sur n.
Sty EF . mEF tlsque x +x=0g (1)
AaEFLiEIitj{.u} m hja ; il vient alors: hpag + hpap = 0 (2). On applique § aux deux membres de (1),
On multiplie (1) par &5 et on retranche membre & membre avec (2), il vient
{.ﬁ.l—ig];ﬂ:llgmx]:DE..ﬂnﬁﬂ}m = 0g. £af hy — hg =il
Ainsi V(xp. x) EFy x Fy, xp+x=0g = x5 =x=0g La somme Fy + F; st done directs,
Supposons que |a propriété soit vrale pour n — 1 scalaires, Pour mantrer qu'elle est récurrente.
SOit Ay . .« ., kn des scalaires deux & deux distincts ot xy . . . . x5, des
vecteurs tels que :
ViE[lnl, mEF et my+xm+---+xn=0 (3)

La relation (3) donne : Ayx; + hoxa + - - - # hnan =0 (4} En appliquant 1.

=1
Il s'ensuit Y " (ki — Anda =0, Par combinaisan lindaire de (3 et (4}

=1
Onendéduit ViE[1l.n=1], (ki = Ap)xg = 0g, dom [¥aprés 'hypothése de récurmence,

Yielln=101 xi=0g car ki —Ahn=0,.

mn
Alors (3) donne enfin x;, = Og. La somme 3 _ F; est donc directe. Ce qui
i=l

achisve la rbcurmence,

— Ex. 2

Soit £ un C-espace vectoriel et [ & #(E) vérifiant (* = Idg.
Montrer que E = Ker (f - Idg) @ Ker (f - j1dg) @ Ker (f -  Idg).

Indications
On montre que tout x de E peut s'écrire x = a + ay + x; d'une maniére unique avec ;
xyEKer (f—Idg) . wpEKer (f—jldg) . x3 € Ker (f - ldg).

1 0% !



Solution

= Analyse

Supposons que (x; , 2y ) soit solution de ce probléme, on obtient alors :
X+t = X (1
a+ba+fa = fix) ()
.:=|+f:ug+_,[.q = fﬂLl:] (3)

Par combinaison linéaire de (1), (2) et (3), on déduit :
X = é [+ fix) + fPx)] |, apm é [+ 2100 + 51 %00]

etxy = % [x + 1 flxd 4 #2000,

« Synthise
Le triphet (xy , 2y . xy ) ci-dessus vérifie x + x + 2 = x. De plus :

flxg) = ; (flx) + f20x0 + fFix) = é {2+ fix) # f220)) =y,
fixg) = ; (i) + 2720 + 1 A x)) = % (e + i) + £ 7200) = o,

Siag) = (w1200 100) = 3 (004 r200) = .
Donc (xy . Xz .43 ) est bien solution du probléme eton a:
E=HKer(f —Tdg) & Ker (f —fldg) @ (5 — Fldg).

Commentaines
Condition nicessain,

e appliquant ¢ & (1)

en appliquant f 3 (2)

Sachant que 1ejv =i,

Ce triphet (1) p x| et ainsi [3 seule sobu-
tion possible

Condition suffisante.

puisque M =Idg.

Remarque : aprés |'étude du chapitre 5,
cette question sera résalue par I'application
du thiorieme de décomposition des noyau,

Ex. 3
Soit [ et g des endomorphismes d'un K-espace vectoriel E,

On suppose que E = Im [ + Im g et E = Ker [ + Ker g. Montrer que ces deux sommes sont directes.

Indications

Cet exercice est un grand classique. Il met 4 la fois en ceuvre le theoréme du rang et une caractérisation de

deux sous-espaces supplémentaines qui utilise leurs dimensions.

Solution
Im [ + Img= E donne rg [ + rg g = n, &t

Ker f+Kerg = Edonnein—rgfi+(n—rggi=n, doncrg f+rgg=n.

Henresulterg f+rgg=n.AvecIm f+ Img=FE, ona:
ImfFImg=E.
On a aussi:
dimiEer /1 + dim(Ker g} = dim E ;
avec Ker [ + Ker g = E, il vient Ker f & Kerg = E.

Commentaines

dim {F+dim Vardimil L+

Tharbmi du fang.

Deus sous-espaces L et V' osont supplé-
mentaires si et seulement si E= L'+ V et

dign 15 & dien V = dim E.

TN01




II. Endomorphismes nilpotents

—— Ex. 4

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n = M® et u e ¥(E),

On suppose que w est nilpotent et que dim{Ker u) = 1.

1) Etant donné un sous-espace vectoriel F non nul et stable par w, montrer que dim u(F) = dim F - 1,
2) Montrer que Y= [0, n ], dim [ Keru*) = ketrgu® = n -k

3) Déterminer tous les sous-espaces de E stables par w.

Indications

1) Théoréme du rang pour I'endomorphisme de F induit par w.

2) 1 suffit de montrer que rg u® = n — k pour k€ [ 1, n]. Cest d'ailleurs vrai pour k = 0 avec u” = Id.
3) Les sous-espaces Ker u® sont stables par w.

Solution Commentaires
1) Soit u endomorphisme de F induit par w. F et stabibe par u.

Rappelons que Ker u = F M Ker u et Im u = wiF),
Comme w est nilpotent, il en est de méme pour w.

Alors dim Ker u = 1, donc Ker u = Ker u. Ker uKer u ot dim{Ker ups1.
Il s'ensuit dim F — 1 = rg u = dim u(F), Thiseime da rang pour 1.
2) Suppn&mﬂ.qutrguk=n—kpﬂurkE[1,n—1]- Four Une preuve par rboumence.

Cette propriété estvraiepour ke 1 rgu s dimu(E) s dimE — 1. | Gusestion pricédente,
Avec u(lmu®) = Imu*! C Imu®, on applique le résultat de la
premigre question a F = Tm u®,

Il vient alors rgl Y = rglu®) - 1=n - k- L dim uffm * tedim Imiu*)—1.
Remargue : I'indice de nilpotence de u« est égal 4 n. Imu®={ 0} &t rgiu” =l
Il s'ensuit abors dim(Ker u*) = k. Théaréme du rang pour u®,
3) Les sous-espaces Ker u® sont stables par u. Liree piste : ce sont peut-Ere les seuls |
Soit F un sous-espace stable par u ; posons p = dim F.
Pour p = 1, I'endomorphisme u de F induit par u est nilpotent, Pour o), a0} =Ker u®.
donc i’ = 0. Uindice de nilpatence est au plus égal & dim F.
Cela nous donne F C Ker uf,
Avec I'égalité des dimensions, il vient F = Ker u?. AlmiKor 1=k

Remargue - 1™ = 0se lit u*u™F = 0, cCest-d-dire Im u™ *CKer u®.
Avec |'égalité des dimensions, il vient Im u™ ¥ = Keru®.
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— Ex. 5
1) Soit A €.0a(R) nilpotente d'indice ©. Montrer que § = n.
Montrer que A & i, (R est nilpotente & et seulement i A™ = 0.
2) Soit A€ Ma(R), triangulaire supérieure stricte, ¢'est-a-dire .'..ﬂI[ﬂg'] avec(i=j = ag=0).
Mantrer que A est nilpotente.

128
3) Ealculem“puumu(u 1 2),
o0 a0 1

Indications
Lindice de nilpotence d'une matrice carrée se définit comme celui d'un endomorphisme.
Soit f I'endomorphisme de K" canoniquement associé a A. Lindice de nilpotence de A est celui de f.

Solution Commentaires
1) LUétude des endomorphismes nilpotents donne les résultats annoncés. | Comllaire 2 de la propriéa 26,
2) Soit f € F(K") tel que A = maty . Avec B = (ey.....en): i base canonique de K"
Vicl2.nl. f(e) EVect{ey. .. .e_1). fley=0, A est siangulaire supérieure stricte.
On en déduit, pour 3 = = n .
FEeg) EVect (fiey), - -+ o (g-1)) SVeet (&g, . - . .g_g).
WIELS. nl.f° (¢)EVect (e . . . . ei_g). et () =r*(es) = 0.
ViElk+1.nl f*(e)EVect (e, .... el k). Par récumence.

Fle) =*lea) = ... = *[e) = 0.
D'ﬂﬂm&-ﬂ.j“{ﬂl} -I"tgﬂ e s -Inl:en:l = 0, c'est-a-

dire /™ = 0 et donc A" = 0.
D2 3
3) OnaA=l3+BouB= (n ] 2). B nilpotente & apeés be 2).
0 a0
Avec B = 0, la formule du bindme donne :
ﬂnnzc:ﬂknf3+nﬂ+n{n2_ ”E:. i 1 ook el
k=0
0 0 4 1 2n 2nt4n
Aw::B"-(u 0 ﬂ).llvlﬁnt A“n(ﬂ 1 2n )
0 0 o oo 1

II1. cCalcul du rang

— Ex. 6
E = B et F = B* sont rapportés & leurs bases canoniques 3 t{q]lqﬁﬁ etd’ = (ef)

2 0D 2 4 10
0 1 -3 =5 -6
4 4 -3 -4 1
3 =10 B 18 35
Calculer le rang de f, former une base de Im f et une base de Ker f.

1sisd "

Soit f £ F(E, F) définie par maty g f= A= (
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Indications
LCoutil de travail principal est la méthode du pivot de Gauss. Parfois, des remarques judicieuses allégent la démarche.
La recherche d'une base de ['image de f est intimement lige & la détermination du rang.

Solution Commentaires
1) Les colonnes de la matrice A représentent les vecteurs £ (e;), 15=5, | Parexemple, (e | «2e] ode) 26,
Naotons pour simplifier f(«] = u; et appliquons la méthode du pivot :
T (uy ,up g, iy, ug) =g (g ug=uy iy =2y, ug=5uy ),

2 0 0 0 0
0 1 -3 -6 -6
3 4 -6 =10 -14
a -1 & 10 20

Remarguons gue : ug — uy =3 — ey — 25 +2e) (1)
et wy — 2up = 5( — e — 2¢ +2¢}) (2).
Ces vecteurs étant proportionnels, il vient rg/ = rg Ay, avec:

dolrgfmrgA; aver A =

2 0 0 0
0 1 =1 =8
M=y 4 -2 7
3 =10 2 10
PR = i (g g ey, 1 ) avec b m =y =26 42}

1 1 I.I.:I—J-E;.—TE;tl'l}ql'.
uy = g fug = ) ) = 5 (us = Buy).

Ensuite, rig (uy . ug . ug . i) = 0 (ug . ug . g +ug  ug +3ug), d'ol: | De nouwsau, la méthode du pivat

2 0 0 0
L 1 0 L
IRf=TEA; avec Ay= 3 4 2 5
4 =10 =8 =20
Avec ug + ug = 2 (e} ~ 4} (3) Hulrﬂtlgnﬁ{aa-iei:]{-i}.ﬂ On se raméne 4 une forme triangulaire.
wient ;
2 0 o
rgf =rg (. ug, uy + ug) =Tg s
i 3 4 2
3 =10 B8

c'est-a-dire rg f = 3. lenrésulte dimImf =13 et dimKerf=2.
2) Avec la méme méthode et les mémes calculs,

g (g g g) =0 (uy U, ug)
=g (U ug. ug+ug) =3
donc (e . ug . ug) est une base de Tm f.
T f{elj=ﬂe’;+3eé+3g=
ug = flex) = ey + dey — 10e;
ug = f{es) = 2e} — 3o — 3ej + ey,
3) Les égalités (1) et (2) donnent:  5{ug — uy) = 3wy = 2uy) = 0, | w+ben—dw =0
c'est-d-dire f(e; + 5eg — ey ) = Odonc ey = e; +5e3 — 3ey EKer [,




Remarquons aussi que dans |a matrice Ay, ona: On pourtait trowver n second verteur du

col (2) — col (4) + col (5} = 0 noyeu en utilisant (3) et (4],
donc f{—8e; +ep — g+ ex) =0d0l g3 = =By +ep—ey+esEHer [, | g — g+ B + g —Guy =0,
Le systéme (zq . &) est libre et constitue donc une base de Ker f. Virification immédiate,
— Ex. 7

Etant donné a. b, c réels distincts, on considére les formes linéaires ¢, 1 = i = 4, définies sur E = Ry[X] par:
b
YPERzIX] ¢1(P) = Pla) . 2(Pl= Pib} . ¢3lPl=Plcl . ¢ Pl= f PliMt.

1) Trouver une condition nécessaire et suffisante portant sur {a. b, ¢} pour que le systéme (¢ ), . soit lié.
2) Cette condition étant réalisée, exprimer ¢, comme combinaison linéaire de (¢ .¢2. ¢3).

Indications
1) Si(g1.92. - . gg) estune famille de formes lindaires sur E, K espace vectoriel de dimension n, ona:

rg(e1.92. - .4q) =n—dim (I'E]Kerw).

=1

(%1 .92 .93) estlibredonc (g . ¢z .93.94) estliée si et seulement sirg (@) . 92.93.94) = 3.

Solution Commentaires

g
1) Notons F = ﬂ[{arlpi.l.lnpuhrrﬂmeFEﬂgDﬂ est élément de F si
=1

et seulement si il admet a, b &t o pour racines, donc si et seulement si
il est divisible par (X — allX - b{X — c). 5agissant de polyndmes de | c&r o b.c sont deus & de distincts.
degré =3, on en déduit que F = { A(X — alX — XX — )/ NER }, | soisussi # = Veet (1~ axx — BHX —o)
puis on obtient rg (1. ¢z, ¢3) =4 ~dimF = 3. dim Ry [XT=4,

Alors be systéme (g . g 93,94 ) e5tlié siet seulement si FC Ker gy | Voir ln corollaine 2 d théarsme 19,
c'est-a-dire si et seulement si gq (X — alX — BHX — ¢)) = 0.
Emmndiﬁuns‘krit:fb{x*mﬂx—b}{x—:-}d:n::tﬂ-.

L]

a+h hbh-a

Avec le changement de variable défini par x = —5— t+t g il | Pour ramener I'intervalle dimbgrasan & [- 1,11,
vient :

B
iI'=f (x —alx — b)x — ckdx
a

. (h;“) fl.[uz—lj (ﬂ;b—t-hh;qu)du-'ﬂ.

1 1
Saduntquef udu-f u’du = 0 on obtient alors :
-1 -1

Fu (h;“)s (ﬂ;b— )fl{u’—ﬂ.}du

| gla+b
——Eth—ul (T —r:),
a+h

En conséquence, @1 ), .., estlié siet seulementsic = —5— . b—a =0,
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2} On suppose maintenant c = E—E-E'dnn:. d"apris e 1), il existe a. B,y
réels tels que g4 = o @y + B @a + ygq Cest-d-dire tels que :
b
YPre Egm.f Pl = aPlal+ BPB) +yPich
L1
Avec les polynémes de Lagrange La , Ly, , Le associés au triplet (a. b, c), | L, = So0tX—0
mlﬁﬁﬁﬂi la=hEo—eh
b b b wfrh](xhﬁiﬁ]
|:|:=f Lalt)dt | |3=}’ Lylende | '1-[ Leltidi = .
o il o lﬂ—tﬂ.
. X—alX—c)
50it : 0, ot e
: ” L [T
2 b
x zf {.r—b]( —?—t—)d.x xx—u:(x—%ﬁ:}
(o= b Ja 2 = .
. in—bF
b=a b—a _AX-alX b
ke f_l*“-”“ﬂ“-Tr ko= axem
(X — a) X~ b
2 b et o
B= E/fx—ﬂ}(x-%)dx fa-b'
:ﬂ_b} a x:%b-'-h:lr“
b-a ! b-a
o _ll.uiri}udu- P
" b
=— 3_[ lx — ok — bdx
En_b] ir
b-a ! 2
s & i 00
& 5 j._] {u l;'ldu E{tr al.
En conclusion, pour tout pohyndme P de degré =3, on a : Relaticn connue scus ke nom de formule des trols
B AveaL D,
b—a a+h
f Pirmd: = (P[u]+4F( )+P‘[hi).
. a 2
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EXsrrioes

ercices

Pour les exercices faisant appel au caloul matriciel, on peut se réfiérer au livre Algibre et Géométrie, MPSI, chapitre 13,
et pour des exercices de niveau 1, aux chapitres 9 et 12 (Espaces vectoriels et applications lindaires, Dimension
finie} et chapitre 14 (Déterminants) de ce méme ouvrage.

Niveau 2

Soit E et F des H-espaces vectoriels de dimension finie
et G un sous-espace de £, On pose ;
A={uEHE.F), Keru2G}.

Montrer que A est un sous-espace vectoriel de #(E, F)
et calculer sa dimension.

Soit E un C-espace vectoriel, dim E = 3, et f € H(E)

tel que_f* = ¥, et dim Ker (f ~ Idg ) = 1. Montrer

qu'il existe une base de E dans laquelle la matrice de f
1 0 0

estdelafnrm({r 0 h)mﬂ.E{ﬂ.l}.

o o 0
Ex3

Quelles sont les sous-algébres de dimension finie
de €(R. &) 7

Soit A € .y 2(R) et BE My 5(R) telles que ;

o0 -1 -1
AB=(-1 0 -1).
1 1 2

1) Vérifier que AB est idermpotente,
Calculer rg A et rg B
2) Montrer que BA = .

Soit E un F-espace vectoriel de dimension finie neM®.

Soit E = Kn[X] = {PERIX] / deg P = n}.
0n fixe un polyndme P de degré n et n+ 1 nombre réels
g,y .-, ap dewr 3 deux distincts,

Maontrer que les polyndmes Oy, = PIX +a, ), 0=k=n,
forment une base de B, [X].

Dans un K-espace wectoriel E de dimension n, soit
fichzg 1,np une famille de n endomorphismes nilpo-
tents et deux & deux permutables,

Montrerque fj e feeffo ... 0 fn=0.

Niveau 3
Bl

1) Maontrer que pour tout f & #(E):
rgf* = rgf — dim(Kerf N Imf). (1)
2) Endéduire : dim Ker /% = 2dim Ker f. (2)

Soit {ak}kE[ 1py UNE famille de p réels distincts et
(M4} g 1 g Ume famille de p entiers naturels non

P
nuls et tels qu:Erm =n+l
i=1
Montrer que les n + 1 formes linéaires :
oy PP M) 1=i=pl=sj=m
forment une base du dual E* de E = K, [X].

Montrer qu'il existe [ﬂ*]naj-n] £ R™ tel que :

f
VPER, 11X], P=  aP(X + k).
k=1

S0it E un H-espace vectoriel de dimension finie et a
non nul dans k. On considére = $(E) tel que :
ﬂ—ﬂqﬁ+ a*f =0,
1) Montrer que Ker f @ Im [ = E.
2) Dansle cas ol dim E = 3, préciser la matrice de §
dans une base adaptée a cette somme directe.

Soit E un K-espace vectoriel. On considére = F(E) tel
que ¥ = 2 4 21 et on pose :
Ej =Kerf , E; = Ker [f +dg)
Ey = Ker (f — 21dg).
1) Prouverque E = Ey & Eg &b Eq.
2) Onnote py . ps. p les projecteurs associés 4 la

somme directe précédente (py projection sur E;
parallélement & E; & E).

Calculer f en fonction de py . pe, by .



4| Chapitre 3 ; Espaces vecionels Applications Rndéaires

En déduire qu'il existe des suites réelles (aplsy. ,
{bray= B {cnly- telles que :
¥ne N ™ = anpy + bnps + cnps .
3) Prouver l'existence et calculer les suites réelles
(an)y. o (Bh) . ot (en),,. telles que:
YneEN", " = al ldp +B.f +clf>.
Ex.12

Soit E un k-espace vectoriel de dimension n 2= 1 et
€ FE) nilpotent d'indice n.

On note €} = {gE FIE) /go [ =[o gl € est
appelé le commutant de f.

1} Montrer que “€{f) est une sous-algébre de F(E),

2} SoitacEtels que '™ a)e0etgq application
de “€(f) dans E définie par :
Yg & €(f), galg)=glal
Montrer que @q estun isomorphisme de H-espaces
vectoriels.
3) Endéduireque€(f) = Vect (Idg.f - - - . /")
Ex. 13
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 4 et fE F(E)
telque [P =0, f2uo.
1) Calculer le rang de f.

2) Hnnuuqu'llu!mun!haie{e;}“I“d!Etelle
que :
o000
1 0 0 0
mat =A== 15 1 0 0
o0 oo

1) Montrer que pour tout n€ N, il existe Ty = RLX],
de degré n, tel que ;
YxER, cosrx = Thicosx)
Que peut-on dire de la famille (Tn ), . 7
2) Soit P un polyndme & coeffidents réels de degré
2n — 1 au plus, Montrer que :

' P 7 Zhe— 1
v WGl )
Ex. 15

Soit E un K-espace vectoriel et (Fi), _;, , une fa-
mille finie de sous-espaces de E.

1) On suppose que UF., est un sous-espace de E.
k=1
Montrer qu'il existe (i, /) [ 1. n]* tel que i= et
FCF.

| (M

n

2) Montrer que | | Fy est un sous-espace de E si et
k=1

seulement si I'un des sous-espaces Fy., 1= k=n,

contient tous les autres.

3) Les propriétés précédentes sont-elles vraies si on
remplace i (comps de caractéristique nulle, donc
infini) par un corps fini 7

Avec éléments de solution —I

e

1} Sait f = #(REY). On suppose que 2 = 0. Montrer
qu'il existe u € B et ¢ une forme lindaire sur B*
tels que ¥x € B, fix) = glxhu.

2) Soit Eun K-espace vectoriel et fEF(E), rgf = 1.
Pour n = M~ exprimer /" en fonction de [

Soit {m}ﬂ 0.y UNe tamille strictement croissante de
réels. Pour k[0, 31, on considére I'espace Ep(a) des
applications de classe ‘€% de [ap, an| dand & dont la
restriction & chagque segment [ay_y. o], 1= i< n, est
polynomiale de degré au plus 3. Calculer la dimension
de Eyla).

Soit E un H-espace vectoriel et u = S(E) tel que

u™ = Idg avec n < ™=, Etant donné un sous-espace

vectoriel V stable par u et un projecteur p d'image Vv,
1§

on pose q = %Eukupuu"_*.
k=1
1) Montrer que qo u = uo g et en déduire que q est
un projecteur,

2) Montrer que gop = p.
3) Montrer que Ker g est un supplémentaire de v
stable par .

Ex. 19

1) Solt ne=MN* et P, @ dans C[X], degP = n &t
deg @ = n. Montrer I'équivalence de (1) et (2) :
(1) P et Q ont une racine commune,
{2) il existe 17 et V non nuls dans T, _, [X] tels
que L+ Vg =0,

2) Soit Aet Bdans C[X], degA = degB = 2.
On considire :
&+ (€1 [X1)" = C3lX), (U, V) UA + VB,
Montrer que ¢ est lindaire et écrire sa matrice dans
des bases a choisi.

3} En déduire une condition nécessaire et suffisante
pour que A et B aient une racine commune.



RS |

Treddicatiores

Utiliser un supplémentaine H de G dans E et, pour us A,
la restriction wey de w i H.

Ex 2
J? estun projecteur
quﬂﬁﬂr{fﬂ—ﬁ'ﬁg} =KEIU—[&E}.

Soit A une sous-algébre de “€(R. R), dim A = 400,

Il faut montrer que A est constituée des fonctions cons-
tantes. Raisonner par I'absurde ; en supposant / non
constante, considérer la suite des puissances de f.

P == ff? =f = f ete)

Soit g € #(R®, R*) canoniquement associé & B, et
(e1.e2.25) la base canonique de R®. Prouver que
deux vecteurs g| & | forment une base de R,

L'image de r* est aussi I'image de la FEStACtion ] g -

La famille (i) 1=izp est libre si et seulement si
1<,
Iintersection des noyaux des ¢ ; est réduite a {0g}.

Considérer I'endomorphisme de B, _; [X] tel que :
fiPr= P(X + 1} = P(X),
Former (™ de deux maniéres.

1) Montrer que Ker f* © Ker f.
2) Distinguer les casrg f £ {1. 2} et rg f = 3.
On pourra mettre en évidence un endomorphisme
nilpotent de Im f.
Les polyntmes dérivés PU(X), 0 = j = n, forment une
famille de degrés échelonniés,
Avec |a formule de Taylor, exprimer Oy (X) & I'aide des
),

Ex. 10
[ induit un endomorphisme nilpotent de
[mul n_fj O:-- “‘.ﬂ:—l]-

1
1

2

.

3

s

& [ ]

&

=
=
=
[
"
=
"
v
v
L
"
=
"
F [
"
v
"

1] Fm:édur par condition nécessaire pour trouver |a
seule décomposition possible d'un vecteur x de E

SUr Ey + Eg + Es.

Ex. 11
.
:

(efia), .. ., 1 Ya)) est une base de E.

© Montrer que rg f = 2. Etudier [ tel que mat [ = A,

1) Il s'agit des polyndmes de Tehebychev, Utiliser

E1.l'

= C08 X + (8in X,

2) MNepas oublier de prouver “intégrabilité sur] - 1, 1[

dtlafnncﬁnnxr—-??iﬂ{mhmryuﬁé&

meétrie : Intégration sur un intervalle quelcongue).
Dies formes linéaires coincident sur un espace vecto-
riel si et seulement si elles coincident sur une base.

1} Procéder par récurrence sur n. On montrera |"héré-
dité par I'absurde.

2} Procéder encore par réCUMTENCeE sur n.

3) La réponse est anons. Donner un contre-exemple.

1) Montrer que [ = 0 ou bien rgf = 1 et, dans ce
cas, choisir une base de Im f.

2) Seul g = 1 est utile dans la premiére question.

A f € Egla) on associe sa restriction & [ag, ay_ ;).
Etudier le noyau de I'application lindaire ainsi définie ot
lui appliquer le théoréme du rang.

1) Etablirque ImgC V.
3) Montrer que Im g Ker(ldg - p) et
Im p C Kerildg — gl

1) Utiliser le théoréme de Gauss.
2) Les bases canonigues < imposent,
3) Faire intervenir |a non-injectivité de .



Solittiorts des exercices

Niveau 2

E étant un K-espace vectoriel, pour tout £ S E) on note Inv [ 'espace des invariants de
Invf={xEE/flx)=x}=Ker(f - Idg ).

A contient I'application nulle, Seit (1 i€ A2 A E K. ¥xE G, uix) = vix) =0 implique (Au + vix) = 0, donc
Kerihu + v} 2 G et A est un sous-espace vectoriel de S(E, F).

Etant donné un supplémentaire H de & dans E, on considére 'application ¢ de A dans F(H. E) qui, 3 u € A, associe
sa restriction cepy & H. IF est immédiat que ¢ est linéaire.

& S0it v Ker ¢. Alors vy = 0 el, avec v € A, 00 8 s v = 0, donc v = 0 (o uv; est la restriction & G).
¢ st donc injective. Pour montrer qu'elle est surjective, considérons w & F(H, F).

« Soit p € FE) |a projection sur H parallélement d G et u= wo p.

Avec Ker p= G, on a Ker u 2 G, donc u € A, Avec H = Inv p, il vient wy = w. Ainsi, & est surjective.

A et F(H, F) sont done isomorphes et il s'ensuit dim A = dim Hdim F = (dim E — dim G) dim F.

Il est immédiat que Inv f M Ker f = {0}, done dim{Ker f) = 2 puisque, par hypothéss, dim{Inv f) = 1.
De r% = r* on déduit ? = 1, donc /% = f*, # est un projecteur, et E = Inv /% & Ker f2.

Montons que | + Idg est injective : si x £ E est el que [(x) = —x, alors [*(x) = x et f{x) = —x. Puis de [* = 7,
on dédui.t x=10,

Avec f* = Idg = (f +1dg ) o (f = Idg ) et + Idg bijective, il vient Ker (j* - Idg ) = Ker (f = Idg ), donc:
dim Ker (% - Idg ) = 1.
Comme 72 et un projecteur, il vient dim Ker /2 = 2 et E = Inv [ & Ker /2.
o i dim[l'i::r,ﬂ; E.HInE_.F et Ker [ sont supplémentaires, donc f est un projecteuwr et il existe une base dans laquelle
la matrice est (1} 1] u) :
o0 00
o Si dim(Ker f) = 1, avec Ker f C Ker et dim | Ker /%) = 2, il existe ey € Ker /* \ Ker .
Adors f(eg) = ey est un vecteur non nul de Ker f et (e; . e5) est une base de Ker [~
Si ey est une base de Inv f, puisque E = Inv f & Ker 2, (e . ey, e3) est une base de E dans laquelle la matrice

1 0 0
dEfEEl(ﬂ (1] 1).
0 o o

Soit A une sous-algébre de dimension finie de “€(R. ®) et f un élément de A.
= Supposons £ non constante, il existe alors (a. B} E RE, a < b, tel que fla) = fib). Uapplication f étant continue on
a, d'aprés be théoréme des valewrs intermédiaires ;
[flatfib)] Cf(la.bl) donc FR)D [fla) fib)]
et ce segment n'étant pas réduit & un point,  prend une infinité de valeurs distinctes.

» A étant de dimension finie, il existe p& ™" tel que (1,002, - - . . fP) soit i,
P

Il existe donc (hg. Ay, - -« Ap) ER™T (00,0, ... 00} el queZ;\J’ = 0.
=)



P P
Pour tout x = R, on a akors Z h{ﬂx]]l' = 0 d"ol pour tout y £ fIR), E ay' = 0.

=0 =0

[
Ainsi le pohyndme P = Eh.x' a une infinité de racines, c’est donc le polyndme nul, ce qui est contradictoire avec

= {,'-D-Lll'".ln}ﬂ[ﬂ-ﬂ_-..lﬂ].

En conséquence, st constante. (. B) contient une seule sous-algébre de dimension finie, C'est 1a sous-algébre
des fonctions constantes.

1)

2)

On vérifie que (AB)® = AB.

s Notons e = (ey.ep) ele = (&), 20,23 les bases canoniques de B et B respectivement.

Soit f = #(R*. R*) et g€ F{R'. B®) telles que A = mate.( /) et B = mate «(g) alors AB est la matrice sur
labase e de h = f = g= SFRY.

« Lendomorphisme h est un projecteur de B et il est visible que les deux premiéres colonnes de A sont
indépendantes donc rg h = 2 avec :

Imh= \ht{hbl’ghq}.h{q }} =\'Ett.{z_3 —#p. £y — ;1::|
Remarque
Imh = Vect (h( ey ). h{es)) = Veet (heg ). hes)) =Vect (h{e1).h(es))
Kerh = Vect ( gy +e3 = £3 )
w Do fog = hon déduit Imh = filmg) et donc, d'aprés le théoréme du rang appliqué & la restriction,
Smg€¥(Img. R¥):
dimImh=dimImg cest-a-dire rgg=2.
Or g #(R*, RY) donne rg g = 2 d'od finalement rg g = 2.
s AveC h = fog onalmhC Imf dont rg [ = rgh Cest-d-dire rg f == 2.
Or fe #RERY) donne rgf = 2 d'ol finalement rg [ = 2.
Limage par toute application lindaire d'un systéme lié est un systéme lié.
Donc {h{ gl}.n{gg}:} = (j{gcslj}.j[gqagm}:] étant libre, a fortiori {g[qj.g[eﬂ]) est libre et constitue
une base de B2, Puisque h = [ o g est un projecteur, on a alors ;
fﬂg#fﬂg{ﬂg}:jng{n] pouri=1ouZ.
Or rgf = 2 avec f € ¥(R*, B*) donne, d'aprés le théoréme du rang, que  est injective. On déduit donc des
relations précédentes qUEgn_j"{g{ m]l) =g|: Ef } i =1 ou 2, et puisgue [:H[-'-'i }g[ iy }} est une base
de B2, il vient g o f = Idgs donc BA = Iy
Remargue. On peut faire le méme raisonnement avec (£ .ey) ou avec ey, s3). On peut aussi, en utilisant
Finjectivité de [ et la surjectivité de g, montrer que ¥x € R%, go fix) = x.

1! !n alm s = f(f(E)) = f(Tm f).

2)

D'autre part, Im _f st stable par f donc f 1, ; induit un endomorphisme « de Lm § tel que ImfE=Imy 8 qui
donne : rg f* =g 4.
D' aprés ke théoréme du rang appligué & ¢ = F(Im ) i rgy = dimIm [ - dim Ker ¢.
Avec Kerg = ig{x € Im f / fix} =0} = Im f N Ker f, il vient :
ref? = rgf — dimiKer f 0 Im ) (1)

Toujours avec be théoreme du rang :

ultliﬂ:LI'L'.ur_jl'2 - - r,g_,l"ig

dim Ker f = i = rg [
donc |'égalité (1) donne : dim Ker /* = dim Ker [ + dimi{Ker f 1 Tmf).
Or Ker f M Im f C Ker f, donc dim(Ker / 7 Im /) = dim Ker [, et finalement ;
dim Ker (% = 2dimKerf. (2)




4l Chagitre 3 ; Espaces vecioriek Apphcations linéaees

La famille & = (g ;) y<i<p estlibre (théoréme 20, corollaire 2) si et seulement si n Kergy = {0g}.
1wy

l=isp
T=fm

Soit un polynéme P de E appartenant & cette intersection ; ona: Vi€ [1, pll, Yk [0.m — 11, P*(a) =0,
donc ay est racine d'ordre my de P, c'est-i-dire que P est divisible par (X — a;)" .

P P
Lﬁmétamﬂsllnns,l?estdlulsihlepug=[[[x—m}“.ﬂrnnadegg=Erru=n+1etﬂegF=n:n.

b=l i=1
On en déduit P = 0. La famille & est donc libre et, puisque Card ® = n + 1 = dim E, c'est une base de E.

5Soit f I'endomorphisme de &, [X] défini par; YPE R,_1[X], 1P = P(X + 1) = P(X)

« Premier caloul de /™

PLX) et PIX + 1) ont le méme degré et le méme coefficient dominant. On a donc deg fiP) = deg P — 1.

Par récurrence, il vient deg F¥(P) = deg P - k, puis deg /™~ Y P) = 0. Alors /™~ () est constant, puis f™(P) = 0.
» Second calcul de

On a_fiP) = Pix + 1) — Px) puis f3(P) = PX +2) — 2P(X + 1)+ P(X).

Par récurrence, on obtient f7(P)= 3 (17" [ PUX + k) pourtout r £ N,
k=l

" ]
Orona f"(P) = 0.1l sensuit (~1"PX) = S (—D™1* [ PX + k), soit POX) = S (DXL POX + K.
k=1 k=1

1) f=—3(f - 2aldg ) o f* montre que Ker f* est inclus dans Ker .
]

Uinclusion Ker f © Ker f? est usuelle. On a donc Ker [ = Ker /2.
Soit y = Ker £ M Im f. Il existe x € E, y = f{x). Alors fiy) = f2ix) donc f2(x) = 0 puisque y = Ker [,
Etant dans le noyau de /2, « est aussi dans le noyau de f, d'oll y = fix) = 0 et Im f N Ker f = {0}.
Le théoréme du rang dim(Tm ) + dim(Ker /) = dim E permet alors de conclure : Im f & Ker f = E.

2) Lecasolrg f = 0 est banal, Dans bes autres cas, f induit un automorphisme f de Im f.
£*—2ar? +a’f = Oselitaussi fo (f —aldg)* = 0, doncFo (F— aldmg ) = 0puis (F - aldg )’ = 0.
» Dans le cas ol rgf = 1, alors dim Kerf = 2. Endomorphisme nilpotent d'un espace de dimension 1,
T — ald)g, ¢ est nul. Une matrice de f est alors (E g :).

0 0 0
» Dans le cas oli rg [ = 2, alors dim Ker [ = 1. Endomorphisme nilpotent d’un espace de dimension 2, ona:

a 0 0
ou bien f—uldlmfnﬂ.atummm:edefeﬂhﬁdﬁmnem(u a n);
0 0 0

ou bien [ — aldgy, =0, et (f - ﬂlﬂw]g = 0. Il existe alors une base (e, ey) de Im ) telle que
e = (f - aldiy ) (e).

a O 0
Mmjl:ﬂ] =uel+qﬁ_fﬂ=ﬂuf—uild1mfdmmj{q}tueQ.UmmamchjEitﬁlt (‘1 a ﬂ).
o 0 0
» Dans le cas ol rg [ = 3, alors § est bijective telle que {JI’-;::I«L,;-]2 = (.5 = aldg, la matrice est scalaire.
Pour fealdg, onarg (f - aldg ) = 1. 50it (e, e3) unebasede Ker (f —aldg ) etegEKer ([ —aldg ).




ey

Exmrices Ii

Posons f(e3) = ey + Beg +yey. Avec [*(e3) =aaep +aP ey +1fes) et/ (e3) = 2af(es) — a’ey,

a 0 o
ﬂvi!nt"r-uetunenmm:edejm(u a ﬂ:).
0 0 a

Niveau 3

dimE=n+letCard {@c /0=k=n}=n+ 1, il suffit donc de montrer que la famille (Gh ), estlibre.

La formule de Taylor donne pour tout k € [0, nl, EhiX) =Y j—f‘.ﬂ”‘{xl, (1
=0

f
Considénons n + 1 réels hg Ay, - - - . Ao tels que z M @u(X) = 0. (2)

iy Ly

nmm,imentzzakﬁﬂ*mmsmz

E-"-kﬂj =0. (3)

La famille ( jp‘-”txﬁ) est de degrés échelonnés : deg PY(X) = n — ) et elle comporte n + 1 éléments,
: Osifain

C'est donc une base de R [X] et la relation (3) donne : i€ [0.n], > hpal = 0. (4)
ke=lp

Matriciellement les relations (4) s"écrivent :

1 ... 1 )
a ... an | [0 .
a . an -
ﬁl ______ E;J-lll hn o
A= [ﬁln-.i-m est la matrice de Vandermonde des n + 1 nombres ag . a;y . - - - . an.

fsjsin
Ceux-ci étant deux & deux distincts, A est inversible et (4) donne hp = Ay = .. = hy = 0,

On a donc prouvé que '[I:'n]',,;,.“. est une famille libre.

Montrons par récumence que rg (fiofio ... ofi) =n—k
» La propriété est vraie pour k = 1, en effet fj &ant nilpotent, onargfy =n - 1.
w Supposons rg (fiefee .. ofig) Sn—k+laveck=n
N!l:ln!ﬂ_I_:‘ﬁﬂ_&ﬂ---&fk_l.lﬁ_ﬁmmiﬂﬂﬂFHWHﬂﬁrmtﬁtﬂﬁ;_]=Ft_1:|_ft.
Il en résulte que Imy Fy_ ; est stable par 7. ; en effet, pour gy = Fi._ 100, &lément de Tm Fy_ 4, 0ona:
Sty = fi [Fl.,-_][ﬂ} =Fp_q {fkl:x]::l done filwWEImFy_q.
L'endomarphisme fi, de E induit donc un endomorphisme gy de Im Fy,_;
Yx & ImFi_q. g lx) = filx)
et puisque fi est nilpotent, il en est de méme pour g; car giix) = ffix) =
Puisque gy, est un endomorphisme nilpotent de Im Fy._ ;. onarggy, =dimImFy_; — 1.
ﬁ[ggtldim_ft{Im_Fk_leﬂim[m[ﬁn_ﬁn. ‘:'IF::]-['E[J]':'J&”"' :][hrl{
rgmn_fgn...nuﬁ:]’;n-k.
On a ainsi prouvé que |a propriété est récurmente.
= Enconséquence, onarg (fy o fzo - - . ofn) = 0, donc:
rg{ﬁn_&n...njﬂ].ﬂ 'est-3-dire !]njgn...njn-ﬂ.
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s — s — s 2l

1)

2)

3)

1)

2)

Il 5'agit de montrer que, pour tout x < E, il existe un unique triplet (x; , ae . x5) € E) = By x Ey tel que
o= xp kMg 4Ny,
Supposons gu‘un tel triplet existe, alors on a nécessairement :

X = oxm + N + M ()
{..I"'LE} - ay o+ 2ay (2)
xy + dag

0 (3
Par combdnaison linéaire de (2) et (3], il vient :
X = ; (F#1x) + fix)) (2) + (3)
Ny = ;—Ujix}—ﬂ_ﬂ.ﬂj —2x (2) +(3)

puis{1)donne: x = -é(;'?[xz-f{x}-ﬂx}.

Ce calcul montre qu'il y a au plus un triplet {x;. xz. xy) solution du probléme. Pour prouver qu'il y en a un et un
saul, il suffit done de wérifier que le triplet gue I'on vient de calculer est effectivement solution.

Par construction, x; . a , o verifie équation (1) : xy + 20 + x5 = x. |l reste donc & montrer que sy EE; , s E Ey
ot xy € Ey.
En utilisant ¥ = + 27, le caleul donne :

fim) = _é (r¥x) — ) — 2ix))
fixg) = é (i) = 27*00) -é (F2ix) = 2f(x)) w —xp  donC ay € Eg
flxm) = -é (rfix) + ) é (rfx) + fix)) = 2xy done xu E Ea

Adnsi, pour tout x € E, il existe (xy , x, xy) € Ey x Ep x Ey unique tel que :
xmxy+agtay done EmE O E B E;.

Avec |a décomposition précédente | x = xy 4 xp + xg, il vient fx) = —xp + 2o, OF x5 = poix) et xg = pyix)
donc f = —pg + 2py . Sachant que py o py = ps o pe = 0, la formule du bindme s"applique et donne :

Fl
Vae N, "=y Cal-1%2"*pf o pf*
de=lh

cequiseréduitd M =(—11"pe+2%py.
Remarquons de plus quepourn=0, P =Idg=p +pz+ps.
D'aprés le 1), on a pour tout x E E ©

0 done xy € Ey

1
pix)=x=—3 (20} — filx) — 2x)
palxh=xm = % [_f"‘[x:l - Eﬂx:l}
1
palx) = x = 2 (100 + flx)

1 1 1
ﬂnmﬂduit:y,:—ﬁ{fi—_r—ﬂldg} . H=H{jﬂ—2j] . pg:EUE+f},ﬂ'Dﬂ:

n=1 i n-1 n
Vne N, [ (HM) ro (ﬂ_aua_) .

On vérifie aisément que : & €0F) contient Idg,
w “GIf) est stable par combinaison lindaire,
= B} est stable pour [ loi o.
Il est clair que ¢ estlinéaire: Wik i€ K2, Wig Wi €2, galdg + phi= A galg) + pga (b




| Exeerices

o Puisque /™ e = 0, le systéme (ey) ., . tel que:
eg=a , ep=flal ... e =_il'k_11¢'.|_]... . =_il'"_|'|_-|:|_],
est une base de E {voir la propriété 26).
; K
Il en résulte que la famille (F*) .
m—1 n=1
En effet Z}""-'rk =0, avet (kg hy. - - - hn ) E K", donne en particulier Zhhf"‘lnj =0, d'od:
k=0 k=0
;'|,|-_|=A'| = ---=-i'l.r|='|:|-

Bt libre dans “Cif b

On & donc dim™(f) = n.

s Montrons maintenant que gq st injective.

Pour g Ker gn, o0 8 glad = 0, or g &5t permutable avec f, dond aussi avec toute puissance de et il wient
pour tout k= %, g{fa)) =/ (gial) = 0.

Ainsi ¥iee [ 1. n ). gley) = 0d'ol g = 0. 0n a provwé gue Kerga = {0}  a 5t injective.

» Linjectivité de ¢ donne dim Im ¢a = dim '€/ = n.

OrIm ga C Eavec dim E = n, dont Im ga = £,

Ainsi gy est surjective et finalement ¢'est un isomorphisme d'espaces vectoniels de “€(f) sur E.

3} Dapresle2), (ldg.f--- .1} estune base de €.

1)

2]

Bx13

F est nilpotent et non nul done 1=rgf =3

» Supposons rg = 3, alors d'apres be théoreme du rang dim Ker f = 1,
Avec Im 2 = f(fIEY) = Im {f] 1 ¢} O Obtient - rg f° = rg f — dim(Ker f M Im £, puis :
O=rgf—rgf® =dimKerf. (1)
De méme Tm = (f*(E)) = Im {1 y=) donne (théoréme du rang) : rg ™ = rg.f* - dim{Ker f (1 Im f%),
d'ad
0= rgf? - rgf® = dimKerf. (2)
De (1) et (2) on déduit 0 = rgf — rg ™ = 2dim Ker f donc rg f° = 1, ce qui est contradicioire avec f9 = 0.
s Supposons maintenant rg f = 1 alors dim Ker £ = 3 ot deux cas sont possibles :
ImfrnKerf=[{0g] ou ImjC Kerf
= Pour Im j N Ker [ = {Og}. f 1 ¢ indust un isemorphisme de Lm £ sur Im f* donc :
e = e ST puis de méme  rgf* = gt
Ainsi rg 7 = 1 ce qui est contradictoire avec 7 = 0.
— Pour ImfCKerf ona f* =0 cequi est encore une contradiction,
« En conclusion, il existe de tels endomorphismes on & nécessairement rg f =2,
On peut remanguer que la matrice A de la question suivante vérifie :

000 0
At = 'i' g g g gt AT =0
o0 o 0
Il existe donc bien des endomarphismes 7 & 91 E) tels que * « Det 7 = 0.

« Analyse

il existe une base & = (€] yay ke que maty =

(== L =]
=T - ]
== = ]
[ = ]

ep=fle) . eg=Sleg) = (e}

(¢, eqh Bstune basede Im [

(e3.e4) estune base de Kerf

I f 1 Ker [ = Heg 115

celle-ci vérifie les conditions :
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S J

= Synthése

* est non nul donc il existe e; € E tel que f%(e;) = 0. On pose ex = fle; ) et ey = 1% (e;).

* = 0 donne Im f* C Ker f doncey € Ker f et Ker f étant de dimension 2, on peut trouver ey tel que (e . ey)
s0it une base de Ker f.

Maontrons alors que I:E| ,q.qa.e,l,}l st une base de E.

4
Soit oy .oz . og L org ) e Kt M“Eum =0

i=1
Appliquons r* A cette égalits, il vient : oy ey = 0 done oy = 0, puis appliquons 7, il vient agey = 0 donc ey = 0,
il reste ages + myey = 0 ce qui donne ay = oy = 0 car [ey, ey) estlibre,

000 o0

. 1 0 0 0

Par construction de la base B = () )xjeq, 0N @ maty [ = 010 0
D000

1] Onae™ = [E“}nm::mnxu Relcos x + { sinx)".

2)

f
La formule du bindme donne ; (cos x + isinx)" = z I:: " ain® xcos" ¥ x, d'ol
[

coanx= Y N (1 - eos” x}tm“'“x
O=Zk=n

k
et il suffit de poser T, = E {-1!!"[::" {l-f) X" 2% pour avoir : eos nx = Thlcos x).
O=Zksn
Chaque produit (1 — X2)* X"~ 2 gtant de degré r, on a d'abord deg Tr = .
Le coefficient de X" dans Tnestan = 3 [y il est visiblement non nul donc deg T = n.
O Bheni
Remargue.
Le cabcul de ap est classigue ; on pose by, = Z I:f.“lutlahmdidu'ﬂirﬁmdmm:
T
1+ =an+bn , (1- D" =an— by doll an=by=2""1
La famille (Ty ), . étant de degrés échelonnés, 'est une base du R-espace vectoriel R (X,

La fonction P est continue donc bomée sur [-1, 1], donc f :Hﬁ est continue sur ] — 1, 1] et il

existe M £ RS tel que :
M

¥asl — L1 |fix)] = a3

M'l'ﬂlliinagﬂﬂ']uma ?]F_ﬂvﬁﬁ% Etm’ﬂ““rl—b?]f__xﬁtlﬂtégﬁlﬁmrlu.“;"m
M
résulte que x = 5 st able sur [0, 1].
que x mlﬂﬂﬂf initigr

1 M
De mé — est abil — 1, 0] done s — et fle i.
s A B L Bt e
On remargue maintenant gue :

i

L pix) - -1
i :PHf dx et & : P — P | cos T
~1 41— xf “z ( 2n )

k=1




ExanokEs

sont des formes linéaires sur Ry, 1 [X], donc puisque [Ty

I'identité annoncée, c'est-A-dire ¢ = J, il suffit de vérfier :
VpEL02n - 11, o(Tp) = d{Tp)

Avec le changement de variable défini par x = cos ¢, €10, w[, on obtient :
b Tpix

#|Tp) = = dx-f Tplmtldmf cos pidt
1.-'"_
donc @{Ty) = etpnurpEI]l,En—ll. @ Tp) = 0.
Evaluons i Tp) :

est une base de Haop,_ 1 [X], pour prouver

Dl 2y =1

fn
E
2 pre = . P 2k-1
done ?Em (ﬂ—) i [Tp E 2 #in 3n CO8 (p- By ':T)

Pour p=[01,28n = 1], on a sin E = 0 done t[Tp} = (), Pour g = 0, on obtient directement :—:_ W [Ty} = n
donc | Ty ) = =, Lidentité ¢ = est donc prouvée.

Ex. 15
1) Pour n€ M, n = 2, soit la propriété P{n) ; si la réunion d’une famille finie (Fy)

et un sous-espace, alors il existe (L el 1.n]® tel que i=jet Fy CFy.

Montrons que (2} est vraie.

Soit Iy et Fy deux sous-espaces de E tels que Fy U Fi 0it Un sous-gspace,

On a alors Fy U Fy = Fy + Fy ; en effet, Fy U Fp étant un sous-espace de E, ona Vect (Fy U Fp | = F U Fa.

En supposant Fy FFg, il existe x) € Fy, x & F; et pour tout x; € Fo, le vecteur x; + xy appartient & Fy + Fy

donc d Fy U Py Cestddire gy + i EF) ol xg +30 S Fy

Uévertualité xy + xz = a5 = Fi st & refeter puisqu'alors on ausait x = xj — xy £ Fy . Le seul cas possible est

donc xy + xp = x) € Fy cequi donmne xg = %, — x € Fy.

On a ainsi établi que si Fy @ Fy alors Fy C Fy et donc 32) est vrale.

On suppose maintenant que ®(n — 1) est vraie, avec n = 3, et soit (Fy)
n

k= 1l de sous-espaces de £

k=g g UME famille de sous-espaces

telle que L, = U Fii. s0it un sous-espace.
k=l
On se progose de montrer par |"absurde |'existence de (¢ f) tels que i = j et F; C Fj.

Supposons que Wil 1S [Lnl% inf = FG@F.

m=1
D'apras @®(rn — 1), la réumion Lf,_; = U Fi n'est alors pas un sous-espace vectoriel de E et on a dond ;
=1

=1
U 1G8=3 Fi

e qui assure I'existence d'un élément x de 5 n'appartenantpasd L, i xES xE U, _4.
Envisageans alors dew cas - x E Foux EF .

s Premiercas : x € Fy
Puisque Fy  Fpp, il existe un élément y tel que y © Fy et y & Fy et on remarque que pour tout A € K\ {0],

. 1 . .
g=hx+yEFUF Eneflet size R alosc= clz-weEFR doncxE Uy, Costexcu; etsize Fy,

alors y = £ = Ax S Fn, Cestexclu.




[ chapitre 3 Expaces vectarels Appcations linésires |

2)

3)

D autre part, L', étant un sous-espace vectoriel contenant Fy U Fn, il contient x et yet :

44
pourtout AE K {0}, z=hxsyelin=||F

k=1

&t donc, finalement, pour tout x = K {0}, il existe i, E02. n — 1] tel que :
z=hx+yeEFi,

[2.n— 1] est fini, alors que B v {0} est infini, donc I"application A — i, n'est pas injective, et il existe \ et p
dans K {0} tels que & = p et [, = i, . Alors hx + y et px + y sont éléments de Fy, donc (h — plx E Fy, ce
qui, aver k — o= 0, donne x £ Fi, donc x € Uy 1 - C'est en contradiction avec le choix de x.
s Deuxigme cas : x & Fn

Alors x & Ly (car on sait déja que x & L et Un = U 1UF‘n}p|i5,sadu1t:pe.:E$, il existe :

MEF . EFy. ... . xp  EFy . telsquex= E“'
k=1
Ceci est en contradiction avec le fait que Un est un sous-espace vectoriel, (Chacun des x, est dans Uy, mais leur
somme x n'est pas dans Uy )
Dans les dewx cas, on a une situation contradictoire. |l existe done @ j tels que (= Jet F, C F;.
On a ainsi prouvé que Fn — 1) = ®(nk Il en résulte que 5(n) est vraie pour tout n == 2.
La condition annoncée est videmment suffisante, i reste & prouver qu’elle est nécessaine.

Soit la propriété Q0n) : si la réunion U Fy. d’une famille de n sous-espaces de E est un sous-espace abors |'un
k=1
des Fi., 1 = k= n, contient tous les autres. La propriété o2 est vraie (O02) n'est autre que P(2)).

Supposons N n — 1) vraie et soit (F'f]'wen.nl une famille de n sous-espaces telle que U = U F. s0it encore

k=1
unsuus-eqnace:bE.Ah'sd‘apdsleﬂ,ilﬂistemt;dansll,nltehmwx-;elﬁ:ﬁ-hmrﬂﬂuaﬂnn
prés, on peut supposer [ = net don | = n — 1 et on obtient

U= Un_UF.,

mhantwumunmhﬂhmmﬂn - l}dunnemel'undﬁﬁ,, 1= k= n - 1 contient
tous les autres et donc contient aussi Fr, . On a ainsi prouve la proprieté Qin).

Finalement, O} est vraie pour tout n = 2 (par récurrence). Il est clair qu'elle est aussi pour n = 1, mais c'est
sans grand intérit.

5i I est un corps fini, la réunion d’une famille finie de sous-espaces peut &tre un sous-espace sans que I'un d'eux
contienne tous les autres.

F.tumles

{(6.9). (1.8)} = Veet {(1.5)}
= (6. H} -ve (01}
(@

K=2/32 E=Kl= [(06.9).(1.0).(0.1).(1.1). (2.9). (0.2). (1.2). (2.1). (2.2) }
Fi={(0.0).(1.0).(2.0)} = Veet { (1.0) }
Fa={(0.0). (5.1). (0.8)} = Vo {(0.T))
Fy= {(©.0)-(L1). (B3} = Veet { (1.1}
Fa={(0.0).(1.2).(2,1) } = Veet {{1.2) }

E=FRUFRUERUE.




”-J%néq.ﬂaut#lmjcﬂerj,d'm‘ngjaa—rg_,l’.puis.j:ﬂmrgf:l-
Si g f = 1, soit w une base de Im f. Pour tout x & RS, on a fiu) = gix)u, avec ¢ix) € R
La linéarité de ¢ : R* — R est aisée.

2) Avecrgf=1lileisteuEEetg S E" tels que Vx € E, [ix) = glx)u.
TR = fglxiu) = plxlfiu) = glx) g (e = plulfix) done f* = glulf.

Par récurrence, on obtient /™ = (g(u))™ ' f

Ey () 85t un sous-espace vectoriel de‘ﬂk{[n;.. anl. R).

Quand n = 1, la dimension de E(a) est 4 {celle de Fy[X)). Dans |a suite on se limited n = 2.

Posons a’ = ["f}E[n.n—lu et on considére I"application linéaire &y, : Epiad — Ex(a') qui i f € Exla) associe
sa restriction & [ay , ay,— | . Il est clair que &, est surjective.

Une fonction polynomiale g de degré au plus 3 est caractérisée par les valeurs en a,_; de g pour 0 = j = 3,

Ker by, s'identifie 3 { PER3(X]. PMa,_y) =0, 0=j= k], c'est--dire au sous-espace de Ry[X] des polyndemes
qui ont a,_ 1 pour racine d'ordre au moins k + 1.

Ker g = {0} et, pour k < 3, une base de Ker &y est (l[.‘-'i - an_l}hl. e X - ﬂﬂ_|]|3:].
Donc dim Ker dy, = 3 — k.

Si Ex{a") est de dimension finie ™' |, alors Eyia) est de dimension finie dif’ = '™’ +3 — k (théoréme du rang).
Avec di = 4, llvient dif’ = (3 — kin+ k+ 1.

i n—1 n=1
1 k nat—k 1 kel nek _ 1 k ek
1) qou=— E W oapa _HkE-ﬂu spou _uu{E E U spou )

k=1
A\rﬂ-{uunpn u"_unpn u" Ipl[:"npnu"_ulqnu-uu( EI.-[ opau ) = W< g,
Im {pﬂ- u™ i"'] CIm p = V puis par slahilité[m{ut-:pﬂ- u“_t}i: F,Mlmq{: V.l s'ensuit po g = q.
1 n 1 n 1 r 1 i
k n—k k n—k k n—Fk k__n—k -
qnqlﬁzu a oL uq-;Eu opogaL -Ezu agou -wr—.Eu = 1| a4 = .
k=1 k=1 k=1 k=1
2) PourysV,onau™ Fiyde v done peu™ Fiy) = u™ Siyh done u¥ e peu™ Fiy) = uiy) = ypuis gly) =
Il 5'ensuit ¥x = E, q[j:l.’.:}:I m plx) puis go p = p
3] [Idg—p] nq:ﬂdﬂﬂﬂ!th:lchﬂer{lﬂg—p}l slnvp=V.
De méme, go p = pdonne v C Inv q.

Eer g est alors un supplémentaire de Vv,
Enfin, 1 o g = g o u assure que Ker q est stable par u.

1) Sirestracine commune & P et Q, alors P =i(X — riP 8t Q = (X = riQy donne =0y P+ P =0,
Avec P = —v, Pdivise VIQ. 5i P et Q n'ont pas de racine commune, alors P A @ = 1 puis P divise V.
La condition deg V' = n — 1 implique alors V = 0, ce qui est contraire a |"hypothése.

Z) Lﬂhﬂﬂl‘lﬂﬂiﬂlﬂﬁde{"::Lﬂ}iﬁﬂfﬂmﬂﬂeﬁ={1.ﬂ}rﬂg=Exﬂ'ﬁ,¢3=m.1].ﬂ+={ﬂ.ﬂ
Onap(er) = A ¢(er) = XA, ¢(eg) = Betp(eg) = XB.
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Avec A= aX® + bX +cet B dX? + eX + [ et 3’ base canonique de Cg[X), la matrice de ¢ est :

o8 &a
B B A =
o T T T
=T T =

3) AetBontune racine commune sl et seulement £i le noyau de ¢ n'est pas nul, c'est-a-dire

e 0 F O
b o e fI_
a b d E;_ﬂ-
D a O dl
Cotte condition 5'exprime par
! |a -:9_|u b|xbrz
' d fl-ld el le gi°

1.0
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| Chapitre 4 : Calcul matrciel Systémes indaires |

A. Matrices semblables
Matrices équivalentes — Rang

1. Changement de base
Dans tout ce chapitre k désigne un sous-corps de L.

w'l ggsore et eomeme, 1.1 — Matrice de passage ="

ﬁum::r:m:;_’gﬂ Soit E un H-espace vectoriel de dimension n = 1.
# = (e) — W' = (e])) ey, doux bases de E,
La matrice de passage de |a base ® & la base ®’', dans cet ordre, est |a matrice du systeme
(€}. - - - .€h) surlabase 3, on la note Py 3 :

P = matg (€], - - -, ep) 0U Py g = maty B en notation abrégée.

« La matrice Py, 5 85t aussi la matrice, sur be couple de bases (3, 3), de lidentité de E ;
Poy gy = miitg |::Ilﬂ.;: }.

w Toute matrice de passage est inversible :
Paa €0LaH) . Pyl =Paa

» Produit de deux matrices de passage :
P Bar av = Fage-

1.2 — Formules de changement de bases

« Formule de changement de bases pour un vecteur
Spit x E E,

mn xl-
- dans labase ® = (e, _ . x=zrﬂ°-'r . X =matix] = ( E )

=]

" 9
- dans labase B’ = (e{heicn. x=Z:.'-.>§ » X' =matlx) = | )

i=1 L
(g ~ alors -x = Py X' [
= On obtient les an o

cennes coordonnéss en

fomction des nowvelles, alors —, Formule de changement de bases pour une application linéaire
que la matrice de pasiage .
donne les nowveaus vecteurs  20IT .

en fonction des anciens. = E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions non nulles p et n,
deux bases de E, U et W', et leur matrice de passage P = Py o € GLp(K),
deux bases de F, V et V"', et leur matrice passage @ = Py v € GLn (M),
une application linéaire [ £ F(E, F) et ses matrices assochbes :

M= maty(f) , M =maty 4 /)

Albors |.H"= i ¥

« Formule de changement de bases pour un endomaorphisme

S0it E un K-espace vectoriel de dimension non nulle n rapporté 4 deux bases @ et @', P = Py 5

la matrice de passage de 3 & 3, un endomorphisme f £ JF(E) et ses matrices associées :
Asmaty( 1 . A = matg (/)

Alors A'=pPlap




&' o définit sini
une relation binsire dans
GLn (K], sppelée similitude.

o et 1 foomule de
changement de base pour un
endomorphisme.

w16 PG =g P,

o "B piibire et Géomérie,

2. Matrices semblables

Deéfinition 1

Propriété 1
Des matrices A et B de .0l (k) sont semblables si et seulement si, étant donné E, K-espace
vectoriel de dimension n rapporté & une base 3 et/ € F(E) tel que A = matg( f), il existe 3’
base de E telle que B = matag( f). %"

__ Propriée 2
La similitude de matrices est une relation d'équivalence dans . (k).

I Réflexivité: A = I, ! Al pour tout A il (K).
Symétrie : pour A et Bdans Ma(K) et PEGLA(K), Ba P 'AP = A=(p 1) 1Bp-1,
Transitivité - étant donné A, B, © dans (), P et Q dans GLn (),
B=P laret € = @ By implique © = g 'PYaRg done € = (PR LAlPg). = '

o Propriéé 3
Des matrices semblables ont le méme déterminant.

I Soit A et Bdans ().
5i elles sont sembdables, il existe P& GL () telle que B = P~ 1AP.

MPSI, chagitre 14,
T peut aussl remar Alors, det B=det P~ det Adet P='® etdetp! = (detP) .
o e Aminatalf) & Nl vient donc det B = det A, ‘7
Bemnty: i ) donee
det Asdet fedet B
Exemple 1 Si A et B sont semblables, alors il en est de méme pour B — kI, et A - Al
Soit A et B dans ln (k) et k £ K.
Si A et B sont semblables, il existe P = GLn(K) telle que B = P~ 'AP.
Mlors B — An = P~1AP — Mo = P71AP — AP~ 1InP = P71 (A — Min) P.
En particulier, il vient det (B - Aln) = det (A - An).
_ Propriété 4
Soit A et B semblables dans .0, (¥,
a) Pourtout n €M*, A" et B" sont semblables.
b} Side plus A et B sont dans GL« (), alors, pour tout n € F, A" et B" sont semblables.
2 8 4w mithode - BT Soit P E GL(H) telle que B= P~ 1AP,
ponemat Lt i a) Si,pournEN*, ona 8" = P AP alors B™! = (PAMP) (PTAP) = P lAM P
A" wmntgl ™1 ; .
et B amaty.i 7. Ce qui montre la propriété, = '8!

o g e abal, wm
ividemment semblables,

b) Si A et B sont inversibles, de B = P~ 'AP on déduit B! = P lA"'P donc B! et
A1 sont semblables. Pour tout n € M, on a donc B~ "™ et A~ " semblables «'" d'aprés
le a).

Copyrighted material
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& 100 0 difinit sinsi une

Ha.““l.‘."rnme:um
aisie de la formule de chan-

gement de bases pour une
application limbaire rappelée
2 début de ce chapitre.

w12 Iy a un télesco-
page thcheus ol le mat
Hégualence® 3 deux riiles
difiérents... mais qui s rejoi-
gnent.

métrie, MPSI, chapitre 13,

w1 g particulier une
mairice a le méme rang que
I'application lindaie de KF
dans K" qui lui est canoni-
quemaInG associin,

0y (160

YiIED L], b=y,

2 18 e slies sont asso-
cities & une misme application
linézire:

Etant donné A et B semblables dans .M, (k), pour tout polyndme Q & K[X],

P ~ P P
Q=ag+ Y aX", les matrices QA) = agin + Y _ axA” et QB) = agln + 3 _ axB"
he=1 k=1 k=l
sant semblables,

P
B Avec B = P AV, ilvient 0(B) = P! (a0l + 3 aa¥) P2 B guaop.
=1

3. Matrices équivalentes, rang

3.1 — Matrices équivalentes
______ Déhnition 2
Des matrices A et B de il p(K) sont dites équivalentes s'il existe des matrices inversibles
PEGLy(K) et Q€ GLa(K) telles que B = QAP. %.'10

Propriété 5
Les matrices A et B de i p(k) sont équivalentes si et seulement si , étant donné E et F
des H-espaces vectoriels de dimensions p et n rapportés & des bases respectives 1 et 7 et
[EHE, F)telle que A = matsy (), il existe 4" et V' bases de E et F telles que :

E = mlt".“" Lnl h[ll:

Propriété 6
L'équivalence est une relation d"équivalence dans Jln pik), =12

B Réflexivité : pour tout A € M p(K), A = InAlp.

Symétrie: B= QAP = A=g 'BF L

Transitivité : B = QAP et C = SBR, avec © et S dans GLn(K), P et R dans GLp(k),
implique C = (SQ)ALPR), avec 59 € GLA(K) et PR € GLn (k).

3.2 — Rang d'une matrice ="¥
_______ Definition 3

Le rang d’une matrice est le rang du systéme de ses vecteurs-colonnes. On le note rg M.

_ Propriété 7
Rang d'une application linéaire et d’une matrice associée

5ot E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions non nulles p et n, U = (g py-
Y= (lﬂ].ﬂ Ln]l:h!h!!ﬁ*E!tF. ﬂ!!“ﬂkﬂ'ﬂﬂﬂ“ﬂ!ﬂl‘!fEE{E. FietM = I:I:I.I!'Iq_lrm

Onaalos: rgf = rg M, =¥

S Le rang de [ est |a dimension du sous-espace de F engendré par {f{uy). - . - .f{up) ).
Cees vecteurs ne sont autres que les images des vecteurs colonnes de M dans l'isomorphisme
o de K" sur F dont I'image de |a base canonique (), . _  estV, w18

I Corollaire
5i A et B sont équivalentes dans i, (k) alors elles ont le méme rang. = "1&'




Opérations dlémentaims

_ Propriéé 8
51 f est une application linéaire de matrice M £ Ay p(F), alors :

rEM =n <= fsurjective , rgM=p < [ injective.

—

Corollaire
SiIMEMn(K), alos g M = n <= M GLn(K).

_ Propridté 9
Rang d’un produit matriciel

50it A € MnplK) et BE Mp, (¥,

a) rglAB) = sup{rg A, rg B},

b} 5 A€ GLpK) : rglAB) = rg B. 5| BE GLyK) : rglAB) = rg A,

3.3 — Marrice canonique d'une application linéaire
La matrice canonique d'une application lindaire a &té yue au chapitre 3, au théoréme 13,

_ Propriété 10
w17 4 u, o assorie Une matrice M € M (50 est de rang r 4 et seulement si elle est équivalente § ; &./17
JEFIWP K)ot on fome |a
matrice canonigue de Jr={ Ir Orp—r )
Dn—rr On—ep—r
Thioréme 1
I
Egalité des rangs d'une matrice et de sa transposée i
rEM=rg'M.

B ME Mnp(h) étant équivalente g, = (7 097 ) tage il 040 est équiva-
Onerr On-rp-r
et & [Jr=J;= ( Ir Opn—r }_ﬁil-ﬂil

{18
o 19wy - P, donne Op—er Op—rn—r

AL =00 P aver et

lFm&LﬂHhﬂl‘t'ﬂ‘ Dﬂhﬂlaprﬂpriétﬂﬂdﬂnnerghd':r:rg‘m.
dans GLgik,
o Corollaire
Soit M E Mnpik), (€. . - - .ep) ses vecteurs-colonnes, (£;, . . . , £n) 585 vecteurs-lignes.
AlmrgH-rg{q ----- ep) = rgi{fy. - - - . £n) = infip, nh
Théorime 2

Caractérisation de I"équivalence des matrices
Des matrices M et M' de Al (k) sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang.

=19 Collaire de la ST i elles sont équivalentes, |a condition nécessaire a été vue, n (18

propriétd 7.
Si elles ont le méme rang r, elles sont équivalentes 3 J- donc équivalentes entre elles par
transitivité de cette relation,

——— 175
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B. Opérations €élémentaires

1. Méthodes

1.1 = Permutations de lignes ou colonnes d’une matrice
Etant donné = W* et o £ S, on note FBain) € GLAK) la matrice de la permutation o,

w20 g E st un K- Poln) m [Byg ] =%

espace vecionel de dimen-

sion i muni d'une base — Propriésé 11

M=y g Palfl) 851 :

Ia }ﬂ”ﬂ-l'lil:lltlhﬁl Soit A E.-".mpﬁ_ul.

:_"_m*““-‘- diéfini a) AF;(p) se déduit de A par la permutation o € Zp sur les colonnes de A.
VIELLnl, Lle=tnn- b} ‘Pin)A se déduit de A par la permutation o € =, sur bes lignes de A

1.2 = Opérations élémentaires

Dyéfindtion 4

sed colonnes, el Transdoma-
tiors pevent Etre symbolisées
par :
Lel, GEG
Lo Leahdy
Cri= Crably
SR _ Propriété 12
- Les opérations élémentaires peuvent &tre réalisées en effectuant le produit de A par une
1 l-”"':::ﬁ mafrice camée inversible, = "*
ci-dessnin sont dites ma-
rices de ransformations I a) Soit Prs © GLn(K) la matrice de la transposition ¢ = (r; s) qui échange r et 5.
r =
(1 : ; \
1 :
. 0 ... 1
= g
1 ... 0
1
\ 1/
o, 5 PrsA o5t la matrice qui se déduit de A en dchangeant les lignes r et 5.
Pymly— B — Bt Bt Eer
0l LB ) g ymy 951 2 bse b) Soitr= s. Alors (I + AErs | A est la matrice qui se déduit de A en ajoutant a la ligne r
| .:ii::,.:m. le produit par & de la ligne s.
) [In +(k = 1} Err ) A est la matrice qui se déduit de A en multipliant la ligne r par A.
d) Enprocédant de mbme avec les matrices carrées d'ardre p: P, matrice de [a transposition
Trs € Ep échangeant r et s,
Ip+hEg € Ip+(h =11Ey ko
on obtient les opérations élémentaires sur les colonnes de A avec :

AP 0 Allp +AEgr] U A(lp +(h = LEgy).

Copyrighted material




Exemple 2 Soit A =

2 e bonne cakuls-
wice ou un logiciel tel que

Maple facllitera grandement
le travail

2. Calcul du rang

— Propriéwé 13

Toute opération élémentaire ransforme une matrice A en une matrice de méme rang que A.
— Propriéwé 14

Etant donné A £ M, 5( k) les propositions suivantes sont équivalentes

(1} rglAl=r,

{2) ilexiste Ty, ..., Tydans GLniK), Ty. ..., Tsdans GLn(K), matrices de transfor-

mations élémentaires telles que : Ty Ty, . .. . TYATy. - .-, Ty = g E .

Avec bes notations précédentes, enposant P= TyTy_y - - - Tilnet@ = IpTy - - - Tg, 0N a:
ir 0
PAQ = [l] ol

P (resp. @) s"obtient en effectuant a partir de I, (resp. de I,) la méme suite de transformations
Elémentaires que celle qui a été faite sur les lignes (resp. les colonnes) & partir de A
1 2 -1 -4 |
=1 =1 1 2 L]
2 -2 3 8§ -8
3 b =1 =B 0
Calouler e rang r de A et trouver P £ GLy(R) , @€ GLg(R) telles que :

£ g 4(R).

(L0
mg_fm n]'
Commencons par des transformations élémentaires sur les colonnes, & 24
Premidres opérations :
Ci— G-20 . G+ G+0 G+ G+40 . G+—G -0
1 00 0 0 1 -2 1 4 -1
-1 1 0 -2 1 0 1 00 O
A— Ay = . E—gh=|0 010 O
2 -8 6B 17T -11
3 12 4 -3 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
Ensuite, Oy = Cy+ 0O , Cf +— Cy4+ 20 , C54— C5 =0
1 000 O -1 =3 1 0 1
0 100 0 1 10621
A — g = gh—+fe=| 0 0 1 0 0O
-4 -6 & b -H
9 _1 2 3 _3 o 00 1 0
i a0 0 o0 1
Effectuons ensuite Q{—E‘—Ch,cﬁi—ﬁ+ﬂa.ﬂgi—éfh.
Bl Cpé—Cr 440 . Co+— T +60y
1 4 1
1 0 0 00 "5 "5 5 "1 2
0 1 0 0 0 1 1 0 2 -1
S (Pl (- I I
5 5 B 0o 0 o 0 1 0
0 o o 0 1
Puis opérons ensuite sur les lignes.
15 T 2
Lie—Li-gh . L L—glsy . Ly+— Ly —gls
1000 1 0 00
0100 ] 1 0 o
M= 1901 0] + B—F= 0 0 10
000 0 _IB _'? _E 1
5 5.5

l Opdsations lémentaines Ii
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D'l les matrices Pet Qetlerang: r=3.
Remargue
Pour le caloul du rang, on peut se contenter de transformer, par une suite d'opérations éémen-
taires, A en:
1 o o 0 0 1 = = = =
s _I= 1 0 00 w_ |01 = =
A=l x 100 o0 1 x x
= = x 0 0 Do o0 0

3. Calcul de l'inverse éventuelle d'une matrice carrée

Soit A € Maik), les propositions suivantes sont dquivalentes :
(1) A estinversible,
(2) il existe Ty, . . . , Ty € GLn(K) matrices de transformations &lémentaires telles que ;

ATy .- Tg=In,
(3) il existe Ty, . . . , Ti © GLy(H) matrices de transformations élémentaires telles que :
T.....TiA=In.

Pratiquement,
s 50 on opbre sur les colonnes :
AV = Ty - .o Ty se déduit de I, par la suite des transformations élémentaires sur bes
colonnes qui font passer de A & In,
» 51 on opére sur les lignes ;
A™l =i .. Tyl se déduit de Iy par la suite de transformations &lémentaires sur bes

lignes qui font passer de A & .
1 21 1

Exemple 3 SoitA= _f 3 ": _::'  Virifier que A est inversible et calculer A",
-2 -1 4 O
Opérons sur les colonnes ;
Cue— G -30 . Qe—G-C . G+— G-
1 000 1" -2 -1 -1
[ 2 -1 01 o 1 o o
A=M=l ) 220 BBl 0 1 0
-2 3 6 2 0 0 i} 1
Ci—-0 . O —G-20 . QG+— G -G
i 0 0 0 -3 2 =1 -3
] 1 0 O 2 =1 0 1
M=M=y g9 ) - BTBEL 0 1 9
4 -3 8 b g o 0o 1

1
G—Gxg, QG -3G , G G+IG . G+ G-2G

1 00 0 —g 1 -—; -2

010 0 2 -1 0 1

AR SRR B € A

-5 3 3 -1 5 o a0 1

Cyt— Guxi=1), G+ G+80  G+— G-3G . OQ+— G -3G,
17 13

v 5 -y 2
S35 o2 3o
5 -2 -5 1
5 3 5 4

Ay — Iy . Bg—Al=




Trace d'ure matrice carrde, o erckomnarphisme l R

= == S — S ——

C. Trace d’'une matrice carrée,
d’'un endomorphisme

1. Trace d'une matrice carrée

[W-fniion 5

On appelle trace d’une matrice carrée M = [m;;| € Ma(K), le scalaire, noté Tr(M), somme

n
des éléments diagonaux de M : "IHH‘_I——*Zmu-
=]

Théowreme 3

a) Lapplication #in(K) — K, M — TriM) est une forme linéaire non nulle
b) Pour tout A = M piK) et B S MpnlK), ona: TriAB) = Tr{BA).

gz a) Lalinéarité de I"application «traces de Al (k) dans H est immédiate,

b} Considérons A = [ay] € Mnplk) et B = [by)] € Mpnl).

Notons que les matrices produits ABS i, () et BA E.4Lp(K) ne sont a prion pas de méme
ordre. Soit © = AR E MK

P n P
Son terme général est oy = Y agby eton a TrAB) = % Y ag by et de méme
| k=1 i=] k=l

" 7]
| TrBAI =Y Y buag.
i k=l i=1
' On voit alors que TriAH) = Tri BA).

Remarque

Auu:dﬂl'ﬂ.ﬂ-;[“l'.ﬁ:{; E:]. H=[:g ;) -:r=[':1’ E).ﬂna:

_f1 0 _ (0 0
asc=(, o) @ mac=(g o).
Dol ; TrlABC) = Tri BAC).
En revanche, le théoréme ci-dessus permet de dire que Tr ABC) = Tri CAB) = Tr{BCA).

— Propriéeé 15
Le noyau de la trace est un hyperplan de ln (k) dont un supplémentaire est le sous-espace
des matrices scalaires : (k) = Ker(Tr) & Kin.

Il suffit de remarquer gue |a forme lindaire Tr n'est pas la forme nulle et gue Tril,) = n.
Exemple 4 Soit ¢ une forme linéaire sur il (K telle que : WiX, YIE Ma(K)  @(XTY) = g ¥YX),
Montrer qu'il existe « = K tel que ¢ = « Tt
Le choix de X = E;). ¥ = Ey donne | XY = By, By, YX = 8 Ey. D'od:

By o (Eqy) = Bpy ¢ (Eg),
: w POurjsketiml,ona El=0
| & Pourj=Fketi=1ona I-FfEd.I]=¢'[E'uI]-
NexistedonccEHtelque VicS[1. n).a=¢lEj);ainsi ¢=aTr

_ Propriété 16
Des matrices camées semblables ont la méme trace.

=5 Soit A et B dans (K. Leur similitude s'exprime par I'existence de P E GLn(K) telle que
B=pP lap
On a done TriB) = T P~ 1AP), O Te( P~ LAP) = TRPP~ 14) = TrA).

. w__
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2. Trace d'un endomorphisme

51 98 et @' sont deux bases de E, les matrices matg( ) et matg ( F) sont semblables et
ont donc la méme trace,

_ Propriété 17
Lapplication «traces F(E) — K 7+ Tri f) est une forme linéaire non nulle.

_ Propriéié 18
(Quels que soient les endomorphismes [ et g de E ;
Tr( f o g) =Trige f).

_ Propriéte 19
S8 = (&) utuuhuedaEetEh‘:[e‘.‘}““nlnhﬁMIe:

vl f) = iﬂ{ﬂ[ﬂ]}-

Exemple 5 Soit A £ My(K) et [ 'endomorphisme de AL, () défini par: [y @ M~ AM.

1sisn

Calculer Tri ) en fonction de TriAl
& 250 oty dire I base Soit (Eu) ey g 18 D358 de Ma(K) formée par les matrices élémentaires % *%' et
canonique de L, (K
Ay {E;-'LUFEI e 52 base duale.

Il
Pour M = [my;] ona fuiM) = [mi] avec Ef; (fa(M)) = mf; =" agmyg, donc:
b=l

Eqy UalE) = 3 asd = aui.
k=1
On en déduit :
Tr(fa) =33 Ej(miEp) =ny_ ai=nTrAl.
i=1

=1 =1

IS Pubsgue p est un projecteur, on a Inv p & Kerp = E.
On considére une base ® = (eq, - - . & €page - - - en ) de Etelleque (e, . . . e ) soit

26 o oos une base une base de Inv p et {er,j. - - - .en) une base de Kerp. %, 126)
adaghée & la somme directs . Iim )
E=Inv pd Ker p. Lamm:edepdﬂuéﬂﬁts-({m .[m}-d"i”riﬂ'l‘"n‘ﬂ

Exemple 6 Exemple d'endomorphisme £ tel que Tr f = rg f, bien que f ne soit pas un projecteur,
l'endomorphisme de K dont la matrice dans la base canonique est A = (': ;) n'est pas

idempotent car A* = (; :

m Copyrighted material
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D. Systemes d’équations linéaires

1. Notion d’équation linéaire

% 27 Leg nosions rappe-  Soit E et F des k-espaces vectoriels. ©. ‘%7

W ci-agurirs. ont @b intro-
duites en Algébre ot Géomé- Défanition 7
e, MFSI, e 4.
= EmtmeH[E.ﬂﬂbEﬂrm:

(L}: x € E, fix)} = best appelée I'équation lindaire assodiée a ( f, b).
{H): x € E, Jix) = O est ['équation homogéne associée a (L).

Motation 1
Onnote SiL) = {x E E / fix} = b} 'ensemble des solutions de (L)

et ${H) = {x EE ( flx} = 0] 'ensemble des solutions de (H).

Remarque
S(H) est le noyau de [. C'est donc un sous-espace vectoriel de £,

Il contient en particulier O qui est appelé |a solution banale {ou triviale] de (H).

_____ Définition 8 R

L'équation (L) est dite possible lorsque 'ensemble 5(L) n'est pas vide.,

Remargque
L'équation (L) est possible si et seulement si b appartient & ['image de f.

. Propricee 20
L'ensemble 5(L) des solutions de (L) est un sous-espace affine de E.

i ag est ume solution de (L), on a SiL) = x + STH).

IEF!' 5i (L) est possible, considérons g, = S(L). Il vient alors ;
Jixh=b = fixl=flag) = flx—xgq)l=0F = x— 25 E SHH)

! Cett-d-dire xE 5L} = x=xy+ SHL

Propriété 21
Soit [ £ F(E, F), (by . by) € F%, (A, hg) € K2 et les égquations linéaires

(L) :xEE. fixi=by , [Lz) :xEE, fix)=by , (L} :xEE, flx)=hyby +hgby.
Si (L) et (La) sont possibles, alors (L) est possible et S(L) = Ay 5(Ly ) + A25(La).

U= Soitx; €S5(Ly) et ES{La)  f(x) = byetfxg) = by,
On adonc [ Ay xp + hgag) = Ay by + Agbs et (L) est possible, de solution particuliére :
Ay +haxs.
Il s'ensuit S(L) = hyxy + kg + SUH). Or S(H) =k SH) + kg SIH) d'oi
S(L) = hylx;+ SIH)) + hg(x + SHY) = 8(Ly) +he5(Ls).




53 e eiem
la base duale de la base &

de E. Chaque f; comespond
ala ligne [ de A
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2. Systeme d'équations linéaires

2.1 — Notations

v E=KP, F=K"avec net pdans W°,

e« @=(e, ... ep)et@® = (g, .. en) les bases canoniques de Eet F.

v A= [ag] € MnplK) B = [bi] € Mo (K etr = rgA,

s (€1, - - - .¢p) la famille des vecteurs-colonnes de A et b€ F le vecteur-colonne de B.
s By, .- .6n) la famille des formes linéaires sur E telle que pour tout (€ [ L. nl :

p
g = Z aye;. &
=1
o [ € X(E. F) canoniquement associée a A : A = matg g f)
s (L) I'Bquation linéaire associée & ( f, b) et (H) 'équation homogiéne associée,

2.2 — Interprétations des équations (L) ef (H)

Fonctionnelle : fix) = b Jix)=0p xeE
Matricielle : AX =8 AX =0 XE My (K)
Vectarialle : i{r’q:b zp:.t_'rg=ﬂr (x. - .xplEKF
J=1 ol
FayX] + - -t pdp =iy Fiy g + -« - + @y pXp =0
Analytique: 4 ‘21t etagpp by Japixd e dagpp =0 (2. - AP EKP
-ﬂn1J¢1+ IIIII ; -ﬂ:p’fp = bn ~ﬂn1-‘:1+ rrrrr ; ‘hp"h =0
riylx) = by i) =0
Duale - ) Bylx) = bs ) falxl =0
() = B [ 6ix) = 0

3. Systéme de Cramer

[Défimdrion 9 R

Avec les notations précédentes, on dit que (L) est un systéme de Cramer lorsque ['une des
. (Mn=psr (2 ASGLa(K)  (3) f estun somorphisme.

Remarques
1] Un systéme de Cramer admet une solution unique x = £~ (b,
2] Un systéme de Cramer homogéne admet la solution banale pour salution unigue.
e Théorime 5
Formules de Cramer
Avec les notations ci-dessus, la solution d'un systéme de Cramer est

; Yisll.n], qn%ﬂ.
|

| 0l Ayl b} est la matrice obtenue & partir de A en remplagant le vecteur-colonne ¢; par b.




R . Spsbirrets, o érpusation brebgine |—

]
B Lasolution x = (xy. . - - .xn) est caractérisée par b="% _ xycy. Ona donc :
k=1
det Adb) m dety (c1. .+ oGy B, - o - .60

i
d'ol det Ab) = zmtdetg (€1, « -\ jmte ke Cpats - - - . En), C'eSL-Aedhire
k=1
det Afbh = xydety (e, -« G160 G410+ - - oEn) = det A

~ARPCFIR R C RN RAR L34 AVETSL (L RLERE THLARE TN

La solution d'un systeme de Cramer AX = B (en dcriture matricielle) est X = A lg

Les expressions des x; & |'aide des by donnent alors la matrice A1,

Pour rn = 3, il est souwent pratique de déterminer |'inverse d'une matrice par le biais de la
résglution d'un systéme linéaire.

1 2 1
1 2 1 (0
Exemple 7 Caleuler I'nverse de la matrice A = . € MnlR), n=3,
(0 o1
| 2
1
det A = 1 donc A est inversible. A la matrice A, on assoche le systbme de Cramer
melo+yy = om Ey
xp + 2y + 2y = I Ey
(54 o
Xpg +2n 1 +% = Un.z  Ep_p
Xp—1 * 2xn = Yn-1  Ep-)
X = ln En
Pour i€ [[ 1. n — 1], effectuons sur les quations la combinaison linéaire symbolisée par ;
mn
n Xih Xy = (-1**y, 1sisn-1
Ei+— % (~1*'Eg. llvient: ' E
oy
Xy = Yn
' Xp4pm yp =g AUy b 4 (=1"yn B
—xg = Xy= —Yp L+ {—l}"“‘yn -E;
1 g+ Xy= My +eoe (-1 ly, B
(=1)" Xy + 2 | = =1y g + (=1 EL_,
| (=11 = (-1"'yn  Ej
['od en effectuant les combinaisons Iiné.alresE[{—ZE{,:

1 demil

! [ ox= - 23 e+ (=10 Ty,

| ay= e — iy + (=1)"in — yn
£ ek e

Xn_1= -1 — Ztin

Xn= Lin
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Il en pécylte
r.'l 2 3 —4 ... (-1p-1 {—1ytly \'I
0 1 =2 3 ... i-1"Nu-2 (-1{n-1)
0 0 1 -2 .. -1 Yn—2
Al = :
()
1 =2
|II~III' L] 1 J"I

4. Systeme linéaire : cas général

Considérons, avec les notations du paragraphe B, le systéme lindaire défini par :
fixt=bh ou AX=08
S H) st un sous-espace de dimension p — rde KF ol r = rg( /) = rgl Al
5i le systéme (L) est possible, S(1.) est un sous-espace affine de direction S,
La méthode du pivot de Gauss
Les colonnes de A forment un systéme de rang r. Aune permutation prés des inconnues x. - - -,
on peut donc se ramener au as 4 un systéme: AX = B {1} danslequel les rpremiéres colonnes

de A forment un systéme libre. On sait alors qu'il existe une suite d opérations démentaires sur
les lignes qui transforme A &n une matrice T de La forme

1 = .. A
01 ‘]l

T= 1 LS "
0 0

\o 0 .. .. 0/

Matricieflement, cela donne I'existance de P& GLpl KO, produit de matrices de transformations
Elémentaires, telle que ;. T = PA, et P &tant inversible, on a ;

A¥X = B +— PAX = PRH
C'est-a-dire que le systéme (1) a les mémes solutions que: 7TX = PE  (2).
On dit que les systames (1) et (2} sont équivalents.
Iy a liew de remarquer que la transformation de (1) en (2) s"obtient en effectuant sur bes dquations
de (1) la suite d'opérations slémentaires qui fait passer de A & T, Dans |a pratique on pourra, de
fagon & se dispenser d'éorire les inconnues lors de ces manipulations, effeciuer la suite d'opérations
en question sur la matrice A, = [A B|, formée par les deux blocs A et B.

Au niveau de (2], la discussion est facike. Ce systbme 5écnt

f Ay 4 a4 + appdp = fiy
Moo+ e+ Gppdp = Py
{:J ! X +... + mpip = ﬂl!
0 = Pra
ﬂ = Hﬂ
w il est possible si et sevlementsif,.y = g =+ = Bn =0

e §i cette condition est réalisée, les r premitres équations donnent, en cascade et de maniére
unique, xy. - - - . en fonction de x..y. - - - xR



i I 'Sflﬂmwﬁqmﬁnﬂ.linéairl;]_ ..... i

E+y+Z4+al = 1 E;
Exemple 8 Résoudre dans O le gystéme () § T +az+t = b B
Kvay+z+l = h‘! Es
ax+ g+ E+[ = T Ey
a et b sont des complexes donnés,
Formaons le déterminant du systeme :
1 1 1 m
1 1 a 1
= dna-1
T ity
a 1 1 1
Done, pour a @& {1, -3}, on a affaire & un systéme de Cramer, On résoud alors en évitant
soigneusement les formules de Cramer.

4
Pour cela, on remarque en ﬁ:umantZE'q que la solution (x, y, z, 1) vérifie ;
=

1+b+b® b

+y+ZHt=
rrUE o4

Ex

Par combinaisons linéaires de E; et E;, 1= 1.2.3.4, on obtent :

la+2b’* =1 -b-t* _ la+2' - 1-b-bH
la— 10a+3) CHE (a—1Na+3)

_ la+2b-1-b b _ (a+2-b-bH — K
G o — 1)a+3) o= (o — 1ia+a)

Dans le cas a = 1, il est dair que le systéme est possible si et seulement si b = 1 et alors il est
equivalent d x + y+ 2+ 1= L.

Dans le cas a = -3, le systéme est équivalent 3 ;

F x4+ y+z=2>3t= 1 Ey
x+y—Bz+i=h Es
¢ x=3y+z4i= b E;

O= 1+b+b + b E’*-I—EEe

-. i=l

Avec 1+ b+b®+ b = (14 651+ b) O woit que :

w pour b {=1. i =i}, (5) est impossible,

s pour bE [ =1, L =i}, (S) bquivaut a (5}
’I+y+3—3tll
i§1¢ x+y—3z+t=b
~:r—:i;,|l+z+t=t12

SOIt encore .
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L'essentiel

1. Matrices semblables et trace
¥ La trace est une forme linéaire non nulle.
¥ Propriété fondamentale : ‘TriAB) = TriBA).

¥ Sil'on veur utiliser que deux matrices sont semblables,
« On peut écrire |'égalité de leurs traces ;
— Voir Mise en aruvre, exercices 1, 2, 3,4

= on peut lire B = P~ AP sous la forme PB = AP,
+ Voir Mise en aeuvre, exercice 3
¥ Sil'on veut étudier un probléme en termes de matrices,

« on peut |"exprimer en termes d’endomorphismes ;
— Woir Mise en aeuvre, axercices 2, 5,6, 8

» on peul dégager des informations venant du déterminant.
» Woir Mise en eeuvre, exercices 3, 4, 8

I11. Trace et projecteurs
v Propriété fondamentale d'un projecteur; Tr p = rg .

¥ Sil'on veut Monirer qu'une matrice est idempotente,
s O peut  construire une matrice idempotente qui lui est semblable.
¢ Woir Mise en ceuvee, exercice 5
¥ Si I'on veur Montrer qu'une somme de matrices idempotentes est idempotents,

s 00 peul metire en évidence des sous-espaces en somme directe,
— Voir Mise en arnvre, exercice b

I11. Commutateur de deux matrices

¥ Sil'om veat caluler la trace d'un carré de matrice AB — BA,
= On peut mettre en ceuvre la symétrie ou Iantisymétrie,
—+  Voir Mise en auvre, exercice 7
¥ Si l'on veut montrer qu'un commutateur AB — HA est nilpotent,

» on pent @udier Pendomorphisme M — MB — BM.
v Moir Mise en aruvre, exercice B

L )



Mise en ceuvre

I. Matrices semblables et trace.

— Ex. 1

Pour tout A€ Ma(K), onpose SlA) = 3 gy,
iyl np®

Montrer que si A et H sont semblables, alors S14) = SIH).

Indications
La trace et le déterminant sont les mémes pour deus matnoes semblables. On tente alors d exprimer SLA) &
I"aide de Tr A ou de det{A).

Solution Commentaires
OnasiAl= Z { E ngqu}. On décompose La somme sur (4] Ln 1
Ellnll Ellal
Or 3 ayay n'est autre que le terme diindice (1. de la matrice A%,
ElLnl
Il s’ensuit que S(A) = Tr (A%).
Les matrices semblables A” et B* ont la méme trace, i des matrices A ot B sont semblables, i
Iégalité Tr (A*) = Tr (B*) donne enfin SLA) = SUE), en est de mime pour A o B,
—  Ex. 2

1} Maontrer que si A € MK est de trace nulle, alors efle est semblable & une matrice de diagonale nulle.
2) Etant donné une matrice diagonale D = diag (dy, - - - . dn ) € Ma(K) & termes diagonaws deux & deux
distincts, étudier le noyau et l'image de ¢ € S0, (H)) défini par YM € i, (K), ¢{M) = DM — MD.

3) Soit AE Mnlk) Montrer que Tr A = 0 si et seulement si il existe B et S dans Jqn{F) telles que :
A=RS - SR

Indications
Pour |a premiére question, on traduit en terme d'endomorphisme § de K" canoniquement associé  A.
On procide par récurmence sur n. Limage de ¢ est 'ensemble des matrices a termes diagonaux tous nuls.
Solution Commentaires

1) Soit 3, la base canonigue de E = K", on pose A = matg, f.
Le résultat est banal pour A = 0 et powr n = 1.
Supposons A =0, n = 2 et le résultat acquis pour n — 1.
Premier cas ; pour tout vEE, [.r.ﬂ.ﬂ} estlié, Alors [ estune homothétie, | vor Algébre et Géométrie, MPSL chapitre 12,
Avec = kldg, Trf = 0donne k=0, donc [ = 0. Mise en rivee, Exercice 1,
Second cas : il existe a € E tel que (. fia)) soit libre. On complite en
une base @ = (a, flal.ey.....en).




——

Dans une telle base, la matrice de 7 est de la forme

o hlz T
1

B=|0 H
0
TrA = 0 donne TrB' = 0, donc il existe O & GL,,_ (k) telle que
@~ B g soit de diagonale nulle.

_ 1 0 g, 1 0
Mec P = (o 0) € GLatk), on 2 Pt = (0 o) ®
p-igp. [ 9 L
c=plep=( D_,ﬂ,g}eﬂd&ﬂmemﬂlﬁ
En conséquence, |a propriéte est vraie pour tout rn = 1,

2) Avec M =[myy], & M) est la matrice [(c; — dymy ;).
M est dans le noyau de ¢ s et seulement si elle est diagonale. Et le
sous-espace des matrices diagonales est de dimension n.
Les éléments de I'image ont tous leurs termes diagonaux nuls, et I'en-
semble des matrices de diagonale nulle est un sous-espace M’ de di-
mension n* — n, comme Im <. Donc Im & = 40,

3) SiA= RS - SR, alors évidemment Tr A = 0.
5i A est de trace nulle, elle est semblable & un ébément A" de 0.
Etil existe CE Mk telle que A" = DC — CD.
Avec T E GLa (¥ telle que A = TA'T 1, il vient :
A=TDCT ' = TCDT ! = (DT YN TCT V) = (TET N TDT L)

Ex. 3

A et semblable & A
H'eu, ik, Tr B =Tr B=Tr A
Hypothise de récurnence,

Et A est sembdable 3 C.

Par réourrence sur n.

WL, fmf et ek, —cly g = il mg =0,

Théorirne du rang.

Premiéne question.

On a termiré, ave R=TDT! ot S=TCT=!,

Seit A et B dans AL, (R). On suppose qu'il existe P = GLA(C) telle que B = P~ 1AP.

Montrer qu'il existe R € GL(E) tefle que B = R~ 1AR.

En d"autres termes : si deux matrices réelles sont sembdables dans WA (C), elle le sont dans AL (R

Indications

La similitude donnée s°écrit PE = AP, Séparer Pen P = U + iV avec U et V dans (R
Pour x £ C et U, V dans 0. (B), x — det(L7 + xV) est une fonction polyndme.

Solution

Avec P = U+iV, Uet V dans 4, (R), PH = APse it UB+iVE = UA+iVA.
Cela équivaut & UB = AL o1 VB = AV,

Pour tout x = C, on a donc (17 + xVIB = AL + %V,

La fonction polyndme f : C — C, x = det( [/ + xV') vérifie f{i} = 0,
Il existe alors 1 £ & tel que det(Lr + V) = 0, donc 17 + £V inversible,

Alors, enposant R = U+tVEGL(R), il vient RB = ARdonc B = R VAR,
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Commentaires

A et B sont réelles, comme L7 et V.
(T4 W IB=L B+ VH=A L+ 2AV = Al LT+ )

et 40V b=elil Pai,

5i 7 5" amnule en tout x réel, alors st be po-
Iyndme mul, comme admetiant une infinité
dhe racines.



Soit P& GLA(C) et ¢ I'endomorphisme de i, (C) défini par gp(M) = P~ IMP.

Ex. 4

Calculer la trace et le déterminant de ¢p

Indications

Former la matrice de ¢p dans la base canonique de M, (C). Classiguement les matrices élémentaires sont
notées £ avec (L J)& [ 1, nI*. On exprime les produits PE, P~ & Iaide des termes de P et de P~'.,

La trace de ¢ S'exprimera & I'aide de Tr Pet Tr P 1,

Solution
Posons P = () per1ape 4P = 8= () peq e

1) Alors QE, | = zfm!::_rgm =E‘irkﬂl4-
if i

puis QEy (P = E ik Z pyjEry, 501t eplEy ) = Z ik By
i ] i

La matrice de ¢p dans la base canonique de i, (C) est alors ;

T :F iz :F' Hn :F
P gu'P P
- | e BT e o
-l ; I I P
Gnl P Qua P g P

On en déduit Trdp = TrPTrP L.

2) Remarquons que A = BC, avec B et C dans . (C) ;

qule @zl tindn P (0
'Elilfl Ehﬂ‘ﬂ q;-,.]'ﬂ A i l-F .

: : : : (0)
qﬂ‘l’ﬂ "i'nifn qmln i {0} IF

det A = det Bdet C, et det C = (det P17,
La méthade du pivot de Gauss permet de transformer P~ ! en une matrice

ey ey
miangulaire T = : | telle que det P! -]:[d*_k.
dnn k
En effectuant la méme transformation sur les blocs de la matrice B, on
obtient :
dyyIn tlyy I
det B = i
dran Iy

Il s'ensuit det B = [ [ clfi = (detP')",
k=1
En conclusion, il vient det A = 1.

Commentaires

E.,E”-H,.;,E”,anhﬂlrmhﬂ?uﬁu

n n on
de F R aulieude T 3,
= L i=1 /=1
Ty = E pyB
ri J

A st donnée par blocs,

La hase canonique de L) est ordonnée dans
Twridre eskongraphioue des indices (L fL

Trwnil:p"'l'rﬁ.

Pmoduit par blocs

st triangulaire par blocs ot det " Paded P

deticl L=}
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II. Trace et projecteurs
Ex. 5

Soit A £ Mna(K). Montrer que, sitgA = 1etTrA = 1, alors A% = A,

Indications
Considérer I'endormorphisme p de K" canoniquement associé a A.

La trace et be rang d'un projecteur sont égaux. Cest une réciproque qui st étudies.

Solution
Le rang de A étant 1, on a dim Ker p = n — 1, On compléte une base

{E.'l....-en_l}dl!'!{ﬂrpmunthaﬁeﬁnl:e] ..... e"_he.'n}dﬂlir'.
D O A
AImAeﬂumhlaHHﬁ:(; S
0 +iv 0 An

TrA = 1implique Tr B = 1, donc A, = 1 et on obtient aisément 5° = A.

Il existe P € GLA(K) telle que A = PEP ! etil s'ensuit A® = A,

Commentaines
Exploitation de rg A=1.

B matrice de g dans la base @,

Exploitation de la seconde hypothise.

— Ex. 6 <
S0it (Ay Jeg 1 o Une famille de s éléments de i, (4 telle que Vice [ 1, s 1, A2 nﬂkutnnmd=z.ﬂ*.
k=1
Mantrer que WL PE (1. s0% taj = Aty =0équivauta A% = A,
Indications
Utiliser ¥ = U = rpU=TrU.
Avec py, & FH") canoniquement associé 4 Ay, montrer que la somme des Im py. est directe.
Solution Commentaires
1) Onaat=%" a0+ % A, A piricel, Jes A, né communent pas.
k=1 Inf
AMHUJEEL;]*.“] = A =0, il vient 4* = A La condition suffisante st banale,
&

2) SnltpkEﬂH“Jdmﬂlamlu Bst Ay daru!ah.mmnlqmde
H".Et;::Zp\..Am:A:Zﬁ*llwwthEZmﬂg

k=1 k=1

PHaHIwm.unangﬁk nZ"I‘rA;ﬁTrﬂ..ﬁ.lurs:
k=] k=1

5 5
rgA= ng.ﬂ.k =TrA doncrgd = Ergﬁqr arrgA="TrA

k=1 k=1
& & £
dimIm(} " py) =% dim(lm py. )implique que Im p = £ Im .
A=l k=1 k=1
Pourtout x EH " ettout jE 1,5, ona:
)
pix)=p(pix) =% pi(pix).

i=l

Lunicité de |a décomposition de py(x) suivant les Im py donne alors
pilpy(x)) =0 pour i w j. Ainsi, WL E D1, 50, ief = pop=0.
ouencore, Vi IE[L. s, i=j = Aymi,
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A it alors ks matrice de p= Epg.
k=1

w5 p) =3 rmipe

A=y = TEAL=T Ay

Alad = rgA=TrA

o ost un projecteur; dond I pelae B

La somme st directe o8 o=y | prix).




IIl. Commutateur de deux matrices

s Ex. 7
S0it A et B deux matrices antisymétriques réelles d'ordre n.
1) Montrer que TriAB — BA)® = 0.

2) Que peut-on dire de A et B lorsque cette trace est nulle ?

Indications

Le point ché est que AB — BA est antisymétrique. Cette situation est également vraie si A et B sont symétriques.
Solution Commentaires
1) Avec| antisymétrie de A etde B, la matrice AH— BA estantisymétrique, | "lAH- BA='(ABI—"(BA='A'B-"H'A.

Alors C = (AB — BAY est symétrique. S une matrice est antisymétrique, son camé est

. non n on syFrarique.
Avee C = [e)], ona Tr (€2} 'EE”EFH'ZE‘%;“- La trace de (AB— BAF et celie de .
=1 k=l =] k=1

2) Le méme calcul montre que Tr (C%) = 0 alors :
viLkiE [l nl 5 = 0.
Posons AB — BA = [dy].
mmmmtE[l,ﬂ];ﬁttidﬁdﬁt—Eﬂ:lﬁk- car AF-—FA est antisymbtrique.
=1 k=1
On en déduit Vit k) € [ 1. n 1%, dy = 0, c'est-3-dire AB = BA,

— Ex. 8
Etant donné A et B dans M(R), on pose C = AH — BA.
Montrer que si C est colinéaire a A ou 3 B, alors elle est nilpotente.

Indfcations

5i C = MA, il suffit de montrer que A est nilpotente. Considérer I'application linéaire ¢ : M — MB - BM.
Solution Commentiires
On suppose que C = Ad, avec A E R et Am (. 51 aml) DU AsmD, alors Csi),

S0it ¢ € £ [ Ma(R)) définie par ¢(M) = ME — BM,

Alors hA = AB — HA, s'exprime par ¢(A) = hA et il vient;
YhEN®, oAk = kxak, Prisife par reCurTence.

En effet, o(A™*") = A¥(AB) — BA*! = AiBA+ C) — (BA¥)A, donc: | AB=BA+C par définition de C.

o(A*1) = (A¥B - BAF)A + A%C = ¢lAF)A + naRY! CabA,
Alors (A1) m [ A AF) A+ AART m (ko+ 110 AR, Hypothide de ricumence : (A" kekhA®.
Considérons ¢, = ¢ — Ak Id. Pour explofter ¢iA*)— LA
Il existe ky tel que ¢, est bijective. det gy 851 un polyndme en k de degré au
Mnrs:ph{.q‘*] = {) implique A% = 0 et A est nilpotente. phus et n'admet donc qu'un nombre find
de valeurs o annulation,
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ercices

Ex 1
| Existe-t-il des matrices A et B dans Al K telles gue :
| AB=BA=|y?
Donner un exemple dendomorphismes [ el g de
E=HK[X]telsque fog = go [ = Idg.

Niveau 1

Montrer que, quelle que soit A = (K, les matrices A
et "4 sont semblables.

Soit  un endomorphisme d'un K-espace vectoriel de

Montrer que les matrices | dimension finie tel que 2 = Af, avec A € K",
a=(3 Des=(° 1) : Comparer Tr f et rg .
L Soit(Xy. . .. . Xg) et(¥y. ..., ¥p) desfamilles ibres
(1 -1 4) (1 3 4) dans 4L, ; ().
A= |2 -2 gleeB= (|0 -2 8 )
3 -3 12 0 8 12 Montrer que la famille (Yi'%),, nery oy « r1.q1 ®t
sont-elles des matrices semblables 7 libre dans JdLq{ k).
Niveau 2

Montrer que deux matrices idempotentes sont sem-
blabiles si et seulement si elles ont le méme rang.

Soit G C Mn(T) un groupe multiplicatif, Montrer que
tous les éhéments de G ont le méme rang.
|

| Sbit AE GLA(K) 6t BE Ma(}), aveerg B = 1.
Momntrer que A + B est dans GLyx () 5i et seulement i ;

Tr{BA~') = -1.
Soit A, B, C dans Mn(R) idempotentes.

Montrer que, 5i 5 = A + 2B + /3¢ est idempotente,
alos B = =0,

Soit A € MK telle que A% = A

Montrer que la trace de I'endomorphisme | de b, ()
défini par Ju M) = AM + MA est égale & Znrg A

Soit p unie application continwe de [0, 1] dans . R.
On suppose que, pour tout ([0, 1), pit)est une matrice
idempotenta.

Montrer que ¢ : 1+~ rg(plt)) est constante.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et G un
sous-groupe d'ordre n € M® de GLA(E).

Montrer que le sous-espace des vecteurs invariants par

tous les éléments de G a pour dimension = 3 Trg.
gEG

Avec éléments de solution |

Etant donné A et B dans i, k), résoudre I'équation |
XEMnKL X +(TrX)A=B



Soit A et M dans i, (R), avec :
rgM = 1.
Montrer que ;
det((A+ MNA = M)} = det (A%).

Donner une condition nécessaire et suffisante sur les

réels a et b pour que :
a b ... b

a=|" 77 | € dtn(R) soitinversible.
Y b
b ... b a

Calculer A~ ! quand elle existe.

Soit A ot B dans A (C) ot M = {: ‘;] € Mgn(C).

1) Calculer le rang de M en fonction de A et B,
2) Caleuler M~ ! quand elle existe.

Soit f une application non constante de i, () dans C
telle que: WA B)E MalC) = MalC),

flaB = fla g (1)
Montrer que ; (1A} = 0 <=2 (A estinversible),

On donne A € .,(C).

1) Expliciterf @ Mg(C), X TriAX),

2) Monirer que, pour tout &lément ¢ du dual M T)"
de (T, il existe une unique matrice AS .l T)
telle que ¢ soit I"application X — TriAX).

3) Caractériser les formes lindaires g sur 4n(T) telles
que :

WViX YIEMACE, glXY) = gl¥X)

4) Montrer gue, dans tout hyperplan de Mn(C), il

existe une matrice inversible,

Niveau 3

Sait G un spus-groupe fini de GLn (K.

Montrer que si E'['i-?.-[:tl,alnrs ZM=U_
MEG MeG

Em donné n et p entiers naturels non nuls, on con-
sidére une famille (A huep 1 py o' ééments de GLa(R)
deux & deusx distincts et telle que {4, . .. . Ap] soit
stable pour la multiplication,

P
Montrer que la trace de  _ Ay est un entier naturel

k=1
multiple de p.

Avee éléments de solution

1) Soit nEf, na 2, Trower les matrices A M, K)
telles que :
VM E Ay (K), detlA + M) = det A + det M.
2) Trouver les couples (A, B) € (Mn(K)? tels que ;
VM E s k), detiA + M) = det(B + M.

!tmt donné p = %*, p premier, on considére la matrice
Mag. ay. . - . @y | € Mp(F) circulante (droite) a
coefficients entiers.

1
Montrer que :I-E’tM-Zutmudp.

esil

On consicéne la matrice A € il R) telle que :

Wi el nl? ay=inf
Calculer det A,

Soit @ C MplK) le sous-ensemble des matrices A telles
que A” = 0.

Déterminer le nombre de classes d'équivalence, pour la
relation de similitude, contenues dans &,
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A ot B sont des matrices de projecteurs p et q. Utiliser
des bases [/ et V adaptées 4 ces projecteurs.

Il n'est pas dit que G est un sous-groupe de GL,(C). En
particulier, I'&lément newtre J de G n'est pas supposé
&tre I,. Comparer le rang de A € G 4 celui de .J.

A+ BE GLn(K) équivaut (A + BYA~! € GLn(K).
Utiliser les endomorphismes de K" canoniquement asso-
cids d Aet B.

La trace d'un projecteur est un entier naturel,
V2, +3 et /B sont des irrationnels.

Calculer i Eq;) pour les matrices élémentaires, qui for-
mient la base canonigue de L, (K).

On powrra s reporter 4 I'exemple 5 du cours. Toutefois,
le résultat alors donné ne préjuge pas A = A,

p st continue signifie que les n® termes de p(t) dont
des fonctions continues de t.

Ex. 13

Virifier que p = %ngmm
O

Ex. 14

h : M~ (TralM et [ = ldg +h, Mmonter que f et
inversible lorsque Tr A= =1,

Commencer par le cas ol my; = By (& ; pour exprimes
det{A + M) et det{A — M) & I'aide de det A et d'un
cofacteur de A.

On peut &'inspirer de I'exercice 13.

Lorsque det A = 0, on peut associer 3 la matrice A le
systéme de Cramer: AX = Y,

p

Tredicatiors

1) &M= 'E(ﬂ E A
2) 5 M estinversible, écrire le systéme MX = Y sous

@)=

SirgA=rE[1n— 1], et si K est une matrice
nilpotente de rang r, il existe P O dans GL,(T) telles
que A = PKr@.

4) A étant de rang r, il existe P et @ dans GLA(C)
Ir 0

talbes e PAQ = [u o/

AveC A = E*'*‘ l:l:ll'rpil!fﬂ’!tﬂ.
k=1

Exploiter, pour k € [ 1, p 1, I'application A — AsAg.

Une condition nécessaire vient de M = A,

Deiix démarchies possibles ensuite : soit montrer que le
rang die A est 0 soit, si rg A = 0, exhiber une matrice M
qui conduit & une contradiction

A = (@) et B = (by) sont congrues modulo p quand
ay; = by mod ppour tout (i, j).
Alors det A w det B mod p.

ptﬂﬂu{::mtE[Lp—llﬂf-xmmipm
tout x = F.

On peut utiliser 3~ ld) = n.
el

Justifier 17 = Y By kiw(k) pour et jdans £ 1, n .
i

Pour AE D, justifier que rg A est au plus égal A la partie
entiére de ;

Dans &, des matrices sont semblables si et seulement
si elles ont le méme rang.



Soflimeriorts des exercices

Niveau 1

1)} 0On a, pour toutes matrices A et B dans i, K), TriAB) = Tr(BA), donc TriAB — BA) = 0, alors que Tr I, = n.
La réponse est donc non.

2) On vient de montrer que, si E est de dimension finie, il ny a pas d'endomorphismes [ et g qui vérifient
Fog—gef=1dg Dans K[X], soit f : P— P otg : P XP.
Avec [ o glP) = (XPY =P+ XP' etgo f =X, ilvient (fog—go f)(P) =P doncfog—gef=1dg.

Le probléme revient a trouver P = {:x

¥

-z x+62 dx+2y Iz+2 . 1 squations :
—t y+Et)HAP.(-1x+Ey h+3t}'mmmm o ’

x4+ 2y+2=0, x+3z—-2f=0, dx4+dy+t=0 y—4z+3ct=10,
qulapuursnhtlnm{.u:.y.:.r}:[—3:+2H:—3t_z.t].Faruemple.P=(_11 :),dedéuninant—ﬂvéﬂﬂe:
PR = AP,

f) € GLy(K) telle que FB = AP

Avec PB = (

5i des matrices sont semblables, elles ont nécessairement méme trace, méme rang et méme déterminant. 5%l est yrai
que Tr A = Tr B (mieux, elles ont la méme diagonale), le rang de A est égal & 1, alors que celui de B est égal 4 3.
A et B ne sont donc pas semblables.

SiA= (': ;) st symétrique, alors A et "A sont evidemment semblables {réflexivite de la similitude).

nnmamwh..:.mmmp={: f}e{:l.gm:verlrnm= {AP s et seulement si -
Bly—zy=0
cliy—zh=0
cx+{d —akhy— bt =0

bt +(p—diz —ex =0

Compte tenu de b= ¢, les deux premiéres conditions équivalent a y = . Avec cela, les deux autres conditions sont les
mémes.

Sib-n,ummmmm:amx-mp-{

Enmntpnéj.hmmﬁﬁﬁnummaﬁ = p.

1] b

b d_ﬁ;].iic—l]. une solution est (avec t=0) P = {“;d c).

1]

Il s'ensuit rg p = Tr p (proriété utile d'un projecteur]. Avecrgp=rgfetTrp= %"I‘rj.ilﬁmt'l‘rjnarg‘r.

Notons que 1 = p = net 1 = q = n. On compléte les familles libres (X, .. . %) et (¥q, ..., ¥p) en des bases
(.- - . Xn)et(Yy. ... ¥n)detl, (K.
Soit A et B les éléments de GLA{K) dont les colonnes sont les X; pour A et les ¥ pour B.
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On notant (Ey. . . . . En) la base canonique de L, (K), on a Y| = BE; et X; = AE;, d'ol Yi'% = B(E 'Ej) A,
cCest-a-dire ¥; 'N; = BE;; "A ol les E;; sont bes matrices de |a base canonique de A, (k).

Comme A et [ sont mversibles, ¢ © M — BM'A est un automorphisme de i, (k). Les images par ¢ de la base
canonique de 4L ) en constituent une base. Extraite d'une famille libre, la famille (vi %) ) 0 g estlibre.

Niveau 2

J;!.LetElt!llna-xHqUE..&*-gi.lthE2 = B sont, dans la base canonigue B de K", des matrices de projecteurs p et g.
Il existe des bases U7 et V de K" dans lesquelles les matrices de p et g sont respectivement :
D {0
s=(g o)t = o)
ol r et ¢’ sont les rangs de p et q, C'est-a-dire ceux de A et B.

On en déduit que si A et B ont méme rang, elles sont semblables & une méme matrice Jr, donc elles sont semblables.
La réciprogue est évidente.

Ex. 8
ﬁ:e.ﬂnuﬂ. soit iy € F(C") canoniquement associé & A (A matrice de_fy dans la base canonique de C™).
Soit J I'élément neutre du groupe multiplicatif G: YAE G AT =JA = A

Cela équivaut & [y o f4 = fa o f5 = fa. La relation f3 = f; = [4 donne Ker [; © Eer f.

Soit B E G tel que AB = BA = J (inverse de A dans G) . fa o fw = fa o fa =0

La relation fiz o [y = [; donne Ker [y C (. Finalement, il vient Ker [, = Ker [

Alors (théoréme du rang) : rg fy = rg (. En conclusion, pourtout AS G, rgA = rgJ.

Soit [ et g les endomorphismes de E = K" canoniquement associés 3 A et H.
f étant dans GLIE), on a f + g £ GLIE) sl et seulement sl (f + gh o ! £ GLIE), C'est-a-dire si et seulement si
ge [~ +1dg EGL(E).
Avec A€ GLn(K), onarg (BA™!) = rg B = 1, donc le noyau de g o /! est de dimension n — 1.
On compléte une base de Ker (g« f~') enunebase @ = (&), . . . ey, en) de E.
0 ... 0 Ay
Dans 3, la matrice de g« 7! est de la forme ¢ = ( o )etmaﬁ-ﬂﬂ‘l:'h-c:hn.
0 ... 0 kn
Avec det (C+ In) = 1 + hn, il vient A + Binversible si et seulement si An = — 1, C'est-a-dire Tr (BA™') » - 1.

OnaTrS=TrA+vZTrB+v3TrC
A, B et C étant idempotentes, leurs traces sont des entiers naturels.
5i S est idempotente, donc de trace dans M, I'égalité :
(TrA—TrS)+v2TrB+3Trc=0
signifie que (Tr A — Tr 5. Tr B. Tr C) est solution de I'équation (x. y. 2) € 77, x + 2 + 2/3 = 0.
Or, sachant que +'2. +/3 et +/& sont irationnels, il vient que yv2 + z+/3, avec (y. z) € GF, n'est rationnel que si
y=z=10.
Bet C étant idempotentes, onaaussirg B=TrBetrgC=TrC. Alos TrB=Tr C =0 implique 5=C =0,




5olt Eq; une matrice élémentaire de JUn(E), de terme géndral &, A ;. l=k=nl=[=n

Avec A =[a], ona AE,; = Zuﬂsk,s:u et on sait que Ey 1Ey | = B Ei).
il

Ahmm;:Eu“EU.demmdmnﬁemsurEu.mnﬁma la coordonnée sur E;; de E; A esl ay;.
k=1

Ainsi, la coordonnée sur By de il E; ) est ay; + ay;. Alors, il s'ensuit Trg = Z (@ +ay;) = 2nTr A
£
Comme A est idempotente, la relation Tr A = rg A donne le résultat.

Comme pit) est idempotente, on a rg(pit)) = Tr(pit)). Lapplication & - ¢« Tr{pit)) est continue (somme de
fonctions continues). Comme elle est & valeurs entiéres, elle est constante (théoréme des valeurs intermédiaires).

1 1
Posons p = EZQ. PourtouthEG,onahops= EE"“”‘

=i o=
Or g+~= h o g st une bijection du groupe fini G. Il s'ensuit ko p = p.
1 1 , ,
ﬁhﬁpap=ﬁ(zh) op= —Zhﬁp=ndﬂn¢1‘rp=rﬂp (propriété utile pour un projecteur).
hEG " heEd

IIvimtaInrs% Z'I‘rg-'r'rp- re p. Comme 'image d'un projecteur est aussi le sous-espace des vecteurs invariants,
PG
. 1 I
onargp = dim(Ker(p— Ig)). Avecp—Tdg = — 3 (g—Tdg ), ilvient 1] Ker (g 1dg | CKer (p—Tdg ).
ir=is e
Réciproquement, pour tout g € G, g o p = p donne :
Im p C Ker (9 — Idg ) donc Ker (p—1dg ) = ImpC ] Ker (9— Idg ).
fr =
. . 1
H.IEJEer[p—]dE]I = ﬂ Knr{g—[dg}iﬂldlm(giﬁnr[g—ldg}:] - EETEQ.

1 =)
Soit it o (B — M3, M —={Tr M1A. Alors h° = (Tr Ak et, avec f = Idg +h, il vient :
S =2+ TrAlf +(1+TrA) ldg =0,

- _ 1 . 1
SiTr A= —1, alors [ est bijective, d'inverse { " = ;e ((2+Tr A} ldg —f), s0it f " = ldg — e h. donc

. TrB
FiX) = B admet pour solution unique X = B — ma_

5iTrA = —1, alors /% = f et f est un projecteur de noyau { X, (TrX)A = —X }, donc Ker f = RaA,

Imf = Invf = Ker [f - Idg | = Ker h = Ker Tr. Ainsi, 5i Tr B« 0, ["équation n'a pas de solution et, 5i Tr B = 0,
I'ensemble des solutions est B + AL

Ex. 15 1 L+ap,
] 0 o : )
1) Premier cas . M = J = ) . Alors, avec A+ M = : , il vient
. : (e 4]
W] '
detiA + M) = det A + ay 1, 00 oy est be cofacteur dindice (1, 1) de A.

De mibme, detiA ~ M) = A - o y puis det{(A+ MNA — M) = (det A = af | = (det AP
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2) Cas général ; il existe P et @ dans GLa(R) telles que M = PJ @, Enposant B= P~ Ap~ Y ona:
det((A + MIA - M) = det(P(B + HQP(B - J)@) = det P* det 0° det((B + JKB - J1).
D'aprés I'étude du premier cas, det ({8 + J)(B - J)) = (det B,
Alors det (A + MNA — M) = det P det G (det B, soit det((A + M)A — M)) = (det A)°.

1 1
On notant m = Card G, on poss P = Hﬂ%n.mmwﬂ:nmmmpﬂ&h EHEE:;'I&M.

Il s'ensuit rg P = 0, c'est-a-dire que E M=0.
MeG

Niveau 3

En ajoutant les lignes Ly, Lg. « - « . Lo d laligne Ly : Ly +— Zh.mismf&mﬁﬂnta +(n = 1)bdans la ligne Ly,

il vient : i1
I 1 ... ... 1
b a & ... B
detA=(a+(n— 1) | :
E A
b ... ... b a
Pouri=2.3.....n, L +— Li— bl donne
1 1 1
0 a=b 0 ... ]
ﬂatA-{u+{n-—1]b} :
: A |
o ... ... 0 a-=h

Le déterminant qui reste & calculer étant celui d’une matrice triangulaire, il vient : det A = [a+(n— Db {a— "L
A est donc inversible si et seulement si a = b et e +(n — 1)b« 0 (n est supposé =2,
 Calculde A—1.  Considérons le systeme (S) : AX =Y éguivalentd X=A"lyv,

Foag + b + - - +hen = Wy 'Er)
by #axp+ bag+ .. +bay = (Ez)
(S)estéquivalenta: ¢
by s kbbXy_p+ @ = un =
1
L x4 +xn = meI*Hz*"'*!i'ﬂj IEH..];]'

(I"équation supplémentaire étant la somme des n équations de (5)).
On obtient encore un systéme équivalent en remplagant chaque équation (E;) par (Eq) — b(Ey,1 ), etil en résulte :

b
wlﬁlﬁm{n—h}m=y:—m{y~1+ s +yn]
1

L]
. ) in—2bjy—b :
M7 fa-bia+in- 1) bt Ey[
=
) . (—b)
£ cAl=
n conséquence, on a {a=b)a+in=1b) (—hi -
a+(n-2b




bwsrches |

Ex. 18
1) a) Par ransformations élémentaires sur les colonnes | Cryy +— Cpy = € 1 =j = n (o0 Oy estla K™

2)

colonne de M), on ne change pas le rang de M. Donc rg M = rg My avec Afy = :: B ’ .ﬂ.] '
De méme, par transformations elementaires sur les lignes - L.y +— Ln,y = L 1 = j = n, on obtient .

]'H.H|_=I‘ﬂl1-'l! dveL Mg=[:ﬂ I} :]-

0 B-A
Remarguea Les deux affirmations précédentes peuvent aussi se déduire des identités matricielles -

A 1] _fA A In —In A i] I 0 A 0
l[n B ..-'I.jl_[:.ﬂ BJ(U rn)ﬂ {u E—A)_(—In fnjl[:ﬁl B—ﬂ.}
3 f_|| —Iﬂ |||-'| |} . . .
ota les dey
en notant que les deus matrices {U . } af I:—I.-. J'n} sont Svidemment inversibles,
b} On montre facilement que le rang de M. est égal & rg A + rglH — A)
Par exemple, en posant rgA =r et rglB— A = s, on sait qu'il existe Py, @y et Py, Qo dans GLA(C);

Flﬂgl={g g}:_rr at ngs-mg:(t g}=J5

doil {F‘l U)(.& 1] }{91 U'}_{Jr u}

0 SN0 B-ASLD O 0 Jy
; : _fhA 0 _f&h 0 ; : . _

et puisque les matrices P = et Q= sont inversibles, ona . rg My = r + 5
0 B 0

En conclusion rEM =g A+ rgiH— Al

Ona rgA=n el rglB-Al=ndonc: rgM =2n <= (rgA=n 8t rglB-Al=n),

Binsi M est inversible si et seulement si A S GLAChet il existe DE GLa(Citelleque B= A+ D,

Dans ces conditions, powr Xy Xp. ¥y, Y5 dans M3 (C), ona:

{;1 .I'I.){I;jl=[?'.} — {A{x1+.‘f1:|=i’] — {:‘l[.:'{]+.ﬁi.'-g}=‘.r’|_

A BI\X Yy AXy + BXg = ¥y DX = Yy — ¥y

¥i={A '+ -0y
o=y, - D ly

X aAlept _p-t .
Xy D D Ya
. 1 oAyt A lymeoay! B At
O en déduit {" ]] =|: )
A B (- A1 (B - Al

Ex. 19

1}

2]

Supposons 1A} = 0,
Si A £tait inversible, pour tout B = 4,0C) on pourrait écrire B = AAT1B et on aurait donc
fiB =i f{a'B) =0

[ serait constante, nulle. Ce cas étant a rejeter par hypothése, on en déduit que A & GLRI(C

Remarque. Limplication ainsi démontrée donne par contraposition : A E GLy(C) == flAi=0,

Supposons que A & GLa (0.

a) Un premder cas est A = (1,

{1) donne alors YB < Ma(T), (01 = fB1} = 0 donc fi0) = 0 sinon § serait constante égale & 1, ce qui est
exclu par hypothdse.

b} Le cas général estrg A =ravec 1 = r=mn — 1.

010 Ly
Considérons alors la matrice | Ky = _l ol le nombre de 1 est égal a r,
o0
: LD
Vo ... ... ... ... o

K est nilpotente et rg Kr = v,
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Puisqu'elies sont de méme rang, A et K- sont squivalentes, ¢'sst-3-dire qu'il existe P et O dans GLA (L) telles
que A = PK- ce qui, d'aprés (1), donne fiA) = FPYIEN (K ).

Par ailleurs, KI* = 0 donne f{K:) = 0 et donc_f{Kr) = 0, puis flA) = 0.

Ex. 20
SoitA = [ay;| € Mal).
1) Pour X =[x lposons AX =Y . ¥ = |yyl.

1 f n
Alors, pour tout (& k) €01, n 0%, wgem Y ey done THAX = 3% age.

=l i=1 j=1
2) 500t (Ej) 1<i=n labase canonique de .i,(C) (matnices élémentaires),
' 1=f=n non non
Etant donné ¢ € Ala{C)", pour tout X = 3 %~ xEy y de MaiC), on a: glX) = 3% e(Ey)u dong,
i=1 j=1 il jul

d'aprés 1), ¢(X} = Tr{AX) 00 A est la matrice de terme géneéral ag; = ¢(E (b
Considérons alors I'application d» de M, (C) dans Aa(C)" qui, 3 toute matrice A de ,(C), associe la forme
lindaire g4 @ X+ TriAX)
s gst dvidemment linéaire et ce qui précéde montre qu'elle est surjective.
En conséquence, puisque  dim i, (T) = dim ML) = 2, on en déduit que & est un isomorphisme de 44, C)

sur MaiCy",

Finalement, pour tout ¢ < .8, {T)", il existe une unigue matrice A de Mn{C) telle que :

Bl = ¢ Cest-a-dire telle que WX € Ma(T), @(X)= TriAX).

3) Soitgs Ma(C)* telle que WX, YIE MaiCF. glXY) = gl¥X)

D apriss le 2), il existe A S MoC) telle que VX = MyiCl, g(X)h = TriAX) donc

pour tout (X, Y1 & My (T, TrAXy) = TrlavX), (1)

Sachant que Eq Ep = 8uEjy (5 ; symbole de Kronecker), an obtient :

n n n
AEy = ZEEUE”EH = E agEy donc Tr [.ﬂ.E&[] = iy .

=1 j=1 =1
Alors, avec i« j, X = Ey et ¥ = Ey;, la relation (1) donne TriA Egl = 0 donc ay = O puis, avec X = E;y et
¥ = Eyy, la relation (1) donne : TriA E) = THAE; ) donc ag = a;.
En conséquence, A est une matrice scalaire A = Al et gest définie par! g(X)= a1 TrX donc g= aTr.
Inversement, on sait que, pour tout couple (X, ¥ de Ma(C), on a TriXY) = TriYX), donc une forme linéaire
g = Mp{C)* wirifie glXV) = gl YX) pour tout (X, ¥ si et seulement si il existe x £ C tel que g = L Tr.

@) Tout hyperplan M de s (T} est le noyau d'une forme linéaire non nulle.

Il existe dong A € 4 (), A =0, telle que, pour out X de MpiT),onait: XEH «— TrAX)=0.

Posons r = rg.A, an sait qu'll existe P et @ dans GLe(T) telles que : A = PJr 3 GVeC Jr = {g E} et Awl
dquivaut & r = 1. On a alors, pour tout X = 80T ToAX) = TriPJe QX7 = TrlJy QX Pl
En considérant, par exemple, la matrice de permutation ;
a1 0 ... . D
01 0 ... 0 "f. L \
f . E o1 e
U= | : o ona Jeli=| ] _ [T
, : 0 o
0 1 : -
1 o ... ... 0 ' ’
\O .. o o .. D)

Bt Jull = Ixl7 = U donc, dans tous les cas Tedel) = 0, or U = QVP avec V = @ 0P~ ! donc
TriAV) = TelJ- L) = 0 et V, qui est inversible, appartient & H.




Exercices.

Pour i, j et ke dans [ 1. pll, Ay = A4y implique A; = A; puisque A, est inversible.
Ainsi g Ai — AiAg est une application injective.

La stabilité de U7 = {A;. . - . . Ap} pour la multiplication montre que (L) C L.

Il 5" ensuit que ¢ &5t une permutation de L,

Emadnncim = Ep:mmr = (iﬂ[]ﬂk.

=l =1

P
Enpn&anmnzm.cﬁinmﬁdmmﬁumt pour tout k[ 1. p .

i=1
P

Alars A = -’-{ih) = E.uk = pA, ot (%.ﬂ.)z = %Acequi montre que %Aﬁtummm:e de projection.
k=1 k=1

La trace de %n est donc égale @ son rang et ¢’est ainsi un entier naturel.

1 .
Finalement Tr A = p'Tr (E"") est un entier naturel multiple de p.

1) Premidre condition : en prenant M = A, il vient deti2A) = 2det A, soit (2" - 2) det A = 0, donc det A = 0.
On est ramend & detiA + M) = det M, avec A non inversible (ou de rang strictement inférieur & n),
Premiére démarche : soit Ay, . . . . An les vecteurs colonnes de A, On considére My .00, (k) dont la ™ colonne
ost — Ay, Alors A + M; n'est pas inversible et il s'ensuit det M; = 0,
5i A n'est pas la matrice nulle, on prend A; = 0. On choisit des colonnes LU, j& [ 1. n ]l {i} qui complétent — A,
en une famille de colonnes indépendantes, d'od det My = O pour une contradiction,

Seconde démarche : soit r = rg A et P, g dans GLn(K) telles que A = PU-Q avec Jr = { Ir [lII]':| .

0y 0y
Pour M = Piln — Jri@. det{RhQ + Pl — Jr)Q) = det{Pln = Jr)@) donne 1 = detil, - Jr), ce qui
impligue Jr = 0, donc A = 0.

2) Enposant U = M + B, det(A + M) = det( B + M) se |it detlA — B+ U =det L.
Comme en premiére partie, il vient det(A — B = O puis A -~ B = 0,

o a et
Gp-1 99 .- dp-z -1 -

M= R . . , .ﬂna”=ﬂilfp+ﬂ|d+-.-+ﬂp_1urp aved J = . . . u
o 000 1
@ M, o 100 0

Si A et B dans Mp(F) commastent abors (A + B w AP + B” mod p, compte tﬁﬂudEpﬁﬁEE;—pﬂll s=k=p-1

F
Alors, si des matrices A; commutent deux & deux, (E ..ﬂu:} . E Al mod p. En particulier ;
| 1

p-1

M” & o'l + Enﬁ-..l'ipmndp.
k=1
p=1
Aw{ﬂtlpet'!'xEE.x"-xmndgilvienIHF-{:Zak}:pmndp.
k=l
p—1
Il reste a noter que Aw BEmod p = ﬂetﬂ-detﬂmndppﬂur(nndur!:det.!rﬂ'-zn*mudp.
b=




Chapitre 4 : Caloul matriciel Systémes lindaires

Dna'ruIrh.lpin'ﬂ}qm.pnurmEN‘.mam-ZﬂdJnﬁlammﬂmrmdmmmumnip

d|m

désigne |a fonction indicatrice d'Euler Onadonc i s j = E gl k.

kit et kif

On pose Ay ; = 15 k divise i et Ay ; = 0 sinon, Alors, pour iet jdans [1.nl.ona:

]
(AS=" Biq dip ik,
k=1

On reconnait alors le terme général du produit de matrices P et @ triangulaires dont les termes diagonaux sont tous
égaux 4 1 pour 'une et égaux aux gik), k € [ 1, n ], pour I'autre.

1]
Le déterminant de A est donc égal & [ ] wtk).
k=1

1)

2)

S0it A £ % et u I'endomorphisme de K™ canoniquement associé 4 A. Notons r = rg A = rg .
u? = 0 équivaut  Im u C Ker u, ce qui implique r = n - r, soit r= 5 our = n', avec ' partie entiire de .
Soit (ey. - . . . er ) une base d'un supplémentaire de Ker w.
(ufer). - - - . uer)) estune famille ibre d'sléments qui sont encore dans Ker 1.
On la compléte par (.. - - - . €n—r ) pour obtenir une base de Ker u.
o I

Dans la base (u(ey). - - - . uler). €1, -« - Enor € -+ . er), |2 matiice de west J; = (tm oy

Toute matrice semilable & une matrice de caré nul est elle-rméme de camé nul, donc S est une réunion de dasses
de similitude.

Deux matrices de & de méme rang r sont semblables, puisque semblabdes 3 J;, et deux matrices semblables ont
le méme rang.

Pour tout r= [0, n' ]I, la matrice . est de rang r et de camé nul. Il y a donc 1 + r' classes de similitude.
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| Chapitre 5 ; Réduction des endomorphismes #1 des matrices camies

Dans tout ce chapitre, E est un K-espace vectoriel non réduita {0}, K=Rou K=_C.

A. Sous-espaces stables

1. Endomorphisme induit

'Y oy dit aussi que u

Y one B FEHG e
G = Vectlep., - « o) 8t

gﬂphpﬁdﬂ; B Enposant M = maty u, ona M = [my] avec my = ef (u(ey)) ol (ef ), estlabase
h'liﬂ-mhﬂi'i::h mu{ﬂ]lﬂinimﬂﬂhi"mﬂﬂlﬂtﬁu{g]lﬂhhﬂ!ﬂn
ol F eststable par u si et seulementsi i€ [ 1, pll. u(ey) EVect (ey. - . ., ep) Cest-a-dire :
o0 3 C=maly, (pei)g) viell.plVielp+1 ﬂ]-'ﬂ["{ﬂ]] =0
Ol ENCone | YiellLpl¥iclp+Lnl.mg=0.
. Prospriéeé 1

Dans les conditions du théoréme 2, il existe une base @ de E sur laquelle la matrice de w ;
(4 g]mmwmmam:

detu = .ht(

o c)ndﬂtﬂxdﬂtﬂ

posons M = (0 0 ) 2= (g, :,(,{_u,,] o= {0 ::,,) r= (& ¢ o

ol (0) représente la matrice nulle de My, - p, p(H) 0u M p,p - p(K) suivant be cas.
Copyrighted maierial

8




Exemple 1 M=

w5 pustification analogue
B eelle du théorkme 2,

| SDUS-enaces siables ]7

On vérifie que M = RQP et, par suite, det M = det P . det 3 - det R.
@ est triangulaire supdrieure, délément diagonaux égaux 4 1 d'ol det 9 = 1.
En développant det P, i — p fois par rapport & la demiére colonne, il vient det P = det A, et

en développant det R, pfois par rapport a la premiére colonne, on a de méme det R = det C.
Finalement :

det M = det A . det C.

1 0 2 0
2 10 -1]_ Ay ) est semblable 3 une matrice de la forme W = (A H:]
1 0 1 O e
1 1 1 ]

aver A € My(R),

Soit E un R-espace vectoriel, dim £ = 4, rapporté 3 une base & = (&), . etuS F(E) tel
que M = mats w. Par lecture de la matrice, on a ul[eﬂ =e-3+e41!‘tu[e;¢} = —eg + ey, Done
F = Vect (ey.e,) est stable par u, et d"aprés le théoréme 2, sur la base 3" = (eg, ey, €. ey),
la matrice de u a la forme souhaitée.

En effet, u{eﬂ = eg+Ey . u{e;.]- =  —eg ey danne
uley) = Zen+eg+e -y uleg) = ej+2e +ey
1 -1 2 0
1 1 1 1
matqg 1= 0 0 1 2 = N.
o o0 -1 1
0010
Lamahtedepmagedeﬁ!am‘enp=(ul 3 g ‘1] , €'est la matrice de la permutation
g 1 0 0

(333 §)ameteqer =

Aingi N = PTIMP = 'PMP et N se déduit de M en effectuant la permutation o sur les lignes
puis sur les colonnes (ou inversement).

2.2 — Somme directe de sous-espaces stables

Thitvreme 3

SoitFy. - - ., Fjp des sous-espaces vectoriels de E, supplémentaires tels que :
YicllpldmF=m=1,

P
et & une base de E adaptée 4 la somme directe E = () F1.

=1
Alors chaque F, 1 = i = p, est stable par u € F(E) si et seulement si maty u est de la
Ay LR
Ar : 5
farme o . ol ViE [l pl. A & M (K).
Apt
Propriéié 2

Dans les conditions du théoréme 3, la maftrice de u dans la base 51 est dite diagonale par
blocs. On a alors :
A {1}
P
& _ = [] det e
“:I.i " ™=
Ap

det u = det
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B Le résultat est une évidence pour p = 1 et il est vrai pour p = 2 d'aprés la propriété 1.
Suposons-le vrai pour p = 2.

Ay
(0)
['aprés |a propriété 1, on a
Ay
dEtH:dEI:-AP“- ([ﬂ" " {ﬂ])
Ap
Pl
puis, avec |"hypothése de récurrence :dat.H:Hdatm.

i=1
Alnsi la propriété est héréditaire et elle st donc vraie pour tout p & M°.

Soit alors M = {0} | une matrice diagonale par blocs, avec p + 1 blocs.

1

B. Polynomes d’un endomorphisme

1. Puissances d'un endomorphisme

__ Ddéfinition %
Soit u £ F(E). On définit les puissances u™ de w, ol n € M, par récurrence en pasant :
W=ldg . YneEM u™ suo ™

Propriéeé 3
YuE FELVip glem®, uPoud=udsuf =P,

——  Propriété 4
| Noyaux itérés d'un endomorphisme

Solt u e HE)

a) Lasuite [KeruP}FE“estcrnissmtm Ker uF © Ker uf*!

b} Sil'ensemble | p=h/ Ker uf = Ker u™*'} n'est pas vide, il admet un plus petit élément

n, appelé indice de w. On a alors ;
Vg N, Keru™9 = Keru™ , ¥ge [0.n - 1], Ker u™! « Ker 19,

€} 5i E est de dimension finie, 'existence de n, indice de u, est assurée et n = dim E.

USF a) Résulte de l'implication : uPix) =0 = uwPlxi=u [uPix)] =0,

b} Par définition de n, on a: Ker u™! = Ker u", d'ol pour g= M :

xEKer ™!l o yivieKeru™! = uYxieKeru" = x&HKaru™,
| Il en résulte Ker ™! C Ker u™9 donc, d'aprés a), Ker u™%*! = Ker u™9 puis par
| récumence :
| YgeE M, Keru" = Keru".
} £} 5l existe pe M tel que Ker u™! « Ker uP, alors, pour tout g = p:

Ker u™! » Ker u d'ot dim Ker u™! = 1 + dim Ker uf.

| De " = Idg, on déduit dim Ker u” = 0 et, par récurrence p = dim Ker v = dim E,
| Lensemble { p=R/ Ker u! = Ker u” | estfini, son nombre d*éléments est, par définition,
! I'indice n de w, il est majoré par la dimension de E.



Palynidmes d'un endomorphisme | I

Remargues
1) Sius(E)estnilpotent, 'indice n de u existe, C'est le plus petit entier p tel que Ker uf’ = E.

2) Pour E = R[X] et u 'endomorphisme de E défini par uiP) = F' (polyndme dérivé de ),
ona: ¥peEM®. Keruf = R, |X]. Uendomorphisme u n'a pas d'indice.
2. Polyndémes d'un endomorphisme

_____ [Dehmition 4

i fl

PouruEL(EIt PEKIX], P= Y aX" onpose Plui=Y  ayu®etonditque Pu)
b=l k=0

st un polyndme de I'endomorphisme o

Propriéié 5
u £ F(E) étant fixé, I'ensemble noté K[u) des polynomes de I'endomorphisme u est une
sous-algébre commutative de 51 E),

HE:' Par définition, on & K[l = g [ 4 [.Jﬂ}l ol ¢, est I'application définie par
' wu @ KIX] - FE), P— Plu),
- Vérifions que ., est lindaire, ¢'est-i-dire que :

, VIR Q) E KIXIE Wik, p) € K2 (A P+ u@) (1) = APu) + piu) (1)

| Pour tous polyndmes P, @ il existe n SN telque P =3 apX* . g= b ¥ e'®
%% sipgiemoni o=t et
suffit de poser n
n=maeideg Pdeg o). et on obtient alors |: hP+ uQ}I:u]' = z I[ ko + uhk}uk = AP+ p¥u) d'od (1).
ke=i)
| Par définition des polyndmes en w, on a liul = Idg Cest-d-dire (1) = Idg.. 2}
Vérifions que W(P. @)= KIXIZ, (P@Iu) = Pluj e @ul, (3)
Enefiet, onaP@ ="y Y achy X" donc (PQu) =Y Y apbyu™’ et d'aprés les

Je=) =) k=l =0

regles de calcul dans I'algébre S0E) ;

rn £ n ]
Plu)e Qu)m E ukuk & Z b.g-u:f = E Z dtb;ukq dod (3).

k=0 £=0 k=l} f=0
Les propositions (2) et (3) montrent que ¢, st un morphisme d'anneaux. En conséquence,
oy #tant linéaire, Tm ¢, est un sous-espace vectoriel de 1 E) et puisque c'est un morphisme
d'anneaux, Im g 85t un sous-anneau de F(E) done, finalement, Klul = Im g, est une
sours-algébre de F(E).

Enfin, la commautativité de k[x] donne celle de K[u] puisque PR = QF donne :
(PQHu) = (@PHu) Cest-d-dire  Paudo Qiul= Qlu) o Plul

Propriété &
u £ FE) étant fixé, I'ensemble noté #( ) des polyndmes P& KIX) tels que Pu) = 0 estun
idéal de F[X] appelé idéal annulateur de w.

5 $(u) est un idéal de KX puisque ¢'est le noyau du morphisme d'anneaux ¢...

Propriété 7
o' Cela tient au fait Lorsque 34{wu) = {0}, il existe un polyndme unitaire M., unique tel que ; ="
e WX eat un anreau
principal. Hu) = My K [X] = { MuFIFEKIX] }.
On dit que My est le polyndme minimal de w.
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o peehde A wt B

Propriété 8
Si E est de dimension finie, tout endomorphisme u de E admet un palyndeme minimal,

I3 SidimE = n, onadim $(E) = n*,
La famille (¥}, . estdonc liée et il existe n* + 1 scalaires ay, 0 = k = n*, non tous
n® m
nul:i.tﬂsqﬂ'Zukuk = [, En conséquence, en posant P = Eukx“.ﬂna!‘-ﬂﬂ
ke

k=i
P& #iuddonc Hu)m 0,

3. Décomposition des noyaux
u est un endomarphisme de E

ThiéorEmd 4
Soit (A, B)EKIX] x K[X] etD=AAB. %' Onaalors:
Ker Alu) O Ber Blu) = Ker DO

Er |l existe deux polyndmes A, et By tels que A = DA, et B = DB, Alors :
Alul = Aplul o ) donc Ker D{u) C Ker Alu),
Biu) = Bylule u) donc Ker DiulC Ker Blu).
Finalement Ker DiulZ Ker Alu) M Ker Blu). (1)
D= A Bdonne l'existence de deux polynames P et O tels que D= AP + B, donc
Diub= Plulo Aluh+ Qlule Biu) et Ker Alu) M Ker Blul C Ker D u). (¥4
(1) &t (2) donnent la conclusion,

_____ Thenrgme 5

a) Soit (A, ByE KIX] =« KIX] tel que A & B = 1. Alors :
KerlAB)u) = Ker Alu) @ Ker Blu).

b) Soitd; . Ag, ... An néléments de KIX] deux a deux premiers entre aux alors :

n
Ker {414z - - An}lu) = () Ker Adu),
=1

= a) Pour D=1, 0na DNu) = ldg donc Ker Diu) = {0},
Du théoréme 4, on déduit alors gue |a somme Ker Aluw) + Ker Blu) est directe.
Les inclusions Ker Alu) C Ker{AB) u) et Ker Biu) C Ker{ ABN wu) sont conséquences de
(ABN ) = Blu)o Alu) = Alu)e Bluddol :

Ker Alu) @ Ker Blu) C Kerl ABYu). (1)
Le théoréme de Bézout donne I"existence de deux polyndmes P et O tels que AP+ BQ =1
d'ol Idg = Alu)e Plud+ Blule ulet VxEE. x= Alu) o Plul(x)+ Bludo Qlulx).
Lorsque x £ Kerl ABW b, on a

xp = AMule Pludx)E Ker Blu) et x = Blulo @ludx)E Ker Alul

En effet, Blukx) = Blu)o Alu) o Plulix) = Plu)o (ABNul(x) = 0, ot de méme
Alu ) = 0. On en déduit

Keri ABK u) C Ker Al u) & Ker Blu). (2)
Finalement : HerlABNu) = Ker Alu) @ Ker Blu) d'aprés (1) et (2).

b) Remarguons que, pourtout p€ {1,2. ... .n= 1}, 0na (A Az -« - Ap) A Apyy = 1,
done, en utilisant le a), on obtient par récurrence que :

m
Ker Ay - - - An){u) = € Ker Aduw).
i=1




B a) Ker(ABNu) = E.
| b} Ker (A1Az - - - An){u) = E. Ce résultat est donc un corollaire du théoréme 5.

Exemple 2 5i E estun C-espace vectoriel et u € ¥(E) tel que u” = Idg, il existe rois sous-espaces Fy, Fy

&t F de E, stables par u, tels que E = Fy @ F; @ Fy et |a restriction uy de « & chaque F; est
une homothétie,
Onaid ¥ — 1= (X - 1) (X —j}{X - ) Estu).
X —1,X —j.X — j* sont premiers entre eux deux & deux. Done, d'aprés le théoréme 6 :
E = Ker (u - Idg ) & Ker (u - j1dg ) ® Ker (u - /* 1dg ).
Fi = Ker (u— g ). Fy = Ker (u - jIdg ) et Fy = Ker (u - j* Idg | sont stables par u
caru - ldg.u — jldg et u — * 1dg sont permutables avec 1.
y = up, estlidentité de Fy
g = Up, est["homathétie de rapport |
ug = up, est|'homothétie de rapport .

C. Eléments propres d’un
endomorphisme

%" Alors kESplu.

Remargue
Si h & Splu), on a Ker (u ~ Aldg ) = [0} que I'on note encore Euih),

Propriété 9
SituE FEIstxEE x =il
La droite D = Vectix) est stable par u si et seulement si x est vecteur propre de ..

P!
LW | |

terial
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1100 Un vecleur progee
et associe & one seule va-
leur propre.

s o = o —

Fropriéeé 10

Soit uE HE) H{]"'}Il:i-:n une familbe finie de valeurs propres de u deux & deux distinctes.
Alors, |a somme des sous-espaces propres associés : Ey ( Ay ) = Ker (u— A Idg ) estdirecte.

IS Démonstration par récurmendce sur n.
» La propriété est vraie pour n = 2.
En effet, si x € Eu( Ay ) M Eul Ay ). 0n @ wlx) = hyx = Agx, donc:
(ki —hgjx=0etx=0carky — hp=0.
Ainsi B (A ) NV Eu(ha) = (0} et Bu( s ) + Bulha ) = Bu( M) @ Eu(ha).
» Supposons la propriété vraie pour n = 2.
Soit A )  une famille de n + 1 valeurs propres deux & deux distinctes.

I=ismn+

L
SixE Bl Aner ) MY Eul Ac ), 00 2 ulx) = hpyyx, et il existe

=1

{A].----xn}EHEulilg}tﬂlquuxI E.u l:i:lﬂ.’u{.l:]lnzhm.
=1 i=1 i=1

nnendémlltz{m—nml]m=unlamzﬂu[:~.[}ﬂmﬁmd‘mﬁ

i=1 i=1
I'hypathése de récurrence, il en résulte :
Viellnl.(hi— Ay Ja=0done Vi€l 1. nl, x = 0lcarky — hp,q = 0).

[48
Finalement x = (). En posant F = $ Eu(Ai), 0N 2iNsi F4 Eu(hnet ) = FEE(An1 ).
=1
d'ol enfin :
A+l

Zﬂu{hr} -%Eu{m}.

=]

Corollaire 1

Pour & et o dans Splu), A=p = Eu(h) M Ey(p) = [0], =00

e Cewoillaire 2

Si [x1, .+, xn) est une famille de vecteurs propres associés & des valeurs propres deux &
deux distinctes de iz, cette famille est libre.

_ Propriéo: 11

Soit uE ME)et vE FIE tel e vou=uow
Alors, tout sous-espace propre de ["un est stable par I'autre.

B C'estune conséquence de vo (u = Aldg ) = (u— Aldg ) o vet du théoréme 1.

__ Propriété 12

Soit wE HE) et b = Splu). Aors ;
a) YPEKIX]. PuESp(Pu));
b) ¥keM, z%eSp(u®);

c)siv=z=u—aldgavecaE K, ona:
LhESpiu) = h=aESBplv) &1 Eylk)= Eyk — al




S S _. . Eléments propres d'un endomorphisme Ii

w10 coct un corllaire
de la proprieté 12.

e, 12 pugition de B0}

o 18 x avec hw
m.-::%ntxh

w14 5 & ot de dimen:
sion finie, 1S9 E) et in-
versible si et seulement 5
0 Splul

B a) PUXD — PO est divisible par X — & POX) = POV = (0 = M@, QUX) KX, donc:
Plu) = P Tdg = @udo (u~ Adg ) etKer (u - Idg ) CKer{P(u) - PN Idg).
j Ainsi Kerlu — hIdg) = {0} = Ker(Pu) - P())Tdg) = {0}

,! b} On applique le a) avec PIX) = X*,
|' c) I suffit de remarguer que u — A ldg = v — (h — a) ldg .

Propriété 13
| Soit u € F(E) et P K[X] tel que Plu) = 0. Alors, Splu) C { L €K, P =0},

= lupecuedelerdmmﬁlsmnuleﬂréﬁuté{ﬂ}etHuJ-ﬂ dong :
AESplu) = PIE [0} Y

Corollaire
| 5i uE FE) est nilpotent, alors Splu) = [0].

05 |l existe p= MW" tel que u” = 0 donc Plu) = O avec P = XP et la propriété 13 danne :
Splu) C {0].
D'autre part, Ker u « {0} donne 0 € Splwu) d'ol finalement Splu) = {0}.

Propriété 14 —
Sait u & F(E).

a) Ona Ey0) = Kery. =%
b) Slxﬂtunveﬂhrpmpﬂ:asswéé une vakeur propre non nulle, alors x € Im w. ="

_ Propriéed 15
Soit u € GLIE). Mmﬂneﬂpas»ﬁlwrpmpmetﬂp[ =1 '{L | LEBp{u}} o, |14}

ES OnaKeru={0} donc {IIESpi.‘u:I Alors :
AESplu~l) = 3IEE (0}, u M) =hx

+— dJxEE{0}. J;1'..1:-:.1.1[1']'

Propriéoé 16 ]
S0ituEXE), Fe{0g} unsous-espace vectoriel de E stable par u et v = up 'endomorphisme !
de F induit par w.

On a alors Splv) C Splu) avec, pour tout , £ Splu)
Ker (v — Aldg) = FN Ker (u — AIdg). !

= Pourtout h E K, ona:
]{&r[u—i\]d,.-] = {xEF.u"r.l[x’l=.Lx}
: = {xEF / uix) = hx}
.' =FrKer(u— ildg) .
| DoncKer [v— Aldg)={0} = Ker|{u— hIdg)={0]} cequi prouve que Spiv)CSplu).

_ Propriété 17 —
Etant donné a € GLIE), I'application -

Ig : FIE) = HE), u—=acuca ™’
st un automorphisme de |a K-algébre J(E) dit automorphisme intérieur associé 3 a.
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USE" On vérifie successivement :
s Iy estune bijectioncar: YoE FE), lalul= v = uma tovoa.
s [y estlindaire:  Iolhu + po) = Aa(u) + plgio).
» [ 85t un morphisme danneawx ;  [a{u o v) = Talu) o Lalv),

Propriété 18

Etant donné a = GLIE) et u € F(E), soit v = a e ue a™ ! Mimage de u par 'automorphisme
intérieur Iy. On a alors Splu) = Splu) et pour tout A E K

Eulk) = a[Eyulh}).

B SoitxSEethEK, ona:

XxEEJL) = asusa l(x)=he
= noa Mx)=ra Hx)
= a '(x) € Euln)
= xEalEulr))

Donc Evih) = a|Eu(A)) et puisque a est un automorphisme de E, Eu(h) est non réduit &
{0} sietseulement si Eyix) est non réduit a {0}, c'est-a-dire que & € Splo) équivaut &
A E Splu).

Exemple 3 Eléments propres de u € $(E) : les cas usuels.

a ) west une homothétie ; u = A Idg, AEK, Ker (u—Aldg) = E et Ew= {0}, donc A est
valeur propre de v
P = X — i étant annulateur de u, d"aprés la propriété 13, la seule valeur propre possible de
u est b et finalement : Splu) = {A].

b ) u est un projecteur avec u =0 et u = ldg . On aici 1 — 1 = 0 done X* — X est annulateur
de u et, " aprés la praprété 13, Spuc {0, 1),
Puisque w est un projecteur, on a Ker u = Im (1~ Idg ) et Ker {1 = Idg | = Im u. Donc
u=Idg donne Ker u={0} et 0ESpiu) puis, u=0donne Ker (u—TIdg | = {0} et 1E8piul,
Finalement, Sp u = {0, 1} et, comme on sait que pour un projecteur £ = Im wu @ Ker u,
onaid E = Eu (0} Eyll)

€ ) 1 est une symétrie avec 1« [dg et uwe — Idg,
Ona u® = Idg donc X% — 1 est annulateur de u et, avec la propriéts 13, il vient ;

SpluwC {-1.1}.

Soit 1 e projecteur associé a la symétrie u v = %m:l-”ﬂmf'rﬂx—l.

Les conditions w = Idg et u = — Idg donnent v = Idg et v=0.
Donc, d'aprés 2), on a Splw) = {0, 1} et en utilisant la propriété 12 on obtient :
PO} Bpiu) et P(1)< Splu), C'est-d-dire {-1,1} CSplu).
Finalement Spiul={-1.1};
Euili= Keriu — ldg) = Kerip — Idg) = Im &

Ey(—1)= Ker(u + ldg) = Ker(u).
d ) u est une affinité différente d'une homothétie.

Dans ce cas, il existe un projecteur v tel que w = Aldg +(1 — ko donc @ u = Plo) avec
P=(1-X\X+Ak

Puisque u n'est pas une homothétie, ona v=0, v=Idg et h = 1 donc Spiv) = {0, 1} et la
progriété 12 donne :

P0)E Splu)et A1) ESplu) Cest-d-dire {h. 1} C Splu).

Avec k= 1 et u— aldg = (1 — hv on obtient Ker (u — A Idg ) = Ker v, de méme
u—Idg =11 - L]{LI = ]ﬂg} donne Her{u— l.lig]- = Her[u = Idﬂ} = Im v, d'od
finalement ; Splu) = {A. 1}, Euin)= Kerv, Ey(1)= Imuw.
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Exemple 4 Eléments propres d'un endomorphisme de rang 1
Si uwE FE) est de rang 1, il existe a € E {0} et une forme linéaire ¢ non nulle tels que

Wy E wlx) = glx)a. Alors Im u = Veet(a). Le seul sous-espace propre associé 3 une valeur
propre non nulle est donc Vect a {associé a la valeur propre ofa)).

Conséquence
SidimE=1. Spu={¢ia)}. Eulelal) =E.
SidmE=1, Spu={0.¢lal}. Es0) = Kerg, Eu[-lp{ﬂ}J = Vect a.

Exemple 5 E étant un R-espace vectoriel, étude de Spiu) o u & S1E) tel que u® = — Idg.
Remarquons qu'il existe de tels endomorphismes, par exemple dans B2, u défini par :

L ) == gy, — X0,
Onaid X*+ 1€ $iu), donc, par application de |a propriété 13, Splu) = T car X* + 1 n'a
pas de racine dans K.

Exemple 6 Avec E = KIX], éléments propres de u € F(E) défini par u(P) = XP' - P,

EiiEHmﬁmWe&miIMF-Zuhx*.{m-l]},ml que XF' = {x + 1)P.
k=il

On en déduit nan = (A + Dan d'ollh = n — 1 {car ap » 0} ; A E M U {1}, puis :
Y00, n - 11, kag = nay d'ol ag = 0 et ainsi P = a,X".
Réciproquement, il est immédiat que ¥ A & M U{—1}. B, = X**! est vecteur propre de u

associé & la valeur propre A. Ainsi Spu = W U [—1] et ¥ A €5p . Eulh) = Vect (X**1),

D. Réduction en dimension finie

1. Eléments propres d'une matrice carrée

Conséquences

o VAEH.AEBplA) = AXE M, (K. X =0 AX = AX,

& 15\ marphisme défind « Identifions 0, (K et K", w15 X = 0, () est vecteur propre de A équivaut 4
au mayen d leurs hases XaOet3heK, AX = 0LX.

« Etant donné P € GL(K) et B = PAP™ Y, on a SpiaA) = SplB).

2. Polynome caractéristique

Théorems: 7

%" Coms dos fractions  BE” A — XI,, est une matrice a coefficients dans KX, = (18
e Posons A = [ayy]. A = XIn = [py(X)] : pyX) = ayy si = f, puiX) = au — X. Alors :
dntl{.ﬂ -—Pﬂ'n} = E B Mai 112 Z) * © * Prring-

[ =, . . .
b L-,'|.'§ '_'r'l I{.jh-.'.-,'::: matel I-:-Il
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17 ) dépend de u saul.

f
Siormldgy g Hpmnlixil est un polyndme de degré =n — 1.

=1

n n

Pour o = Idgyng. pr:x: - H“‘""“ est un polyndme de degré n et de
i=1 [

coefficient dominant {—1)",

det(A — X1 est donc un polyndme de degré n et de coefficient dominant (-1)",

_ PFropriéte 19
Si A et B sont semblables, on a : det (A — XIn) = det (B - XIn).

ES 5i Aet B sont semblables, il existe P € GLn(K), B = P 1AP, alors :
‘ det (B—XIn) = det (P~ (A - XIn) P) = det P~ det (A—XIn) det P = det (A—XIn).

 IMEhnigion &

| Le polyndme caractéristique de A £ il (k0 est X4(X) = det (A - XIn).

o Définduion ¥
Muefﬁmmmmmzua-mt.mhmmx“m det (A — XIn) est
indépendant de |a base 3 choisie. .17 C'est le polyndme caractéristique de u.

S ﬂ'mumamhﬁedeﬁ‘et.ﬂ = maty u, Aet A' sont semblables, done, d'apris la
ﬂqll!ﬁ‘m.dﬂl:ﬁ Jﬂ'.t} = det (A’ --Jﬂ'n}

___ Théoréms 8
Soit u = FE) (resp. A € Ma(K)) ot & £ K.k est valeur propre de w (resp. de A) siet
seylement si & est racine du polynme caractéristique.

AESpu = Kar{u-hldg':l {0} 4= dﬂt{u-hlﬂglnﬂ

_ Propriété 20
S0it u € FIE), (resp. A € Mnlk)).
Xu(X0) (resp. X,4(X)) est un polyndme de degré n.
= Le coefficient dominant est (—1)".
w Le coefficient de X" ! est (— 10" " Tru (resp. (— 10" Tr A).
» LE terme constant est det u (resp. det A).
KulX)=(-1)"X" +{_1].I‘t—lT|_.u_xH—l+ R A Th

R Propridéné 21
AS MK 1 Xp= Xy,

B X (%) = det (‘A = Xln) = det "{A— XIp) = det (A = XIn) = X(X).

Propriété 22

Soit ue ¥ E), F un sous-espace de E stable par u, et v %(F) "endomorphisme de F induit
par u : o= ug Alors Xy divise X,.

e e ———rers

I Soit & = {el e, ...,en) une base de E obtenue en complétant une base
B =(e, ... .ep)deF; (epg. ... n ) est une base de & supplémentaire de F.
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Alors maty u = ("‘ H:} E Mn(K) avec A = maty, v Mp(K), donc :

B
C—Xly—p

soit : XulX) = XplX)+ det (€ = Xln-p).

0 c

:un:x:--dat(“‘u‘“!’ }-M{A—Jﬂ’p}*ﬂﬂt[ﬂ—ﬂn—ﬂ

o8 coctadin que

ltmh:nhtm:-
gl ES o A valeur propre de u donne Ey(h) » {0} et donc dim Eu(h) = 1.
» Larestriction v de u & Eu () est application xi» hx de matrice A (avee p = dim Eqy(A))
dans toute base de Ey(k), donc X = (h — X)W, E,(A) étant stable par u, on déduit de la
propriété 22 que (a — X divise X, et donc que m = p.
Remargue importante
Si u est un endomorphisme d'un C-espace vectoriel de dimension finie, son polynome
caractéristigue a au moins une racine.
Consiquence : e spactre de u est non vide et u admet au moins un vecteur propre.
3. Diagonalisation
nﬂ-u-ﬂw.,...,.t_:
o, pour tout =L Lall, k
est la valeur propee adocice
U VeClEur DIOpEE &,

2

= (2
u étant diagonalisable, il existe 3 = (ei), _ haﬁltisfmrhdlmmlhu

En posant Ey = Vect (e). 1= i = n.maE-@E:.de:mman-mﬂuﬂ

utfhmwﬂiﬂedemn.vﬁrmm&tiq

2 = (m

ug, €tant Fhomothétie de rapport A;, tout vecteur non nul de E; est vecteur propre de u
s50cié & |a valeur propre hy.

1
Unehmdez,m.ihmmdhmeﬂ-@m.mmrmﬂ-dumm

=l
de .,

Copyrighted maierial
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2) = (3)
P
i 9 est une base de £ adaptée 3 la samme directe £ = () £ on aen posant my = dim E;:
i=1
Ay By K1}]
1
e hglmy
()
Aplm,
(0 \
0 P
Eﬂﬂlﬂ!mmﬂ'mﬂ.‘tﬁtg= Irn. ||'ﬂ!'|'||:u=zl['l'[.
0 =1
\ 0/
3) = (A
w0 e {0} 6 b Chaque E; est stable par chague m; ®"*"" donc est stable par u.
B Ey De plus, 5i xS Ey, on & w(x) = 05l jmi 6t mile) = xdonc ulx) = hox et ug, est'homathétie
de rapport k.
Thecreme 11

&) = @2
P
Pasons Spiul = {i1, pa. - - - . pp). F= P Eulp). VIEL 1, p1. g = dim Eulps 2
=41 ypothise indique i=1
n'est pas vide,
e E) sk pas Sid= {ﬁ}li"nﬁtuuhaudeEhmhﬂwe:tzuuprmudem{et}]ilmutune
famille libre de F, donc dim F = n et finalement F = E.
2 = (1)
Les sous-espaces propres de u forment une famille {E[}lihpd!mﬁmsnm!nm
o pone u est diago- taires dans E tels que chaque restriction ug, soit une homothétie, ==
résme 100,

Soit w; I'endomorphisme de Eu.l{l-l-l | induit par w, w est 'homothétie x — pix,
Ona Xy = pe—X)" et Xy, divise X,, (propriété 22),

P
Les X, étant premiers entre eux dews 4 dew, [ x., divise X
=1

d P
D'autre part (2) donne > gy = n donc deg [ [ Xu = n = deg X
=1 i=l
De plus, ces deux polyndimes ant le méme coefficient dominant (—1)", donc :

P P
:'-'4|=H 14.=H{pr—xﬂ e qui montre (3).

=1 =1

Copyrighted material
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hﬂa]l:hmleim-
tations de la démonsiration
prichdents.

" Yne matrice camée
est diagonalisable si et seu-
lnment i elle e5t semblable
a une matrice diagonale.

e ThEOMEmME 12

3 = @

P
D aprés (3), on & xu=1__[fu4—x}q‘mcq¢=dim£u{m}-
i=l

B P
Alors n = deg Iu-qu lzdiju[p.:;I = dim F, donc E = F.
i=1 i=l

Soit u € F(E), u est diagonalisable si et seulement si il existe un polyndme @ scindé dans
HX] n'admettant que des racines simples et tel que Qu) = 0.

I o
» 5i u est diagonalisable, il existe une base # = [e:]m_mdeEfmméedevertEursprqrﬁ
p P
deuetona Xu= ][ (wi—x)" Posonsalors @ =[] (wi—x). vient:
=1 =1

ul= [y Idg—u)o | paldg—u) o ... o ppldg —u),
ces termes &tant permutables. Soit x vecteur propre associé 4 la valeur propre ;. Ona:

[
@uixd = [ (w e —u) o ( pildg —u)ix =0,
=i
=l

Ainsi, pour tout i€ [ 1, n ]l Quifer) = 0 et donc Qiu) = 0.

P
s 5l exicte Q = [[ [ e =X avec les i deux & deux distincts, tel que Qiu) = 0, d'apris
i1

P
le théoréme & (décomposition des noyaux), on a £ = E[;Rﬂ-{ wi ldg —u) et uest
=1

diagonalisable d'aprés |a propasition (2) du théoréme 11.

— Corollaire 1

S0it u E F(E), u est diagonalisable si et seulement si son polynGme minimal est scindé dans
KIX) et n'admet que des racines simples.

— Théoreme 15

Pour que 1 € #{E) soit diagonalisable, il suffit que X.. admette n racines simples dans K.

B x, est alors scindé et, d'aprés le théoreme 9, on a, pour toute valeur propre A,
1= dimEyk} = 1, donc dim E{x) = 1 &t |8 conclusion résulte du théoreme 17-(3).

o Mhnition 101

A E Mn(K) est dite diagonalisable si et seulement si I'endomorphisme de K™ qui lui est
canoniquement associé est diagonalisable,

_ Propriété 23
Une matrice A £ Ml K) est diagonalisable siet seulement si il existe P& GLn(K) telle que
P~ 1AF soit diagonale, = "*%

Alors, P~1AP = diagihy, ha, - - - . hn) 00 les k, sont les valeurs propres de A.

ES" P est la matrice de passage de la base canonique de K™ & une base de vecteurs propres.

m
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4.

1}
2)

w28 0o i st phalice 3}
5i toutes les valeurs propres
sant simples,

Pratique de la diagonalisation

ue FE). A= maty u € Mlal.
Calculer X, = X, ot factoriser dans K[X].
= 5i X, n'est pas scindé dans K[X], A et donc u n'est pas diaganalisable.
= 5i X, est scindé dans K[X], on détermine les sous-espaces propres.
Pour & € Sp u. Eu(h) est défini par be systéme homogéne (A = Aln )X = 0, donc :

dim Ey(A) = n = rg (A = An).

5i & est valeur propre simple, on sait que dim Ey(k) = 1, doncrg (A — Ap) =n - L
5i, pour tout k & Sp . dim Eu(A) = m (ordre de multiplicité de 1), ='** u et A sont

diagonalisables et on obtient une base de E formée de vecteurs propres de u en aréunissants
des bases des E,(x).

Remargues

=, P pans oo cas, le sous- 1
espace propre comespondant 2)
st um hypesplan,

3)
5 27} gan fomer be sys-
1hme hamogine

4)
=28 g peut utiliser
fpile méthode & mire de
wirification. 5)

5i & est valeur propre d'ordre n, la matrice A n'est diagonalisable que si A = M.

Si A est valeur propre d'ordre n — 1 et A diagonalisable, alors rg (A — Ala) = 1, =%
Si k est valeur propre simple, la matrice A — Al est de rang n — 1. On en cherche le
noyal ; celui-ci peut s'obtenir directement ® 27 an exhibant une combinakson linéaire nulle
des vecteurs colonnes de A — M.

Le polyndme caractéristique d'une matrice carmée d'ordre 2 ou 3 peut &'bcrire sans Faide des
déterminants.
n=2: XgiX)=X% - (TrAIX + detA
ned: NyX)m -X* +(TrAX* — Tr(Com A)X + det A, = 38
Pour AE MpK)etB=A+aly, (aEK), mna XglX) = X4(X - a)et:
VP € GLn(K). P1BP = P71AP + aln

Les matrices A et B ont les mémes vecteurs propres, elles sont simultanément diagonalisables
0 N,

Exemple 7 Pour quelles valeurs des paramétres réels a, b, c. . e, [ les matrices suivantes sont-elles diago-

nalisables dans A (R) ?

l a b ¢ 1 a b ¢
0 2 4 e 01 d &
A%1o 0 2 g B=lo o 2 g
0 0 0 2 0 0 0 2

s XalXh=il-XN2-XP
1 est valeur propre simple donc dim Eq(1) = 1.
2 est valeur propre triple, A sera donc diagonalisable dans AL (F) si et seulement si :

dim E4i2) = 3 Cest-d-dire 5i et seulement si rgld — 20) = L
[

A=2 = EA=2)=1 &= d=e=f=0.

b

d e
o F
00

=2o o R

-1
|
o
0

Dans ce cas, E4(2) est "hyperplan d’équation x — ay — bz — ct = 0,
w Xg(X) =il - XP(2 - X2
1 et 2 sont valeurs propres doubles, B sera donc diagonalisable si et seulement si
dim Eg{l) = dim Eg(2) = 2 'est-A-dire si et seulementsirglB — L) =rglB - 21;) = 2.

0 a b ¢
o 0 4 e
Sl I
D0 0 1

gBE-L)=2 = a=0




S [ T adecken wdeesion o |

-1 a b e
B2, = g ‘; :_‘: rgB-2L)=2 = [=0
6 0 0 0

Exemple B 5oit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Alars 7= FE) tel que :

{1): {Jr_ ldg }H s{f+21dgl=0; (2): (- ldg ]1-'.: (f+21dg :l =0 n'est pas diagonalisable.
De (1), on déduit que Splfi C 1, -2} (cf. propriété 13).

5i [ était diagonalisable, on aurait (f - Idg ) o (f + 21dg = 0% donc on aurait aussi
(f - Tdg ) o (f + 2Tdg ) = 0. Ainsi f est non diagonalisable.

Exemple 9 A€ a,(C) telle que A* — A% — 44 + 41 = 0 est diagonalisable.

9 Togours o aprés le

thionime 12

La relation donnée s"berit PLA) = 0 avee PUX) = X7 — X% dX +4 = (X — 1)(X + 2)(X — 2),

La transcription matricielle du théoréme 12 donne immédiatement que A est diagonalisable -
SplA)C {-2.1.2]).

Restriction d'un endo e € 8 un stable

e Thiborémne 14

S0it uE FIE), F = {0} un sous-espace vectoriel de E stable par u et » 'endomaornphisme de

F induit par w. 5i u est diagonalisable, v = - est également diagonalisable,

B D'aprés le théoréme 12, u étant diagonalisable, il existe £ € KX scindé et n*admettant
que des racines simples tel que Qiu) = 0.
Q) = 0 donne Qlu) = 0 et, &%y est diagonalisable.

e Cowrollaine

Soit u € ¥ E), diagonalisable, et F un sous-espace non nul de E. Alors, F est stable par u si
et seulement si F admet une base formée de vecteurs propres de w.

Exemple 10 Détermination des sous-espaces de B stables par I'endomorphisme canoniquement associé 3 ;

o I 4 sdmet trois va-

‘1 1 -1
H=(1 1 1).
1 1 1

XA (X0 = X(X — 102 — X0 - %"*Y donc A est diagonalisable dans U (F),
Sous-espaces propres :
Eql0)  Equations: {

x+y—-z=10
x+y+z=10
y—z=10
x+zm(
—x+y—z=10
x4+y—z=0

Base: ey =(1.—1.00

Eall)  Equations: { Base : ey = (—1,1, 1)

Eql2)  Equations: { Base : ¢y = (0,1.1)
D'aprés le corollaire du théoréme 14 :

» les droites stables sont Dy = Vect(c), ic {1.2.3};

» les plans stables sont Py = Veetiog. c3) . Pp = Vectic), o3} . Py = Veet{o, o).
En adjoignant {0} et B, on a ainsi tous les sous-espaces stables,

5. Trigonalisation

Dr=himiticm 12
wE SE) est dit triganalisable si et seulement si il existe une base de £ dans laquelle la |
matrice de u est triangulaire. |




_._IME:MMHWHMHHMW |

N Remargue

w=IH E) est wigonalisable s Soit @ = {E|.-Eﬂ, G0C en} une base de Eet &' = (en, &5y, - - - ,31}.

base dans u;‘..?ﬂ”mﬁ Si maty u est riangulaire supérieure, matg u est tiangulaire inférieure, = 92
est trianqulaire supérieure.

Théoreme 1%

= '3 pobymame caractins-
tique de 12,

5 « Condition mécessaine
5'il existe & = {ey, - - - ,en) telleque:

t1 .- Im n
matgus | gy - ¢ | alors Xu0 = [ o - x0.

tn i=l
« Condition suffisante

Soit ®(r) |a propriété : pour tout K-espace vectoriel £de dimension n et tout endomorphisme
ude E, si Xy, X) est scindé, u est trigonalisable.

Supposons P(n — 1) vraie. Soit alors £ un K-espace vectoriel de dimension n et u € F(E)
tel que X,(X) soit scindé. X, X) admet au moins une racine & & B &

&3 e seule lorsque Soit ¢y un vecteur propre de 1 associé 3 h et & = (. ), ¢, - - - . ch) une base de E.

XX mla= X" maty u = ( o A i :] LE Myn_1(HK), AE Mp_ ()
n—1.1

donc XyuiX) = (x - Xidet (A - XTI,y ).
Soit F = Vect [cy. cy. - - - . ch). v =1, plaprojection sur F paralkdement & Vect (cp )
Mw=povOnawe FFletA=matjy, _ w
D'apeés Pin — 1), il existe ey, ¢y, - - -, cn) base de F telle que :

mat, _ w=TE M, 1(K)avec T triangulaire supérieure.
Il est maintenant immédiat que ®' = (cy.cz. - - - . €n) est une base de E.
Pour tout i € [2. nll, on a u(ei) = vfer) = povie) +miey, (o € K), soit ;

L') ;
avec L = [mg. mg, - - - L8|,
n=11 T (2“"3 ")

maty u est tangulaire supérieure, ce qui montre que P(n) est vraie.
38 1) ext dvidem- Par récurence, =33 ®(n) est donc vraie pour tout n € M°,

wlcyd m wiey) + ceyey, dond maty u= (l]

Défindtbon 1%

0,380 4 oot comblable
& une matrice triangulaine

Remarque
La démonstration du théoréme 15 fournit une méthode pratigue de trigonalisation :

1} on choisit une valeur propre & et on détermine oy vecteur propre associé ;
2} on déterming v = e (notations de la démonstration) ;
3) on choisit . valeur propre de v (donc de w) et on recommence |'opération.
N en résulte que I'on peut construire T avec une diagonale ordonnée de fagon arbitraire.
P
En particulier si Xu(X) = [ (% %)™ iap. .. . . xp valeurs propres dinstinctes de u,
i=1
d"ordres de multiplicité my, mg, . . ., mp), mpuunamquursuuudee iurme

n Lopyrighted material




Exemple 11

“h':ﬁ] Sinon, on aurait
A=k,

o B o calodd car
X N e XN el 1= Xl X

%% pamonstration du
théoréme 15

R § § .. o Réduction en dirn-umi;:n ﬁ.nlr.l.

M
hi
hg hy figure my; fois
- " ng figure mg  fois
[ﬂ] . hp  figure  mp fois

| Ap

g -1 2
Trigonalisation de A = (—I.’. —6 Ij).

14 =6 11
Ona X40X) = (1 — X : 1 est valeur propre triple, A n'est donc pas diagonalisable. =7
Soit u S FIR") tel que A = maty u 0l B = e, ey, e3) st la base canonique de R,
Ker (u — 1dg ) est de dimension 1; Ker (u— Idg | = Vect (¢;) avec oy = e + ey + 2es.
' = (1. en, e3) estune nouvelle base de RS,

1 =1 2
u{eg]::—q—ﬁcg—ﬁea-—q-—ﬁq-—dq mal.wu-(l] -5 B) =A'

ulez) = 2ep + 1leg + 1ley=s 2y + ey + Tey 0 -4 7
Posons F = Vet (eg. e3). 0= wp, w = po vol pest la projection sur F parallélement & e;.
:E’ ﬂ) = B puis Xg(X) =(1 - X). &%

Dnhml{er{w—![dp} =\'E1:t{q}3¥ﬂfq=3ﬂg+2ﬂa-

Ona mat, . ws= (

Dans la base (ey. e3) de F la matrice de w est triangulaire supérieure, de |a forme [; ‘11 ,

donc dans la base ®" = [y, ez, ey ) de R la matrice de u est triangulaire supérieure. &'
On a alors :
uicy) = Sulep) + 2uleg) = ) + deg + Loy (d'aprés la matrice A')

uicgl m oy + g
u(eg) = 2e; + ey + Tey {d"aprés la matrice A')
wles) = 2y + o + ey
1 1 2 1 0 0
Finalement mat(ﬁ_m_mu=(u 1 :!)=Tet T=pPlaAP avec F=(1 3 n).
oo 1 2 21

6. Le théoréeme de Cayley-Hamilton

e Lhéoréme 16

Soit E un C-espace vectoriel de dimension n = 1, Pour tout uw £ #E), ona Xulu) =0,

& 0 | aricte de om-
breusies démonstrationd de
e mésultal. Aucune ri'est

exigible pour les contours.

B =9 x, estscindé dans C[X]: Xy = H{’“ - X1, donc ;

i=1
xuﬁ-l:] = ||r|'l.1 Idg—u} a { ig [dg—ll] L BN - | f‘nn I-dg—l.-l]1
it est trigonalisable ! il existe une base € = (ey.ey. ... .en) telle que maty u soit
triangulaire supérieure ;
Viellnl. ta= A
m““'[t’;’]{v[uleul.nl”, ts) = tg=0
Pourtowtic [ 1, n]l, posons vy = ki ldg —wet:

Vi=s(mldg-u)o(Agldg-u)o...o(Mldg-u)=mome.. ..o

...ﬂ__.__
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e L ol dans sl
githre commutative Clul.

o' 48) bans oo chapitre, on

st Bmind, par b programme,
dHeHoul,

Exemple 1 2

| w8 e Ren-L

o M) gy oiberinuant suc-
' cessivermend b X les valeurs
[,

_ Corollaire

Soit (1) la propriété : Wi [ 1, (). Vi(g) = 0.

o P{11estvraie: Vi) = oy — ufe) =0

w Pour i £ [2. nl, supposons (i — 1) vraie,

Onaalors Vi=Vi_you =y e Vi_y =% donc:

pour 1 == i— 1. Vi(g) = & (Vi—1(g)) = i) = 0 d"aprés (i — 1);

i=1 =1
pour f = i, aVec wicgd = Ay "'Efk.r"-‘ka ilﬁ!ntm{ﬂ} = -Etuckplis:
k=1 k=1

=1

| Vi) "l‘i—l[l’l{ﬂ}}'—zmTﬁ_ﬂﬂﬂ = 0 d'aprés ®(i — 1)
ke=1

Ainsi, on a montré que P{i) est vraie,

« Par récurrence, (i) est donc vrale pour tout (€ [ 1. n ]l

» Pin)sberit Vil nl, Xulub(e) = 0, donc Xeiu) = 0.

Pour tout A € Ma(T), X = Eukx* désignant le polyndme caractéristique de A, on a -
Fe=ill

Xaldh =3 aa® =0
k=0

— Ihéoréme 17

Pour tout endomorphisme u de E, R-espace vectoriel =% de dimension n= 1, ona:
Xyl = 0,

Corollaire . .
Pour toute matrice A MniEL ona X4A) =0

L& @ = (ey. .- .en) Stant une base de E, soit A = matg u et soit u I'endomorphisme de

L™ canoniquement associé 8 A. Le théoréme 16 5" applique pour w, d'aprés son corollaire on
adonc X,(A) = 0, ce qui donne aussi Xyluw) = 0.

Soit E un M-espace vectoriel de dimension n = 1 et u € ¥(E). Alors, pour tout p € N,
uf & Veet (g, wou®, ... u" 1) Application

2 0 4

Am (3 —4 12) £ MyiR) et p= M, écrire AP en combinaison lindaire de I3, A et A®.
| 2 B,

» La division euclidienne de X par X, s'écrit: XP = X,0Q+ R degR < deg X, ="

On en déduit w* = Xu(u)o u)+ Ru) = Ru) d'aprés le théoréme de Cayley — Hamilton,

n—1

n—1
uume.:npnsmtﬂnzuﬁx": u"-zupu".
ke=D) k=)

» Dans 'exemnple proposé : XX = —X(X — 10X — 2).
La division euclidienne de XF par XX €'derit XF = Xq(X)O0X0+ aX?® + bX + e

0 = ¢ a = 21_3
On obtient ; =44 {1 = a+b+c d'nﬂ{h = 22kl
2P = 4a+2bsc e = 0

et Af= (201 —1)a+ (2-2F1) A




7. Une trigonalisation particuliére

B a) (u—Aildg)™ et u sont permutables car éléments de F[u], donc F; est stable par w.
P

nak -EBF. d"aprés les théorémes de Cayley-Hamilton et de décomposition des noyaw:,
i=l

b) Enposant ui = ug, ona (u ~ Aildr )" = 0donc (X = A¢)™" est annulateur de w
< qui impose Sp (u)  { A¢ |

o 45 | gise X, Or le polyndme caractéristique Xy, est scindé *'4%' dans K[X] et ainsi Splug) = ig{a}.
Sur une base @ de F triganalisant u, la matrice maty, w 3 donc | forme Agln, + N,

P
) Hiuihﬁidmmﬂchs-$ﬁlth}.
=1

Remarques
. 1) Lessous-espaces Ker (1 — hildg) ™ sont les sous-espaces caractéristiques de v 4
S Lew éde esthors 9y | oo marrices I sont nilpotentes.

A, .
3) On peut montrer que pour tout i 1 ny = dim Ker (u - Aildg) " = my.
T 3 -4 2 0 0
Exemple 1 Soim-(-a P E)E.ﬂamlmﬁmﬂﬁtmﬂibha:(ﬂ 1 1).
4 2 -1 oo 1

On trouve X4iX) = {1 - XP(2 - X),
Copyrighted maierial
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= Sous-espaces propres
Soit f = F(A*) canoniquement associé 3 A ;
matgf=A . B= (e )
Eql2Z) = Ker (f—2Hg) = Vect(cy) avec o =(1,12)

Eq(l) = Ker(f-Idg) = Vect(cp) avec op=(-1.2.0)
On a ici dim E4(1) < 2, f et donc A n'est pas diagonalisable.
« Trigonalisation
hurtmmhamd:&r{f—ldn.]i,fmnuﬁ:
8 3 -4 . 21 -1
d—{;-(—ﬁ -3 5)et (A= 1Ig) -(E 1 -1)
4 2 =2 4 2 -2
On en déduit que Ker {f — Idgs )" est le plan d'équation 2x + y — z = 0.
Une base de ce plan est (cy. cy) avec oy = (0, 1. 1). Par construction, on a ;
Ffler) =20, fleg) =on etf(ca) =flen+en) = —ey +Ben+eg=cp+cn.
1 -1 0 2 0 0
Ains}.ml!{F:(l 2 1).ilH1!ﬂtP‘]AP=(l] 1 1).

2 01 001

E. Applications de la réduction

L LU -
dienne de X7 par Xy (X0
nedeg K.

= U8 Thinveme de Capley—
Hamilton.

1. Puissance p*™ d’une matrice ou d’'un endomorphisme

1.1 = Utilisation du théoréme de Cayley-Hamilton

Soit A S M KL 1 existe (@, RS KIX]® tel que XP = X4(X)Q(X) + RIX), degR < n. =47

-1 n—1
Ona Xy(A) =0, %" Dod AP = RA) =Y a,A" obonapest RIX) =% apX",
k=0 k=l

1 0

Exemple 14 Caleul de A™ pour A = (1 0 1) € My(R).(nEN")

1 1 1
Ona Xq0X) = X(1+XK2— X). Pour tout n £ N, il existe QE R(X]. (a. b, c}E H“itehqu:
X" = HK}FH,[I]WEHE +hX+cc=0,a-b=(=1" 4a+2b=2" &

NP I " 1 on _ )
dol a=5(2" 1+ (=1"), b= 5(2" 1+ 2(=1)"""). On en deéduit

A" = _% (27T +i-1)") A% 4 % (2"ts20-1"1) A,

101 LA A AR 8 Vot R oS by
-4“=(1 2 l)dnnm.!"=5(2"+{—1]"“ 2"+ 2(-1)" 2"'+q—1}"—1),

2 2 2 321 3.2 3.2"-1

.,—n__.__ s S e ——
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1.2 = Utilisation de la diagonalisation

On suppose que A € A,k st diagonalisable. |l existe alors P& GLn (k) telle que P~ AP = D
soit diagonale: P~lAP = diag (Ay. kg, - - - . An).

Henrésulte A=PDP~! et Vpe b A" = PDPP~1 avec DP = diag (A].A8, . .. .af).

» Premier calcul de A™

Une premiére méthode possible consiste & opérer par diagonalisation effective de A, Cest-d-
dire calculer P, P~ puis AP = PDPP L,

01 0
Exemple 15 SoitA = (1 0 1) € .MgR) =™ Calouler A", n € N, par diagonalisation.

= 59 i exemple 14,

%1 Venemple préct-

dent met en évidence que
la miéthode par dagona-
lisation effective® ast ksen
plus. laborieuse que celle

qui utilise ke théorime de
Catyley-Hamilon.

111
Ona Xa(X)=X(1+XH2 - X

Ayant trois valeurs propres distinctes, 0, —1 et 2, A est diagonalisable.

Eql0) = Vect[g) e = (L0.-1)
SOLS-ESpaces propres : Eal—1} = WVect|eg) g = (1,-10)
EA2 = Vect(ey) o = (1.2.3)
1 1 1
done F‘]AP-diag{D.+l.21mP-( o -1 2)-|-Hi|ﬂl|dﬂﬂm!5
-1 ¢ 3
1 3 3 -3
P"-E(E —4 2).
1 1 1

donc A" =

1 11 0 o0 o 4 3 -3
( 0 -1 2) (EI -1 o ) (2 —4 2)
-1 0 3 0 0 " 1 1 1

0 (=1)" qn 8 3 -3
(u {—1m-1 2"”) (2 -4 2)
] 0 azn 1 1 1

1 (l:—l:l"+2n_l 2':—1]“_I+En_1 {_J}Fl_l_ﬂﬂ—l)

il =

il =

(=1)"—1 42N =1 a2t (P lyan
E-EH t 3_2" 1 3'2!1.—1

3

= Deuxiéme caloul ="V
Notons u & ¥{ K" | associé & A dans la base canonique @ : A = matg u.
S0t hy. . - - . kg les valeurs propres distinctes de A, d'aprés le théoréme 10, on sait que u

s'ecrit :
q
= E.?upu
=1
ol pour tout £ = [[ 1.q1, ps est la projection sur Ex [ As ) = Ker (1 — ki Idg) parallélement

q
4 la somme (1) Eu(x;) des autres sous-espaces propres. |l en résulte :

J=1
Jei q
‘d'l:E'H,uk=Zthu. (2)
i=1
Conséquence pratigue : il existe g matrices de projection [1,. . . ., Tlg telle que :
q
Wk e M, AR =§::.F1|._ (3)

im1
On peut, par exemple, calculer les matrices I1; en résolvant le systéme obtenu en écrivant |a
relation (3 pouri = 1.2, . .. . q.
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Exemple 16 Calculde lim A" pour A=
+

o By west pas scimdd
dans LX)

59 g berivant conte
relstion pour n=0, n=1 &

o ) e i st tomjours
vl lorsque Bl

o 55 ypen, Brapept,

= ) fomule du bindme
de Newdon.

= 57 voir axemple 11,

e e

£ Mgl
sy

sl == B =

a1

na Na(X)=(1l=X) (x’ + X+ é)mi: A n'est pas diagonalisable dans (R, =5

En revanche, dans C[X] : X4(X) = {1_x;(x+l;_') (H+I—E—').dm:1!u1

diagonalisable dans 450 C). Les trois valeurs propres distinctes sont: 1, ?1'533:} et El.ie'a'i

[¥aprés I'étude précédente, il existe trois matrices de projection T14. 1. 1Ty telles que ;

YaEM, A"=11 +2_E||:§'II‘J‘gl My +2_Ee_g1ﬂ3,
=" On obtient un systéme qui fournit 11y, 11y, 1.

Iy =+ Tl + | FY = Iy
n, - 2'm, - m, = oa
i i

qumnsquenﬁ.t*nmﬂ" = [y, donc seul be caloul de [T, est utile, et on obtient :

1
Iy = A [f3+2.|l+ Eﬁll.

0 -é 0
I 11 111
i reste a calouler A% = | pour conclure d lim A" =0, =- |2 2 2 |.
2 2 A—s s 5
1 2 2z 2
1 O
2

1.3 — Ultilisation d'une trigonalisation

On suppose que A £ Ay (K) est trigonalisable donc que X, est scindé dans K[X]. % '5

« Cas particulier
A admet une seule valeur propre : & £ I |l existe alors ;

A

P& GLn(K) telle que P~ 1aP = ({ﬂ} ) donc P~ AP = hin + N avec N nilpotente.

A

On en déduit A=Al + B avec B = PNP ! nilpotente, & 5

R
In et B étant permutables, on abtient %% : wpe N, AP =% CLa" B,

=0

Soit alors r lindice de nilpotence de B (on saitque r = n): ona B' = 0 pour tout j = r.
Wl en résulte que, pour tout p = nF:E[‘JFLP_JB‘HEH=A—L[“_

=0

2 1 2
Exemple 17 Caleul de A", nE M, pour A = ( =16 =& 11 ) o 5T

-14 -6 11

11 2 1 0 0
Onawqm.¢.=PrP‘amT-(u 1 3) ItP-(l 3 ﬂ).

001 2 21
0 1 2 00 3
Tulh+N amn-(u (1] a)nlbntenud'lnﬁczaturw‘:(ﬂ L] D).M:
0 0 0 00 0

B = A - [; est nilpotente d'indice 5.
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ﬂnnhﬁﬂitﬁhr!d":{lg+]]]"=ﬂg+nﬂ+%_—”ﬂﬂ done :
AR = n— 1!!1—2],3_"(”_2“*_ nin — llﬁgl
-8 —4 7
Compte tenu de A% = (—34 ~16 25),ilvientﬁnalenm:
=36 =16 27 .
~n* —nsl —n? Eﬂ%
n_ 2
S —2n? _18n -n'—6n+1 w
—4n® — 10n —9n® —4n 3nf+Tn+1
» Cas général
A est alors semblable & une matrice du type détaillé au théoréme 18. | existe -
T
s T i (58]
PEGLy(K) telle que P "AP = w T, avec T = kil + Nj %
(m \
o 58 potasions du tho- T,
réme 18, ¢
1
44 (0)
On en déduit, pour tout p M* : AP = PTPP™! avec TF =
(0
£+

odl, pour tout i, (1 = { < g), &i p = ry, (r; &tant Findice de nilpotence de Ny« rp = )
L[]
k o
'If-z[:phr kN[E.
k=)

~ Premier calcul de A"
Une méthode possible consiste donc 4 effectuer explicitement la réduction précédente.

() 3 —4
Exemple 18 Calculer A™, n € M, pour A = (-ﬂ -2 & ) € Mg(R).
4 2 -1

2 00 1 =1 @
ﬂaml'uerq:leﬁ.matmwé:P'inP=(u 1 l)avecP=(1 2 1).d‘uﬁ

o o 1 2 0 1
2" o 0 g 1 -1
'!'nEN,A“-F(ﬂ 1 n)P".lEﬂlculfnl.lnitF"a( 1 1 —1) d'ol:
o 01 -4 -2 3

oitl _gn_ o of_4n _2Mign+1l
Erli-l_ 4 Em-l - En-i-l +3

2"l Ldn=1 2"¢2n=1 =2"-8n+l
A"I( )

- Deundiéme calcul

S0it u € FIK") canonigquement associé & A A = maty @ = {E[}]ifi-n'

On peut envisager, comme dans e cas des matrices diagonalisables, une décomposition de A

utilisant les matrices 1, des projections py sur Fi = Ker (u— A 1dg )™,

Considérons toujours les matrices A; = diag (0, . . ., 0, Im,. 0, - - .. 0) auxquelles nous ad-
w59 vt ici de ma- jolgnons les matrices (1, = diag (0. - . . 0. Ni. 0, - - ., 0], &%
trices diagonales par blocs. q
La réduction précédente s'écrit alors P TAP =3 " Ay A+

=1
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=B rag cuites ont éee
étudides en premiive annde
{woir Amalywe — MPSI.

.52 gy wet Fequation
caractéristique de la récur-
PR

2. Frude des suites récurrentes linéaires d'ordre 2

Le but est de retrouver, grace au calcul matricied, 'expression du terme général d'une suite
récurrente linéaire d'ordre 2, =, '8

2.1 — Généralités - Rappels

Etantdonné des éléments o et bfixés de i avec bei), on note i I'ensemble des suites [un}HEH""
telles que ¥n S M, iy, = atig, + B,

« o estun sous-espace vectoriel de k™.

» L'application & : {Lh:lﬂﬂhq].uﬂﬁtllﬂﬂl'ﬂﬂlﬂlismeﬂi o sur W2,

& o estde dimension 2.

» Doun suites u = [uﬂ}uetu= |::.1n]|h de F forment une base de o i et seulement si leurs

images par 4» forment une base de K donc si et seulement si I ::"' : | =,
1

« Une suite géométrique (r" b, r = 0, appartient 4 & sl et seulement si r est solution de :
(%] - ar-b=0 %5

» En observant que I'ensemble des suites réefles solutions de la récurrence est inclus dans |en-

semble des suites complexes solutions de la méme récurrence, on peut limiter Métude 3 =

- Premier cas : A =a” + 4b=0

i contient deux suites géométriques non nulles (r{'}, et (rF'], ol ry et ry sont les racines

distinctes de ('€). Ces deux suites forment une base de <, car |,-1 ; = ry = rp = &t pour tout
1

(un),, de o il existe (h. p) € K* tel que 1 ¥nE M. un = Ar] + . Le calcul de h et u se fait

en rbsolvant le systame : {”1 *oumo= 1
A+ p = i

- Deuxidme cas: A = a + 4b=0donc a =0

f contient une seule suite géométrique non nulle (¢}, avec r = g racine double de ('€). Une
base de f est alors formée par les suites (r"hy, et (nr™hy, et pour tout (un), de &, il existe
(b e K2 el que:¥niE M. up = hr" + pnr”. Pour obtenir b et p on résoud maintenant le

Ar+ pur = u
tﬁﬂ'ﬂ-": 1 1
5Ys A . g

2.2 — Caleul du terme général, K =C
Soit u = (un ), un élément de & défini par la donnée de (1y. uy )€ C*,
A la suite u, on associe une suite vectorielle (Vi) _, . & valeurs dans C*, en posant

Yn=1. HLI(L:L:]

cette suite associée verifie donc: Wn =1, V= [': 3} Vn.

On pose A = (fl' E)E.ﬂgft}ﬂmuhﬁuﬂ‘."ﬂ’nil. Vi m A"y,

Le probléme est ainsi ramené au caloul des puissances successives de la matrice A dont le polyndme
caractéristique est X, = det (A — XIp) = X° —aX - b

= Premiercas: 4 = a® + 4b = 0.

La matrice A a deux valeurs propres distinctes r) et ry. On remargque quelles sont non nulles (car
b = 0) &t que ce sont les racines de I'equation (€).

ot plap_ 1 _[(n
Dans ce cas, A est diagonalisable et on obtient: P AF_(U rﬂ} AVeC F_(l 1).
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w2 yoir Analyse, MP.
chapitre 5, Séries entiéres.

o " Thiakme de Cayley-
Hamitton,

En conséquence :
L. 7 0 o1 -1__1 1 —&}
A P(u ry F r n—rn(-l n
PR L Sk Sl N
n=n\ f-g -nn(f-47"

ot avec ( = )-A"“l(ul) on en déduit ;

Uy g

ui_fEuI.'lrn Mlp = W] 5
+ g =

m-rg ! n-rg *

« Deuxiéme cas: A = a® + 4b= 0.

. 2r —rt
hmalmﬂ-Er.madun:h=—r“.mmﬁimﬁsiﬂhﬁ=(1 0 ) et admet r pour
valeur propre double, A n'est pas diagonalisable, mais on peut former une réduite triangulaire.

compuetenude (1) = (1) + 4(g) = () = () +r (o) onvose p= (1 g):

alors PE GLglK), P! = (': __lr) et P lap= (5 :) =T.

AuecT"":[:ﬂy{g ; )n-(': "’;,_l).etﬁ":ﬂ'"P'l.ma:
Aﬂ_[:{m 1" —ne™l
"Nt —ta-pet )
Fimlement{ ml)-ﬂ“‘l(:)Mn&:

ey = ™ Yy = (= 107y Ou encore Lh=l'ﬂrn+(u?l—”ﬂ) nr'.

3. Exponentielle de matrice

3.1 = Rappels et compléments

La notion d'expanentielle de matrice et les propriétés sont étudiées en Analyse, = "5/
Etant donné A € Mr(K), on forme Am =Y 1A% MorsexpA= lim Am.

k=il

k'! Al=4%%+30

S0it A et B dans AL K). 5i AB = BA, alors explA + B) m exp A exp B,

Si A et B sont semblables : B = P~'AP avec P € GL(K), alors expiB) = P! exp(A}P
c'est-d-dire que exp A et exp B vérifient la méme relation de similitude.

Méthode de base
Pour une matrice diagonale D = diag (dy . - - . ,dn), onaexp(D) = diag (e, . . ., e,
Si A est diagonalisable, A = PDP ! avee PE GLn(K) et D = ding (dy . - - - .dn),0na:
explAl = Pexp(DiP~ 1,

m
EF Soit X, le polyndme caractéristique de A. Dans la dvision de Pry =Y — X¥ par Xy,
2

ona: Pn= XaQm + Rm, degRm <n.
Il vient alors Am = PmiA) = RmlA) puisque X,(A) = 0. =S
La suite (Rm | ., est une suite de Kn_q[X] l:llequeerp:i:Iin.EuRm{ﬁ}.

Comme F = Vect (In A, - - -, A"~ 1) est de dimension finie, c'est un fermé de ALn(K).
Il 5" ensuit que exp A appartient & F et il existe P k,,_; [X] tel que exp A = P(A).

| B}
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3.2 — Exemples
Exemple 20 Caleul de exp A, avec (a, BeCt As MO ViLpeElL n]l® aip = betay = apouris=j
Avec U € Mn(C) de termes tous égauxd 1, 0n 2 A = all + (b — ally dong et = g%/ g/P— 00,
Ona &P o eB-ap, Pour ¢, calculons (alr), kM,

i 1
B8 g rence v | A¥EC UF = il il vient %% (al/)* = ~ina)*U pour k& M. De

"1 ™ tm}“ 1
K L 1 b
—lat) _:.1+h_§ |: (all) _rn+ — V- 2y,

on déduit e™' = I — %u+ ?u_ Finalement, e* = &~ %(In + %{e’“ - nju.
Sia=0,e=ell, o1, poura =0, & est combinaison lindaire de I, et A.

Exemple 21 Exponentielle d'une matrice carrée réelle d'ordre 2,
a ) Premier cas, A € . H) admet des valeurs propres A et . distinctes.
IIHEEPEnLg{mtellequz,q=mp-1mﬂ=(E “).
18
e 0 et -t At = pet
0 )_&D+BIHEM1::_ g elp= T
Alors e = PePP ! = aPDP ! 4 Bl = 0A # Bl
b ) Deuxiéme cas, A admet une valeur propre double A.

il existe alors P& GLn(R) et p € R tels que A = PTP? m‘h{; : )

Onael =

A-Mg=P[T=Ng)P loUN=T-Alz = {" “:].

0 o
=55 o0 ast nilpotente Pour ke € M, k= 2, on a N* = 0_ = /58
d'indice 2 en géndral, A'H'EI'_EIFN= Ij_'_Hd,nnf_BF,':A_ :"'IEJ = Pﬂp{T—hfﬂ}F_l = &+{ﬂ—h:2}r
%57 4 et Aty commutent. comme on a exp (A — M) = expialexp [~ Alz) =% etexp [ - wlg) = e M, i

vient e = & ((1 =AMz + A).
1) Troisieme cas, A n'a pas de valeur propre réelle,
& B8 o 4 pnt, A admet des valeurs propres conjuguées non réelles. Soit k + ip I'une d'elles, = '

IIe:isteaImPEGan}mlequzF‘1AF={:‘L _;l} S-nit.&:(': _ﬂl}

OnaP lap =i+ |-|.J-g etJf = —tg er kEM, JIK = (—1%0 et B < (— 1k
Zk+l

Kk M k_* T
donne exp | p Js) E: ) {2::]1" Zc D e Cestradire -

HIF[FJEJ =Rmuun+taiml“n-

& %" vair e cas pricé- Compte tenu de P~ (A — g} P = ol et exp (A — M) = e exp A, =" il vient
et

~* axp A = (cos pig + (sin w)PLP~L Or PLPL = l—ll_{.a. — Aly). Finalement :

expA = & ({mu kg + mﬁ‘“{a- ;ug}) = %[{umﬂu— A sin il + sin A ).

Exemple EIE 514 €. R) est & termes non diagonaux positifs, alors tous les termes de exp A sont positifs.
Soit = sup { |ayg| .1 = i = n}. Alors tous les termes de A + A, sont positifs et il en résulte

%™ por rbcumrence aisée. | que pour tout k € N, les termes de [A + k) © sont tous positifs, = ™!
| Il en est donc de méme pour ceux de exp (A + Aln ). On conclut avec ;
: exp A = e"‘e:p [A+M'.-,].
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essentiel

I. Eléments propres, diagonalisation

+ Sil'on veut

« ONn pent

¥ Si l'on veut

» 0N peut

¥ Sil'on veut

« Om peut

¥ Sil'on veut

= ON peut

v Sil'on veut

= On peut

¥ Sil'on veut

= On peut

calcuber les valeurs propres d un endomorphisme u d'un espace E de
dimension quelconague,

revenir & la définition : il s'agit de trouver les scalaires A pour lesquels
I'équation flx) = hx, x € E, admet des solutions non nulles.

~+  Yoir Mise en muvre, exercice |

montrer que des vecteurs sont indépendants,

essayer de reconnaitre une famille de vecteurs propres associés & des
valeurs propres distinctes.

— Woir Mise en aeuvre, exercice 2

ferire une matrice admettant pour polyndme caractéristique un poly-
nome P donnd,

penser a la matrice compagnon de P,

~+  Voir Mise en eeuvre, exercice 3
diagonaliser une matrice carrée qui 5'écrit A = pl, + B ol B est de
rang 1,

observer que les sous-espaces propres de B sont Ker B et Im B et
que ceux de A s'en déduisent trés simplement.

diagonaliser une matrice H,

penser qu'il n'est pas toujours indispensable de former le polyndme
caractéristique. Un polyndme annulateur peut fort bien faire I"affaire.

& Voir Mise en aivre, exercice

montrer qu'une matrice est diagonalisable,
montrer qu'elle a un polyndme annulateur scindé et a racines simples.

—+  Voir Mise en auvre, exercices 5, 6

11. Trigonalisation
v  Une matrice est trigonalisable si et seulement si son polyndme

¥ 5i l'on veut

» 0N peut

caractéristique est scindé.

<+ Voir Mise en aeuvre, exercices 7, B

trouver une matrice triangulaire semblable & une matrice A,
étudier Ker (A — Mn}k ol & est valeur propre de multiplicité k.
—+  Woir Mise en ceuvre, exercices 8, 9



II1. Théoréeme de Cayley-Hamilton

v |l s'agit d'un moyen particuliérement efficace pour obtenir un poly-
nbme annulateur d'une matrice camée.

—  Voir Mise en auvre, exercices 8, 9, 10
' Si I'on veut écire I'espace E en somme directe de sous-espaces stables,
» on peut utiliser le théoréme de décomposition des noyaux A partir du poly-
nbme caractéristique.
~+ Voir Mise en cuvre, exercice 9
¥ Sil'om veut calculer les puissances dune matice A,
« on peut diviser X par le polyndme caractéristique de A et utiliser le théo-
réme de Cayley-Hamilton,
—  Voir Mise en cuvre, exercice 10

IV. Sous-espaces stables

¥ Les vecteurs propres donnent les droites stables.
—+  Voir Mise en aruvre, exercice 12
v Si l'on veur déterminer, en dimension finie, les hyperplans stables par un endomar-
phisme de matrice A,
= on peut tudier les valeurs propres de |a transposée de A.
~+ Voir Mise en auvre, exercices 11,12

V. Exponentielle de matrice

v Des méthodes sont données dans les exemples du cours.
v Onpeut définir 'exponentielle d'un endomarphisme nilpatent, méme
en dehors d'un contexte de dimension finie.
~+ Voir Mise en auvre, exercice 13
¥ Sil'on veutr calculer une exponentielle de matrice A,

« on peut décomposer A en ply, + B avec H nilpotente.
<+ Voir Mise en ceuvre, exercice 14

V1. Questions de densité

v On fait appel id & la notion despace vectoriel normé. Certains
résultats sont faciles & stablir sur telle partie F de (o (K} et peuvent
ensuite dtre généralisis grace A la densité de F dans 4L,(K) et & un
argument de continuité,

— Woir Mize en ceuvre, exercices 13, 16




Mise en ceuvre

[. Eléments propres d'un endomorphisme, diagonalisation

—  Ex. 1

Soit E le H-espace vectorief des fonctions réelles continues sur B admettant une limite finie en +o0 et T
I'endomorphisme de E défini par ;

VICEYxER T Nx)m [ix+ 1)
1) Montrer que si A est valeur propre de T alors [A] = L.
2) Examiner si k est valeur propre de T et déterminer |e sous-espace propre éventuellement associé dans les
cassuivants: )A€ {0.1.-1}; brelo.1]; dre]-1.0[

Indications

1) Etl.ldiifnﬁnfmﬂx-r nlnEMN®,

2) a) Ewdier les noyaux : Ker T, Ker (T = Idg ) et Ker [T + Idg ).
b) Pour A € |0. 1, exhiber un vecteur propre «évidents associé 4 A.

©) Méme démarche.
solution Commentaires
1) Soit A = Sp(T). l existe f £ E % {0} tel que : Retour & la définition - |a condition [ w0 est &5~
YxeER, flx+1)= hfix), ritipds.
On en déduit VxS R, VnEN*, fix+n) = A"FflxL
MmeantL=EinjmﬂhﬁHﬂWMxER: Far hypathisse, tout Ehment de E admet une limite
b _,r[.1|.'+J'I.]= I h"ﬂ.t]:L il B e
W= i Pl o

J étant non nulle, il existe a = R tel que fia) = 0 et, avec
Fﬁr& A"f{a) = L, il vient |A] = 1.

2) al= Etudions Ker T.
FEKer Ts'écrit ¥x € R, [(x+ 1) = 0 soit aussi ;
YxER. fixi=0etdoncf=0p.
Ainsi Ker T = {0g | et 0 n'est pas valeur propre de T.
- Ehﬁmﬂer{T—I&E].
SEKer (T - Idg ) s'écrit W €8, flx + 1) = flx) ce qui traduit que
[ est 1-périodique. On obtient alors ;
YxERYnEN fix+n)=flx)
donc fix) = "_l:';rfm_ﬂx+n:- L. En notant C le sous-espace de E

constitué des fonctions constantes, on a done Ker (T — Idg | C C.

D'autre part, il est clair que toute fonction constante appartient &
EﬂtT-[ﬂg}.d‘ﬂﬂﬁﬂihﬂMKﬂT{T-IﬂE}IC.EEiﬂ.Iim Car ' [lg).
que 1€ Sp(T).
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—  Ex. 2
Pour n £ M, soit_f, #t gn dans €™ (K. R) définies par ¥x € R, faix) = cos nx et galx) = sin n.
Montrer que, pour tout i € Fy, la famille (.6 g1 . fa. g2, - - ., an) est libre,

Indications
i &t g Sont vectewrs propres de I'opérateur dérivation a l'ordre 2,
Des sous-espaces propres de valeurs propres distinctes sont en somme directe.

Solution Commentaires
SoitE=%¥"(R.Rietde FE), d : f—f" ona:
VkEN, [ = —Kf gk = Ko
Ainsi fi. et g, sont vecteurs propres de d associés a la valewr propre — k°.
D' autre part, Yk = M°, (. o)) est libre.
En effet, Afi + pgy = 0 impose k. = 0, puis . = 0. Faing = dans &k 08 kovsy sin foy = 0,
Les sous-espaces propres Eg(0), Egl—1), Ey(—4), - . ., Egi—n®) étant
en somme directe, il vient alors que (. fy .91 .92, - - - .fn . gn) estlibre.
— Ex. 3
suitnem',n;ﬂ_htnutpnlynhneuniulredeﬁn[xl.P=x“—zmx" . on associe la matrice ;
i=1
-l fn
1 () g
A=lg 1
(D) 0 oy
L 1 ;-

A est appelée matrice compagnon du polyndme P.
1) Calculer fe polyndme caractéristique de A : X4(X) = det (A — XIn).
2) Montrer que la famille [A"]M“n_ , st fibre, En déduire le polyndme minimal de A.

Indications
1) Etablir une formule de récurrence liant 4, et A, _; .
2) Dbserver que le degré du polyndme minimal est =n,

Solution -X 0 n Commentaires
1 =X :
1) Posons &n = XalX)= | g 0 recherche une farmule de rbourrence.
(0 -X o
1 = X

En développant suivant la premiére ligne, il vient :
Ap=(—1"g, _xA ;.

Doncpourtout ke 3. nl:
g1
T

A
O e |
XK xk-

Calcul dans be cops X des fractions ration
melles & coefficent dans K.
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0 est valeur propre de B. Le sous-espace propre associé Eg(0) = Ker B a
pour équation ay + x + a3 + xy = 0.
Une base de Eg(0) est, par exemple, (cy . e3.63)

e =1(1,-1,0,0) , ep=(1,0,-10) , e5=(1,0,0-1)
Un vecteur propre de [ associé & une valeur propre non nulle est a
rechercher dans Im B et Im B est visiblement a droite engendrée par
¢ =1(1.1,1,1%
Avec Bry = 4y, 0N a ¢y vecleur propre associé 4 la valeur propre 4.

I 1 11
: d -1 0 0 1

B est diagonalisable : en posant P = o -1 o 1|
0 0 -1 1

P~ 1BP = diagi0, 0,0, 4) donc P~ AP = diagi15. 15, 15, 19).

B est wisdhlement de rang 1.

Propriéte 14,

— ExX. 5

Effectuer la diagonalisation quand elle est possibile.

Am (_E;ﬂ :;‘) & Mg, (R) est-elle diagonalisable dans Ja,, (R) 7 dans My, (C) 7

Indications

Un polyndme scindé dans C annule A. $i & est valeur propre de A, alors A% est valeur propre de A%,

Solution

a Ona A% = — |, donc, dans B : SplA) = & dans T : SplAIC{L —i}.
» A est non diagonalisable dans iy, (R) mais est diagonalisable dans
My, (T} avec SplA) C {—L 1)

Eali) a pour équations : { “tAen=0-1sksa
—xp — =0, 1sk=n

Systéme dquivalent 8 — b+ X =0, 1= k= n.

Une base de E4(i) estdonc (cp.cp, «++ .Cn), O = € + I, k-

De méme, E,(—1) a pour base (¢}, . - - .y ). cf = & — ek

Adnsi, avec P= (:}:1 E'!!H)Eﬂlqnil:ﬂ.ﬂﬂ!j’_l,uﬂ={';n _?[“ )

— Ex. 6

Commentaires

Propriété 13.
Théoreme 12.

{8y ey B5t l3 base camonique de C*,
IT saiffit e remplacer ¢ par — i,

S0it M & GLA(C) telle que M soit diagonalisable. Mantrer que M est diagonalisable.

Indications

M & M), avec K = R ou T, est diagonalisable <i et seulement si il existe un polyndme annulateur scindé

et & racines simples.
Solution
M2 est inversible, ses valeurs propres sont donc non nulles.
P P
Sait P = [[ (X — xy) annulateur de M® : H (M® — Ayl = 0.
k=1 k=1
Motons, pour k€1 1, pl, pg et — . les racines camées complexes de i .

R
Alors X = [T (% = s} (X + i) est annulateur de M,
k=1

Ce plyndme O étant scindé, & racines simples, M est diagonalisable.
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Commentaires

Af est inversible

Ap.- - - hp valeurs propres distincies,
Aee b, ON 3 juim— i

M — byl = (M — el MM il

Résufiat rappelé en indications,




II. Trigonalisation

WU | . " o

0 1 2 1 @ 0
Lesmaﬁces.ﬁ.-(—z 3 E) oul= (n ] 1)m~ﬂ|ﬂ5u’imi53ﬂﬁdiﬂi-ﬂ3iﬂ}?
0 -1 0

Indications

Toute matrice de .6, () ou Ma{C) est trigonalisable dans AL, (C) puisque son polyndme caractéristique est
scimdé dans . La question ici posde revient & examiner si ce polyndme caractéristique est scindé dans K,

Solution Commentaires
—& 1 2 1-X 1 2
1) |-2 3-X 6 |=(1-X 3-X 6 |conduitd: | Cokoeme +colonned
-3 3 16 - X 1] 3 15-X
det (A — XI3) = (1 - X)(X* - 17X + 18].
Et X% — 17X + 18 est scindé dans R Discriminant positit
Alors A est diagonalisable puisque son polyndme caractéristique est | Done rigonalisabile !
scindé & racines simples.
I—%5 @ 0
2)| 0 -Xx 1 |=(1-X}{x*+1) n'estpasscindé dans &,
L] -1 =X
donc B n'est pas trigonalisable dans Ay (F).

— Ex. 8
=g & =3
1) Calculer le polymame caractéristique X, de A = (-1'.r 13 -'.r) £ My, A est-elle diagonalisable 7
-13 9 -4

1) Prouver qu'il existe A € B tel que B = A — Al5 soit nilpotente.

1 1.0
2)  En déduire qu'il existe PE GLyiR) telle que: P AP = (u 1 l).
o 0 1

Indications
On peut utiliser le théoréme de Cayley-Hamilton pour obtenir un polyndme annulateur de A.
Pour f € PIR) tel que f® = 0 et /¥ = 0, il existe une base (a. fla). (*(a)).

Solution

Commentaires
1) On obtient X4(X) ={1— X : 1 est valeur propre triphe, A n'est donc | Sivon, an aurait A=,
pas dizgonalisable,
2) EHl!{A—J';]Ia=ﬂ|il'h‘.B=A—I'_ngriF|m‘tenm Théoréme de Cayley-Hamilton.
3 -2 1
l.eralcufdnnnaﬂ“:(ﬁ —4 2):Bu'tnilpm:med'indh:ea.
3 =2 1
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3) Soit f= #(R%) nilpotent d'indice 3 r* = 0, /2 = 0. l existe & & B | v chapitre 3, propriéts 26,
tel que fZ(a) = 0, abors {a. flal, (*(a)) est une base de R,

En posant uy = f2(al, up = fla), uz=a,0na:

01 0
mﬂtilﬂanin:u-'-:(u 0 1)' Sur la b (e by = o 3
I
Appliquons ce résultat avec £ & F(H) tel que B = maty,,,_ I (€)1 = 1« n baase canonique de &,
On peut donc choisir : La ecture dé B mantre gué ey =0,
tty = &y = (00,1}
wp = fle) = (-3,-7.-5)
i = fHe) = (L2

d'odi la matrice de passage de (e =i a {m}lﬂ-f'iﬂ- :

1 -§ 0
FI(E -7 EI)
1 =61

1 0 1 1 0
Ona P lBp= ( i} 1) donc P~ lAap = (l] 1 ‘1). Paf corstnaction de |a base fi b «w-
oo

= 2 2

III. Théoréme de Cayley-Hamilton

— Ex. 9

8 -1 -5
Sulau.:(-a 3 1) E My(R) et f € F(R") de matrice A dans la base canonique (e;) . de R,

4 -1 -1
1) Calculer le polyndme caractéristique X 4. La matrice A est-elle diagonalisable ?

2) Justifier que B = Ker (f — 2 1dga) @ Ker (1 — 41dg )"
On pose Fy = Ker (f — Idgs ) et Fy = Ker U—a]dmjzetsnitgerf{ﬁ] I'endomorphisme de Fy induit
par [, calculer (g — ‘l[d'-‘a}a. En déduire qu'il existe P € GL3(R), que 'on explicitera, telle que ;

2 0 0
F'lﬂF-(ﬂ 4 1).
0 0 4
Indications

5i & est une valeur propre d'ordre m, il faut que son sous-espace propre soit de dimension m pour que la matrice soit
diagonalisable. Le théoreme de décomposition des noyaux permet de mettre en évidence des sous-espaces stables.

Solution Commentaires
1) On obtient X4 = det(A — X3} = (2 — X)i4 — X2 Caleud prdliminaive.
4 =1 =F
ﬁ—dl.g=(—2 =1 l)mmtrEquE: A—dly nest visiblament pas de rang 1.
4 -1 -5
dim Ker [ f — 41dgs ) = 1.
Ainsi (et donc A) n'est pas disgonalisable.
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2) X, est polyndme annulateur de [ donc, d'aprés le theoreme de

décomposition des noyaux, on a
R® = Ker (f — 2ldgs) & (- 41dgs)”.

- Hﬂ{r—qjdmji est stable par f, ce qui assure 'existence de g
endomaorphisme de Fa induit par 1.
Pour x & Fy, on a (f - 41!1;.:]2[1':! = 0 donc {g-ﬂd,;}ﬂx}:ﬂ
ce qui prouve (g — 41dg,)* = 0.
» OnadimF; = 2etdimKer (g~ 4Idg, ) = 1donch = g — 4 1dg,
est un endomorphisme de Fy nilpotent d'indice 21 h* = 0 et h= 0.

Il existe bE Fy tel que hib)=0, (hib), b) estune base de F; telle que:

mﬂﬁmm.mh=(g ;) danc F‘*“fnlm.m!?={; 1)-

» Avec a vecteur propre de f associé & la valeur propre 2, (a. f(b), b)

2 0 0O
est une base de B telle que : mat, jip) b f = (ﬂ 4 1).
g 0 4

-2 3 4
« Le calcul donne ; tﬂ—l:;]’*:(—ﬂ 2 4)-
-2 2 4
Une base de Fy est donc (i el avecu=(1,1,00etw=(1,—-1,11. 0n
obtient (g — 4 Idg, ) (u) = (3, —3.3), on prendra donc :
b=(1.1.0) , hib)=(3.-3,3)
8 -1 -5
Deplum—ma:(-z 1 1)d'mhr=*,=rtaawem=u.1.1].
4 =1 =3
1 3 1 20 0O
Finalement P = (1 =35 1) donne P'lﬂF-(n 4 1).

1 3 0 o0 4

Ex. 10

Les polymdmes X -2 et (X -4/ sont premiers
efilse elin
“]-F|Wg-

Fet(f -4 g )® commutent.

Car @' = FyEFy ot dimFy =1,

Fi=Ha.

-3 & 6
P"z% L =1 .0 |
] 1] —8

2 -1 2
Calculer A™ pour A = ( E -3 3 ) EMylR), nEN".
=4 B —4

Indications

On divise X™ par le polyndme caractéristique de A et on utilise le thaoéme de Cayley-Hamilton.

Solution

On trouve Py (X) = —(X + 1), La division euclidienne de X" par (X + 1)°
5"t ; X" = (X + 1P + aX? + bX +e. ()
On en déduit nX™ ! = X + 1P@X+ (X + 1PQX) + 2aX + b (2)
et nin-1x"2=
BIX + LX)+ BIX + 1P + (X + 1PQ" (X + 2a (3)
(=1""=a="h+c
n=1)""'= -Za+b
nln - 16-1""%=2a

On obtient ;

Commentaires

Par deun disrvations sutoeisies

En substtuant & X la vadeur —1 dans (1],
[2) 13}
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Solution Commentaires

1) Le polyndme caractéristique de A est Py(X) = —(1 + X, Rigle de Samus par exemgple. Noter que Fy(X) ne
0 a a dépend pas de a.
As+l=| -1 0 0 | estderang 2. Le S0us-2Space PIOPIe ass0Ck | ;. o Le sous-espace propre est de dimension 1,
1 0 O A== 1.
4 —1 est engendré par vy = (0, —1, 1, Vy et Vy doivent vérifier il
(A+K)Ve=Viet(Asg)vy=Vs
Va=(1,000et Vy = %[n. 1. 0) conviennent. On cherthe des anlécédents simples
-1 3 B
A est ainsi semblable 3 T-( 0 -1 1 ) ¥y. Vi, Vi sont indépendants.
0 0 =1
0 0 0
2) B=As Iy vérifie B* = (u —a —-q)l!{53=ﬂl.
0 a a

On en déduit A™ = (—1)" (;3—"5+5-':—",2:-1-353),c'm-a-dhe; Formule du bindme et 8 nilpatente,

1 — R =i '
A"=(=1)"| n 1-nin-1)§ -nin-1)3F |.
—-n n[n—l]f 1+.r1{r1—_'l:|§
Avec A= —Iy+ Bet pourtoutnel, n=2;

1

{xAY"
m Kn 1 -'i.'n_l A.'E a I"_E
-f-li"mfg.+xll-1]"_ m—_—mﬂll' -E-[-”H'_ M "

il vient finalement explxd) = e~ (.Eg + X + x-;az) c'est-d-dire :

1 e ax
expiedi=e* | —x 1-jar —jac |
i %ru'ﬂ 1+%|I:.|.|;:2

VI. Questions de densité

Ex. 15
1) Maontrer que GL,(F) est dense dans (K.
2) Montrer que pour tout couple (A, B) de 4L,(1), AB et BA ont méme polyndme caractéristique.
3) Soit A et M dans i, () telles que A est nilpotente et AM = MA. Montrer que det(A + M) = detM,

Indications

MM est supposé mund d une norme quelcongue qu'il est inutile de préciser plus puisque I'on sait que, sur un
espace de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes,

1) Pour tout A £ M (K], considérer les matrices Ap = A - %In.

2) Envisager d'abord le cas ol I'une des matrices est inversible.
3) Commercer par le cas ol M = [, .
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Solution

1
1) Etant donné A € M, (K), pour tout p € M°, posons Ap = A — g
Il est clair que Flj::nmﬂp =4

Ap est non inversible lorsque det {A - %Ir.) = (), ¢'est-a-dire lorsque
% st valeur propre de A, donc, puisque A admet au plus n valeurs
propres distinctes, 'ensemble {pa e ;% & Sp(A)} est fini et i

ulmmENqumpamnnah%Eﬂpi;ﬂ].mmnséquenre,
(Ap) pngs, €5t ume suite de GLan () convergeant vers A ce qui montre
que A £ GLAK). On a ainsi prouve que a5 = GL, (K).

2) Supposons dans un premier temps que A £ GLy (). On a alors pour
tout x € M, AB — xlp = A(B— A1) 0t BA — udp = (B-xA71)A
donc

Xamix) = det {AB — xdn) = det Adet (B - xA™ ")
= det (BA — xdn)
= Xgalx)
Il en résults : Xang = Xgq.
Pour généraliser la propriété, mnarqums d'abord que si, pour

M E Mn(I) on pose Xy = Eukw}x" les ay sont des fonc-

tions continues sur () pulsm'll 5'agit de fonctions polyndmes par
rapport aux coefficients m;; de M.

Etant donné A & (), considérons une suite (Ap) _,, de matrices
inversibles convergeant vers A. Le produit matriciel étant une application
continue sur Ma(K)® on obtient alors :

A Y (B St AR L Rl

donc, par continuité des ay , il vient :
Yic€ [0.nll. aulAB)= p_hl:tfxut[.lpﬂj

et n*{ﬂﬂ}npﬂjﬂnuk[ﬂ.ﬂ.p}
Or I'étude du premier cas nous donne :
VikE [0,n].YpEM, ax|ApB)=a.(BAp)
d'od finalement V=1 0, n 1, ey (AB) = ay(BA)etdonc X g = Xpa -

3) Envisageons d'abord lecas ol M = Iy .
A Stant nilpatente, il existe PE GL,(C) telle que P~ 1AP = T od T est

triangulaire supérieure de diagonale nulle. Avec ;
| (R I 1 G- SR
T= ilvientP~! A+l ) P =
. T _ R R T,
1 JU SR | | | R | R |

done det (A + In) =det (P71 A+ I;)P) = 1 = det M.

Commentdires

Car || Ap—All = ,—iil L |l

Car dogdatid— X b= mn.

Powr les déterminants on sait que

debl MY =det{ N
=det N det &

DPars H=H ou ., I'bgalité des jonciiom poly-
nimes donne Dégalité des pobmimes K. et
i

g A (R — R

Lhilisaton de la densité de GL,(k) dans @, k.

.'I.F.El]l.“qlﬂdnlm H"‘F.- .;""I'-l i

A ftand nipoiente, on a Spldl={0} et dans
AL T} beite Fatrce e41 trigonalatds.

La propriété est démontrée dans ce premier cas




Supposons maintenant M inversible.
Onaalors A+ M = (AM ' + In) M, donc :

detiA + M) = det Mdet (AM ™' + Iy
=detMdet (B+1;) odonapest B=AM .
Avet M~! sont permutables donc B” = A"(M~1)" = 0. Ainsi B
est nilpotente et I'dtude du premier cas donne det (B + In) = 1 d'od

detid + M) = det M.
Mﬁlumgﬁﬂd.mmmm,maH-HM+ A et
—

les matrices M + &Iy sont inversibles pour 4| assaz petit.
On obtient alors det(A + M) = lim det (A + M + Aln), puis d'aprés

I'étude du deuxibme cas : det (A + M+ Aln) = det (M + Aln) dis que
M + hln est inversible, donc :
det(A + M) = lim det (M + hln)

c'est-a-dire ; det(A + M) = det M.

Ex. 16

AM = MA donme M 'A =AML

C'est encore la densité de GL, (K dams
M (b, cela w8 prowe exactement comme
dans le 1),

bl A+ ML) #58 une fonction paly-
nimi cantinue,

Par coritifiuitg de & —» dabiMshl, L

1) Soit @,(C) ensemnble des matrices diagonalisables dans AL {C), montrer que Sn(C) est dense dans M (C)
2) Retrouver le théoréme de Cayley-Hamilton en commengant par le cas des matrices diagonalisables dans 4, ()

Indications
1) Pour AE Mp{C), construire une suite de matrices de valeurs propres deux 4 deux distinctes et convergeant vers A.

Solution

1) a) Toute matrice A .M, (C) est rigonalisable dans A,{C). En posant
f

196

XalX) = H [ kg —X), il existe P& GLn(C) telle que P~ AP =T
k=1
oll T est triangulaire supérieure de diagonale [xy . . . .
Pour tout pe= R*, posons :
) 1

TF=T+d13-E(Er

On aclairement lim Tp = Tdonc, par continuité du produit matriciel,
p—+o0
lim Ap= A

P+ “:
Montrons maintenant que, pour passez grand, les scalaires . = Ay + B
1 = k= m, sont deux & deux distincts.

-Aal.

2 n -1
Seee ,—P}emp_?rpp -

k 2l
s Premiercas:hy=Ag= ... = Lq-LﬁEmnt:hquEmdlshnm
il en est de rméme pour les . quel que soit p& M.
« Deuxidme cas : il existe (¢, f)€ [ 1, n]* tel que k= A;. Posons alors

r-%min{ [pi=n| HipETL Al A} ionar=0.

Pour tout (L. 1E L1 n1® tel que A; =y, les boules ouvertes Bq(h . r)
et By (A, . r) sont disjointes car, 5'il existait 2 € Ba (kg . r) MBo(xy.r),
on aurait |h; — Ay| = |Ai — 2| + |2 = A| < 2r ce qui est contraire 4 la
définition de r.

Commentaines

Car 50X est scindé dans CLX). Ave: cette (on-
wention, les & ne sont pas seppokis deux  deu
distinets © chaque valeur propre apparalt dans la
liste: fhy kg oo o o hnl 0 Rombre de fois dgal &
sion comine: de multpliciné,

Mm:u:ell.nl'.u,—u_fat—;i.

Zr est be phas petit dlément d'un ensemble fini,
no wide, de pésls siriclemment positls.

Bylky )= {BEC /|5 —2|=r].
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Chapiing 5 @ Regumon de endomonpiibimes o del matnoes canbes

ercices

. Ex1
I Diagonaliser la matrice
a h
A= a+ b € Mgy _ (R
] ]

50it w, v, f trois endomorphismes de E, K-espace vecto-
riel de dimension finie tels qu'il existe (A, )< K* avec:

F=hu+pn 2 =2%u+ 0o @ =0+ pde. (1)
Montrer que [ est diagonalisable.

i Diagonaliser la matrice :

2 1 (0)
Aa=| 1 2 = MaiR).
o
iy 1 2

Soit A S MaiC) et B = "comA. Montrer que tout
vecteur propre de A est vecteur propre de B.

50it A £ MniR) €t B € My(R), B = {:E E:} deux
matrices diagonalisables. Montrer que :

A A . )
':‘{q,.u mﬂ)EﬁutH]eﬂdmﬂltﬁhla

1) Soit AS Ala(K) admettant n valeurs propres deux
a deux distinctes et B E M, (K) telle que B* = A,

Montrer que B est diagonalisable.

Niveau 1
. g

Niveau 2

Diagonaliser A =

et montrergue 'on

(=T = - ]
L= ==
= =

Lo o

0
peut choisir |a matrice de passage telle que pl=p

Trouver les sous-espaces de B stables par u canoni-

1 1 0
qmantmiﬁi:ﬂ-(—l 2 1).
1 01

1 4 2
TrmﬂEfIﬁ[lﬁﬂm:Ed-!M:(ﬂ -3 -2)-
o 4 a

2) Trouver toutes les matrices B € Mg(R) telles que
11 =6 &
B = (—E 3 —3).
5 =3 3
(Ex 10

Soit E un C-espace vectoriel de dimension n et w, f,
g des endomorphismes de E tels que uo f = go u et
rglul=r= L

Montrer que les polyndmes caractéristiques y s ety ont
au mains une diviseur cormmuns de degré =r.

1 0 0

S0it A = (1 1 ﬂl)  Mg(R). Trouver les matrices
1 0 4

X € MziR) telles que X¥ = A, (1)

50it £ un R-espace vectoriel de dimension finie et
u s FE el que u® = w.

Trouwer bes sous-espaces de E stables par .



So0it £ un R-espace vectoriel et f € F(E) pour lequel il
existe PER[X) tel que PI0) = 0, Pi0)=0 et P{f) = 0.
Montrer que E = Im f & Ker f.

1) SoitAC Mp(k):

0 1
Am 1 L
(o

1 0

Soit [ et g deux endomaorphismes permutables d'un C-

espace vectoriel E de dimension finie (f o g = g o 1)

1) Montrer que F et g ont au MOoINS un Yecteur propre
COMmmun.

2} Montrer qu'il existe une base de E dans laquelle les
matrices de f et g sont triangulaires supérieures.

3) Montrer gue si f et g sont diagonalisables, il existe
une base de E dans laguelle les matrices f et g
sont diagonales.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et u
un endomorphisme de E, On pose ;

Cu)= {[vEFEVuove vou}
(ensemble des commutants de w).
1) Vérifier que €(u) est une sous-algibre de FIE)
comtenant F[u], algébre des polyndmes en w.
2) On suppose u diagonalisable :

i)
E = P Eui)
=

ol Ey(hi) = Ker (u— hIdg) et hy. ... Ap
etant les valeurs propres distinctes de u,

Soit® = (), ., unebase adaptée 3 la somme
[+
directe £ = E) Eu( Ao ).
o1
Montrer que ¢ € F(E) est un commutant de u si
et seulement si maty v est de la forme

Bamrcices |

Montrer que A est diagonalisable.

2) Soit (ay. .. an) EC", calculer det M avec:

[ Gn  @py ... By @
ay a
M=| o '

: R |
L]  -.- g 03 dn J

Expliciter les casn=3 et n = 4.

Ay
A [0y
A= .
(o
Ap
aver Ay € M ) et my = dim Ey(hg).
En déduire dim 6wk

1 § -2
3) Soit A= (-1 -1 E)Eﬂ,-;{m ot
2 2 -4
u € FIRY) canoniquement associé & A
Diéterminer ‘€{w).
Montrer que €(u) = Vieet { Tdg. w0}
&) Dans be cas général, hypothéses du 2), montrer que
) = Mlul siet seulement si w n' a que des
valeurs propres simples.

1 -3 -3
Wtﬂ:(—ﬂ | —S)E.Hglfﬂl.
a 3 7
Résoudre |'équation M2 = A (1) avec M € Ml5(R),

-2 1 1

Solt A = ( 81 -5)E,uamm_resﬁmﬂn

ulqueﬂ-m:b;}w%m = (e). 2. e3) est la base

canonique de &7, On posera B¥ = E.

1} Trouver les droites de E stables par f.

2} Soit P un plan de E stable par f, montrer que soit
P=Kerif®+27) soit P=Ker(f+21ldg’.
En déduire les plans de E stables par f.
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Associer au systéme définissant un vecteur propre, une
suite récurrente lindaire d'ordre 2.
On montrera que A admet n valeurs propres distinctes.

Distinguer les cas
EA=n,.igAsn—1, igA=n-2

On travaille avec des matrices diagonales semblables &
AetaB,

 est semblable & une matrice diagonale par bloes.

A et B sont permutables.
Avec P! Ap diagonale, former P~ BP.

rg U = r, il existe P et O dans GLn(C) telles que :

Etudier les sous-espaces propres de A.

Noter que, si X est solution, alors A et X commutent
On en déduit des conditions nbcessaires sur la forme des
colonnes 2 et 3.

Le polynome annulateur de 1 permet de décomposer £
en somme directs {décompaosition des noyax).

Faire apparaitre des sous-espaces des trois noyaux mis
en svidence.

"
=

"

E

=

"

P = X[, Q(0)= 0. Montrer que E = Ker & Ker QUf).
On peut donner une démonstration en dimension finie.

1) A"=1,.

Eil
2) M=) A"
k=1

1) 5i des endomorphismes commutent, e noyau de
I'un est stable par I'awtre.

2) Procéder par récurrence sur la dimension de E.

3) Décomposer E en somme directe des sous-espaces
propres.

1) et 2) S'inspirer de "exercice précédent.

3) Wy atrois valeurs propres réelles,
Utiliser alors 2).

4) Le théoréme de Cayley-Hamilton montre que u™
est dans le sous-espace engendré par :

n=1

Idg ., i - .., 0
Dol dim K[u] = n.

Justifier que A est diagonalisable.
Observer que 51 M est solution, alors AM = MA.

Etudier ensuite les racines carmées d'une matrice diago-
nale.

1) MNoter que A n'est pas diagonalisable.
2) Démontrer d"abord linclusion :
PCKer (f% +2f) ou PCRer (f +21dg ).



CARES |

Solietiorts des exercices

Quand il n'y a pas &'ambiguité, on convient de nommer de la méme fagon une matrice et I'endomorphisme canoni-
quement associé. Cela permet de noter Ker{A — L) ou Ker (A — My ) les sous-espaces propres de A.

Niveau 1

Soit {q}lq:‘]::n_] hmmmﬁﬂﬂﬂ—l HIE E[Rﬂ" ! ]‘ Emw assocht & A,
On constate Vi [1,2n — 11.1(e) = ae) + bey,_; d'oi :

Sleg+ epn ) sta+ Bi(ey+eany) . fle— em_y) =la— bie — epny).
Hotons alors :
={*'J"‘EE-'=—J pour 1=j=n
9 ,g_'—eh__;pnurn+l-ﬁ_;-52n—1
La matrice du systéme (g}, | dans labase (¢}, ,, , est:

l,rl 0 -1y
1 -1
F=1]0 2 o € Glgg.- 1(RL
1 1
l"*l ] 1 )I
Dunc{g}uﬁh_]estunehasedeﬂ“"‘ihnﬂéedeveﬂmmwnprsde_r:_fn.tsnntdlagmalisdﬂﬁ

Si bw 0, [ admet deux valeurs propres distinctes (a + b) et (@ — b, les sous-espaces propres assodiés ayant pour bases
w {Er} 1nijuan et ['I'-'l,;} ntlsksin-1"

Des relations (1), on tire (& + )% = 2w + o+ k(o + po) c'est-a-dire
e +hpr=o
hinsi POXT = X7 — (b o+ pIX? 40w X = XOX = AIX = ) est polyndme annulateur de f.
a 5i0,x, psont distincts, P n'a que des racines simples et f est diagonalisable (cf. théoréme 12).
= Sik = p =0, f = 0 est diagonalisable.
s Sh=0pe0:f=pef® = p’odonne v* = p v est un projecteur donc est diagonalisable : [ = pu est
diagonalisable.
m Sihe0, = 0:f = hu, lecas estidentique au précédent (e est un projecteur).
w Sih=pel:f=nute) 2 =n%u+ v)donne (u+ vl = u+ v, e cas est encore identique aux deux précédents,
(u + v est un projecteur).

Polyndme caractéristique : X4(X) = (3 — X¥3 + XN1 — X1 + X). Avec quatre valeurs propres distincies, A est
diagonalisable dans JLy(F). Chaque sous-espace propre est de dimension 1 : nous en donnons un systéme d'équations

et un vecteur directeur. —x4y=0 1
A=l KerlA—DJ{ 3x—y+22=0 vecteur directeur _1"1
2—ft=1 —1
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A1

A |

Awm=3F

Choix de P

Aml

Ae==1

he==3

f

KeriA + ) ¢

KerlA — 311 4
L

Ker(A + 31 4

.

Keri'A-D

Keri‘A+D

x+y=0

Bx+y+2z=0

z+t=0
—dx+y=0
dx—3dy+2z=0
E-=3i=0

dx 4=l
dx+3dy+2z=0
2+ di=0

—x+3y=10
x—y+2z=0
Jz—-1=10

x+3y=10
X+ y+2z=0
dz+it=0

—dx+3y=0

Ker('A—3{ x=3y+2z=0

Eeri ‘A + 31 4

Jz=3tmi

.1

dx+3ym
x+duy+2z=10
Jz+dt=0

Pour que la condition (1) soit réalisée, nous pouvons prendre . P =

vecteur directeur

wecteur directeur

wecteur diracteur

vecteur directeur

vecteur directeur

Ehliﬂl:ﬁFf:ﬂI.dﬂﬂ:iﬂ:F:ﬁEﬁ,ilﬁaﬂPﬂ=I,c’estaé-:ire :

P lap et PrIAP = PAP = diagld, 1, -1, -3).

1)
a3
3
1

» 5i P diagonalise A : P~ AP = D (diagonale) alors ‘F*A'P~! = Ddonc ‘P! diagonalise A. En conséquence,
les lignes de P~ ! sont vecteurs propres de 'A. Dong, si le choix proposé est possible, nécessairement les lignes de P
sont les vecteurs propres de ‘A, (1)
= Les valeurs propres de A sont celles de A (car X., = X4).

I
4] %]

Qu'un endomorphisme soit ou ne soit pas diagonalisable, les droites stables sont toujours les droites dirigées par des
wecteurs propres. Le calcul du pohmdme caractéristique donne ; xﬁ{x:={2_x}{{1—x}“+1},

u admet une seule valeur propre - 2 ; celle-ci est simple, on a donc une seule droite stable par w, c'est la droite
vectorielle E,(2) engendrée par (1,1, 1).
u n'est pas diagonalisable. Pour les plans stables, on peut utiliser 'exercice 11 Mise en euvre | le plan H d*équation
Xy +oegxg + gy = 0 est stable par u si et seulement si oy, oy, ag) = (0, 0. 0) est vecteur propre de ‘A,

Xig4 = X 'A 3 une seule valeur propre : 2, le sous-espace propre associé est Vectiy) avec y = (0,1, 1), d'od
I"unique plan stable H d*équation x; + x5 = 0.



» Premiére solution

Le polyndme caractéristique de M est Xyi(X) = —(X + 10X — 1%

L'équation ML’ = L' @ pour solutions indépendantes [ = (1.0.0) et L% = (0. 1, =2,

M est alors diagonalisable et semblable & la matrice diagonale D = diag( -1, 1, 1) {sans avoir a résoudre M1 = ~1J),
Avec D*" = [y et D*™1 = D, il vient M*" = I; et M¥™ = M.

» Deuxiéme solution

OnaM? = I; donc X* — 1 est polyndme annulateur de M. Alors M? = M. Il vient aisément M2" = 5 et M*™! = M.

Soit & = R une valeur propre de A et X = [xi] €0y, (%) un vecteur propre associé, Il existe alors une suite (.
telle que xg = xp.p = 0B VRE N, x g + 102 = Mg # ag,q =00

L'équation caractéristique associée 3 cette suite récumente est +° +1(2 — Alx + 1 =0,

Motons u et v 5es racines complexes; u+v=4 - L, u.v=1,

Dans le cas ol elles sont distinctes, il existe (o, 1€ C% \ {10,00) tel que Yk € M, x, = au® + o~

xp = 0 Bt X,y = O donnenta + B =0, au™!+pe™! = 0dod u™? = ™ puis ¥V = 1,

=

E —
On en déduit u = e+l pE [0, n ], donc |.I=-l:?_“l:£lZ Et..ach:l:—ﬂ:%ri\riﬂﬂt:

. fpw pm g __Pu
A = X) Euh;;:rr. Aom EQEEFF:T = 4 cos Snell

Dnvéfiﬁednrsqu&.pmlmutpe[l,n].levecmxpn[ain%] est wecteur propre de A (il est non

Tk
nul) associé & la valeur propre Ag = 4 cos® E{%ﬁ {utiliser sindk — 1) @ +sinik + 100 = 2 cos 0 sin k).
Admettant n valeurs propres distinctes | A €10, 4[), A est diagonalisable et on peut écrire ;

-1, ap_ g g W 3 J= g nmw P Y
P ”—dlﬂl[’dm m.---,d‘ﬂﬂ- =T ,---,‘ﬂﬂ m] avet P = [ﬂ“m +

On suppose que n = 2, |l est utile ici de considérer |a relation - A. B = B+ A = (det Alln,
S0it X & A, 1 (C) un vecteur propre de A associé a la valeur propre b AX = AX, X = 0.

n 5i k=0, BAX = idet AIX donne BX = ?ﬁ:#eﬂwﬁurpmd&ﬂmiéalaﬁhﬂm ie:—ﬂ-

« 5i k=0, alors det A = 0 (car 0 est valeur propre de A) donc AB = BA =0

= pourrg A= n— 2, 0na B =0 et X est vecteur propné de B,

* pourrg A =n =1, de AB = BA = 0 on déduit rg B = 1 ¢t Ker A = Im B (droite vectorielle). Dans ce cas, on a
X £ Ker A donc X £ Im B et puisque BX £ Im B, il existe . £ K tel que BX = uX : X et vecteur propre de B.

Remarque

1) Di cette étude, il résulte que si A est diagonalisable, B I'est aussi.

2) On peut aussi en déduire le polyndme caractéristique de B {ou de com A).
« SirgA=n,alors B = (det A1A~" et, avec :

XX = T { n-x).
i=1

.
i J
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il vient :

s SirgA=n-1:

XplX) = (X" YTr B - X)
ol Tr B est [a somme des cofacteurs des éléments diagonaux de A.
e SirgA=n=2, XpiX)=(=X)".(B=0).

Ex. 8
Il existe P £ GLn (R telle que P~ 'AP = D= diag (hy - -+ . hn).
mmibmaeuh[mtﬂemp'iﬂp diag (1 . pua)

o a)-et=(3 q) . oee (]

On en déduit ; :
(3 S04 MMEE 20~ 20
e (&n %) (G )= (5 3)=m
Mcemerrﬂableéﬂ'=(“;}“ H:ﬁ}_
On a d'autre part :
(%o (%" )G 2)=("7 o)
- (5 2 e
Donc C' estsemblable 4 4 = ( *17 “D)qu.mﬁagmh
Finalement - est diagonalisable :
rtors (50 ) = (G0 Sn) (5 5) = (G Gp) Sota®

1) A ayant n valeurs propres distinctes, il existe P& GLq(H) telle que :
PlAP = D=diag(hy, - .An)
Posons P 1BP = € d'od ¢ = p-1E*P = P 1AP = D. Montrons alors que C est diagonale.

On constate que € et D = C* commutent : €0 = DC. Légalité des termes (i, j) donne k,Cy;y = AiCyy, oF pour
iwf ki = hjdone Cy = 0,
2) Lecaloul donne X40X) = —Xi(1 — X)H16 — X). Avec hy = 0, kg = 1. Az = 16 et les notations du 1), on a:

0 1 2
p= (1 1 —1).n=ding{ﬂ.l.lﬁ}.
1 -1 1

Les matrices diagonales C wérifiant C* = D sont diag (0.£), 4 &3 ) ol e = {-1.1}.
Les matrices cherchées sont alors B = PCP~ . Le calcul donne ;

| o 3 3 3 -1 1 1 -7 5 -b
P"1=E(E 2 —2) HEE{:I:(—I 1 —1)115 ( B =1 l)}
2 -1 1 1 -1 1 -5 1 -1
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La condition (3) donne « = 1 ou 1 c'est-d-dire o = gy 00 o = —gy. Or d'aprés (4), o + & = 0, le systéme (3) (4) (5)
est donc équivalent a :

Bl 1
e=er . Beg . ¥Y=gRT

= Comclusion

1 00

- 1o 0
I'équation (1) a quatre solutions : X =« [ 8 1 0| x=u g 1 0 ec{-1.1}.

1

o2 -1 0 -2

Le polyndme X% — X = X(X — 1KX + 1) est scindé dans B, & racines simples, et annulateur de u. Donc u est
diagonalisable et, en posant £y = Keru, Ey; = Ker (u-ldg ), E_; =Ker (u+Idg ). naE = B @ E, BE_;.

Soit F un sous-espace de E stable par 1. Alors u induit un endomorphisme we de F dont X7 — X est polyndme
annulateur ce qui montre que wy est diagonalisable, donc que F est somme directe des sous-espaces propres de ug .
Tout vecteur propre de e &tant un vecteur propre de w, on en déduit :
Fap=Kerup=FNE
F=Fy @ Fy®F.; avec Fy=Ker(up —Idp ) =FNE
F_y=Ker(up+1dp) = FNE_4

Finalement, si F est stable par w, il existe Fj, sous-espace de E;, Fy sous-espace de Ey ot F_y sous-espace de E_y
quunF:Fn$F1 EF_j.
La réciproque est évidente, 'ensemble des sous-espaces stables par u est donc constitué des sous-espaces de la forme

Fy B Fy B F_y ol Fy, Fy, F_y sont des sous-espaces de By , Ey , E_; respectivement. Ce sont aussi les sous-espaces
de E admettant une base formée de vecteurs propres de wu.

Il existe @ € RIX] tel que P = X2 et Q(0) = 0. On a alors X & Q@ = 1 donc, puisque P = X est annulateur de f, le
thisoréme de décomposition des noyaux donne E = Ker f & Ker{f).

= En dimension finie

dimE = n. E = Ker [ & Ker @) donne dim Ker @) = rg f. Or 0 = P = @0 o f donne Im f Z Ker @(0F),
d'ol Im f = Ker O ) avec I"égalité des dimensions. Finalement, E = [m f & Ker f.

= Hors dimension
On a encore Im f C Ker Q). Posons a = (0}« 0. Alors (X0 = a + X0y (X) donc Q(F) = aldg +f = (.
Pour x & Ker (), on a alors 0 = ax + (G (M), d'od x € Im [ Il 'ensuit Ker @(F) = Im f et la conclusion.

1) A estune matrice de permutation. On obtient aisément A" = I, donc X™ ~ 1 est annulateur de A et, puisqu'il
«"agit d'un polyndme scindé & racines simples dans C, A est diagonalisable {théoréme 12).
Pour préciser les valeurs propres, formons X, ¢
-X 1
XKym 1
{0} ‘.
1 =X
En développant suivant la premiére ligne, il vient :
Xa = (=1 4 (X" = (=17 (X" - 1)

Ainsi A posséde n valeurs propres simples : ce sont les n racines n*™ de I'unité C'est-d-dire w*, 0= k= n— 1,
Tim
olonaposdw=e " _
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4@5 fAiduction des endomorphismes &t des matrices camies |

1)
2)

3)

4)

Pour tout (€0 1, pl, le sous-espace Ey | A; ) est stable par g. Notons gy I'endomorphisme induit par la restriction
de g & Ey( Ar ) ; g étant diagonalisable, g; 'est aussi {théorame 14).

Il existe donc une base Ty de E¢( A; ) formée de vecteurs propres de g; {donc de g et f). Le systéme de vecteurs
formé de la eréunions &, . - . . . By est une base B de E formée de vecteurs propres commamns & | et g. Les
matrices maty [ et maty g sont donc diagonales.

Vérifications immédiates.
5i v E H(E) commute avec u, onaViE L1 pl. v (Eu( ki )) CEul A ).

La réciproque est évidente. |l en résulte que v = Wu) si et seulement si maty v a [a forme annoncée. 9 w) est
donc isomorphe & I'ensemble des matrices de cette forme et :

P
ﬂim"ﬂ:u“.ltz mi' Moter que n = dim“@u) = n®.
=1
XalX) = det (A - XI5} = -x (X +4x + 2).
A est diagonalisable puisquelle a trois valeurs propres réelles distinctes :
hp=0, Ag=-2—+2 Arg=-24+%

@ = (). eg. e3) étantla base canonique de R, une base formée de vecteurs propres de uest®' = (¢}, ¢, &)
e ¢ =26y + & assocd Ay =0
E&-{Eﬁ+1}q- [ﬁ+1}q+{2v‘§+2}g’3 assOCEd g = —2— /2
= -2vVT+1)ey + (VE-1)eg - (2vE - 2)ey assocbd Ag= -2+ 3

0 0 0 2 2vT+1 20241
.i.lunmnl'.uul(ﬂ -2-+2 0 )-P"AP-DmP:(ﬂ -v2-1 vZ-1 )

i 0 —2+/2 1 2vZ2+2 -2v2+2
['aprés le 2), v F(E) est dlément de ‘€(u) si et seulement si :

a 0 0

mntg-u-(ﬂ B l:r) (o, B, y) E R
0 0o v

0n a ol dim “€w) = 3.

Il est facile de voir directement que ( Idg . 1 u”) est libre et donc que dim Riu) = 3.
En effet, A Tdg + p u+ vu® = 0 avec (. p. v) € B donne Az + oD + vD* = 0, Cest-a-dire :

A=0
{E—M2+ﬁ]+ﬂ2+ﬁlﬂ=ﬂ dod A=p=v=0
A—p2-v2+W2-v2E=0

Linclusion R[w] < €{u) donne alors, en tenant compte des dimensions, Blu] = €(u).
D'aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, on a u™ € Vet (Idg . . - - - u™ ) donc dim Klul = n.

P P
Dautrepart dim€(uy=> mi =Y m=nVicllpl.mi=m=1)
=1 =]

P P
et dim€(u)="3_ mi =Y my=nsilundes myeststrictement supérieur 3 1 ; il en résulte que :
=1 =1
Klul =%(u) = Viellpl.m=1.

Réciproquement, en suppasant Wi € [ 1, pll. my = 1 (ce qui exige p = n), on peut établir comme en 3) que
{Hg.m---,u"_llmlhﬂm#duhﬂ[ld=‘i-[u].




Notons E = R* et (e;. eg, e3) a base canonigue de B,
Soit f € F(E) tel que A -mt{ﬁ}j et, pour tout M £ l3(R), soit g = F(E) tel que M = mat;,, g-

L'équation matricielle M” = A est équivalente i g* = 1.
» Commengons par réduire A.
On obtient X4 = det (4 — XIy) = (1 — X4 — X%,
Ker (f — 41dg ) est le plan d'équation x; + x + x3 = 0 de base (uy , uy) avec:

s {=1L1.00m =gy 42y , bgw(=101)m =g +ey.
A ce niveau du caloul, on sait que £ (et donc A) est diagonalisable.
Kﬂ{f—[d;}mh&nlted‘éqmmm+m=u. xp+ag =0, dob:

Ker (f —Idg ) =Rug avec ug = (-1, —1. 1) = —ej — ez + €3,

-1 -1 -1

EnpmantP-( 1 0 —1).madunc:
0 1 1

4 0 0
F‘]'AP-(:I 4 u)nueninhmntpartﬂnul’“ﬂ-[ﬁ‘ 2)
0 0 1

= Application a I'equation
Le changement d'inconnue défini par N = P~ MP wansforme | équation (1) proposée en :

= (9 1) @

nnanmnmmw=mq“}g.mdﬂmmﬂgmm:ummpmumrngqu_r:ﬁ. les sous-espaces
]
propres de f sont donc stables par g et N est de la forme (% ), N € ty(R). Ansi I'équation (2) équivaut s :

N"ﬂ'.lh_ =1,
umﬂ:wm“é#mmmmﬁedﬂmm:mﬂ=E&mH’=—EignuN‘Et
2 0
mbum(u %)

Finalement, les solutions de (1) sont les matrices :

11 O
P 2;“ :I)F‘i . F(_E& f_l)F" . F(Eg l(uﬂ -1)E fl)ir'
ol @ est quelconque dans GLy(R).

En termes d'endomorphismes, les solutions de g* = [ sont les endomarphismes g de E tels que :

 Fj = Vieet [y . ug ) est stable par g et 'endomorphismes gg, © ([ F; ) induit par g est tel quil existe = symétrie
de Fy avec g = 25,

s Fy = Veet (ug) est stable par g et g, € ¥(Fy) induit par g est tel que g = + Idg, .

Ex. 18
1) Une droite D = Riu est stable par f si et seulement $i u est vecteur propre de f.
Le caloul donne X, = det (A — Xiy) = —X(X +2)*;
Eerf=Ru; avec wp=(3,1.5)=3ep +eg+5ey;
ETU'FEII’.E}’“I.E gt ug =il =1, 1)=& —ep 40y,
On remarque que f n'est pas diagonalisable. Il existe exacternent deux droites de E stables par f, ce sont Huy
el Rug.
2} 5i P plande E est stable par f, il existe g = %(P) induit par f.

On sait alors que le polyndme caractéristique de g, X, divise X = X(X +2)* (propriété 22).




| Lhapete 5 Reduchan des endamanphdomes et des madnioes cardes -

D'autre part, deg Xg = dim P = 2, il y & donc deus possibilités ;
a) Ng =XiX+2);
Bl Xy =(X+ 207
Dans chagque cas be théoréme de Cayley-Hamilton donne Xg(gh = 0 donc
casal: VxER jolf+2ldeixi=0
cash): VxEP (f+21dg) (x1=0
¢'est-3-dire PC Ker (.I’ o[f+21dg JJ dans e cas a)
ou PE Her{U+2]dg ]“} dans le cas b)
[¥aprés le théoréme de décomposition des noyaux, on a ;
Rer(fo(f+21dg || = Ker [ & Ker (f+21dg |
donc compte-tenu des dimensions, dans le cas a) :
P=Kerf S Ker(f+21dg ).
Le théoréme de Cayley-Hamilton donne aussi ;
E=Ker{fo{f+21dg)")
donc avec be théoréme de décomposition des noyaux ;
E = Ker [ @ Ker((f + 21dg )
eton en déduit dim Ker{{f+2Idg)”) =2 etdanslecasb) P=Ker{{f+2ldg}).

Les deux plans précédents Py = Ker(fo (f+21dg | ) et Py = Ber{(f +21dg }E} sont bas seules possibilités
de plans stables par £,

D'autre part, puisque bes polyndmes en f: Fo (f+21dg | et [/ + 2 ldg ]Iz sont permutables avec f, ces deux
plans sont effectivement stables par 7. Ainsi, il v a exactement deux plans de E: Py et Py stables par f.

Pour conclure, notons que Py = Vect (1) , 1) {on peut remarquer que [ est diagonalisable) et be caloul de

12 B i
(A+21F = (4 @ —2) mantre que Py a pour quation Zxy + xy — a3 = 0 donc que ;
20 10 =10
Pa = Vect [ug . ug | 8vet ug = (0,1, 1) = ey + 5.
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A. Formes bilinéaires symétriques
Formes quadratiques

= 'Y La notion & appii-
cation p-lirdaine a #é in-
troduite en Algébre ot Géo-
métrie, MFSI, chapitre 14 et
revue dard le chapitre 3 de
Bt CIATae,

% & ne pas condondre
mvec FET R
% poemes bilindaires symé-

trigaes.
o2 4 ormes bilindaires. antl-
TS,

Dans cette section, E désigne un R-espace vectoriel et E* son espace dual,

1. Formes bilinéaires =™
1.1 — Généralités

e Dfinition 1

On appelle transposée d"une forme bilinéaire  sur E, la forme bilinéaire sur E, notée ',

définie par : .
Vix W EE, folxy=elyx).

_ Propriéé 1
Une forme bilinéaire ¢ sur £ est :
» Symétrique si et seulementsi g = ¢,
« antisymétrique si et ssulement si s = —g.

_ Propriété 2

Les espaces vectoriels #5(E), #3(E), s4(E).
a) Lensemble #4(E) des formes bilinkaires sur E est un sous-espace de #EX &) &2
b} Lapplication de i E) dans lui-méme, ¢~ ¢ est un automorphisme involutif,

¢} Les ensembles F5(E) =™ et sly(F) 'Y cont des sous-espaces supplémentaires de
#a( E). La décompasition de tout ¢ € #( E) est donnée par :

T = é{¢+ ) EHE) = ; |:-.|:— Ep}Edg{EL-.p:n-n—u
o et o sont appelées partie symétrique et partie antisymétrique de ¢.

— Propriéte 3

Restriction d"une forme bilinéaire & un sous-espace vectoriel

Soit F un sous-espace de E et ¢ £ Fo(E).

La restriction de ¢ 4 FZ est une forme bilindaire sur F ; elle est symétrique lorsque ¢ est
symétrique, antisymétrique lorsque ¢ est antisymétrique.

3]
Exemple 1 AvecE=Cllabl.R), ¢ : E2 = n,ur,g]-nf fitigitidt.

i 85t une forme bilinéaire symétrique sur E,

Exemple 2 Avec E= Mn(R), ¢ : E? = B (A B)— Tr{AB).

| i 85t une forme bilinéaire symétrique sur E,

Exemple 3 Soit ¢ £ #5(E), f et g deux endomorphismes de E.

Uapplication EX — R, (x, y) = [ flx), glx)) est une forme bilinéaire sur E.
Par exemple, (e y)e— gl x + y, x — yh est une forme bilinkaine antisymétrigue.

Exemple 4 Soita; et 6; deux formes lindaires sur E. Uapplication ¢ : E2 — R, (x y) == 8y(x)+ g (y)

est une forme bilinéaire.
Avec les notations de la propriété 2 ), on a :

1
olx,yl= 5 [ 0x) By () + Balx) By ()]  wix )= é [B102) g () = Balx) By (w)].
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_ Propriéié 8

Dewx matrices M et M de 4L, (R) sont congruentes si et seulement si étant donné ¢ =¥5(R™)
définie par M = maty ¢ o0 & est une base quelconque de B", il existe une base &' de R"
telle que : M° = maty ¢.

. PrOpriété 9

Deux matrices congruentes ant le méme rang.

Exemple 5

"% i b chapite 5.

On dispose sur 4R} de trois relations d'éguivalence distinctes avec les notions de matrices
équivalentes, semblables et congruentes.

Woici dans iz ) des exemples qui distinguent ces relations.

a | Montrer que [.:In g} et {E Lll-J sont dquivalentes, non semblables, non congruentes.

b ) Montrer que [? flh} et {:_ll L;) sont samblables, non congruentes.

1 1 1 0
¢ ) Montrer que {1 l} et (D n}mn: non semblables, congruentes.

On sait que deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang {voir
chapitre 4 de ce tome). D'autre part, si deux matrices sont semblables, elles ont méme

polyndme caractéristique, = "%
Remarquons enfin que, si deux matrices sont congruentes, I'une est symétrique (resp. anti-
symétrique) si et seulement si I'autre est symétrique (resp. antisymétrique).

94=(g o) - #=(5 o)

On aici rg A = rg B donc A et B sont équivalentes. Les polyndmes caractéristiques sont
X4 = XI(X — 1iet X5 = X%, Aet Bne sont donc pas semblables.

A estsymétrique et B ne 'est pas, A el B ne sont donc pas congruentes.

was(2 ) - 5=( )

Les polyndmes caractéristiques X4 = X° — 1et Xy = X* — 1 sont scindés et n'admettent
que des racines simples : A et B sont toutes deux semblables 4 D = (; _':'1) et, par
transitivivé, elles sont semblables.

A est symétrique et B ne 'est pas, A et B ne sont donc pas congruentes.

da=(3 1) + 2=(o o)
Les polyndmes caractéristiques sont X4 = X% — 2X ot Xg = X(X — 1), A ¢t B ne sont
donc pas semblables.
Soit ¢ la forme bilindaire de B? canoniquement associde 4 A, et @ = [e1.ex) la base
canonique de R?, Pour x = xje) + Xpe, U= e + Laes ONA;
gl gl = xpuy + ;s + g + g dont glxy) = (0 + ) (0 + w)-
Considérons alors le changement de base défini par :
{ﬁ=n+n X =X —x

X = Xy X=X

Dans la nouvelle base &' on a glx, yh = x) 1) et maky ¢ = Bdonc A et B sont congruentes.

La matrice de changement de base est P = [I;I _11},dmxlahase*:-!'ﬁt:

(€).e3) avec e} =ey, &) = —ey +ep.

cest-a-dire aussi {



A
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2. Formes quadratiques
2.1 — Généralités

IS5 La linéarité de O est evidente. Pour tout ¢ £ F3(E) avec g = Qi) ona:

Vix y £ E2 gix + y) = gle) + gly) + ¢l ) + @y, x).
Si g =0, il vient gly, x) = — ¢ (x, y), donc ¢  slg(E) et la réciproque est immédiate. On
conclut en rappelant que #5( E) est un supplémentaire de g E). =™

&% Ces relations camont-
risent ka forme polaire o de
la forme quadratique g

Pour g € @E), I'ensemble Clq) = {x € E / qix) = 0} estinvariant par toute homothétie :

AEH, r—Ax
Il est appelé chne isotrope de q.

Formulaire

Soit q £ QUE) et ¢ € Fyl E) sa forme polaire. Pour tout (x, y) € E2 et (x. pyER%, on a:

_ Formulaire 1

(1) glax+py) = o gix)+2af e ixyl + gy
(2) glx+yi=qglx)+2elxy)+ gly)
(3} qlx -y =qlx) - 2elx )+ gly).

_ Fosromulaire 2

Identités de polarisation = '®'
@ wlxy) = g [qlx+ y) - 0o~ aly].

(5) ey =g [qlx+ ) glx - yl.

_ Formulaire 3

Identité du parallélogramme

qix + y)+ glx — yh = 2{qlx) + gly)).

Copyrighted maierial
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_ Propriété 10

Caractérisation d'une forme quadratique
Une application g : E — R est une forme quadratique si et seulement si :
Wi, xlER x E glax)= o gix)
EY 5 B, (x ) — glx+y) — qix — i) est une forme bilinéaire symétrique

— Propriéne 11

Restriction d'une forme quadratique
Soit F un sous-espace de E. La restriction & F d’'une forme quadratique sur E est une forme
quadratique sur

_ Propriété 12

50it f € FIE. F) et g € Q(F). Alors la composée g o f est une forme quadratique sur E.
5i ¢ est |a forme polaire de g, celle que g o f est :
E* 5 R, (x ) @), fly)).

Exemple 6

Exemple 7

Exemple 8

=% nrsaction dume fa-
milly de sous-gspaces wecio-
riek.

10 e dans e 1),

Soit @, By, By des formes lindaires sur E.
a) Lapplicationgqy = 6° : £ &, xn—-[ﬂ{r}}immmqmﬂaﬂquzdﬂuﬂpﬂmm:

g1 ¢ BT = R, () — Bx) B (y),
b } Soit I'application g définie sur Epar gy : E = R, x s 8)(x) g (x),

g2 @ EX o R, Ex.yl'-*%{ﬂ1ix}ﬂg[yll+ﬂgl'.ﬂﬂj {y)) est bilinéaire symétrique et telle
que¥x e E, golx) = galx x), donc g est une forme quadratique de forme polaire ¢« .

b
Soit E = C([a. bl, B), {a < b), et la forme quadratique g : E.'—;Fl,jn-f fﬂ{t}ﬂl.d!
i
b
forme polaire ¢ : E* — R. Li’.g'.l-—-f i)l . (Voir Exemple 1.)

La fonction 2 Elantmﬂve.mnMuEﬂrlu,h],msartqu Fodt = 0 exige f(t) = 0
pour tout t de [a, b], C'est-d-dire f = Of. La forme quadratique g est donc définie.
S0it g une forme quadratique sur E de forme polaire ¢. Le noyau de q (ou de ), nobé N{g) ou
Miw)estl'ensemble: {x€EE/ YUEE slxyi=0}
a } Montrer que N{g) est un spus-espace vectoriel de E contenu dans be cne isotrope C1gh
b ) Trouwer e noyau et le chne isotrope pour les formes quadratiques de I"exemple B.
a )} Pour tout y € E, "application gy : E — H, x> glx, y), est une forme lindaire sur E.
Par définition on a Nig) = [ Ker dby donc Nig) est un sous-espace vectoriel de E. =
yEE
5i x € Nig) on a en particulier ¢ix, x) = 0 donc gix) = 0. Ainsi N{g) C Clgh
b} 1) W est clair que C{g; | = Ker 6.
Pour 6 = 0, il existe yy € E, 6{uyg) = 0, alors @ (x, up) = 0 équivaut  x € Ker 6.
On en déduit N (g ) = Ker#.
Pour 8 =0,0na¢; =0 donc N(qy) = E soitencore N{gq;) = Kerd.
2) Il est clair que Cge) = Ker 8; U Ker .
» 5i l'une des deux formes linéaires 8) ou 8y est nulle,on a gy = 0 et N(qu) = E.
a 5i les deux formes sont non nulles et proportionnelles : 6y = Ay, AER " {0}, on a
gz = w8} et =N {g,) = Ker g, done N(qy) = Ker#, = Kerdy = Ker#, 1 Ker#,.




Hidden page



— | Chapitre § : Espaces préhlberiiens

=y

a) Pour (x y) € E* fixé, considérons |'application :

T:R—=R t—qitc+y)= Bgix) + 20 x y) + qly).
On constate que T est une fonction polyndme de degré 2 au plus, & valeurs dans H..

Si gix) = 0, T étant de signe constant, on a aussi © @ix, y) = 0. &"19
Si i x 1= 0, a fonction polynéme T est de degré 2 et de signe constant donc son discriminant

est négatif ou nul : &' = ( @ (x, )" — qixlgiy) = 0,
Dans bes deux cas, Iinégalité annoncée est prouvée.

b 5ixestnul, Cx ) est lie,
Si x est non nul, on a qix) = O (g définie) et :

[’q’b‘*m]s'-lﬂﬂ*q(y] = q(y—-%ﬂlx)-ﬂ d'ol y-%#x.

a) D'aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout (x, y) :
elx.yl = |ola 1) = o glxh/qlu) (1
done qx) + 2 @ (x, yh + gly) = glx) + 24/gloy/gly) + gly) Cest-a-dire :

2
que+ )= (Vaxd+ /aw) @
et on conclut avec la positivité de glx + y).
b) Le calcul précédent s'écrit ;

qhe+ ) = glx) + 2 (x y) + gly) = gl + 2/l faly) + aly) = [Jﬁ * w"ﬁ).

2
dm:rigniiq{xw]-(.,fq[x}ﬂfq[yjl donne glx. y) = +/qlxy,/qly) et compte
tenu de (1) on a aussi :

gl byl = |gle yl| = /alxly/ gly)
D'aprés I'dtude du cas d'égalité de Cauchy-Schwarz, ¢ix, y} = /qlxdy/gly) donne (x, y)
lié, Alors,
sSix=0,0nax=hyavech=0ER,;

a Sixel,ondy=hxavec \ER et glx y) = @lx y)| s"borit hglad = [&| gla) ce qui, avec
glx) = 0, donne L E R,

La réciproque est évidente.

Exemple 9 Une forme quadratique est convexe si et seulement si elle est positive.

Pour tout (x. ) € EX, ¢ [0,1], ona:

gl = the + ty] =01 - 0%qle)+ 201 — o ix ) + Pqlyd

On en déduit (1 — thgix) + tqly) — g[i1 — thx+ ty] = t{1 — tglx — y) et la conclusion en
résulte.

Exemple 10 5i g est une forme quadratique sur E, on a I'équivalence :

Nigl = Clg) == qest positive ou négative.

Le noyau d'une forme quadratique a &é défini dans |'exemple B.
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2) Etantdonné M &5, R) par définition des matrices symétriques réelles positives ou définies-
pasitives, on obtient ;
MEFHR) &= ¥YXE My (R). 'XMX =0
MEFHR) &= YXE MR [0}, 'XMX =0
3) Mhﬂmﬂihd&ﬂﬂu[u;}lm.l'mﬁm:

'Il:ll.“-lll,xl[q.---,,m]r—l- E Ly XX
1=isjsn
est une forme quadratique sur K", sa forme polaire est :

£
1
(x4} — Eu.nm-& 3 E oy (2 + %)
=1 Lsifsin
Sa matrice dans |a base canonique de B" est donnée par :

i =g et m'-;-n:, Pour {= .

On dit aussi que & est un polyndme quadratique sur R™.
La forme polaire associée s'obtient par la régle dite de dédoublement des variables :

xf —o—+ {1-1}.n:g-u—|é[.ﬂ“+qm}.
4)  Soit % et &' deux bases de E, P = P g la matrice de passage, et q € QUE).
Avec M = maty get M = maty g, ona:
M ='PMP ot detM =idetPF.detM.
Les matrices symétriques M et M’ sont congruentes, done de miéme rang.

Avec les notations de la remarque 3) précédents, on a : Ay, (q) = (det P12+ Ag (g),

Exemple 11 Matrice sur la base canonique 3 et rang des formes quadratiques définies sur B* par :
Quix) = X4 — o + 2 — 2y + dxyag — 2.
falx) = xpxep — 2 + Degag — dagagy .

On applique la remarque 3) suivant la définition 11.

La diagonale est formée des coefficients des termes carrés +f , a3, . .. et en dehors de la
diagonale, on met les coefficients des x.x; (i = j) divisés par 2,

1 -12 o
1 -1 0 -1

"""""“-"( 2 00 n)'
0 -1 0 2

Le cabeul donne facilement det.A; = 12 done rgqy = 4.
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w17 St b prodult sca-
laire de ks MIII-"'L

8 | insaring de Iinté-
grale.

<E*N|wa>=iihw{ﬂ|m}

i=1 iml i
(i“"ﬂz*‘ﬂ) ZM{MIHPE 3 My {x|x)
| =1 1=i=fsn
Excmples usuels

n
E=R"g : E* > H".[.\‘.y}'—rsz obx= (x,.--, ). u= (g -- -, ™0
=]

 est un produit scalaire euclidien sur E dit produit scalaire euclidien canonique, = 1"
E=0Klabl.RyLiabeEeR: ach k=0,

b
$ E”—pH_LEgJ—-f fa* ¢ est un produit scalaire eudlidien sur E.
i

La vérification des axiomes (1) et (2) est évidente. = 1% Celle de I'axiome (5} résulte
d'une propriété connue de |intégrale d'une fonction continue pesitive sur un segment [a, bl
la < b},

Exemple 13 Soit E 'ensemble des suites réelles w -{m}ﬂ'telﬁ:pelaséﬁeZuﬁ soit convergente.
]

a ) E est un R-espace vectoried,

Il 5"agit de montrer que E est un sous-espace vectoriel de &Y,
E est non vide car il contient la suite nulle et il est cdair que, pour tout u € E et tout réel &,
Au € E. En remarquant que, pour tous réels a et b, on a (a + by ﬂﬂ[n’-n-b’].md:ﬁﬂﬂ:

YREN, (un +w)" = 2(uf + o).
SiuE E et vE E, alors les séries de termes généraux 1 et v3 sont convergentes et il en
est de méme pour |a série de terme général 2( 1w + vf; ), done le critire de domination des
=00

ﬂﬂuimmﬂﬂfsd&nmhwﬂz[uﬂ+mf;am u+vEE
e

ble : E—= Hiw vl Z Ut @51 un produit scalaire euclidien,

=0
Illamd‘ahmdmmurlamnmguﬂdezmunm i et vdans E.

el
Pour tous réels a et b, ona |ab = a® + b%, donc Wn € N |unun| = ul + 8.
5 uE E et vE E, e critére de domination des séries 3 termes positifs donne la convergence
de S |unun]. La convergence de S unun en résulte

A=0 n=0
On vérifie sans difficulté que ¢ satisfait aux axiomes de définition du produit scalaire -
¢ st bilinéaire, symétrique et, si u € E {i}} il existe g € ™ 18l que 1, = 0 et alors :

w{mul—zmﬂ-ur. = 0.
nsi)
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& 1B o norers sussi
Ix|l= sap [{x|whl
[T

2. Norme euclidienne

E est un espace préhilbertien réel, le produit scalaire de deux vecteurs x et y est noté {x | u).
_ Motaton 3

Fl:lll:ﬂltxﬂ!E,{xlx} est un réel positif, on note : ||x||t1||'{x|x}.

Conséquences
N ¥xeE\ {0}.||x||=0 2) VxEE|x||=0. 3) VxEE|x||=0 = x=0

I=F On applique les théorémes 2 et 3 avec
| oix ) = {x |} et gt = x| x) =[1xP.

IS On applique de méme les théorémes 2 et 3,

IS5 On vérifie les axiomes de définition des normes.
| x|l =0 exige x=0 pardéfinition d'un produit scalaire.

I A== r,.l'h’{#l-t‘} = [Al [l xll. (AER).

x4yl =|lx|l+|lul|l (négalité de Minkowski).

S Eim:nlﬂnln:d
Furuu!txih'ﬂ;m:nxunzg|{:|y}[h‘“' ol B désigne la boule unité fermébe de E -

B={ycE/|yll=1}.

B Pour tout € B, l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne | {x |y} | < || x| | w|| = | x || donc:
ﬁl{xh}lﬂllxll- (0]
ﬂxmmui.m."f?nesn <x|1%"->|llz||ﬁlt||:||ig|{zly}|. (i)

Avec (i) et (i) on obtient alors | x || -m"E;E|{x| uh-

Cette égalité étant évidente lorsgue x = O, la preuve est compléte.
Copyrighted material




Hidden page



Hidden page



Hidden page



— : T -

S Soit x et y fixés dans E.
a) VAEC, || hxwyl® = (havy|hevy) s WElIx)® +2Rer{x|u) + 1 ul* (1)
Posons | (x| y)|=r et (x|u) = re™, on déduitde (1) que, pour tout ¢ réel:
e x4 yll* = Hlx | + 2re+ Nyl
a SixmOg, t| tex+ y|* estune fonction polynéme réelle du second degré 4 valeurs

positives, d'od :
21250 5on discriminant est P — x|l =0 cest-d-dire |{x|y}| = [lx|| || )l ==
syt uni « Six = 0g, alors {x| y) = 0 et Vinégalité a) est encore vraie.
b) Elllrﬁli:imt]ial:xly}i Hxly}|£||x||||y||.ﬂnchﬁl!ﬂt:
lx+ul®= <l +2Re{x | uh+lul® =[x |P+20 <l full+llwl*= (=< +| 5|'IIJ1
— Théorimse 11
Cas d'égalité de Cauchy-Schwarz et de Minkowski l
a) | (x| u}| = llxilyl) Squivautd Cx. y) est lié. ;
b) flx+ull=[x| +]uyll équivauta (x,y) est positivement lié. [
BE a) Supposons |{x| )| = Il wll.
" 5i||x|!=ﬂ.ﬂnﬂx=ﬂ5!t{x.y]m|ié.
0 28} cope squation a un u Si| x| =0, il existe t = R racine double de %[ x ||* + 2rt + | y||* = 0 =2
disciminant mul done tel que || te®x + y || = 0, ce qui exige t™x + y = D, donc (x. y) est i, = =7
& 5Ty riciprogue est - b) Supposons || x + yll = [ x|+l u.
denie,

s 5ix = 0g, (x y) est positivement lié [x = 0. y).
s Six=mlg, |x+ H”E = {!|x|l+|| y“]? donne Re{xlg} = [|x| || w|| et puisque
Re (x| = | (| w)| = <11l on en déduit:
Re (x| y)=|{x|u)| = l=lHul.
D'apriss a), |{x | u}| = | x| || w|l donne |'existence de & = C tel que y = hx donc :
(x| w) = a2

D'autre part, Re {x | ) = |{x | u)| donne que {x | )} est réel positif, donc A est réel positif
et {x i) est positivernent lié. La réciprogue est édvidente.

. Théoréme 12

Norme hermitienne
L'application E — Ry, x| x]| = {xlx}eﬂmmniﬁ.

B On wérifie les axiomes die définition des normmes.
x|l =0 donne x=0g.
| A x| = ,'}'{J-.xh.:} - V’pﬁ (x| x) = Al | x]l. AET.
llax+uyll =[xl + | wl (Inégalité de Minkowski).

Formulaire 6
Pour tout x de E, on a || x || = sup |{x| u}| ol B désigne la boule unité fermée de E :
=

B={ycE/|vl =1}.

= La démanstration est identique a celle du formulaire 4.




4| Chapitre & : Espaces préhilbemens iI

_ Formulaire
Pour tous vecteurs x et yde E:

(1) N+l =[lx|®+ (x| )+ (| =)+ wl*.
@ Nx=yl® = lx]? = (x| ) = {u | x) + Nul
3) Nx+wl® = xl®+ilx|u) = iu]xh +Nul®
(@ Nx— )= )® —tlx | )+ u] )+ 1wl
(5)

{x|y)= i (Il + wl® =1l x = yll® = dllx+ ) + il x = ).

La formule (5) est appelée identité de polarisation, elle permet de retrouver le produit
scalaire en fonction de la norme.

D. Orthogonalité

& . geggerou . (E.{+ | -)) est un espace préhilbertien réel ou complexe. %%

1. Définitions — Propriétés générales

=, 2% pcidien ou On remarquera que, quel que soit le cas, =™ (x|} = 0 dquivaut d {y | x) = 0,
hesmitien. La relation ainsi définie est donc symétrique.

En particulier E* = {0g} et {0g}' = E.

9% oy erthonormie.

— Propréé 15
Orthogonal d'une partie de E

A et B désignent des parties de E.

a) A" estun sous-espace vectoriel de E.
b) SiAC Balors B C A"

c) A* = (Vect A).

d) Acat,
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el

P B
Zg:ﬂg donne ”=<H|E’9> =||_“||= donc x =0g.

=1 J=1
Autre preuve
Pourtout i€ [1.pl ona Y RCH donc RN S F={0g}.
1=p=p I<)=p
Jui Jai

—  Propriété 19

On reprend E = {{m}HEH"ﬂ Euﬂ :Mﬂ} ™ iw neE? u = (un),, 0= (),

|} = Eunun Ahs.pmrhinu:-ﬁpauFdlEinmﬂ:hisutumnulu,ml
FOF wuEetFl uF.
l'ensemble F des suites presque nulles est un sous-espace vectoriel de B™. %% gt < y est
mnuhhﬂﬂd&mﬂd:ﬁmﬁnmewmtbg
Par ailleurs, une base de Fest (Hn) _, ol les Hy, sont bes suites définies par Hn = (B ),
(avec B,y = 03 k» netlnn = 1: symbole de Kronecker).
Soit u € E, d"aprés |a propriéte 15 :
uEF += VYnE N {u|H.)=0
done ueEF" o= VYnE M u=0
Ainsi,onaF* = {0g} et F& F* = F.
Fﬁtdiﬁﬁlntlh'EpuhmE.pﬂfﬂmﬂﬁhﬂﬂt!(n—ii) st élément de E mais
nEN
n'appartient pas & F,
EITHH,FL={UE}MFEFJ‘L=EHMF-FJ'L.

Sous-espaces supplémentaires orthogonaux
5i F et G sont deux sous-espaces supplémentaires : E = F & G, les propriétés suivantes sont
équivalentes ;

(1) FetGsontorthogonaux,  (2) G=F*,  (3) F=G"

38 pifinition 23, O& o Les parties F et G sont orthogonales si et seulement si @ & 36

o 37 progiéns 16,

YxEFE YyEG, {xiy}-ﬂ
et cette proposition est équivalente d =57 cc Fletd Fo Gh
s Lesimplications (2) = (1)et(3) = (1) sont évidentes.
« Montrons que (1) = (2).
On suppose donc que F et G sont deux sous-espaces tels que E = FB G et GCF, il 5"agit
de montrer que F- C G.
Etant donné x=F., puisque E = FEG, il existe ' EF et x" G tels que x = x'+x'", eton a
alors (x|x' | =)0 et, puisque GEF™, (x' | X"} = 0, donc|| ' |I* = (x| x') = (x" | £} =0,
puis x' = Og ; en conséquence, x = x" € G, ce qui montre FX C G.
On a de méme (1) == (3), {en fait F et G jouant des rbles symétriques dans (1), les
implications (1) = (2) et (1) = (3) sont identiques.
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98! el que soit le cas
de figare - K=R ou K=_C.

_ Proprifté 20
Si F est un sous-espace de Etel que E = F & FL onaalors F = FU-

EE C'estun corollaire de la propriété 19, En effet, G = F* donne F = G+ = L.,

_ Propriété 21
Si (F) est une famille finie de sous-espaces supplémentaires orthogonaux, on a ;

"'EIIAP]i Z Fj-ﬁlu

l=j=
'F

l=i=p

IS C'est un corollaire de la propriété 19,

Eneffet avecG= 3  F,onaGCF et E=G®F done G =Fr.
'I-'I:.r{.['l:p

. Propriété 22

Familles orthogonales
a) Toute famille orthogonale {m]ﬂﬂ die vecteurs non nuls est libre.

P

2

=3 Nl
=1

P
b) Si (1) 1. 5t une famille orthogoniale,alors | " u
=l

S a) 1l suffit de prouver que toute famille finie {wy, ) est libre. Soit donc { Ay )

1=k=p I=k=p

P
une famille de scalaires telle que E Aty = Og . En multipliant scalairement par Uy, . ON
i=1

B
obient & ‘8! ﬂ-<u¢hlzhw> =k, ||u;.‘||2 donc hy, lﬂ[u'r.u,“iﬂ'g.

=)
On a ainsi prouvé que les k. sont tous nuls et donc que {m}]‘hpeﬂli:rr.

P P
b) I sufft de développer <zm|z@>::'mluﬂinﬂmd|ﬂﬂmm.

i=l J=1
Cas particulier
________ Théoréeme 13
Soit E un espace préhilbertien réel et (x, ) £ E2.

x ety sont orthogonaux i et seulement si || x + y||® = ﬂnFﬂuF

UF En effet, onaalors ||+l — || x| — |yl = 2(x | u).

Remarque
Ce résultat est faux dans un espace préhilbertien complexe car on a alors ;

e+ yl® = 1 %1® = | w]l® = 2Re {x|y).
Par exemple, dans C# hermitien canonique, soit: x = (.1} , y= (1.~}
Onaalors (x| y) = —i— i = —2i=0, x et y e sont pas orthogonaux.
Cependant, [x]* =2, |wl® =2etx+y=(1+L1- 0)donc:
llx+ul®=4=] x|+l
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2.2 = Cas ou F est de dimension finie
E est maintenant suppasé de dimension quelcongue.

U (Ka)' est le noyau de la forme linéaire f : E = B, x> {a | x). Cette forme linéaire est
non nulle car fla) = || a || « 0 donc Ker f st un hyperplan de E. Tout x de E s'écit :

xedtldas (x- bol)

Illug;—lli?nEHuﬂx—jﬁL:J—uEMd'uﬁE- Ka & (Ka).
a

UEF La proprété est évidente si F = {Dg}. On se limite donc au cas ol F est de dimension

40 1 seris le theonime
15.

& W1 gy cait il que
F &1 FL sonl en somine
direcie.

n = L. F admet une base orthonormale (e(), . =%
E:amdmhszet{n;.---.Ln}Elﬂpmmpx—ilm.
On aalors y& F* si et seulement si v k1 1,nl. {q;|u}:1ﬂ
donc si et seulement si ?tEILn].{&h}-ih{ﬂﬂﬂ}-ﬂ
soit encore i et seulement sl ¥ k€ [1.nl. th{ekl:}l.
En conséquence, pour tout x de E, on a x-i{mlx}m+(x—i{m|x}q}ﬂ
a1 =1
g{qh}qenu,d':puhulnipdddun(z-i:{nh}m}er‘.

Ceci montre que E = F @ FL a1l

2.3 = Projection orthogonale sur un sous-espace
de dimension finie
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En conséquence, il y & une infinité de solutions pour yy,.q, Il 5'agit des vecteurs ;
A (Xpe1 = Prlxq,)) avec AEKY {0}

Ces solutions décrivent une droite vectorielle privée de O .

La propriété est donc récurrente.

Remarque
Il résulte de cette démonstration que chaque vec-
teur y; est défini & un coefficient de colinéarité t
priss.
Dans la pratique, il suffit de construire une famille
{1} < = POUr CONNatre toutes les solutions du

On prendra, par exemple, la famille qui est défi- A KH’_.
-]

nie par ; Pralal
m=x, VIEIZnlw=x-p_|x)

E]

Exemple 17 Sur E = CzlX), (P|@) = PULGN1Y+ PUMXIY + PU- (g —1) définit un produit scalaire
hermitien. Détermination d'une base orthogonale ( Py , Py . Py ) avec deg Py, = k.
a ) On vérifie aisément que ¢ : (P Q) — P1I1) + PIOGEND + P =iy i} est une forme
sesquilinéaire hermitienne sur E.
Elle est positive car ¢(F, P) = |[P{1)|* + |Pi)[* + [P 0))" = 0.
Elle est définie car ¢(P. F) = 0 donne P(1) = P({) = P(—{) = 0 et donc P = 0, car un
polyndme non nul de degré =2 a au plus deux racines distinctes.
b ) On applique ke procédé d'orthogonalisation de Schmidt & la base canonique (1, X X#).
(m|x%), _(P]|x*)
(ALY

A=l P =X— 22X g gy x?o Py - P

R |R (Po | Po)
0n trouve successivement :

':Fblx}=1+l—|=1, ':Fh|"h}=3ﬂml'-l=. =I—;;
(Po|X?) =1-1-1= -1, {Fllfl'}g*(_[' é)"‘t—m(l-é) x(=1)= §:

{FIIF;}-@Y*-

F
+

2
1 8 X 1
=EMH-I’—E+E-

1
i3

B 1l suffit de prendre |a famille ¢y définie par
x — pi—1x) .
Il i = pi—y () |l

!..']='I—"' el leIE-.ﬂ.-“:
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ES5 En effet, il y a deux possibilites pour g mznﬁﬂ ou y,-—“%ﬁ.

La condition {y; | x ) € R impose alors yy = ﬂiﬂ

b |

Pourtout i £ [ 2, n ]I, il y & aussi deux possibilités :
g L) o m—pala)
Y T —pa )l T T e pea ()

Avec {yi | pi_1(x)} = 0, le premier cas donne ;
i |xa) = [l = pry (=) 11w I
et le second : (| ey = =1l 2 = pucy (o) 10w |12

a-pya)
2 — Py ()

Donc la condition {y: | x:) € RS impose y; =

3. Projections et symétries orthogonales

_______ Déhinition 29
Projecteur orthogonal
| Etant donné un projecteur p de E, les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) Im p et Ker p sont orthogonaux,
(2} Kltp-ﬂlIlP}J'-
- (3) Im p = (Ker pr.
' Lorsqu'il wérifie 'une de ces trois propositions, le projecteur p est dit orthogonal.

Remargue
p &tant un projecteur, on sait que E = Im p & Ker p et I'équivalence entre (1), (2) et [3)
résulte de la propriété 19.

Défimition 30

[ Syrmétsin orikogonais

€ 45" pogctor asocs, | UNe Symeétrie s est orthogonale quand le projecteur & p = 3(s + Idg) est orthogonal.

Conséquence
A une décomposition de E en somme directe orthogonale : E = F @& F*, on peut associer
deux projecteurs orthogonaux et donc deux symétries orthogonales.
pr : projection dimage F et de noyau F* ;
pg. : projection d'image F- et de noyau F ;
sp : symétrie orthogonale par rapport & F - sp = 2pp = Idg ;
sp. : symétrie orthogonale par rapport & F* : sp. = 2pp. — Idg = Idg —2pF .
e DEfRIGON 31 e - —
! Une réflexion est une symétrie orthogonale par rapport & un hyperplan H de E.

_ Propriété 23

Soit p un projecteur de E. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) pestun projecteur orthogonal ;

@) WixweE (p)|y) = (x| pw);

(3) VxeE| plx| = lx|.

B e L Lt e

It
ad

s
=



o8 e Idg.

'-'ﬁ:.“'ﬂ Donc siyh=x,

%' thiorime de y-

. Propriéeé 24
Soit s une symétrie de E. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) s est une symétrie orthogonale ;
[2) Vi e ER (x|sy) = {slx) |y},
(3) VxEE | sx|=| x|

— — | &miuli

(1) = @
pétant projecteur orthogonal, on a
(x| plyt) = (x — plxd | plyd) + (plx) | plud) = (plxd | ply))
ﬁr.\'-p[.ﬂEKErp-EIanFEt;liyJE[mp;denﬂlnE{p{x}ly}i{p{x}l;ﬁyﬁ}.
(@) = (3)
On applique (2) avec y = p(x), ce qui donne alors ply) = p*ix) = plx).
IlhlientllpixHF:{x]ﬁx}}.ﬂm&d'qrhl'iﬁglm:lutaumrmn:
| plxhI? = [ || ] placd ),
et pour p{x) = 0, par simplification par || p(x) ||, on obtient ;
|| plaed || = || |-
Pour plx) = 0, cette inégalité est encore vérifiee,
3} = (1)
Supposons que le projecteur p ne soit pas orthogonal, il existe alors x € Im p et y € Ker p
Hsmﬂ{:xly}:ﬂ,MI:ﬂﬂy-ﬂ.
_lw[x)
Il sl
Pythagore : | x [ = ||+ Ay I* + I* 1| y | donc || x| > [l + Ay]l.
Cette derniére inégalité est en contradiction avec (3) car plx + Ayl = pix) = x.

Avec h = mnhﬂiml{ylx+hy}=ﬂeth-ﬂ.mi5.d'a|rés|!ﬂhéwmm

=

M = @
Le projecteur p associé & s = %% &tant orthogonal, il vient :
{x | pun) = {plx) | u)
done {x | siy)) = 2(x | plagh) — (x| y) = 2(ple) | ) — (x| w) = (s00)| ).
(2} = (3)
On applique (2) avec y = s(x) =7 et il vient {x | x} = {s(x}| s(x)}.
(3} = (1)
On reprend la démonstration (3) == (1) de la propriété 23. Alors s(x + hy) = x = hy, puis
&8 ey |® = [+ ap | + 4 0% | w1® done || x — hy| = ||+ Ay e qui esten
contradiction avec (3).

Tout se passe dans le plan Vectix, y), on
@5t ainsi ramené & un probléme de géomé-
frie plane.
Le choix de » fait apparaitre dewx triangles
rectangles.
Dans chacun de ces triangles, |a longueur
de I'hypothénuse est strictement supérieure
a la longueur d'un cdté de I'angle droit.
Pour la propriété 23, cela donnie :

| [l = | x + Ayl

et, pour la propeiété 24
Hao =yl = [l x+hy|l.




B Rappelons que E étant un espace vectoriel normeé, pour tout x de E et toute partie non vide
Ade E, la distance de x & A est diax A) = inf { | x — y|| /yE A},

a) Soit yet zdans Ftels que || x — y|| = || x — z|| = dix. FL.
Lidentité du parallélogramme appliquée aux vectewrs x — y et x — z donne ;
l2x—y—zi®+Hy—=|* = 20— wi* + 2| x - 2|
2
dod ||y — 2|/ = dalx FP? — 4 x - L5

Puisque F et un sous-espace vectoriel de E, on a E;—tEJ'i'mIl:l'l.l:H.u:- L_Fi'j” = dix, F)

%49 o peut remanquer et avec ['égalité précédente il vient || y — z||* = 0, d'ol enfin y = z. = %
t’ﬂ-ﬂlﬂm

reste valable dans e cas o b} = Supposons x — x € F*.

T Alors, pourtout yde F, | x—u J12 = || x—xp [[2+/] 30—y 1%, % 5 done || x—y || x—xq [l

Il en résulte dix, F) = || x — 2|
2 0 i de Pythagore. « Supposons. dix. Fl = || x — aq [}

Six — x & F*, il existe y € F tel que (x — x| y) =0 e, en posant = u":;’m '

on obtient {y [« — x — Ay} = 0.
Avec le théoréme de Pythagore, il vient || x — (xg + hyd IF = || x — x5 ||* — |8 || w)|® done:
[l x —lag +hph | < || — g || car [A|=0.
Cette demiére inégalité est en contradiction avec
| x = x| = dix, Fl = inf{|| x = z||/zEF} et i+hyEF

en conséquence, on a x — xp € F,

Interprétation géométrique

Si U = pp( ), dans le triangle rectangle la
longueur de |'hypothénuse est strictement su-

périeure  la longueur d'un cité de I"angle droit :
| %= =1% = pe(@). /
F 3

Exemple 18 Distance d'un vecteur 4 un hyperplan
SoitaEE " {Og} dans E, D |a droite Ka et H I'hyperplan orthogonal de a.
Ecrire les expressions de dix. D) et dix, H) en fonction de || x|| et (a | x).

OnaidE=D®H ., H=D" , ppix)= “n l':: i, m{x:llx—fllell:}u
a a

dix, H) = || x — pyix) || = || ppix) || donc d{x.fﬂtJ-(F—'!-ﬁM

dix, [ = || x — polx) || = || pra(x) ||, or d'aprés le théoréme de Pythagore ;
a|x .

[l21* = [l Pl |I* + || pastx} I*  done ﬂxﬂfrlx"‘—ﬂl{j‘lﬁ}L-
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Drthoganalie —

Exemple 19 Expression analytique de la distance d’un vecteur x & un sous-espace F de dimension finie et 3

son arthogonal
Soit F* un sous-espace de dimension finie n = 1, et {w) une base orthonormale de F.

I=i=n

On exprime elix, F) et f(x, F-* ] en fonction de || x || et des produits scalaires {wu | x).

f A
Ona prixi=3 (w|shu . prio=x-3 {w|x)u.
=1 il
n
d(x.F*) = || x — pr.ix) (| = || prte) || done d(xe F4)* = 3 |{uur| 2} ?

i=1
dix, F) = || — ppix)|| = || pg.(x) ||, or, d"aprés le théoréme de Pythagore :

[i]
xIi? = [l ppat) 2 + ot P done dix F3% = [l ® = 3 [{ue| 2},
=1

4. Marrice d'un produit scalaire (dimension finie)

L'espace préhilbertien (E. { - | + )] est maintenant supposé de dimension finie n = 1.
Deéfinition 32 R
& 51 pans 1a base &, Soit® = (), . unebasede E, lamatrice % ®1 du produit scalaire ¢ = (x yh—={x | y}
est la matrice A £ () de terme général ay = (& | g).
%) Do le cas eucti- On note maty ¢ = [{e | e)]. =
dien : K= R, on retrouve
la enatrice o forme Bili-
nbaire fvair définition 2). Propriété 25
S0it A = maty .
:ﬁ;mm w SiK =R =" alors A= "A: A est symétrique réelle.
' w SiK =C, %™ alors A= "A:la matrice A est égale 3 sa transconjuguée.
P — On dit que c'est une matrice hermitienne.
tien, e

Propriété 26
est une base orthonormale si et seulement si matg ¢ = In.

@ = {E’}lqr-r.n

— Propriéeé 27
Ecriture matricielle du produit scalaire

i ] 4}
Aux vecteurs x = nger el y=zmg,masmuunmlﬂu:
f=l J=1
X= [.:i::] E My, (K et ¥V= [55.] E M, 1 (K) dans la base 3@,

a) Caseudidien: A=matye <= Vixy EE (x|u)= "XAY.
b) Cashermitien: A=matg ¢ < VicyeE? (x|y) = 'Xay.

ESF Démontrons b).

On pose A = [ay;].
n o _ i i B B
I:.t'ly::l =szrw{ﬁ|€[}m5iﬁ= nmh;-,{xly}:EEx[m: XAY.
el f=1 =1 =1
Réciproguement, si ¥(x. y) € E*, (x| y) = "XAY alors, en appliquant cette égalité avec

x=etl!ty=q.und]ﬁl!ntuﬂ|l{ﬂ|q:l.




| Chapitr 6 : Espaces préhilbertiens .

_ Propriété 28
Changement de base
Soit® = (er), _ _ et®' = (ef), _ _ deuxbasesde E, Flamatrice depassage de 3 4 ' :
P=matg (€}, ....a,).
On pose A = maty ¢ et A’ = maty .
a} Caseuchidien: A" = "PAP,
b} Cashermitien: A' = 'PAP.

B8 1y st rigé DS Démontrons b), = 55

par 12 praprifad 6. Pour tout (x. y) € E2, soit X = maty(x), X' = maty (x), ¥ = matg(y), ¥’ = maty (y)
onaalors X = PX', ¥ = PY’, donc:

Vix W EEL (x| y) = KAy = {(FX )A(PY') . (x|u) = X ("Par)¥’
et, d"aprés la propriété 27b), A' = "PAP

. Propriété 29
51 A € M k) est la matrice d'un produit scalaire, on a :
AEGLLK) et detA>0.

S D'aprés le théoreme 15, il existe au moins une base orthonormale, donc il existe PEGLa(K)
tel que :
'PAP = I, (cas euclidien) ou *PAP = I, (cas hermitien)
1

d'ol on déduit  detA = {cas euclidien),
(det P2

ou ﬂﬂﬂlm {Ehﬂiﬁlﬂ'.

Exemple 20 La matrice A € Mn(H) de terme général ay = ﬁ,ns isn-10=)]=n-1, et
inversible ot det A = 0.

N suffit d'interpréter A comme la matrice d'un produit scalaire euclidien.

Om remiarque que pour fout (L j1E m?

1
i+j+1

1
=f e
L]
Introduisons donc I'espace vectonied E = Ry, ; [X] muni du produit scalaire défini par :

1
VP g EE, {p|g}-]; Plx) Qx)dx .

A est la matrice de ce produit scalaire sur la base canonique, donc A estinversible avec det A = 0.




L'essentiel

I. Formes quadratiques positives
E désigne un H-espace vectoriel de dimension finie n.
¢ Si I'on veut montrer qu'une forme quadratique g sur E est positive,
s o0 peut s M est une matrice de g, prouver que ;
WX € My, (R), "XMX > 0.
<+ Woir Mise en ruvre, exercice 1
v Si l'on veut sachant que |a forme quadratique q est positive, montrer qu'elle est
définie,
« on peut si M est une matrice de g, vérifier que M est inversible.
-+ Woir Mise en cuvre, exercice 1
v Si l'on veut traduire qu'une forme quadratique est définie-positive,
« Oom peut édcire gu'il existe une base de E sur laquelle la matrice de q est I, .
—+  Voir Mise en quvre, exercice 2

II. Espaces préhilbertiens réels

v Si l'on veut montrer qu‘une famille finie est génératrice d'un espace préhilbertien
réel,
« on peut vérifier gue I'orthogonal du sous-espace qu'elle engendre est réduit
au vectewr nul,
—+ Woir Mise en aruvre, exercice 3
v Si I'on veut montrer qu'une famille finie est libre,

« on peut remarguer qu'il est suffisant quelle soit orthonomale.
-+ Volr Mise en cuvre, sxercite 3
' Sil'on veut wavailler dans une base orthonormale plutit que dans une base
donnée,

» 00 peut introduire une base orthonormale donnde par |a méthode de Gram-
Schmidt. (Souvent son existence suffit, sans avoir besoin de la cons-
truire explicitement.)

-+ Voir Mise en aruvre, exercice 4
¥ Si l'on veut déterminer le projeté orthogonal d’un vecteur x sur un sous-espace
F de dimension finie rapporté i une base quelcongue l:ﬁ]lﬂ_“.

= om peut rechercher le vecteur i de F tel que Vi I1.pll, (x— y|fi) = 0.
~+ Woir Mise en aruvre, exercice 5
v Sil'on veut déterminer be minimum d’un polyndme quadratique de n variables
réelles ay . - - . .an,
« On peul essayer dinterpréter ce minimum au moyen de la distance d'un
vecteur x a un sous-espace F de dimension finie, dans un espace
préhilbertien E bien choisi.

=+ Voir Mise en cuvre, exercice b

S2pOoYII IV




Il1. Espaces préhilbertiens complexes
v Les résultats plus familiers pour un produit scalaire euclidien restent
vraks pour un prodult scalaire hermitien.
Toutefois, les moyens utilisés différent en intermédiaires de calcul,
principalement :

(v|u} = (u|v), (ou|v)=alu|v).
I+ )| = [ wlf® +2Re (1| v) + [ v]?
o w)f® = | uf,
[+ o) |* = | — 20m (ue| ) + [l 0%
—+ Voir Mise en cenvre, exercice 7
¢ Sil'on veut calculer la norme (hermitienne) d'un vecteur u,
» on peut utiliser ses coordonnées ;) dans une base orthonormale (e ), .. -

V' Lanorme de u a pour camé Y _ |ay|*.
=

Anention & ne pas oublier le module des «y. |
—+ Voir Mise en auvre, exercice 8

& Lopyrighted material
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on en déduit I'intégrabilité avec le critére de domination.
Il est clair que ¢ et bilinéaire symétrique.
Si P E\ {0}, la fonction x — P2(x)e™™ est continue, positive, donc

1

f PPix)e *du > 0 et on obtient a fortiori ¢(P F) = 0.

0

2) P = a4+ bX + cX? est le projeté orthogonal de X sur F = Ry[X] si

et seulement si X7 — PE F-.
Le triplet {a. b. e} est donc défini par le systéme :

afl[1) + B{x|1) + ofx|1) = (x%|1)
a(l|X) + b{X|X) + o(x%|X}) = (x*|x)
a(l|X®) + b{x|x?) + o(x|x}) = (x°|x?)
YneEM, fﬂn x"e *dx = n! donne
0
Win. p) € R, {X" | XP) =(n+p).
Le systéme s"écrit alors :
a + b + 2 = [
{a + Bh + 8c = B4
2a + 6b + 24c = 120
a + bk + 2 = B a + b + 2¢c = 6
{ kb + 4c = 18 { h + dc = 18
2b + 10c = G4 2ce = 18

Onendéduit c=9 , b=-18 , a=6.
Le projeté orthogonal de X sur iy [X] estdonc P = 6 — 18X + 9x7,

Ex. 6

&l non identiguement rulle sur [0,1].

FPP> .[:-1 Pce Tdx.

Cest-d-dire 5 ot seulement 5i X — P est orthoge-
nal & 1, & X et X*.

Un calod awpeibaire o,

Systéemes dquivalents cbienus par la méthode du
pivat de Gauss.

Calculer A = inf f (% + & ba+ o) ‘e M.
(a.beER fg

Indications

Dans |'exercice précédent, a vu que (P ) — f PN xhe ¥ dx est un produit scalaire sur Ry [X].
i

Le projeté orthogonal de X™ sur Bg[X] est By = 9X° — 18X + 6.

Il 5°agit ici de calouler Emrmuf ~-PI? (P=-aX® - bX - ¢ décrit RylX]).

Solution
l=d{1‘3,ﬂgm'}2 = | %% - By |2

D'aprés le théoréme de Pythagore, on a aussi
1% = Ry = 11 X 1l R P,

Donc, avec B = 81X — 324X7 + 432X% — 216X + 36, compte tenu de
fm x"e” *dx = n!, on obtient ;

T|x~" — Ry||* = 6! - 81.414 324.3! - 432.21 + 216 .11 - 36..0!
On conclut alors & = 36,

Comimentaires
Py projaté onhogonal de X7 s Ra1X],

Carfy L X Py

Calicul désagréable mais facile.

247




III. Espaces préhilbertiens complexes

— Ex. 7

Similitudes

VxEE, [|fix) || = Al x]I.
1) Montrer que la condition (1) équivaut 4 :

Vix, y) € E% {fix) | flu)) = ¥3{x | u).

Donner un contre-exemple si E n'est pas de dimension finie.

Soit E un espace vectoriel hermitien. [ £ F(E) est appelé une similitude quand il existe & réel, A > 0, tel gue :

2) Montrer que, si E est de dimension finie, alors "ensemble des similitudes est un sous-groupe de GL{E).

(1

(2)

Indications
Les similitudes d'un espace vectoriel réel sont plus familiéres.

Une importante différence de caleul est (x | y) = {y | x) au lieu de la symétrie dans le cas réel.

Solution

1) Uimplication{2) = (1) est banale en tenant compte-de A = 0.
Pour |a réciproque, formons || f(x + ) [|%. Il vient :
|t + w1 = [|fCed |1 + 2 Re () |y + JAcen 112,

A'H'EEII'_ﬂx+y}|[1=12|].r+y||2,ll'irhﬂ:
Elﬂxi-y}tl"'-h’{IIxH’+2ﬂa{x|y}+I|y||"_l-
On en déduit Re (1) | fu)) = 2% Re {x | u).
De méme, en développant || flx + i) ||* et &%) x = iy ||, il vient :
Im {fix) | gy = N Im (x| ), puis {F0x) | 1) = A*(x | w).
2) Injectivité: f(x) =0 = || fix)||=0 = A|x]|=0 = x=0.
En dimension finie, une similitude est alors bijective.
Si f, g sont des similitudes de rapports A, ju dans R}, alors :
YxEE, || (f o ghx) || = |F{gx)) || = Al gl || =k o || x]I,
donc [ o g est une similitude de rapport A .
Pour tout x € E,

WA ) = Aol = ol = glxl
donc st une similitude de rapport 4 -
» Contre-exemple hors dimension finie.

En exemple 14 du cours, nous avons installé I'espace préhilbertien com-

plexe E des suites de camé sommable.

ﬁ[m}ﬂ.mm[m]ﬂ: =00t VnEN", tn=u,_ .

[ E— E ainsi définie n'est évidemment pas surjective.
D ui=) o donne [Lf(w)|| = || ufl.
=] nEl

J est alors une isométrie non surjective.

Commentaires

M surffiit de prendre =

Awer [Lovyh= kgl
I| e ||l e |2 Refer | o] o]

| vt ||| o ||~ 2 Emiu | e+l o).
Eogalité des parties, rieBes et imaginaire.

Tourt e traitesnent do cotte deuxiéme partie ne
prisemte sucune diffirence formelle avec les simi-
ficuide=: e espace préhilbertion réel

J st bijective.

A Fanalogue des suites réelles de méme type v
e exempe 13,

La suite 1%y ,, 1 n'a pas o antécédent.
(1o TR O

Similitude de rmpport 1.



— Ex. 8
w

mnem'uwrappiuﬁmdacnmﬂmcmmewﬁﬂ;ﬂ-zl;f P(e®)g{e™) do.
1]

1) Montrer que < est un produit scalaire hermitien et que la base canonique de C . [X] est orthonomale.
2) Etantdonné @ = X" + a1 X" 1 + . . . + ay € CalX], calculer | @JI°.

S0it M = sup [Q{=z)|. Montrer que M = 1.
|z]=t

Déterminer les polyndmes O tels que M = 1,

Indications
La premiére partie est voisine de I'exemple 16 du cours.
La calcul d’une norme est aisé avec les coordonnées dans une base orthonormale.

Solution Commentaires
B
l}fk_fﬁutmiugll-def g, donc Q. P) = B (P Q). Symétre hermitienne.
i 0
La linéarité de I'intégrale montre facilement que & est semi-lindaire & | 4 est sesquilindaire.
gauche et lindaire & droite.
-
Hﬂm-%f 'F{tﬂ}iﬂﬂeﬂmlhlpmiﬁf. Posithvisé de Fintégrale.
0
@ P, P) m 0 implique |P(z)| = 0, donc P{z) = 0 pour tout zde module 1, | Pusque P admet une infinité de racies.
C'est-a-dire P = 0.

En conclusion, & est un produit scalaire hermitien.
Soit r, sdans [0.n . Alors :

2w
(X, X%) = o ,’; )

ﬂnadut||x’|i*=g,1;fhda=1.etpuurr—5, 5= 7. Les vecteurs de ka base canonique sont nor-
o e
1 1 s In
(x| 2% = g [y =0
La base canonique est donc orthonormale.
m
2) Ona||@i =1+ lay/* donc| Q| = L. On 6l vu que | X" =1,

|

f
Pour avoir M = 1, il faut 3" |ay|* = 0 donc ay = 0 pour tout
k=1

ke [1.n], c'est-a-dire Q= X",

= A



ercices

AE

Soit @ une forme bilinéaire symétrique non dégénérée
sur un R-espace vectoriel E de dimension n. Soit f une
application surjective de E sur E telle que :

Vix yle E2, g(flx) fly)) = ¢lx )
Montrer que f est un automorphisme de E.

Dans R" rapporté & sa base canonique, déterminer le
rang de la forme quadratique :

o= Y (n-x)

I=ici=n

Soit n un entier naturel non nul.
Trouver bes réels xy o, o - o, 3 Tels que

Niveau 1

S0t A= iﬁm'] E Mn(R) avec

il
A = f!; sin bov sin fxd,
1]

Montrer que det A = 0.

a b ¢
S-nItA-(.: a h)E.ﬂa[mavH:
B o a
at+b et =l
1) Montrer que |det A = 1.
2} Erudier les cas d'égalité.

Dans RY euclidien canonique, former la matrice par
rapport & la base canonique 3 de la symétrie orthogo-

X O+ am + + Xn = n nale par rapport au plan H d"équations :
q o+ oG+ * X = mexg—xg—x3=0 2 +8xp+xg—x4=0.
Niveau 2

Soit E un R-espace vectoriel et f une forme bilinéaire
sur E telle que :

Vi) EEL, fleyl=0 = fluxi=0. (1)
Montrer que f est symétrigue ou antisymétrigue.
Soit g une forme quadratique définie positive sur B"
dont la matrice dans la base canonigue de R™ est
A = [ag] et soit g la forme quadratique de R™~!
définie sur la base canonique de R™ 1 par:

it—1 a—1
[ TR P 1
q‘{x|.---.#',|_;'?=zzlvl-‘-:r| mr|
=1 = Ty J
Montrer que g° est définke positive.

Soit E = Ry [X) muni de sa structure euclidienne cano-
nique, et ‘€ I'ensemble des polyndmes P € E scindés
dans B.

1) Montrer que € ast un chne fermé de E.
2) Calouler la distance de A = X* +1 4 €.

Soit E un espace préhilbertien et F un sous-ensemble
non vide de E comvexe et complet.

1) Montrer que, pour tout a de E, il existe b € F,
unique, tel que: dia.Fls ||b-all.

2) En déduire que, si F est un sous-espace vectoriel
complet de E, E = F & F*.



Exeecoes |

Ex 11
Polyndmes de Legendre
Soit E le R-espace vectoriel " ([-1.1], R) muni du

1
produit scalaire { - m}:E’—;lt.mg}-rf_m
-1

1} a) Montrer qu'il existe une suite (Pa) _, de po-
lyndmes vérifiant :
(1) ¥neEM,. degPr=n
(2) ViDEN tn) = (P|B)=0.
b} Soit nE M*, montrer que Pn a au moins une
racine réelle sur ] — 1, 1[.
On appelle a; . g, - - - . oep les racines réelles dis-
tinctes de P, appartenant & 1 — 1, 1[ et en bes-
quelles Pr, change de signe. En considérant le pro-
duit scalaire de Pr et (X —ay) ... (X — ap).
montrer que p = mn.
¢} Montrer qu'il existe une suite unique (Lo} _,
de polynbmes vérifiant ;
(1) ¥neEM, deglae =n
(2) ViNEN ta) = (L|L)}=0
(3) YnEM, Lo(l) = 1.

2) Montrer que, pour n < M, fixk, il existe  unique
dans R[X] tel que :

deg@=2n, (X — 1)" divise @,
Ln = @™ (dérivée n"™).

En déduire qu'il existe . £ R tel que :
o= [.I.{:{E - 1}".

Hmlmqu!p=_nr.

Soit E un espace préhilbertien.
Pl:l.l{xl I I 1.t.--L:lEE"".IM!II:IE'li]{.n:ﬂl. naa .-1:11]
la matrice de terme général ag = {a | x). Clest la
matrice de Gram du systbme (x; . xp. - - - . Xa).
DG(xy., -+ Xn) =det G(xy . - - -, xn) estledéter-
minant de Gram du systéme (x; ., . . . . xn).
1) Maontrer les dquivalences :
a) [Ilr"' ,Jﬂ] =0
b} [xy. - .xn) libre <= DGlx;. ... x) =0
2] Montrer que :

a) ¥ o €5, (permutation de [ 1, n 1),

DG(%y1). - - - X)) = DG {2y, - - - . xn).

b) Montrer que NG (xy , - - -, xn ) est invariant
lorsque I"on ajoute & Fun des x une combinaison
linéaire des autres,

c) Cabeuler DG A%y . xg. - - - %)
3) Soit (xy . xu, - - -, xn) libre et py |2 projection or-

xn) lié &= DG(xy. - ..

thogonale sur H = Viectixy, xp, « - - , 2 ). Mon-
3) Enutilisant {La | X"} = 0 pour: trer que ¥x £ E,
IE{“'I""'H_I} E_H}{x!-‘:l!ﬂf"'lxlt]
montrer que (X + 1)" divise @ = Pl - DG(xy %+« &n)
Niveau 3

Soit g une forme quadratique non dégénérée sur K"
et B sa forme polaire. On pose :

G={fEFR"Vx=R". qfix) = glx)}.
1) a) Montrer que pour f € F(R™), [ est élément de
G si et seulement si :
Vix. y)ER" x BR", B(flx). fly)) = Blx. y),
b} Préciter la structune de (G, =),
¢} Quel est le déterminant d’un élément [ de G 7
2) Onprend n = 4, etsurlabase canonique (e
deRY: glx)=x +23 +5 — i
Soit f € G de matrice A = [ay,] sur la base ().
a) Montrer que aj, = 1.
Calculer r— en fonction des aj .
bl Soit fet g€ G, A =maty,f = [ay].
B =mat, g= byl
C = mat, o g=[e]
Montrer que aygbyy =20 = cgy =0,

Isind :

Soit £ = ([0, 1], R) I'espace vectoriel des applica-
tions de classe C* de [0, 1] dans R, et :

V={fEE/fl0)=-1fil}=1}

1) Montrer que V est un sous-espace affine non vide
de E,

1
2) Montrer que ¢ : I:_I".g]'—r_ﬂﬂ}yfﬂ'.l+f I est
o

un produit scalaire sur E.

3) Pourtout [ € E, on pose ;
1 1
m:f j‘*{:}duzf et fitidt.
[} i}

Montrer qu'il existe =V tel que 1(f;) '_.:é"f-.r I

Calculer Etju_é.igi{ﬂ.
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Solietiorts des exercices

Niveau 1

a Soit (A, x) ER x E. Montrons que f{hx) = Af{x).
Par hypothése, ona YyEE, 3z E, y = fiz), donc:
Yy E E @ fihx) y) = ¢ firx), f2)) = glhx, z) = A g (x, 2).
Or, on & aussi np{_ﬂx}. y} =¢Lﬂxl,_ﬂ:]} = glx z), d'oli:
VYEE. p(flae),y) =hg (flxhy) soit VYEE ¢[flax) — Afilx).y)=0.
¢ Etant mon dégénérée, son noyau est nul et on en conclut que : fikxd = ARl
« Soit (x.x') € E, on a, avec les mémes notations que ci-dessus ;
YyEE ¢(f(x+x').u) = ¢(f(x+x') . fiz)) = g(x+x'. 2]
= plx, 2] + LFI::Ir,I]
= ¢{fixhy) + o (f(x').u)
donc Vy € E. (i (x+ x') — filx) = f(x'). y) = 0, et ¢ étant non dégénérée, il vient : f{x + x') = fixd+ 7(x').
f est donc un endomorphisme surjectif de E et puisque E est de dimension finie, c'est un automonphisme.

Remargue
Linjectivité peut se prouver directermnent triés facilement. En effet, soit x = Ker f, ona:
YyeE, ¢lxyl=¢[0g .ﬁy]]l =0, doncx = 0g et [ est injective.

1]
g 5& déweloppe q(,l:]:{n—l]leg—iﬂ E ., 0N en déduit la matrice de g sur la base canonigue :
=1 Isigf<n

n-—1
A= - & Mn{R)
n=1

= De fagon immédiate, la somme de toutes les lignes est nulle, dol: rgg=n— 1.
» Calculons alors le déterminant dordre n — 1 (par des manipulations immédiates sur les lignes) :

| A | 1 ... 1

n-1 n—1 n 0 ... 0
A= -y = (=1 ={t .o e H|ant?

[_1:' 1 {_1} a ﬂ

n= n-1 0 0 n




%MB:MW |

Linégalité de Cauchy-Schwarz appliquée, dans R™ euclidien canonigue, aux vecteurs uw = (1.1,....1) et

ul{xi.q,---ixn}ﬁmn!: X . .
(Z*) =n) . (1)

xXg + Xpg % .- o+ Xy = 0

.\% + xg O x,i,_ = n

I'inégalité (1) devient une égalité &t on sait que cela donne u et v ks, |l existe donc k. = R tel que ;
Yicllnlx=hiL

Réciproquement, (xy . ... . xn) = M1.1, .. .. 1) est solution du systéme si et seulement ik = 1.

Le systéme proposé a donc une solution et une seule (1,1, . .. . 1),

Soit fi, : x> sinkr. L ECTR.RIE=Veet (fi . fa. .- .Jn).

On montre facilement que (f; .2 . - - - .fn) estlibre : ce sont, par exemple, des vecteurs propres associés & n valeurs
propres distinctes { — 1, 2%, . .., —n®) de 'endomorphisme dy : f — " de C™(R. R).

En conséquence, (f7 . - - - .fn) est une base de E et A n'est autre que la matrice sur cette base du produit scalaire

Si (%1, - - - %) est solution de {

sur E définit par ¢ : Lﬁg}l—rfgﬁ donc det A = 0.
]

1) Développons le déterminant de A, En ajoutant les colonnes 2 et 3 4 la colonne 1, il vient ;

a+hsc b ¢ 1 b ¢
detA= |la+b+c a b|=la+bscl(]l a b
a+tbh+c ¢ a 1 ¢ a

dod detAs=ia+ h-n:'j{un-r B+ = bc = ca = ab) ;
|Jlui:~a'|.r|zi:l[m+!:n-inn::]'“-nr.'a.il-.lfnﬁnﬂz-i + 2ab + be + ca) ;

detA=(n+b+rc) [g {_EI.=+E'.'E +-r:=:| - ;—{u-r i:r+c’]i].

Soit S = {la. b e)ER fa®+ b + % = 1] : cest la sphire unité de B euclidien canonique, pour tout
labclES ona; 1
det A = E{a+ b+l [3—{:1+ b+ :}!]

switenposant s=a+ b+, ﬂetﬂ:%u{ﬂ—s’]-

D'aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée dans R* eudlidien canonique aux vecteurs (1,1, 1) et {a. b, ¢}
onas la+b+e=vIVal+ b+ &

doncpouria.b.clE5, |& = /A

La fonction ¢ : swidﬂ-s’]ﬁtimimﬂﬁ‘{s}- E[l-s’}.mwmﬁmmrmﬁlmm
par e tableau :

¢l s} o S
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done ¥se [—v3.V3], |els)f=1 e WabhcES |detd| =1
2} Létude des variations de ¢ monire que |'égalité est réalisée si et seulement si s = 1 ou s = —1 Cest-d-
dire (a, b, c) € %y Ly ol € et €y sont deux cercles symétriques par rapport a O.

11{a=+h=+r:= tiﬂ{a=+b=+cﬂ

= 1
a + b + ¢ = 1 a + b + ¢ = =1
‘Elmhmdeduphnﬁn+b+csﬂmhienﬁ(;.

Le systéme { Mre-R-xu=0 est de rang 2 (1 est bien un plan) et équivaut & :
Xy +3xg+xg —xg =0
{Jm=—¢
% =2 + 2y

Une base de H est donc (uy. ug) avec uy =(1,0,0,1), ug =(0.1,-1,2).
La méthode de Schmidt fournit une base orthonormale de H @ (1, vg) avec

1}
-

] et

w1 ug — {ug|vgjm 1
= = (1,0,0,1) ., = =m{—1.1.-1,1)
= Twl = V2 " ug - (wp [on)on 2

Snitplawaji-cﬁnnnrﬂmguﬂlmﬂ.pmrm;:-{xlixn.a;,x..}.ﬂna:

;ix}-{lulr}lu+{un|x}u=$ﬂ-{n+n]m+%{—xm+m—m+n]lﬁ-
Aﬂ:ﬂ:[e.]l‘l_“,Iafmmiepréddmﬂperm:hcamltrp{q},relljluquldmmlesuimnﬁtb
matg p. On obtient : 3 -1 1 1

11 1 a1
malaP=g| 1 _1 1 -1

1 1 -1 3
5 5 désigne |a symétrie orthogonale par rapport 4 H, ona s =2p — Id donc :
1 -1 1 1

1]-1 -1 -1 1

matas=s! 3 _1 -1 -1

1 1 -1 1
Niveau 2

Soit € Fy(E) vérifiant (1) et non altemée. Il existe donc a € E tel que gla)=0 ol q est la forme quadratique définie
sur E par : YxEE gix)=flxxhk
1) Montrons que ¥xEE. fix.a)l= fla.x). (2)

Pour xR, on a fla, x + ha) = fla, x)+ hgla), donc puisque qia) = 0, avec h = -jlql':‘ﬁ-]. ona:

fla x+ha)=10
d'ou, daprés (1), fMa, x + ha) = fx + ha, a) = 0. 1| en résulte :
Jla. x) + hgla) = fix a) + Agla) donc fila, x) = flx al
2) Montrons que Vix. y € E2, fix y) = fly.x) (3)

. ﬁj&ﬂ-ﬂ,mmnth:—ﬁ; on a fix i+ ha) = 0 et alors ;

J g+ ha) = fly + ha. x) = 0 donc flx y) + hfix ad = fily, x)+ 3 fla x)
et, d"aprés (2) : flx y) = fly. x).
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Puisque x et y jouent des riles symétriques dans (3), le résultat reste valable si fly, a) = 0.

w 50 flx ad = fly, a) =0, on a pour tout & réel, Mx + a, y+ Aa) = flx y) + hgla), donc avec i = -—‘%ﬂ-} :
il vient : fix+ a, y+ hal) = 0. Et d"apeés (1)

Fix 4o y+ hal = fly+ ko x + al.
Il en résulte fiax y) + hgia) = Ty, x) + hgla) et enfin fx y) = Ty, x).

mon
Soit x = (1.3, - - -.xn) ER" glxi=Y_ Y ayuy.

=1 =1
n—1ln=1 a=1n=1
Posons & = (x1, -+ X 1) ER™ g/ (x) mann B Y aymx - Y xixganiay (1)
i=1 jul =1 Jjml
n—=1n-1
a3 agy = 33 aey - ﬂmzwmwaﬁﬂ

) =
2

S (£ (e )
() e

non n 2
D'od, en reportant dans (1) ¢/ (') =amn ) ) agazy— ( M) ou encore, en notant (er) .,
=1 jel =1
[a base canonique de B™ et ¢ la forme polaire de q

q (') = glen) glx) - [p(x E'I'I]]z.
D'aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée & la forme quadratique q positive, on en conclut que ' est positive.
D'autre part, o (x') = 0 s'derit :-.:-l,’_Jv-r.f:ujl2 = qlen) qix); or, q étant définie-positive, inégalité de Cauchy-Schwarz
se réduit & une égalité si et seulement si les vecteurs sont liés, donc x = hen et &' = 0. Finalement o est
Ex.9

1) € est I'ensemble des polyndmes P = aX® + bX + c tels que B* — 4ac = 0, c'est donc un cline car il est stable
par toute homathétie P~ AP, et on a % = & (8.} ol & est 'application de E dans & définie par & :

aX® + bX + c— b* — dac.
La fonction ¢ : B — H. (@ b. o)~ B* — 4ac est continue {c"est une fonction polyndme) donc @ est continue
en tant que composée des fonctions continues ;
w:E—=+ R aX®+bX+c—iabc el g

En conséquence, 6 est un fermé de £ puisqu'il s'agit de I'image réciproque, par la fonction continue &, de &,
qui est un fermé de . (Voir Analyse MF, chapitre 1.)

2) Lechne € est la réunion des droites vectorielles Dp = RP avec P = aX? + b + c tel que b* — 4ac = 0 (ce sont
les génératrices). De plus, quitt: 4 remplacer F par un polyndme proportionnel, on peut se limiter 3 ;
IPt=a’+bf 4+ =1 et a=0.

En conséquence (A, %) = inf{d(F) /P = aX" + bX + c.a” + b + ¢* = 1,a = 0, b® — 4ac = 0} ol I'on a
noté di P la distance de A 4 |la droite Dp.
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1)

2)

2
. AlP
On sait que a(P)® = ||A — ppla)|? = | &) - (pplA) est le projeté orthogonal de A sur la

el
) AlP .
draite Dp : pplA) = P P), donc diPF = 2 = (a+cf et:

diA, €F = inf{2—(a+cF fa® + P+ F =1,a=0.0" —dac= 0},
De b* — dac=0eta + b® + & = 1, on déduit :

2..:..:-1:1- a’+d d'al in+c}=iTl+nﬂ+EE-
Avec a? + 2 = 1= b = 1, ilvientalors (a+ ¢ = 1 etenfin 2 — (a+c)? = 1, done diA. €)= 1.
W suffit de constater que pour P = 1, on a P € et diP} = 1, pour conclure & diA,€) = 1.
On peut vérifier que, pour PE€ tel que | Pl = 1eta =0, ona diP) = 1 cest-a-dire 2 — (a+ e =1 siet
seulement si P = X ou P = 1 ou -1, ce qui définit deux génératrices du ciine €.
En effet, les conditions || P'|| = 1 et (P} = 1 s'écrivent a® = b* + ¢ = 1, a® + 2ac+ ¢ = 1, ce qui donne
B* = 2ac donc ac = 0 et, avec b° — 4ac =0, on en déduit ac = 0 d'od finalement ac = 0.
Pour e = 0, on obtient b= 0 donc ¢ = £1, C'est-a-dire P= 1ou P = =1,
Pour ¢ = 0, on abtient b = 0 donc a = 1, C'est-d-dire P = X%,
Les projections de A sur ces deux génératrices sont

Al x?

All
= x2=xﬂ 'Et PE: 1=1
Z I X~ Py

ce sont les spointss de € en lesquels |a distance diA, €) est atieinte,

a) Uensemble {x € F /dia F) = ||x - al|} a au plus un élément : voir démonstration du théoréme 23,
proposition a).

b) Il reste donc & prouver l'existence de b€ F tel que dia, Fi= || b— all.

d”(a, F) est e plus grand minorant de { || x — a||® / x € F} donc, pour tout n € N*, il existe xp, € F tel que :

1
dHaFl=|lxn—al®= ;.I+d=l:u.F}. {1}
Le théoréme de la médiane donne
Xp #
|20~ @i + | p — @) = 2 a-—gﬂH ” H
Z
Xn + Xp

Puisque x—";—"'k £ F (convexité), on a ||a — = d{a, F) et il vient :

n >
H || ‘E [lI3n — & |* + 1| %p — a|*] - d*a. F)

donc %Il-ﬂh ~xpl®= 3 [dzl[mFH '_—11, +da F) + ?] - d(a, F) et enfin ;

1 1
[l xn — xp || ;§+;§

2 .
En conséquence,  sup ||.u1.—.n:p||u:;etlanﬂle{xr.]~_thﬂﬂuﬂyh‘dr.ﬂmlmﬂﬁchapmﬂ.
pEln+mol

F étant complet, catte suite converge vers b F et par continuité de lanorme, ona: | b—al| = nHEL [l xn—all
done, d"apriss 'inkgalité (1) : || b — a || = dia. F).

D'aprés le théoréme 23, | b — a || = dia, F) donne b— a & F-.

En écrivant, pour tout a de E, a = a — b+ bavet a — bE F- et b F, on prouve ainsi gue E = F + F* donc
E = F & F* (car on sait que F 1 F* = {0} est toujours vrai).

=
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z)

m::‘" |

1) .a;u Lé-; conditions (1) et [2) sont équivalentes & :

WSk (P, Py, .- Py estun systéme orthogonal
¥ =M, Veet |::1.x.x=. . .x"l‘] = Vect (Fy. Py. ... P
donc (Py) _, se déduitde (X™) _, parle procédé d'orthogonalisation de Schmidt.
On £ait que chague polyndme P, est défini & un coefficient de proportionnalité prés. Une solution est fournie par
n—k i
X
Fp=1. ¥YnEl , Ph=X" = ﬂﬁ:-
k=01 {F‘i F"'-}
L
by Pour n =1, on @ {Fr | Fy} = 0 C'est-i-dire j Prixidx = 0.
-1

La fonction Pr, est continue sur [= 1. 1], si elle ne s"annulait pas en changeant de signe sur ] = 1. 1], elle resterait
de signe constant sur [—1. 1],

1
Dansmcnndiﬁnns.[ Prlxide m ) exige Vxe[—1, 1], Paix) = 0, ce qui estimpossible puisgu’un polyndme
1

de degré n a au plus o racines réelles.
En conséquence, P, 5 annule au meins une fois en changeant de signe sur ] — 1, 1[.

Soit alors ay . - . . L op hes racines réefles distinctes de Fr, . appartenant i | — 1. 10, en lesquelles P, change de
sige,

Puisque deg P, = n, on a p = n. Avec p < n, le polyndme 0 = (x —a; ) {x —ag) - - - (x — ap) appartiendrait
aVeet (Py. Py, - - - . Py_1) etserait donc orthogonal & Py,

1
Oni aurait ainsi f( Prlx W xidx = 0 avec une fonction Py, continue et de signe constant (les changements de
1

signe de P et O dtant simultands, le produit ne change pas de signe), ce qui exige Ve [—1,1], Palxlgix) =0
donc ¥Wx & [=1,1], Palx) =0 C'est encore une impossibilité,

En conséquence, on a p e m, C'est-a-dire goe Py 3 exactement i racines réelles simples et situées sur ['intervalle

1= 1.1[
&)  Une suite | Ly wérifiant (1) et (2) est de la forme |

iglhnPn) . 00 ¥nERl. ks ER

 nen

Daprés le b), on & Pal1) = 0 donc la condition {3) est réalisée si et seulement si ¥ne By = Pr._lﬁ d'ol

i
I"existence et I"unicité de [L.,.jm_,~| wirifiant (1), (2) et (3).
(X = lﬁh]n“ﬂﬂ &5t une base de Ko, (X1, tout polynéme o de degré 2n et tel que (X = 10" divise O s'écrit
de maniére unique :

an

Q=3 alx - 1¥ avec g =0

fe=n

et on a alors :

an
@MY k-1 k- Dgelx - 15"

K=
by
[k +rnll e
= Z T st X — 1]
Fe=il )

i
De méme Ly, 5'éerit de maniére unique : Lo = Z FroplX — 1%
k=il

o o _ (k+ nl
donc '™ = La equivaut a Wk = [0, n], B Tein = o ke

258
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3)

On en déduit I'existence et 'vnicité d un polyndme O vérifiant les conditions données :

r
i{on a bien gu,, = mr%' Fron = car degLq = nk
1 est racing d'ordre n de o done
YeeElD.n—10 g%1=0

1
Avec (La | 1) = D on uhrientf @™ dx = 0 done 0 V1) - g M- 10 = 0 puis @ -1 = 0,
1
1
Sin =2, avec {Ln | X) =n,mnbtimtf x @ x)dx =0 puis en intégrant par parties :
-1

T | 1
[xg'"'_]-'rx]] l_f " U s = 0
-1

donc —@ "D + " —1) = 0 etenfin g 1) =0,
Supposans que pour k< n, GO -1 = @ 1= Lo =gy = 0, Ave (L | X5 =1,

i
on uh'l'lentf x""'_lﬂl"‘:'[xhjx = () et en intégrant k — 1 fois par parties
1

1
(— 10 Y — 13.rf g ide = 0
=1

done R - g =0 puis @ Mi-L=0.

On a ainsl par récurrence G — 1) = 0 pour tout k= [0, n — 1], C'est-a-dire que — 1 st racine d'ordre n de
 ou encore que (x + 1) divise Q.

En consequence, & est divisible par (X% — 1}" = (X + 1¥(X — 1)" et compte tenu de deg @ = 2n, il existe un
réal . tel que : 0= pix? -1

La formule de Leibiniz donne :
n=k

dﬂ M . k dh i n d T
a;ﬁ[lj =11 = éi]ErIE;Elx'Flr E;H:E{I - 1}
d Ky # & K 1
dont Ln = E n! {[:n} e+ 1" M= 10" etla condition La(1) = 1 fournit p = —p— .

2°m!
fo=il

Fl
Finalement, on obtient |a formule, dite de Rodrigues ; Ly, = —,1]7 E”[xz - 1",

2%
Ex. 12
1) Motons Cy, - - -, C les colonnes de Gixy, - - -, xn),
e 5i (a7, - .- %) €5t lié un des vecteurs x; est combinaison linéaire des autres :
n
5= b
k=1
L]

n n
MorsWic [1.nl, (x| x) = 3 hifm|x) donc €= ApChetDG(xy. .- .xa) = 0.

k=1 A=1
K K|
= 5 {x], e x,q:| est libre, ﬂ'{.n:'], c oo xn | est la matrice sur la base {""":Ih.!-.n de F=Vect [x, - - - a0}

du produit scalaire, donc G est inversible daprés la propnété 29.

b) La matrice dun produit scalaire sur une base 5 a un déterminant strictement positif, donc ;
|I.1:], s ,.1',.|::| libre = D{:I::,:r:, s ,,:r_,,j = I,

Limplication réciprogque résulte de a),
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3)

1
La fonction 2 étant continue et positive sur (0, 1], la condition f Fiofde = 0 donne V1€ [0, 11, £(1) = 0
[1]

donc f est constante sur [0, 1] et, avec f(0) = 0, il vient f = 0 (fonction nulle sur [0, 1]). On a ainsi prouvé que
i est définie-positive. C'est donc wn produit scalaire sur E. On notera ;

e fgh={|g) et ¢UfN= s
Pour tout f de V, une intégration par parties donne ;

1 L 1
f e‘_r{ud:=[e'ﬂn];—f e*f{t]dt=e+1—f e' indt
L1} [N] [¥]
d'ad -

= f (f"m -Ee‘_f’lf!}) di+2e+2

=fnl U‘{t}—E*}zdt—§+2e+;

En posant gli) = fit) — o' ona g€ E avec gl0) = —2, donc
1 1
f (1'0) - &) ae = f g'(eide=|lg|* - 4
o L]

ot : M]=||H[|E—%EE+EE—;.
Il est alors dair que I'ensemble {1071 / f € v} est bomné inférieurement et que cette borne est atteinte quand
[l gl est minirmum,
En posant f = P+ b, d'aprés le 1), f déoit Vi et seulement si ko dicrit le sous-espace vectorel W, et on a
g = h — (exp —P). Donc la borme inférieure de || g || est atteinte en au plus un point hy de W et C'est le cas si
et seulement si hy — (exp —PYE W Cest-d-dire fj — exp EW" en posant fi = hy + P, (voir le théoréme 23),
Remarque
W n'étant évidemment pas de dimension finle, le cours ne nous permet pas d'affirmer
I'existence du projeté orthogonal de exp — P sur W,
Nous sommes ainsi ramenés 4 la recherche de f, = v tel que (f — exp | u) = 0 pour tout u e W.
Pour u =W, ona:

{fo = exp | u) = wi0){f{(0) - 1) + ful u’m{:ﬁm—e':] di

1
= f u'it) (_g;m - e') dt (car w(0) = 0)
o
et en intégrant par parties ;

1
{fo — exp | u) = —f i) [:_r;'[r:—ef] dt (car ul0) = (1) = 0),
1]

En conséquence pour avoir f — exp =W, il suffit que :
vie0.1], fi=e
c'est-3-dire , compte tenu de f(0) = —1 et (1= 1:
YiED, 1], fit)=e' +{(3 - eit - 2.
Comme on sait que ce probléme a au plus une solution, cette fonction g est 'unique élément de V en lequel
|| 1 et donc I(F) atteint 5a bome inférieure. On a alors

1 3
‘:r:'tE:l.hr_ilij]=|L.E]. exp || 2\\3'3+2.z‘ 3

1 2 1 5
=fu {_ﬂ{[tb—e[} 4.1:—5-».'1 +2ex

23

1
tﬁeﬂ—le+i-




Une norme vérifie - Yx EE, || — x|| = || x||, donc [ est symétrique.

1)

2)

fixv g+ flx— o) =||x+y+z|P—lx+y—z|f+)lx—py+z|f - |x-y-z|>
Or||x+ybz|Pellx—yez|® = 2(|| x+2|F+]yl1*) et || xey—z|P+llx—y—z|® = 2(| x—2|*+| wlI*)
et il s'ensuit 4 (Fx + u. 2) + flx — y.2)) = 2(}|x + 2|12 — || x — 2||%) = Bfix. 2), Cest-dedire :

Jix+y 2l + fix =y, 2] = 2/Tx 2)
En particulier, on a fi2x, z) + (0, z) = 2fix ). Or 4fi0.2) = || 2]|* — || — 2|* = 0, d'0l f2x. 2) = 2fix. 2.
Notons aussique Wiw 2} EX, 4fl—w ezl = || —u+z|® — || —u—=z|F =lu—z|* - u+z|? = —4fiw 2.

On applique fix + gzl flx = gzl m 2fix zld x = é{u+ vlety= é{u- vl et il vient ;

flwz)+ flez)= Hﬁiiui-u!.a]l.

Il reste & utiliser 2f(x, z) = f12x, =) pour obtenir fluw, z) + fTe, 2l = flu+ ezl

i0n a ainsi établi que la premiére application partielle de 7 Cest-a-dire /-,y © x~ flx y) 851, quel que soit
y < E, un morphismie additif.

Aved flw, 2h+ fie, 2) = flw + v ), on obent par récurmence Yn & M°, fine 2 = nfix 2.

Aver fl—w 2zl = —flu zlet fi0,zh=0, ona¥neE £, finx, 2 = nfix z).

Ensuite, pour tout p € N‘,j(pg.z} = n.l’(g.z dunnej{g.z) = %ﬁx.:].
Enfin, p-nurlnll'trEQ,!néﬂh‘Hltr:E.nEE.pEN‘,mnhﬁH‘l‘t:

Vix 2l EEL, fircz)= nIl[:; . =) = g_f{x.zlm r i, 2).

Tout réel & est limite d'une suite {m:] de rationnels. A partir de limf{rnx.a] = lim rfin z) = Afix. 2), la
continuité de § par rapport au premier argument permet de conclure que fiidoe, 2) = Af(x, 2) et établir le second
volet de la linéarité de |la premiére application partielle de f.

» Continuité

E étant un espace vectoriel normé, 'application x — || x || est continue sur E, tandis que (x, y)— x + y et
(2, y) = x = y sont continues sur EX, Il en résulte que [ est continue sur E* (par composition d'applications
continues) o qui assure la continuité sur E de x— f{x, z}

Avec la symétrie déja citée, f est une forme bilinéaine symétrique sur E.

Pour conclure, on forme 4 Tx. x) = || 2x || + || 0g ||*, ce qui montre que [ est positive.

Avec [|[0g|| =0, on a 4fix x) = ||E.I:'||g. done flx x) = 0 =+ 2x = 0g, c'est-d-dire x = Og et la forme [
st définie-positive : C'est un produit scalaire sur E.

Remargque

Wih. XIER = E, || Ax|| = |A]]| x|, donc fix b = || x||*. On a ainsi prouvé que si une norme sur un R-espace
vectoriel vérifie 'identité du parallélogramme, alors il 5 agit d'une norme eudidienne.

1)

La bilinéarité de ¢ résulte clairement de la linéarité de I'application atraces,
D autre part TriM) = Tr{ "M) donne Tr{'AB) = Tri*BA) : ¢ st symétrique.

Avec A= [ay] ona ‘Ad= [my] , my= agagdonc: @A AN =Tr'A0 =YY af).

le=1 iwl =l
Le calcul montre que YAE E, (A, A)=0,etsigld A)=00ona: WiHel.nl® ay;=0donc A =0.
Ainsi ¢ est bien un produit scalaire, la norme euclidienne associée étant définie par :

n n

VAEE. |M||“=Zzu,§,_

=1 i=1
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2)

3)

Les o étant les coordonnées de A sur la base canonigue {E,J] teten 08 Mni®) (les E; sont les matrices
I=fsn

élémentaires), on constate que la norme définie par || A|* = Tr {*AA) n'est autre que la norme euclidienne
cananigue sur n{ R (voir Mire en aavre, Exercioe 2).
a) Linégalité de Cauchy-Schwarz donne ;
[{In | A} = In ]Il AH
donc Tra| e nyTritAA)
et a forfiort Tra =+/nTrtAA)
b) 5i A est telle que Tr A = +' nTr LAA) compie tenu de : o
TrA = [TrA| =+/nTr fAA]
on & aussi TrA| = +/'nTr LAA)
¢ ost-d-dlire |{In [AY| =Nin]lll Al
Il existe donc & € R tel que A = Aln. (C'est le cas d'égalité de Cauchy-Schwarz.)
Réciproquement, pour A = Al on obtient :

TrA=nh et Tri'AA) = nA® donc +/n'Tr'AA) = n|A].
Il'y a donc égalité si et seulement si & est positif ou nul.

En conclusion, TrA = /' n'Tri TAA) équivaut d A = Al avec L E Ha..

a) Posons A = [ay)]. B=[by]. AB=C= g onaalors:wWiLpellnl®, ey=3  axby.
k=1

Ennotant LA = (ay .0g. ... .;n) ER" ke ("™ yecteur ligne de A,

et CHy = (by.by. .- - .by) ER" le /™ vecteur colonne de B,

dans B" euclidien cancnique, on a : ¢y = (LA;|CB;) donc, d'aprés [linégalité de Cauchy-Schwarz,
o= | LA ? |1':15[r=|'*a Il en résulte :

NABJ® = zz.cﬁru-:22| LA: ¥ By || donc aussi (| AB | = EIIMIIEZIICE;-I

=l j=1 i=1 _|r1 =1
nampanZu.-un 'EZ%="**" EI_demtn'heZ"EBl-" =[| B||*, d'od finalement :
=1 k=1 J=1

| AB(* = || AP B
b) D'aprés le caloul précédent, on aura | AB||* = || A ||¥| B|* si et seulement si :
viLpETLnl. o) = LA ) cB|®
c'est-d-dire , d"aprés 'étude des cas d'égalité de Cauchy-Schwarz, si et seulement si ;
ViLflEll.nl, LA, et CB;sont liés.

Lorsque A = 0 ou B = 0, ces conditions sont évidemment réalisées, Lorsque A =0 et B =0, si LA, est une ligne
rion nulle de A, chaque colonne CB; est colindaire & LAy, et si CBy, est une colonne non nulle de B, chaque ligne
LA st colindaire a CHy, .

Dans tous les cas, il existe donc une colonne UF € 0L, o (R) (i, 1 (R) peut dtre identifié & B™) 17 = 0 et des néels
oy, o0 .I:In.ﬁ],--- -B-n l.EIEq.E‘:

l'.l] EU

ag 'L .

A= _ . Be= [Py Upall ... .Bal].

flth
Réciproquement pour des couples (A, B) de ce type, on a évidemment | LA . CBy) liépour tout (L1 E [ 1, n 1%
donc || AB | = |AJl[| B

Remarques
] Pm.llill =g = o0 = lip = [ on retrouve A =‘|:|,
w Simy mg, e apde (00, ELBy L Be. - - - Brde 000, .. . O les matrices A et B sont de rang 1

avec Im 'A = lm B = Vect 1.
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' Chapiire ¥ ; Espaces euclidens

A. Structure d’espace euclidien

Diéfunition 1

[ Un espace euclidien est un espace préhilbertien réel de dimension finie non nulle.

Dans cette section, E désigne un espace euclidien de dimension n = 1.

1. Bases orthonormales

L'étude des espaces préhilbertiens réels, dans le cas de |a dimension finie, effectude dans le chapitre
B, nous donne les propriétés suivantes.

_ Propriété 1
Pour tout sous-espace F d'un espace euclidien E, ona
E=F®&F ., F'=F

Propriéne 2
'Y gy crthoncrmée. Un espace euclidien E admet au moins une base orthonormale, =’
Toute famille orthonormale peut étre complétée en une base orthonormale.

Pour toute base & = (o) de E, nous notans ;

1=if=n

n %y
Klzﬂﬂl.ximltgfx]-( )
Xy

=1
et Gy = [{e]g)] lamatrice du produit scalaire dans La base &.
. Propriéeé 3 -
Soit @ = (ey) .. une basede E. Les proprietés suivantes sont équivalentes :
(1)  est orthonormale ;
(2) G =1In;
n

@) Ve weE (x|u) =) xwm="Xv;

=1

@) ¥xeE|x|F = 4 = ‘X,
[=1

!

Propriété 4
L rp—— Si % = (&) .., estune base orthonormale de E : %%
d‘m"t_h;':tim .
Lt VXxEE x=Y (x|e)er.
avec |e vecteurs de hese e
_ Propriété 5

On munit un R-espace vectoriel £ de dimension n = 1 d'une structure d'espace euclidien
en déclarant une base & = (e de E comme base orthonormale ; le produit scalaire
associé est alors donné par

l=i=mn

n
(e gh— (x|} = 3 .

i=1
La situation précédente appliquée 4 E = R" et 3 base canonique de R”, confére 4 B" une
structure euclidienne dite canonique.




| Slruiliore  Ebpade suchden I—

Exemple 1 Labase canonique de Jln(R) est formée des matrices &lémentaires Ey.lsi=snlsjsn,

Y Ce micebme est um
cad particulier dis théonkmes

vus s chapitre &,

Ey= [E'ﬁ;.! Bey] 1mkmin
l=f=mn

le produit scalaire et la norme euclidienne canonigque sont donc définis respectivement par
pour toutes matrices A = [ay| et B = [by;] de Ma(R),

{Aiﬂ}=fimmr EMM“{”:fnﬁr

=l ful =l fml
c'est-a-dire aussi ;
{A|B) =Tr('aB}. [ Al*=Tr('A4).
(Voir chapitre &, Mise en auvre, Exercice 2.)

—__Théoréme 1
Procédé dorthogonalisation de Schmidt
Soit (u) ..., une base d'un espace eudidien E.

I existe une unique base orthonormale (e}, de E telle que - =
WiETLnl Vect (e, .- - ) = Vect (ws, -+ - iy) et {g]u)}ERS

Remarques
1) La construction se fait de maniére récumrente

b= u uy
=, =
e |

J=1

el pour f = 2 vy = 1y — E { e | whex, &= ﬁ
k=1
2) Pour que les deux bases {u;}li!‘" o {E’}lilin wirifient :

Wicllnl, Veect{e, ... .e)=Vect|u, ...
il faut et il suffit que la matrice P de pamgedehhme{m}limnahbﬂ{ee} .
triangulaire supérieure, donc aussi que |a matrice P~ ! de passage de la base () N
labase (w), . soit triangulaire supérieure.
3)  Les coefficients diagonaux de P~ sont les nombres (e | w), i=1,2.....n

Excmple
Voir Mise en auvre, Exercice 2.

2. Isomorphisme canonique d'un espace euclidien
sur son dual

e ThEDrEme 2
Lapplication | : E — E*. x s ( +

x) est un isomorphisme de E sur £

B Pour tout x de E, I1x) est 'application y o {y | ), donc lix) € E°.
» [ est linéaire.
« I estinjective car {y| x} = 0, pour tout y, exige x = 0.
» La conclusion résulte donc de dim E = dim E*.

Remarque
Cet isomorphisme I transforme une base orthonormale en <a base duale,

267



4| Chagpitre T - Expaces euclidiers

b S

" Lex cocedonnies
H"lﬁ: T i une forme
lindaire § sant ks fie),
Imiimin

"h.':m S I m L] B
r "

L, .EI:'J.-EJ :

MRS s w—Se ') Sl

!'I'l:.l.u"IEI:i-.ﬂr] .

En effet, si EE"JJ-u-m est une base orthonormale, les formes coordonnées de cette base
ic'est-d-dire les éléments de la base duale) sont les applications :

e .r'—-{xlm} donc q'-l'l:ﬂ:l.

Corollaire 1

Pour toute forme lindaire & de E, il existe un unique vecteur a de E tel que :
YeEE, 'B{x]-{x[ﬂ}.

e

Ce vecteur est o = [~ H#),

Corollaire 2

Un vecteur x de E est entiérement déterminé par ses produits scalaires avec les vecteurs d'une
base (&) yefan Ouelcongue.

USF Celarevient  montrer que pour toute base 3 = (&) de Eettout {a;, - - - .an ) ER",
il existe un unique vecteur x de E wérifiant ;

viellnb{x|e)=ai.
Hutnu{ef}l‘l“lahuedualede {e[}]ifirl'
Lacondition ViE [ L.nll. {x|er) = ciseltViElLnl. Ix)(e) = oy etelle équivaut
EI:u'u:i:!Lr]:imeF. o W

=1

n
D'oil I'existence et 'unicité de x avec x = I~ 1(8) ol Fon a posé @ = E e .
i=1

3. Orthogonalité, perpendicularité, écart angulaire

_ IM-fpdtion 2

On dit que des sous-etpaces F el G de E euclidien sont perpendiculaires si les trois propriétés
équivalentes sont vérifiées .
() Fce (B 6tcr  (3) P et G sontorthogonaus.

Défumiticm 3
L'écart angulaire de deux vecteurs non nuls u et v de E est le réel :

B, o) = Arceos qirtrd— & [0, 7.

LE || = |} L}
L'écart angulaire de deux droites & = Ru et ' = Ru' de E est le réel =™
3} m Arveoa ulw E[ﬂ.'].
i e
_ Dséfinduion 4

L'écart angulaire de deux hyperplans # = (Ru} et 3’ = (Ru'} de E est e réel ;

L'écart angulaire d'une droite 9 = Ru et d'un hyperplan 3 = (Rur" de E est le réel ; '

, u | T
@, W) = Arcsin NJéFl'll'yHE [“'E]'




Adjoirt o un endomorpisme Endomarphismes remarquables }__,

Remarques
1) Eiﬁgﬂiﬁhﬁmnhmﬁ%ﬁ—lﬂ,mwijmﬁﬁemd&ﬁmﬁmﬁ
2} Dans le cas de droites ou hyperplans, I"écart angulaire ne dépend pas du vecteur choisi pour

diriger une droite ou |"orthogonal d'un hyperplan.
Exemple 2 |l n'existe pas trois vecteurs d'un espace euclidien E dont les écarts angulaires deux 4 deux

g dépassant ET.I
Soit rois vecteurs wy . ug. s, SUPPOSes normis, tels que {u;| ) < —;. pour (1 = i < j = 3).

3
1
ﬂnaalﬂﬁ"m+llg+l-l.3||i=§||m||2+21§={m|q}qﬂ+ixﬁx (_E) =0,

Ce qui est absurde,

B. Adjoint d’un endomorphisme
Endomorphismes remarquables

E est un espace euclidien de dimension n = 1et & = (g est une base orthonormale de E.

lsj=n

1. Adjoint d’'un endomorphisme

e Théoréme 3
Pour tout endomorphisme € 51 E), il existe une unique application /™ de E dans E telle que:
VieyleEL (i) |y) = (x| (W)

5" Avec les notations du théoréme 2, I désigne l'isomorphisme canonique de E sur E°.
e Analyse
Supposons qu'il existe g € F(E) tel que :

Wiz yl € E*, U[.ﬂl y} = {J:Ig{y}:l-.
Pour tout y fixé dans E, notons Fy, "application x— {fix) |y} ; Fy est linéaire en tant que
composée d'applications linéaires, donc Fy € E*, On a alors
. Vil € B2, Fylx) = (x| gly)) = I{glu))ix)
F donc ¥y € E, Fiy) = I{gly)) soit aussi :

YyEE, gy = I (Fy).

En conséguence, la seule solution possible du probléme est Fapplication ;
= "% 0 & prowse Punicits g:y—IFR)s"
sous néseree d'existence. - mﬁ
La bilingarité du produit scalaire montre que y— Fy est lindaire et donc g : y—= 1" (Fy)
est linéaire comme composée d'applications linéaires ; g € F(E).

On a de plus :
YyEE, Igly)) = Fly),
P o I e p—— donc Vi € EL (x| glw) = Fylx) = {fix) |y} =T
tence d'une solution. Ijap:;i“i::tinn g st bien (I'unique) solution du probléme et, au passage, on a montré que g
est linéaire.
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Propriité 6

Lapplication — /™ (adjonction) est un endomorphisme involutif de #(E) :
laf +Bgl" =af” + pg”

'y =r

Wia, B E R, WLg) E FEF, {

n
(2)

B (1) 1l suffit de vérifier que Wix, i) EZ

{uuf(x) + Bglxd | w) = (x| af(y)+ Ba™iu))
eteneffet {afix) +Baix) |y} = a(fix) |y} + B{glx) |y}
Ty + Blx | g7yl
={x | af*(y)+ Ba"iy))

=alx

(2) La relation WixyiE E2, {f*(u}|x) = {u|fix)) doane F=(/*)".

_ Propriée 7
Image et noyau de I"adjoint
Pour toat_f < FIE), oni & :
Ker f* = {lmfr-. (1
et Im f* = (Ker f)". (2)

B (1) Utilisons que u = 0p <= YoEE (u|v) =0,ilvient:
Fixi=0g & YyeE {fix)|y}=0
= WycE {x|fiy))=0
Donc xEKer f* += x&(Imf)".
{2) En appliguant (1) & 7 1l vient :

doi  (Ker /1" = (Imf*)"" = Imf~.

_ Propriété B

Ker (f*)" = (Imf*)" Cestd-dire Kerf=(Imf")"

Adjoint d'un composé, d'un inverse

a) Pourtout (f. gh € FHEP : (gof)" =f"og".

b} (ldg)” = Idg.

¢) Pourtout f € GLIE): /" € GLIE) et ()" = (/)L

P - ]
A T IT TS T

arial




B hpothise indispensabie.

=M o risultat swalt pu
iiire démontn: immediate-
ment aprés la difinition 5,
e qui permet de dédiine
les propriétés & et 8 des
progeiées connues de ks
transposition matricielle.

Exemple

g'iy".l::l = {A: ' ng'[y".l:l. donc ;

5 a) Pourtoutix y)SE® ona: {gnﬂxll y}- I:_i"[.r:]'
igafi = fcg"
b) Clest évident.
¢) D'aprisb), (1= f)" = 1dg doncavecal, "= (f1)" = Idg etil en résulte que j*
est inversible avec
)=

 Propriété9
Matrice de I'adjoint dans une base orthonormale I

Soit [ = #(E). g€ FE et @ = (g, une base orthonormale =%’ de E.
Onaalors g = [ s et seulement sl maty g = " matg [ =Y

m——

=5 Par définition, g = ™ équivaut é'l-: 'ﬂ'[x,g}EEz,{th]lg} = {xljy]}.Mﬂg = *
dhoning :

vitpe Ll {(e) | g) = {e]a(e))
etil en résulte maty g = "maty £ caref (f(e) ) (resp. ef (g(e) )) est le terme général
de maty, [ (resp. maty g) et, la base 5 étant orthonormale, on a :

e (fle)) resp. el (aler)) = (e | ale))-
Réciproquement, supposons maty | = A, maty g = "A. En posant pour tout (x, y]EE‘.
X = matgix}et Y = matg(yl, ona:

maty (flx]) = AX et maty (gly)) = "AY
donc, la base 3 étant orthonormale, il vient :

(x| gt} = *(“AY)X = "¥AX = (flx) | y)
ce qui prouve que g = .

___ Propriété 10
Polyndme caractéristique — Diagonalisation

Un endomoarphisme et son adjoint ont le méme palyndme caractéristique ; si I'un est diago-
nalisable, I'autre |"est aussi.

ES" Cestun corollaire de la propriété précédente.

— Propriéeé 11
Si F est un sous-espace de E stable par £ = F(E), alors son orthogonal F* est stable par /.

[ = Sﬂi’lg'EFJ'.Fuurtﬂu‘t.rEF.maﬁxflEFHdﬂm{ylﬁx}}rﬂ.d‘uﬁ{f‘{y}lx} =0,
| e qui montre que [~ (y) appartient & F*.

3 Etant donné J £ F(E), E espace euclidien, Ker (" ¢ /] = Kerf et Im (" o f) = Im {*).
a) Ker (" o f] 2 Ker f est une relation connue.
Soit x £ Ker (f* = f).
De (f* o f)ix} = Og, on déduit { (* o f}{x} | x) = 0, c'est-d-dire {fix} | fix)) =0, soit
[ ri20]* = O puis fix) = 0g .
On a donc Ker (f* o f) C Ker f et enfin Ker (* o f) = Ker f.

b)Onalm (f*of) = [Her (r n_r}'r = [Ker (f*of)]" = [Kerf]" =Imf*.

Compléments
En échangeant les rles de (et /™, avec (") = f. il vient :

Ker(fo ") =Ker (/") etIm(fof*) =Imy.
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The Final Days of Tony Blair

For a battler like Mr Blair, who has a strong and often admirable convic-
tion that he is right and his opponents wrong, it will always be hard to
stand down. That may be especially true just when he has won a parlia-
mentary vote, on school reforms that, even in their watered-down form,
he holds dear.

His reluctance will be reinforced by his own doubts about whether his all-
but-inevitable successor, Gordon Brown, will really carry on his reforms
in health and education, and by his natural resentment at Mr Brown’s
often disruptive and petulant behaviour during their nine years in office
together.

And there is Iraq, the invasion of which has its third anniversary on
March rgth: Mr Blair's decision to take part in that venture is the single
biggest reason why he is loathed by many Labour MPs but also the main
reason why he is so admired across the Atlantic. Little by lirtle, British
troops are being withdrawn from the relatively peaceful areas of southern
Iraq in which they have been based. No doubt Mr Blair would prefer to
stay on until he can say that the British job has been done and the with-
drawal has been a success.

{206 mots)

The Fromemsd = vhth March 2006,



B b ot de dimension
finie.

. ) -1-:I_|-:-.r1 |:| un r'rrd-:lmurphw Endmnj:hr:mm r:marq.l.i:lﬁ-l

(| i) = 5 (I00cs w2 = LAt = wIF) - (F estlinaie)

-""“* lFll-Ilr-" -Fl-llr-r

(
{||x+y|| ~llx-wl®)  (daprs (2N
x| ).

(1) = (3): si l'endomorphisme [ wérifie (1) (donc (2)), il est injectif ="' donc
bijectif. =% On a alors :
Wix, y) € E%, {Fix) | A ) = (x| F )
c'est-d-dire Vix y) € EZ, (flx) | ) = (x| F~Hyl) donc =1 =" etfE O(E),
B} = (:sfEOE,ona Wiyl € EX (flx)| fly) = (x| /W) = (x| ).

Exemple 5 Une application qui conserve be produit scalaire est linéaire,

&) oncanvation du
produil scalsire.

Pour tout (x, y) € EX ettout e E R :
I flox + u) — afixd — f |* = || flox+ y) I* +®| 0 | + Lo
= 2o {floe + b | FIxD) — 2 Mleex + ) | S0}

+2a {flx)] flu)}
= || axvyl®+a®| x|+ | wh?
—Eu{{:xiiul (:u‘+y|y}+3ul: |y::l

=0
Ce qui montre que ¥ o R, ‘I"{A:.yfIEEa, Slox + ghm ofi(x])+ g

Propriété 13
Un endomorphisme f de E est orthogonal si et seulement si I'image par [ d'une base
orthonormale est une base orthonormale.

I a) Supposons f orthogonal, Etant donné & = (e;. . . . , en) une base orthonormale de E,

M (7 (@) | Fleg)) = (e | e = By montre que () est une base orthonormale de E.
b) Supposons que f € F(E} transforme une base orthonormale (ex), = en une base
orthonormale {_r{e-g]]mm.jmdnn{unmrlmhimﬂeﬂ

n "
er:Ex}ek,nnaﬂx] = zx@r’l{eﬂ-

kel homi
Les bases (e, - . . .en) €t (f{ey). ... .f(en)) étant orthonormales, il vient :

n n
Nel?=%"ad et |reand=3"
k=1 k=1

Ainsi [ est linéaire et conserve la norme, c'est donc un automorphisme orthogonal,

___ Propriété 14
Un endomorphisme f de E est orthogonal si et seulement si sa matrice M dans une base
orthonormale @ vérifie 'MM = Iy.

I Laproposition ¥x £ E, || fix))|® = || x||* équivauta:
VX S My (R, IMXIMX = "XX
Cest-d-dire VX € My (), "X "MMX = ‘XX ouencored "MM = In.
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c)

Symétries orthogonales et réflexions

a) Toute symétrie orthogonale, en particulier toute réflexion, est un automarphisme orthogo-
nal de E.

b} Etant donné deux vecteurs a et b unitaires et distincts, il existe une réflexion et une seule
les échangeant.

Il s"agit de la réflexion d'hyperplan H = (b — ai, on la note s, p, .

Proprided 15

En posant u = "-br:-gnn.ﬂni:'l"xEE. sﬂ_b{x}nxuﬂ{ulx}u.

Etant donné deux droites distinctes Ra et Rb ol a et b sont des vecteurs unitaires, il

existe doux réflexions les échangeant, il sagitde s, et s, .

b=

o 15 Cract 1 seule sole-
tion possible.

a} Yoir chapitre &, Projections et symétries.

b} 5i s est une réflexion d'hyperplan H &changeant aet b, ona:
slb—~al=sibl - slal=a-h

done b — a £ Ker (s + Idg ) cest-a-dire b - a c H*.

Comme H* estune droite et, b— a étant non nul, il vient H* = Rib- a)donc H = (b—a)*.

Réciproquement, considérons la réflexion s d’hyperplan H = (b — a)t, =15

Avec (b—a|b+a) =l b]* - |a|® = 0,ilvient que b+ a E H.

Saﬁar'ltq'uEH:!{grfs—]dE}etﬂl =Ker{s+IdE},unamaiﬂenan't:
sh+ai=h+a el sh—al=a—§k

c'est-a-dire sib) + sla) = b+ a et s(b) — s{a) = a — bd'ol "on tire ;

sial=h et sib) = a.
Enfin, p désignant la projection orthogonale sur H*, on sait que s = Idg - 2p.
h—a

Donc, en posant u = =l il vient: ¥xEE. six)=x—2(u|x)u
c} Il suffit de noter que a et b étant unitaires, I'image de a doit &tre bou — b,

Remarques

_ Propriéié 16
On rappelle qu'une isométrie de E ast une application g : E — E telle que :

» Une symétrie orthogonale est un automorphisme orthogonal.
» Endehors du cas particulier de 'identité, une projection orthogonale n'est pas un automor-
phisme orthogonal.

Yix g EEL || gix) = gluhl = || x =yl

Une application g : E — E est une isométrie si et seulement si il existe un couple (t, /) ol
1 est une translation et f € CNE) tel que g = t o f.

%181 |ine wanslation et =
un atnmorphisme orthogo-
nal sont des [sométries, Il en
et donc de méme pour leur
tompost, Seule la réciproque
5§ prouver,

o, 1177 iy I'enemple 4.

w18 Sait g une isométrie et 1 la translation de vecteur g{0),
Alors, f =t~ o g est une isométrie telle que S0 = 0.
Le choix de = 0 dans || flx) = Flgt || = || x = g|] montre que [ conserve La norme.
On en déduit que | conserve le produit scalaire, En effet,
pour tout{x W € EX, ona || fix) = fly)|[* = || x = y|®
Cest-drdire || flaed |12 — 2{70xh | Fud) + LA NE = 10 — 2| w) + 1| w® et done :
(i) | lw) = {x | u).
Il en résulte enfin que f et lindaire = 17"

4@ -
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matriciele directe et facile.

' 2 gy résme usuellement
oo émomoi en disant que &
est ww matrice de change-
ment de base crthonomale.

__ Propriété 17
Propriétés des automorphismes orthogonausx
Soit F = (NE).

a) Le spectre de  estindus dans [ -1, 1}.
Les sous-espaces propres de f, Ker (f — Idg | et Ker (f + Idg ), sont orthogonaux.
b) Le déterminant de [ est +1 ou —1,
¢} Si f est diagonalisable, [ est une symétrie arthogonale.
d) Si F estun sous-espace de E stable par [, alors F* est stable par [

ES a) Soith < Spif): il existe x € E {0}, fix) = hxdonc || x|| = |s| || x || puis [A] = 1.
SixE Ker (f — Idg ) et y& Ker (f + 1dg ), on a fix) = x et fly) = —y donc:
(x| w) = = (st | fiwh).
Or t:_f'[.r]' |_I"{y]'} = {x| w) d'od finalement {xl y:l =0,
b} (det ¥ = 1 découle du théoréme (4).
c) est un corollaire de a).
d} S F et stable par [ alors F- est stable par f (propriété 11).
Or f* = 1 donc F* est stable par f ! et donc aussi par f.

Motation 1
| SOE) =19 gt aussi noté O E). Ses éléments sont les rotations de E.

L'ensemble ENE)  SCNE) est aussi noté (0 (E). Ses #léments sont les automorphismes
orthogonawx de E, de déterminant — 1, encore appelés antirotation.

| |

3. Matrices orthogonales

e Théoréme 5
a) Lensemble des matrices ME.Mq( R vérifiant "M« M = I estun sous-groupe de GLq (F),
appelé groupe orthogonal réel d'ordre r, il est noté Oy (R ).

b) Lensemble {M & On(R)/ det M = 1} est un sous-groupe de C(F), appelé groupe
spécial orthogonal réel d'ordre n, il est noté SR

%1% On peut déduire ces résultats du théorbme 4 et de la propriété 14, en cbservant
qu’une base orthonommale 5 étant fixée, I'application :

matgy : SE)—= Mn&), [ matyf
induit un isomorphisme de O(E) sur O (R) (resp. de SEE) sur SOR(R)).

_ Propriété 18
Caractérisation des matrices orthogonales
Les propositions suivantes sont quivalentes :
(1) MEOLR), () 'MEOR), (3} 'M-M=l, (4 M-'Mal,,
{5) Le systéme des vecteurs colonnes (resp. lignes) de M est une base orthonormale de R"
muni de sa structure euclidienne canonigque.
(6) Etant donné E espace eudidien de dimension n muni d une base orthonormale g |, il
existe une base orthonormale 3 telle que M soit la matrice de passage de 3, & 3, . =%
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Propricte 19
—
i Propriétés des matrices orthogonales
| Soit M € OniR).

a) Lespectre de M estindus dans {—1,1}.
i b) Le déterminant de M est 1 ou —1.

IITI' Soit_fiy € ¥ R™ ) canoniquement associé & M.
| R" &tant muni de sa structure euclidienne canonique, fy est orthogoanl : f € O R™ ). La
| propriété découle done de Sp (fy) © { — 1.1} et[det_r”f:l-hm“

_ Nom@mnon 2
SR = est qussi noté OF(H), Ses éléments sont les matrices de rotation.

Lensemble (x{R) % S0y (R est aussi noté (0 (R). Ses éléments sont les matrices orthogo-
nales, de déterminant — 1, encore appelées matrices d*antirotation.

Exemple & Déterminant d'une matrice orthogonale 4 |'aide de la comatrice.

Pour toute matrice camée M, on a "{com MM = (det M),.
Avec M E0,05), ona M1 =' M, d'ol "eom M) = (det M) "M puis com M = (det MIM.

Il suffit donc de comparer les signes d'un terme non nul de M et de son cofactewr pour vair si
detM=1oudetM=-1.

L} 1]

Exemple 7 Etant donné A € On(R) de terme général a, ), | z Z ﬂu_fi = n. Etude des cas d'égalité.

% o & puclidien
CAFKRTRGLUE,

o B nigalite de Cawchy-
Schwart.

L0 SYEIEME |6 pecy
et orthonormal.

"6

=

sl =i

(1) 1. 1., Bésignant la base canonique de R", posons u =3 ey
=

Notons ey, . -+ + €n hvmﬁrdunnﬁded:qnzmjm,
i=1

] ] L] L] Fi
onssios s ® 3 ay=(o]1) done 33 ay=3(alu) = (3o ).
=l iml juil = =i
nventalors 30 373" a < Y
w1 ful J=1

Sl -Soudien don [53 el <t
1 J=1 imi

=1

2
]l puis : =25

'égalité a lieu si et seulement s [iq u) estlié
1

Or, f désignant I'endomaonphisme de &" ﬂiﬁﬂﬁi&ﬁdﬂﬁlﬂhﬂﬂtﬂﬂﬂhmmazq = flu),

J=1
donc |'égalité a lieu si et seulement si u est vecteur propee de f, C'est-3-dire si et seulement si
flul=wou f{ul= —w OUencome

f n
viellnl. 3 ay=1 ou Viellnl ¥ ay=-1
1 je1
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Exemple 4

Soit E = n p{R) muni du produit scalaire W(X. YIE E2, (X |Y) =Tr( 'XY).

Pour A fixée dans E, &4 : E — E. X — A" XA est un endomorphisme symétrique de E.
Observer que "X £ .y o(R), donc le produit ' XY existe et appartient & Mp(R), ce qui assure
que Tr ( *XY) a un sens.

On peut vérifier, comme on I'a fait précédemment dans le cas de iln(R), que (X, Y)—Tr ( “XY)
est le produit scalaire euclidien canonique sur Al piR).

AEMaplR) |, "X E Mpn(H) donne A'X € e, (R) puis A' XA S My p(R) : Dy estd valeurs
dans E.

La linarité de d»4 est claire, donc &4 £ H(E).

Il faut vérifier WX YIEE. (@00 | ¥} = (X | @0},

Formons donc  {®4(X) | ¥) = Tr [ “AX fAY).

Les propriétés de |'application «trace» donnent alors :
(@a0| Y} =Tr (va'xa)  (Tron =T('M)

(40| ¥) =Tr ("XA'¥a)  Tr(MN) = Te(NM)

(20| Y) = (X | @al¥).
d'od la conclusion.

2. Le groupe orthogonal d’un espace euclidien

e ThénrEme 4

a) Lmﬂhhmmm“lm:ﬁmm
de GL{E), appelé groupe orthogonal de E, et noté (NE).

b) Lensemble {f € (XE)/detf = 1} estun m—mumﬁwﬂmﬂ
orthogonal de E, et noté SONE),

IS a) Utiliser (Idg )" = Idg et la propriété 8.

b} Sachantque det ™ = detf (cf. propriété 9)si fECKE) onaf* = Letidet /) = 1.
On constate alors que ["application f - det f induit un morphisme de groupes de O E) dans
{-1.1} dont SCHE] est le noyau.

Remarque

ﬁim]lh dil que | consenee
ke prosduit scalaire,

'hu”ﬂrl dit que " consaree
13 norme.

. PFropricie 12

Les éléments de SOV E) 5'appellent les rotations de E.

Caractérisation des automorphismes orthogonaux
Soit f = F(E). Les propositions suivantes sont aquivalentes :

(1} Vixy € ER (ol | =){x|u) ; ="®
() ¥xEE [Ifix)| = x| ;s
(3) re0iE.

(1) = m:Md!ﬂt{fair!y-xdmsﬂIl

(2) = (1): {fue | fw) = [||ﬂx:+f{y1||‘—||fm S |12).




maky " =" mata [,

& '8 o0 irife faclement
que E) et AE) sont des
soum-espaces vectonels de
HEL

o T progeitid 23

. Propriéwd 23
Caractérisation matricielle
L'endomorphisme / est symétrique (resp. antisymétrigque) si et seulement si sa matrice dans
une base orthanormale est symétrique (resp. antisymétrique), = 2"

_ Propriété 24
Les sous-espaces f(E) et #l(E)

a) Lles ensembles SHE) des endomorphismes symétriques et «(E) des endomorphismes
antisymétriques sont des sous-espaces supplémentaires de 51 E).

La décompaosition de = S E) sur |a somme directe 5 E) @ «( E) est donnée par :

f=s+a, s=%U+fJEEF{El . u=%U—fiEd{E}.

On dit que s est |a partie symétrique de f et a la partie antisymétrique.
b} Une base orthonormale % étant donnée, |"application f—»matg f induit un somorphisme
de S E) sur F o F) d'une part et de =(E) sur o1, (F) d' autre part.

¢} dim FE) = énin+ 1), dim={E}m érr[n:- 1)

EE oa) w2 pet = —f donnent f = 0 donc SHE) N s(E) = {0}

Tout fEFE)s'baitf = s+a, 5= ;— {r+s*), as= ;— (f-r)etonas=s", a=-a*
donc F(E) = HEVE A(E).
b) =" Uimage de F(E) (resp. i(E)) par I"application maty est Fn(R) (resp. stn(RI).

¢) On sait que dim ¥ (R) = én{n-l- 11, dim sdn(R) = ;n{n- 11

_ Propriété 25
Projections et symétries
Un projecteur p (resp. une symétrie s de E est arthogonal si et seulement si il est symétrique.

EE Voir chapitre 6, propeiétés 23 et 24,

. Propriété 26
Propriétés des endomorphismes antisymétriques
a) Pourtout f € FE)ona: fE(E) <= YxEE. (flx)|x) =0
b} Pour f € A(E), 0 estla seube valeur propre éventuelle de .
¢} Limage et le noyau de f < #l{ E) sont supplémentaires orthogonau.
d) 5i F est un sous-espace de E stable par [ £ =0 E), alors F* est stable par f.
e} Lerang de f £ «(E) est pair
f) Sif est antisymétrique, alors f o f est symétrique.

I a) Sif€AE) (fix)|x) = ={fix}|x) donc {f(x)|x}=0.
SiVxEE, {ﬂxlix}-ﬂihﬁ Wix, y) € E2. {,Ff.t+y}|x+y}tﬂ.
En développant, on obtient :
(e | x) + (x| ) + (i | x) + (e | w)
d ol {_,l"-[xj| {ﬂy}llx} i
b) Sih € Spif, il existe x € E '\ {0} tel que fix) = Ax et {fix) | x) = O donne :
Mix|*=0 dob =0
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h“l] 1l napparait au-
oun teme de b hrrnckug.
fw].

w4 Consemble dos
endomaorphismas.

sy SiguEs
positifs (resp. défink-posiois)

2. Réduction dans le groupe orthogonal

_ Proprieté 29

S0it E un R-espace vectoriel de dimensionn = 1, & = |{ue-.|]-1._“_|“I| une base de E et q une
forme guadratique sur E. Les propositions suivantes sont équivalentes.
{1) maty g est diagonale.

n

() PnurmrleE.x=Zne..l’er.pmﬂin-n:hqu]mhmimdun ne contient que
i=1

Ii‘ETHTﬂEEtﬂTﬁ.ﬁMD

I Posons A = [ay;| = maty g, onsaitque AEFniR)avee VL NEL L nl ay = (e . )

n
uﬂwﬁtlahmpdimdeqrﬂquepmlmﬂx-zqﬁ:
=1

qxi= Emmﬂ + 2 E g XL -
i=1

]"ﬂllj‘ll:
En conséquence, I'expression de glx) ne contient que des termes camés (quel que soit x) si
et seulement si Wi pEl L. nl?, i) = ayy =0, donc si et seulement <i A est diagonale,

—______Deéfinition 9

Avec les notations de la propriété 29, une base 7 telle que mat, q soit diagonale est appelés
une base de réduction de q. On dit aussi que q est réduite dans la base .

—— ———

Théorime 14
Réduction d'une forme quadratique dans le groupe orthogonal

Soit g une forme quadratique sur un espace euclidien E ; il existe alors une base orthonormale
de E dans laquelle « est réduite.

La détermination d'une tefle base est appelée réduction de g dans le groupe orthogonal
mnr

=" Soit f I'endomorphisme symétrique associé & g ot & = {q,-}]q“ une hase orthonomale
de E formée de vecteurs propres de f.m 4

On a alors maty g = maty § = diag (Ay. - - - . An) = Dod lesréels Ay, . . . . kn sont les
waleurs propres de f.

A L
En posant pour tout x € E, x = z%mnhﬂmquum: E,\m’.
J=1 =1

Corollabre 1

Endomorphismes symétriques positifs
Un endomorphisme symétrique sur E est positif (resp. défini-positif) 'est-3-dire que |a
forme quadratique associée est positive (resp. définie-positive) =i et seulement s toutes ses

valeurs propres sont positives (resp. strictement positives). 4%

de E sera noté #°(E) esp, B8, 0N conserve les notations de la démonstration du thearéme 10.

W (E.

= 5i g est positive (resp. définie-positive), on a
vicllal hi=gle) =0 (resp hi=gles) = 0).
2 SiViE [ L nl, A =0 (resp. ks > 0), il est clair que

YxEE\{0g} gler= Y hof =0 (resp.glei=Y Ao 0).
=1

i=1

282
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5% o pearquesa que
F n'est, en général, pas or |
thoganala, cecl ne posnant i

Thioréme 12 -
nmﬁmmummmmmm
Soit A et B deux matrices symétriques réelles d'ordre n = 1, I'une d'elles, par exemple A,
etant définie-positive,

- Adors il existe P S GLA(R) =" telle que ;

'"PAP = I, ot 'PEP = D (diagonale).

s priduine gue & A=l

5 Cest la transcription matricielle du corodlaire 2 du théoréme 10,

Exemple 13

Reduction dans le groupe u:rrthl:rgunal de [ euclidien canonique des formes quadratiques défi-
gyl = Er - ..;!l_f‘ Py .Er,lar+2?_u:
LT 1512 11‘.-l_u + 147 1598Eyz + 48zx + 144y

La base canomique (e. ey, e3) est orthonormale. Pour chaque forme quadratique g;, on note
i l'endomorphisme symétrique associé,

mies par .
oo L ED

2 0 1
i ) Avec A=mt1m.q.ql'?1=(ﬂ ¥ _1)_muhm|-|' i
1 -1 1
X (X)) = x40X) = —XIX - 2)(X - 3).

On trouve pour Vecteurs propres
g =(—1,1,2) 855008 80, up=(1,1,0)as50cié 32 et wug=(1 =1 1)assocéaa.
Une base orthonormale de vecteurs propres est donc vy, vy, vy )| avec

= ?1.5[-1, 1.2}, g = ?15{1.1.01 .= ;1;5[1.-1.11.
La réduction de A &6t

11 1
VB VI V3
. 1 1 1
P lAP =' PAP = diag(0,2,3) avec P= - E O4(R).
a2l 7 B A
2 . 1
VB V3

Dans la base {vy, 1. 09] avec u= Xy + Yoy + Zoy ona qaiu) = 2v2 + 322,
Remargue
Onaid vy = —uy A e, ceci permet un cabcul de vy sans résolution du systéme :

(A-35)X =0
151 T2 24
b) Avec B = maty,, o o 2 = ( 72 -119 —Eﬁ),ﬂﬂﬂbﬁﬂﬂt:
24 -96 137

xe (X0 = xp(X) = (X — 1699%(X + 169).
Sachant que ¢o et diagonalisable, F = Ker(gs — 169 1d) est un plan, on vérifie qu'il a
pour équation —3x+ 12y+4z=10,

G = Ker {pg+169 1d | est'orthogonal de ce plan, il est donc dirigé par le vecteur unitaire :
1
iy = 5i—3.12.4)

Un vecteur unitaire de F est g = -1!51:12,1.. -3 done m=mAy = -1!5(—4.3, -12)

esttel que (. vg) soit une base orthonormale de F et vy, vy, vy) une base arthonarmale
de R®, La réduction de B s'&crit ;

12 -4 -3
P lBP =" PBP = diag(169, 169, — 168) avec P = ml ¢ 3 12
-3 =12 4

Dans labase (vy. vy, vy) aver u= Xiy + Yoy +Zug, 003 guiu) = IEE'{HE+1"E —Eij




-—=—= |_“__ Nomee d'un endomorphisme d'un espace euchiden |

E'xemple 14 SiAet B sont des matrices symétriques positives (resp. définies-positives) de ,(R), ona:
! TriAR) =0 (resp. TriAB) > 0),

Il existe une matrice orthogonale P = O(R) telleque A' = P~ 1AP = diag (ay. - - - ,an).

AvecB' = P71BP = [By).ona THA'B)="Tr(P lABP) ='I'1-[AH}=ZH=EH~
=1

Notons g4 et gy les formes quadratiques de B™ canoniquement assocides aux matrices A et B.
» 5i gy et g sont positives, ona Vie[lnl, af =0,f:; =0 dol TraE=10,

= 5i qa et gp sont définies positives, ona Yiell.nl. of = 0.B¢y =0 dodl TrAB> 0.
On a utilisé P~ = P pour signifier que B' =" PEP est matrice de qp dans la base (

et, de ce fait, Bi = qE[u:]I D2 méme oy = q,q,fl.u]

u[}jiﬂin_

D. Norme d’'un endomorphisme
d'un espace euclidien

E est un espace euclidien de dimension n = 1 et B désigne |a boule unité de E
B=|xeE/|x|| =1}
Théoreme 15
a) Pour tout endomorphisme f de E, on a:
= sup Hy} = su x) |y}, w48
LT ER— irl wl":ﬂ"i }l L:ugﬂi{ﬂ IH}
sion finie, fout endomor

phisme de E est continu, b} Sif estun endomorphisme symétrique positif, on a;
::rwmmlmt m-ﬂ{ﬂﬂlx:l-n{.ﬂ

ol pd ) est la plus grande valeur propre de f.

E-e:‘-r ._ah]ﬂl-i:z-marqunns d'ah;-r-i;.mle 'ensermble {fr.r'[x:u| y} fleyle HE} est symétrique par
rapport a 0, il est donc borné si et seulement si il est majoré et, dans ce cas, on a
B x}|y} = suap (x) | g3
BT HI I H L s I:f | :I
Par définition de |F] on a pour tout x € E, || fix}|l = LF] ) x| et linégalité de Cauchy-
Schwarz donne | {fix) | w}| = ||fix) ]| ] w |l Donc pour tout (x, ) € B, il vient :

' [{rte | w| = Lrd iyl = LA
Il en résulte que { |(Fix}|u}| /ix u) € B} est une partie majorée de R* puis que :

B 2w = LAl i)
(xaEnE Hﬁ | }l
S0it xE B, si flx)uOgona || fix || =<_|"|.'J:']| i{:} )ﬂfﬂmﬂﬁmuam“ Six) -

on en déduit :
Ilfixrl = sup |(fix}|uhl.
AT S

Il est clair que cette inégalité reste vraie lorsgue ((x) = Og. On a donc :
VxEB, || flxd| = sup |{fix)|y)
BT

puis Ifl =sup|lfixi||= sup |{Fix}|y}| iy
xEH (&=
Les inégalités (i) et (it} donnent la proposition a).
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Mise en ceuvre

I. Produit scalaire, orthogonalité

— Ex. 1
Soit E = R? et sa base canonigque (e;. ev. e3).
| 3
Pour (x. y) E E?, onnote x = (x5, 33) = EHE{- ym (u )= Eyrﬂ-
i=1 i=l
On considére 'application ¢ : E2 — R, (xy) = xyyy + Sxpus + Gagyy + 33 1p + Xy + X3 U5 + Xquy.
1) Vérifierque: VxEE, gplxxi=(x +q+ﬁj=+{m¢+m}¢+[q—%]2. (1)

En déduire que ¢ est un produit scalaire euclidien sur E. On note encore E |'espace euclidien ainsi défini.
2) Déduire de la formule (1) une base orthonormale de E.
3) Trouver desréels . btels que: YxEE, glxx) = (xy+xp+ay)" + (o + bug) " + o (2)
En déduire une nouvelle base orthonormale de E.

Indications
Pour 2) et 3), utiliser que, dans un espace euclidien £ de dimension n, une base (&) _ _ est
n n
orthonormale si et seulement si pour tout x = Emet,nnanxll‘: fo
i=1 |
Solution Commentaires

1) Pour xEE ona: -.p[x.x}:txf+3‘é+ﬂa:§+2x11§+2xjx3ﬂt En dévelioppant la forme affendue.
la wérification demandée est sans difficulté, En particulier, plx, x) = 0

implique xy + xp + 2y = 0, ap + 2 = 0, xp = 2oy = 0, d'odll x = 0.
2) Unebase (ef), _ . estorthonommale siet seulement sion a:

d
pourtoutx =5 xjel, [lx|® =xff + 8"+ "
i=l

Donc, en posant x; = xy + X% + X, X = M + Xy k= xn — 2ey, | Dxffepion,
) . X, x4 seront les coordonnées de x dans une base orthonarmale.

A

X b1 -2
* x
Comme M est inversible eton a aussi: | x | = M x| det M=—1,
3
Pour le calcul de MY, il vient successivement : d Méthode dis pivet.
oY=y =
X+ m o+ o o=oH 2, 1
B o+ owm o= X Xy = gk + 3G
dag = - 1 1
Rl P
1 =1 0
2 1
donc : M1l=|® 3 3
1 1
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P = M1 est la matrice de passage de la base |:E'Jl-=e-=3 & la base
orthonormale (e} ), _. etonadonc:
‘ 2 1 1 1

& =8y, & = —e t gt ge ﬂ§;=§£~¢—ﬁm-

3) Ecrivons ¢ x. x) en ordonnant par rapport @ x; Remamuons que =y, ne figure que dans le premier
np[x.ﬂ:_tf +2.:1[.tp+:q;':| +E.\:§+Ex§. carmé de [ formle (2).

Avec [KH-’IEHE]E=xf+h1[@+x3]+{xg+x3}2.mmﬁduft:
ol x)m [x) + . + ::3}2+2.1;§ + 525 = 2.

En notant que : 2 (i3 — xpay) = 2({.1:3 - %n]g - %xﬁ}. il vient
; a
finalement ¢ix x) = (x; + 2 +A3:|£+E{xg— %—J@.} +§x§-ﬂu:

gloxl = (ax + +.ﬁ:|=+ (.@ﬁ—.ﬁﬁ)n + (H??-')i.

M omom o+ m o

, V2
On pose G = V2 - 3 Din opée comme & 21
o = a
) "lrl'ﬁ i VI'E F
= - 54 - P4
C'est-d-dire Xy = "fxé + 1?-"5’ s0it Uinversion et facile. Ce sond L les formules de
3 changesent de base fzsant passer de la bhase
Ay = T-"—'; U0y dpmpey & (o] Wajey:
i V2 W2
= T T
X xy
()-o(d) = oo
3
Ll ] ?
: . V2 V2 ;o VB B AR
€ men e m =g 4 pey ) m mopey 4oy b ey | Alalocure dela maice .
a
Labase («f'), _, estorthonormale car, dans celleci, | x| = %~ x4
=1
—  Ex. 2

On considére encore I'espace E = &* muni du produit scalaire défini dans |"exemple 1.
Trouver une base orthonormale de E en appliquant le procédé de Schmidt & la base canonique | e

1niina®”

Indications

On applique méthodiquement la démarche vue dans |e chapitre 6.

Soluiion Commentaires
On obtient seccessivement ; (e on0e) 041 |3 base cherchive

a llegll=1 donc u="%“=e,;

v V2 V2
. u'=ag—{u|m}u=ﬂz—ﬁldﬂntwm =—g e +ge. | v
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r
Ler

u!-"uf” Ve w’rm"{u}q}uw{u!q}u

vz
=& — U+ —0D

2

.

a 2 2 2
luf[* = 5 done w=—ge~: *%Ffz+%._ﬂﬁ-

Cette base n'est autre que (e, e, e} | obtenue au 3) de I'exernple 1., Cecl pouvalt se privair car la mairice de
C'est I'unique base orthonormale vérifiant : passage (3 Etait triangulaie.

Veet (e]') = Veet (), Vect (] . ef) = Veet (e; . eg),

c'est-a-dire déduite de fﬂ]m-:a par le procédé de Schmidt et vérifiant
les conditions (e | e') = 0 pouri=1,2.3.

Il. Adjoint d'un endomorphisme

— Ex. 3
Soit [ un endomorphisme nilpotent d'un espace euclidien E, tel que Ker [ = Ker /. Montrer que f = 0.

Indications
On établit que E = Im § & Ker f et que Im f  Im f".
La structure d'espace euclidien sert pour définir /™ et avoir Ker [/~ = (Im /1.

Solution Commentaires

Avec Her ™ = (Im 1, il vient E = Im f & Ker . Kar f=lm (v, Korf # Im [ sont domt
Tout x de E séerit done x = x' + x" avec x € Ker f ol " & Im [ done | supplémentairss orthogonai.

®" =f(x), % € E et on obtient fix) = f*(x;).

De méme, il existe x; tel que [ (xy ) = % (xz) donc fix) = 1% (x).
On itbre le procédé : il existe x;, 1 € E tel que_fix) = /™ (x,_1]. n dimension de E.
O =0 dont WxEE [ix)=0 C'est-d-dire [ =0.

—  Ex. 4
Soit A & MnIR). Montrer que rg A = rg 'AA.

Indications
On identifie A et 'endomorphisme 1«  $(R™ ) canoniquement associé.
Grace au théoréme du rang, il revient au méme de prouver que Ker (u* o u) = Kerw.
Solution Commentaires
Comme on a Ker (1" o u| C Ker u, il suffit de prouver : uixheld = 0 owlxiel,
Ker (u® o u) 2 Keru.

Soit x € Ker (u® o u). Alors [u® o ujix) =0, ce qui donne :

((u” o upix)|x) =0, donc (uix) | ulx)).
Alors || wix) || = 0 donne ulx) = 0, Cest-d-dire x € Ker r.

Par défimtion de Iadjort.

=Th i
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On trouve pour SOUS-85paces propres :
Ker A = Vect ((-1,1,1))
Ker (A+ ) = Vect ((1,0.1})
Ker (A - 353) = Vect ((1,2.~1))
Une base orthonormale de R est donc (w, v, w) avec :

1 1 1
U= FE{_LL” . U= E{I.U.H . W= ?Ell.ﬂ.—lh

En conséquence, on a ;

0 00 L f-v2 V3 1
P_]..-'.F-(D | B)MF'T( vZ 0 E)Eﬂgfﬂh
0 0 3 5\ v Vi -1
Ex. 7

En Identifiant A et I'endomorphisme de 17
cancniguement associé,

1) Soit A S Mgl R), symétrique, positive, Montrer que Tr A = n/det A,

2) Montrer ce méme résultat avec A = A; Ag 00 Ay €1 A, sont symétriques réelles positives.

Indications

n n
z . 1
1) Sihg. .o .LnsmHnrtdspnﬂhfsnuml,maEZh.a ",‘HL:_
=1

=1

2) On pourra commencer par le cas ol I'uné des deux matrices Ay , Ag est inversible.

Solution

1) A est diagonalisable dans le groupe orthogonal : il existe P & Op(H)
telle que P~1AP = diag (Ay, . - - . An), et |2 positivité de A se traduit
par &y = 0 pour tout i

n F
On a alors TraA = Zh., detA = Hh. et la propriété annoncée
=1 el

résulte donc de I'inégalité bien connue ;
1

v[h.u.....LH}EIIE.[HM)HE%ZM i)
=1 i=1

reliant les moyennes géométriques et arithmétiques des réels positifs
Aporeeohps

2) Envisageons d'abord le cas od I'une des matrices A, . Ag , par exemple
A; , est inversible.
Etant positive et inversible, A; est définie-positive, donc il existe
P& GLn(R) telle que Ay = PP et on obtient :

Tr (A Ag) = Tr (P'PAg) = Tr | "PAgP).
Puisqu'elle est congruente & Ag, la matrice B = "PAy P est, elle aussi,
YR
Donc en appliquant le résultat du 1), il vient ;
Tr (A1Az) = TriB) = nv/det B

puis, avec det B = det Ag(det P)* = det Ag det A; = det (Ay4z), on
conclut ; TrA = nv/det A.

Commentaires

pelatp;

5 F'un des iy 251l Firdgalitd 40 est éwidente e, 5
tous les b, somt strictement pesitifs, alle douvaut

I'H
n n
%me.-mrzﬁzh.) {ii
=1 =1

1 [ji} est wraee par concavile de ks fonction &

Puisque Trid A = TriAsA; ) &t
detiA) Ay) = detiAgAy )

A 1 Ay jousnt des riles symétriques.

Ay #st |a matrice d'un produit scalaies, done e
st ongruente 4 L.

Tied M) = Trl A L

B et Ay représentent L miéme forme quadeatique
dams des bases différentes. On peut aussi dire que
Meypothdse WXER", "XA.X = 0 donne ;
YaER", "XEX = {PX Mgl P 2 0,

A=Ay

293




Il reste & traiter be cas o0 A et Ag sont toutes deux non inversibles. Alors
det A = 0 et le probléme revient & montrer que Tr A = 0.

Diagonalisons Ay dans le groupe arthogonal : il existe PE 0n(R) telle que | Avec &, 5= 0 pour tout  car A, #51 positve.
"PA P = D =diag (A, An). lvientalors Ay = PD"Pet: O & maintenant ' P e P

Tr (A1dg) = Tr (PD'PA;) = Tr (D'PALP). TrMN = TriNM,

La matrice B = "PAgP est encore symétrique positive dont, en posant
B= Ib”]. si on appelle gi la forme quadratique sur R de matrice B
dans la base canonique (&), .ona:

byi = guler) = 0pour tout i€ [ 1, n].

l en résulte Tr {A3Az) = THDB) = Z“b“ = 0. Ainsi, dans tous les | Cequi achéve la démanstration dams ce second

i=1 .
cas, 5i A = AypAg avec Ay et Ag symétriques réelles positives, on a ;
TrA=nvdet A
— Ex. 8

Solt A £ Mni R} nilpotente et telle que "AA = A'A. Montrer que A = 0.

Indications

A et A étant permutables, on a Yk £, [ TA4)" = Takak,

Solution Commentaires

Remarquons d'abord que B = ‘A4 est nilpotents,

En effet, “AA = A'A donne B" = 'A"A" donc B” = (). Car A" =0,

Par ailleurs, Beﬂmémmdmmdlagmﬂﬁaﬂe il existe PE 0, (R) telle

o i 'PEP = diag (A . - < «An). R oo o0k s valeurs propres de B

et, puisqu'elle est nilpotente, sa seule valeur propre est 0, donc "PBP = 0 | Les valeurs peopres de B sont racines du

puis B = 0. palyniime annulateur X7

Enfin ‘AA = 0 donne Tr ( 'AA) = 0 c'est-d-dire || A|* = Opuis A= 0. | Uapplication M—Tri ' Ma' estla norme
eiclidienne canonigque sur AL, (11,

IV, Formes quadratiques, réduction

— Ex. 9
Soit E = R® euclidien canonique, On considére la forme quadratique g définie par :

= (%1, 2h =4 + Tt + 42 + 4y — 2oz — dyz.
1) Préciser La forme polaire de  ainsi que 'endomorphisme symétrique f qui lui est associé.
2) Déterminer une base de réduction de «.

Indications
1) On procéde par la régle dite de «dédoublement des termess :

x s x, Zay—s xy + &'y et les analogues.
2y Une telbe base est formée de vecteurs propres de .
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Solution

1) Avecu = ey zh u' = {f.y’,z’}. la forme polaire o est définie
par :
el ')
= dooe’ + Ty + 422’ + 2(af +2'y) — (2’ +x'2) - 2(y2 + y'2).

Dans la base canonkque % de B, ona:

4 S |
Inﬂtgq:mﬂtg-;p:.!!h‘ﬂ.ﬂ:( 2 T -rﬂ).
-1 -2 4

| est I'endomorphisme de matrice A dans la base o,

2) Le polyndme caractéristique de A est :
4i-X 2 -1
XAlK) = 2 T-X -2
-1 -2 #-X
On obtient y 4(X) = (3 — X)%(8 — X).
Le sous-espace propre Vi associé & 3 est le plan d"équation ;
x+ly=zmill
Colui associé & 9 est |a droite Vi, dirigée par d = (1,2, —1).
Une base orthonormale ' formée de vecteurs propres est par exemgple ;

factorisable par 3 — X.

1 1 1
e = ZF2-0, €= E{Lﬂ.ll.qf. =711

1 V3 VB
La matrice de passage est P = 75 ( 2 0 —u’i) € Onl R,
-1 V3 =3

Dans la base @', la matrice de [ est D = diagi9, 3, 3).
Dans cette base, ona ¢ (w. u') = 9XX' +3YY'+322’, et, en particulier:

glu) = 9x% + 3v? + 322,

Ex. 10

Commentaires

La régle de @dédoublement des fermes® con-
sishe & pemarquer gue les formes polsives des
foemes quadratiques g @ s o By, | s xy
(et anabogued) ot

g b = oo Bl sl == -:!l'-l::uy'tx‘y:l

et anaboagues].

iy g % | 05t orthonormale.
Pour kes valeurs propres

Additon des cobonees 1 et 3.

On =it que A est diagoralisable.

Il 5t prihogonal & v,
Choos o' une base de V.

Les deus bases sont orthonormalkes.

=Y et u' =X ¥ 2 vdans &',

Soit k € R, . Trouver bes matrices A € MR tellesque : ‘44 =A'A ot A%+ K21 =0,

Indications
Procéder par analyse-synthése en remarquant que | *M]i ='a%a2,
(R ne contient des matrices antisymétriques que si n est pair

Solution

Soit A une solution du problEme, s'il en existe,
Posons S = "AA, S est symétrique positive, donc diagonalisable dans e

groupe orthogonal et de valeurs propres positives,
D'autre part, "AA = A"A et A% = k[, donnent :

52 = tA%a? = iy,
donc le polyndme X% — k! est annulateur de S ce qui prouve que :
Spisic { - K. K},

Sachant que Sp(S) C R', il en résulte Sp(s) = [K* ]

Commentaires

WXER", 'MSN=JAX|"=0 ol ||AX|
designe la norme euclidienne canonigue de
AX dans B™,

Les walewrs propres sont racines de tout po-
Byndme annudateur
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1) Soit P £ GLIR). Montrer gue PP est une matrice symétrique définie-positive.
2) Maontrer que toute matrice symétrique réelle, définie-positive, s'écrit sous la forme
5= "PP avec P£ GLn(R).
3) Soit A E.Ua4(R) Montrer que A est diagonalisable si et seulement si il existe une matrice 5 symétrique,

Puisqu’elle admet une seule valeur propre : k=, la matrice diagonalisable
Sest égale § K1, Ona donc "AA = K20, {1
Envisageons alors deuxcas k= Oet k= 0.

™ Pﬂlﬂ'l'k:ﬂ. on a t.A:‘!.:: ﬂm%t!.ﬂﬂ} =0hetAd=0

= Pour k = 0, en posant B = ;.-L la relation (1) s'écrit "BE = I, ce qui

traduit que B est orthogonale.

Avec A® + i1y = 0, on obtient aussi B* + I = 0, donc B+ "B =0, ce
fui donne que B est antisymétrigque.

Rernarquons alors que l'existence de Borthogonale, antisymétrique, impose
que n est pair. En effet, 'B = —B donne det B = (—1)" det B donc, sa-
chant que det B =0, il vient (—1)" = 1 donc n = 2p.

Finalement, si A est solution du probléme, avec k = 0, n st pair et il existe
B orthogonale, antisymétrique telle que A = ki,

Synthése
» Pour k = 0, il st clair que |a matrice nulle est solution.

n Pour k=0,

- Sin=2p+ 1, le probléme n'a pas de solution ;
-sin=2p soit A = kB avec BE 04(R), 'B = —B. On a alors
'ad = A'A = Pl et A® = KB = —ik2'BB = —IiCI,, donc A est
solution,

Remarque

N exite PEC, R belbe que
IEPH l."f.-l
done 5= KPP, .

Tri LAANT g5t la novme euclidienne cano-
nique de A dans 8 0B

Bal, = 0 donne ‘% 'Be0et B0,

dot B= 1.
Lanalyse nous a fourni bes solutions pos-
sibles.

Cest alors I"unique solution.

On pourrait montrer gue toute matrice or

fap(R) contient bien des matrices antisymeétriques, par exemple, toute | thogonale antisymétrique d"ordre 2 est de
matrice de la forme “PUP avec P & Og,(R) et : cette forme, ce qui est assez facile en wiii-
5 © sant L réduction des endamorphismes suto-
s 0 —1 adjoints dans um espace hermitien. Mais
U= ol 5=[ ] cettenotion est maintenant hors programme.

(0 1 0

5
Ex. 11

définie-positive, telle que ‘A= 5'as

mive

Indications
1) C'est du cours, ou presque.

2) 5i 5 est symétrigue réelle, définie-positive, c'est la matrice d’un produit scalaire.
3) Si A= 571AS avec S 977 (R) il existe P £ GL(R) telle que PPAP~ soit symétrique, réelle.

Solution

1) Pour tout XER", ona "X 'PPX = || PX ||® =0 et la méme expression
montre que
tXIPPY =0 &= PX=0.
Done, P étant inversible :
IXIPPX =0 = X =0.

Ceci prouve que ' PP est symétrique réelle, définie-positive,

R r

Commentaires

O idensifie A, (R et B" el pour tout X de B,
[ X || deésigne la nomee euddidisnns canonigue du
verieur X,

Lo syredtrie de "PP est dvidenie.
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ercices

13 =2 =3
SoitA s (—2 10 —E).TrmwerFEﬂamlt-Elle
-3 -6 &

gue P~ LAP soit diagonale.

Dans B* euclidien, on considére |'ensemble F des vec-
teurs x = [y, 29, x. x| tels que:

4 4
Z.ﬂ_-:ﬂ et ZHJ.‘;:-_*IE'I.
k=1 k=]

Former la matrice, dans la base canonique de B, de la
réflexion de plan F.

Etudier I'endomaorphisme de B euclidien dont la ma-
1 -2 6 =3
friceest M = 7 ( 6 3 2 )

-3 2 6

Formes guadratiques sur B°. Ensemble de deux

droites

Soit (1, j) une base orthonormale de B euclidien et g la

forme quadratique sur B donnée par :

glulm ax® + 2hoy + cF  aveC u = xf + i,

Dn note § 'endomorphisme symétriqgue assoché & q et

Xy Son palyndme caracteristique.

1) Discuter, en fonction de f, la nature géométrique
du ciine isotrope Cy de q.

2) Lorsque ac = b* < 0, Cq est formé de deux droites
oy et By, a quelle condition ces droites sont-elles

orthogonales 7

Soit (&) .o BULR), o, DU bases orthonommales
de E espace vectoriel euclidien et soit u £ ¥(E),

Niveau 1

Niveau 2

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3. On
considere des rotations et o qui ne sont ni Idg ni des
demi-tours,

Que peut-on dire de [ et g si elles commutent ?

Soit g la forme quadratique sur E = &*, de forme polaire
o définie par :

Yix, yi e E2,
wlx w) = 2xy iy + 2agu + Dogus + gy

1 1
- glxu +amn ] + 5 (au + o)
= (xams + 0 ) = (xaus + xawn )

1 1
+ 5 [mea + xa) = 5 (% + Xau1m)-

Donner une base dans laquelle g est réduite et justifier
que ¢ est un produit scalaire sur B,

mn n
On pose A = E Z {1 fe) |_|Ij}E. maontrer que A
=1 =l
ne dépend ni de la base (e), ., ni de la base
(i) < iy Exprimer A en fonction de w.
On pose E =y (H),

1) Montrergues @ E° — B (X ¥)—Tr "XY) est
un produit scalaire.

2) Pour ASE, onnote C(A) = {XEE JAX = XA].
Etantdonné BE E, montrer |'équivalence des deux
propositions

() AXEEB=AX; - XA

(i} WXECA, THEX) =0
Soit A £ MR telle que 'AA = AfA et a¥ = A%
Montrer que A% = A.



Trouver les matrices A £ (0, (R) pour lesquelles il existe
AE Rtel que (4 — M) = 0,

1 -7 —4 4
Snim:g 4 -8B -1 |€E.MHz(R).
-4 -1 -8

1) Quel endomorphisme de & euclidien la matrice A
représente-t-glle 7

2) Troanver toutes les matrices qui commutent avec A

Dans un espace euclidien orienté E de dimension 3, on
considére des rotations r et R,

Etudier f=r e Ror.

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3 et
IEE{E}'!I- “'
Monitrer que j est une rotation si et seulement si

Yix, ) € EX, flx Ayl = Flx) Ay,

Soit (i,j, k) une base arthonormale directe de E espace

euclidien orienté de dimension 3, mantrer qu'il existe

une unigque rotation § telle que
Jlisjekl=isej=k et f(3i+f) =3 -k

Etant donné n & M, n = 3, déterminer le polyndme
caractéristique de A £ .l (R)
1
2
A= (0) :
n—1
1 2 ... n=1 n

Soit E un espace euclidien de dimension n = 2 et u

un endomaorphisme symétrique & valeurs propres stric-
tement positives.

1) S étant la sphére unité de E :
S={x€E/|lx| =1}
déterminer be minimum sur S de Papplication :
I3 = fulxd | s} {u™ M| £),
2) Enquels points de 5 ce minimum est-il atteint 7

Exorcicws |

Soit E un espace euclidien et u un endomanphisme

symétrique de £ : u s W E),

1) Montrer que Ju] = max { |4 . € Spluw)}.

2} SoiteEYHEletd : FE) =+ R u—Tr{uow).
Calculer | & |

Soit (i, f) |a base canonique de E = B*. Pour tout u
de E,onpose: we={xyl=x+yj
1) Montrerque ¢ : E° R,
(g, ug) = xy 203 + 2w + 21y + Iy
est un produit scalaire sur E.
2) Trouver une base (1..J) de E orthonarmale pour ce
produit scalaire.
3) On considére la fonction 1 définie sur @ \ {0, 0}
par ;
flu) = :r2+3:\t!_.,|+t'r!,|E
T2y 3y
a) Ecrire l'expression de f{ ) en fonction de (X, ¥
cogrdonnées de u dans |a base (1,0,
b) Prouver qu'il existe une base (I', J') de E dans
laquelle, en posant u = X'T+ Y'J, ona:
AX? 4 |.1.'I""'2
= .
e

¢) En déduire les bomes de £ sur B? . {(0,0)].

L'espace euclidien orienté E, de dimension 3, est rapporté
& une base orthonormale directe (4, j, k),
Trouver les similitudes £ de E telles que :

fii+2k) = 151 — 30k
SUi+2)— k) = 30i — 15)+ 15k

S0it A et B dans i, (F), symétriques et positives.
Montrer que detiA + B) = det A + det B.

Soit T I'ensemble des matrices réelles, triangulaires su-

périeures et & aléments diagonaux strictement positife.

1) Verifier que 7 est un sous-groupe de GL(H).

2) Etant donné A= MR, matrice d'une forme qua-
dratique g définie positive, montrer |"existence et
I"unicité de T T telle que A= "TT.

'Il.,||_:|
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Ewepices |

» Commencer par calculer les valeurs possibles de .
« Pour qu'une matrice M £ (R soit nulle, il faut et
il suffit que Tr "MM = 0,

1) —Aestune matrice de rotation.
2) Montrer que la dimension du commutant de A est 3.

f est une rotation. Etudier son axe.
Pour 'angle, commencer par étudier Tr f.

Sif ESONE) flx A y)m fix) A Jiy) équivaut 3 ;
VzEE, (fixn y) | flzh) = (flx) A fly) | filz),

Trouver un systbme de trois équations vérifié par :

Lo, . k).
Ex 15

A est symétrique réelle. Examiner san rang.
Exprimer qu'un vecteur non nul est propre pour A € R°.

1) Diagonaliser u dans une base orthonormale.
2) Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

1) Clest (presque) du cours.

2) Diagonaliser u dans le groupe arthogonal pour
en déduire une majoration de |dbiw)| de la forme
Kjul.

1) gluu)=x" + 22+ 3" = (x+ ) + 2%
(1,00 et une base orthonormale i et seulement si
pourtout u=XT+YJde E, gl )= X"+ Y2,

X .
2) Enpnsantu:(f} ona: p
2
V2 3 1
IE+J{T’T+EY1={LT(& E)U.

4 B
Diagonaliser A dans le groupe arthogonal.

Calculer e rapport A de Ia similitude et poser g = /.

(giid. glit. oik)) est une base orthonormale directe ou
rétrograde selon les cas.

Dans le cas det A » 0, A et I, sont congruentes.

Dans le cas det A = 0, s¢ ramener au cas précédent
avec Ay = A+ thy et ¢réel, £ = 0.

Caractériser TE T par I'endomorphisme u associé dans
la base canonique (e}, deR" etles sous-espaces
Ep=Vect (e, ... .ep), pEI L nl. Ensuite, utiliser
le procédé de Schmidt.

1) Pour I'égalité des images, comparer les rangs de
S etde "o,
31 Sip=_["of est un propjecteur orthogonal, on a
Im p = (Ker pr* et utiliser Ker [ = Ker p.
4) Pour x tel que | fix}]| = || x|, décomposer en
X = Xy + x» avec xy € Ker f et xy € (Ker fi.
Ex.23
Pour toute matrice A, on a :
A" Com A) = (' Com A)A = (det Alln.
Envisager les cas det A = 0 et det A= 0,
Commencer par prouver |a convergence de la série. Cal-
cuber u"(x) en fonction de wix) et de u®(x), Utiliser
I'expression vectorielle d'une rotation.

© 1) #estirilindaire aternée.

2) Former {gix Ay | 2).
-l} Exploiter la symétrie en (x. y. =) en se placant dans
une base orthonarmale (1..J, K) avec .

1
K= ?E[H.HH-

2} Utiliser les résultats de 'exercice 6, en considérant

|a restriction ' de q 3 un plan vectoriel 3 de base

(. ek
Il existe P& Oyl B telle que

"PAP = diag(hg. Ag. - - - And
Enposant ¥ = PX ona:
n
hax =% ayi et Doret vy,

i=1

1) AT"' = 5, 7! est la matrice de passage de
3 base de B" formée des vecteurs colonnes de
A d @ base orthonormale déduite de ' par le

procédé de Schmidt



Soflietiorts des exercices

Niveau 1

Ex. 1
On obtient y, = det (A — XI5) = —X(X — 147
En natant encore A I'endomorphisme de B canoniquement associé & la matrice A, on a i deux sous-espaces propres :
une droite : Ker A et un plan : Ker (A — 1453 avec Ker (A — 1413} = (Ker A¥-.
On trouve Ker A = Vect (i1, 2, 3)) donc Ker (A — 1413 ) est le plan d"équation :
x4 2xp 4+ 3xy =0 [dans |a base canonique).

Un vecteur de I-i:er[a— 141y) est (2, —1,0) et on obtient un second vecteur de ce plan, orthogonal au précédent,
avec be produit vectoriel (1, 2,314 (2, =1, 0) = (3.6, = 5).
Il reste & normer ces trois vecteurs pour obtenir une base orthonormale formée de vecteurs propres de A, et il vient :

o0 o 0 1 vE 214 3

Plap= (n 14 n] avec P= e (w’ﬁ 14 E)Eﬂ_-;l:m.
0 0 14 3WE 0 -5

F est I'intersection de deux hyperplans distincts de B*, c'est donc un sous-espace de dimension 2.
Notons [e;. ez, e3. €4 ) la base canonique de Y,
i o+ oy o+ oy o+ gy =0
Un autre systéme d'éguations de F est { w + 2+ dx
Une base de Fest (vl ollu={(1, -2, 1,00 et r= {2 =3,0, 1)

|
=

Un vecteur w' = v+ hu est orthogonal & u si et seulement si (v | u) + A u|® = 0 c'est-d-dire A = —;.
Posons w = 3v — du =(2, -1, —4, 3). Ainsi, (1, w) est une base arthogonale de F.

Soit p la projection orthogonale sur F 1 ¥x = BY, plx) = (x| u}l—ullg +(x| w}ﬁ, :
u |

, 1 1 1 1 1 2 1
Il vient donc pl e | = FU+ Ew pl:t'-_g] = -zl — gpw. pl:::E‘g] = gu— gEu, p[gﬂ = Iy
d =4 =1 2
1 -4 T -2 -1

trice d t
La matnce Epﬂm -1 -2 7T -4
g2 -1 —4 3
=2 =4 =1 2
- 1{-4 2 -2 -1
Celle de la réflexion s = 2p — 1d est g 1 -3 o _4
2 -1 -4 -2

En formant les produits scalaires des vecteurs-colonnes deux a deux, on voit que M est orthogonale,
Elle ast en outre symétrique. Il suffit alors d'étedier ses vecteurs invariants.

-4 6 -3
1 o . . S
Aver M -1 = " ( 6 -4 2 ),nlmnt&ﬂ':x si ot seulement si Sx — 2y + z = 0 et M représente la réflexion
=3 2 =1

de plan P = (Ru)t avec 1 = (3, -2.1)
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Puisque | = Idg, Ker [ — Idg) est une droite vectorielle.

Soit u un vecteur normé, base de Ker [ — Idg |. On adone o glu) = g o flu) = gluk

Ainsi gi ) est un vecteur invariant par 1, il existe donc & = R tel que glu) = A,

Or g, qui est une rotation autre qgu'un demi-tour ou Idg, admet 1 pour unique valeur propre.

Par suite, giu) = u et w est un vecteur directeur de I'axe de la rotation g.

Ainsi les rotations f, g ont nécessairemnent le méme e (droite des vecteurs invariants).

Réciproquement, soit [ et g des rotations de méme axe dirigé par u supposé norme,

Dans une base orthonormale 3 = (i, u), les rotations [ et g ont des matrices de la forme :
cosf —sin 0 cos® —sind’ 0
(sainﬂ cos B ﬂ) et (a:i_nﬂ‘ cos B 1}).
LI 0 1 0 Q0 1

cos(fh+ @) —siniB+8') 0
Drlvéiﬁeiﬁbnentquejﬂgﬂgujumlamm“umm(ainl:ﬁ+ﬁ':| cos(f + ') ll)

0 0 1
ExS

» Matrice A de ¢ dans [a base 3.
A = [ay] : ay estle coefficient de x1y, dans le développement de ¢ix, y) donc :

1 1
1 1
-3 % -1 3
1 1
g 1 2 -3
1 1
\-1 5 -3 2/
= Pour une base orthonormale de B* euclidien canonique dans laquelle ¢ est réduite, on diagonalise la matrice A.
Pour cela, calculons son polyndme caractéristique :

xa=det(A-X5)=x"—8x®+21x% — 22X + 8

= (X = 1FX - 20X - 4).
On détermine une base orthonormale de chaque sous-espace propre :

Ker (A— k) = Vect (uy. 1) .ty = g(eg+ex+ey+e)

A=

1
up = gley —ex—eg+ey)

1
Ker (A -2) = Vect (u3) . wz=5(-er-ep+egsey)
1
Ber (A—dl5) =Veet (1) . wi= (e +ep—ex+ey
1 1 -1 -1 1 0 0 0
J1fp1 -1 -1 1 yp_tpap_ |® 1 OO
P=g|y 2y | _p |E0«Ret Plap=tpap= | 0 0 o0
1 1 1 1 oo 0 4
4 4
Surla base (w), . . pourx="y xlw . y=> ye ona:
i=l =1
gl gl = K uy +xpup + 2agys + 4yl

= Pour justifier que ¢ est un produit scalaire sur &*, il suffit de noter que < est définie-pasitive, puisque SplA) C BT,
. ou de considérer I'expression réduite © ¢lx. x) = 47 + 27 + 2% + 42,




Niveau 2

1) Ona ?&U-{E 7) et x0= X%~ (a+ X + (ac - 1)

Les valeurs propres de A et u de i sont les racines de ;- :
h+p=a+c =Trf
XKD = (X = AMX — p) avec { A= ac— 5 = det f
N existe une base orthonormale (i'.j") de R* dans laquelle :
glu) = Ax'2 + uy® avec us=x'i +yf
donc, dans (i'.f'), Cq @ pour équation A e py? =0,
On en déduit les résultats suivants :
o 5i det > 0 alors hp > 0 8t Cg = {0} ;

« sidetf<Dalors A < Detenposanta = /% :glu = X (¥ +ay) (¥ —av);
Cq est forme des deux droites vectorielles 5, et @, d'équations :
+ray=0et & —ay =0;
w 5i det f = 0 alors hp = 0. En supposant g = 0, on a (A, ) = (0. 0), donc, par exemple, A = 0 et p = 0, et
qiu) = hx' et Cp est la droite &, d*équation x' = 0.
2) D'aprés le 1), @, et @ sont orthogonales ﬂetsulmntsiu’:l,uquimmmlh+p=ﬂm4t!nm

@+ o=

Remargque
Compte tenu de(a. b, ch=(0, 0, 0), la condition a+c = 0 donne ac—b* < 0, donc I'équation ax® + 2huy+cy® = 0
représente un ensemble de deux droites orthogonales si et seulement sia + c = 0.

Sur la base orthonommale (fj)«jxn onapourtout iE[1.n]:
ule) =S (f]ule))s donc |lufed |? =" (5|ule))”.
J=1 J=1

Mﬂ=i1lu[ﬁ] I = i{u{ﬁ] | u(er)} et en introduisant I'adjoint de v :

A=Y (e u o ufe)).

Sous cette derniére forme, on reconnait la trace de u” o u: A= Tr (u” o u).

1) g est le produit scalaire eudlidien canonique sur i, (&),
2) Soitf : E— E X+~ AX — XA, |l est dair que f € #(E), que ClA) = Ker f, et que la proposition (i) est alors
équivalente 3 B € Im .
D'autre part, puisque AX = XA éguivautd "X'A= "A'X, ona X 0A) == ‘X[ A) etdonc:
(i) &= YXEC('A).Tr(B'X) =0
() e= ¥XEC('A).(B|X)=0

ouencore (i) += BEC['A)"




Pour conclure, il suffit donc demnmmlmfﬂt(‘ﬂjl. Or on sait que Im f = [Esr_f'}i, déterminons
donc .
Pour tout (X, Y)EE®, ona:
(00| v) = (AX|¥) - (xA] v)
=Tr('vax) - Tr(xA'Y)
donc, sachant que Tr{MN) = TriNM) pour tout (M. N € E7, il vient :
(FiX) | ¥ =Tr (X "¥a) - Tr (XA"Y)
={X| "AY - ¥ 'A)
Il en résulte que * est 'application ¥ — "AY — ¥ "4, et donc que Im f = {Har_,r“'}J' = *A]ll.
Finalement, ona: (i) = BEIm[ = BeC({'A)" == (i

5= LAA est symétrique réelle donc il existe UV & 0, (R) telle que :
‘USU = ding (Ay. . .. .An) = D.
A et 'A étant permutables, on a 5% = "A%a% et 5 = 'A% A" donc A = A® donne &7 = §° Cest-d-dire DF = P
Avec D? = D*, on obtient Wi [1.n], & = Af done a; € 0,1},
Enfin &y € [0. 11, pour tout ¢, donnne A = A et donc D = D puis §° = 5.
Caleulons alors || A% — A% = Tr ( "(A? — &) (A% - A)). On développe :
M= (A% - A) (A% - A)
= [ﬂ"‘,ﬁ.ﬂ-p JM_ Iﬂjﬂ- !M
=5 +5- "AS - 54
=25- 'A5 - 54 car ¥ = 5.,
Avec 5= 5 = 'a%4%, on obtient aussi :
‘As= fas? = A%A% = fATA? cr Y e A?
donc fAS= S’ = S,
Deméme SA=5"A="A"A%= "A%4% donc:
SA=5'=8
Finalement, M = 0 et a fortioni | A% - A2 = TriM) = O donc A% = A,

= 5i A € On(R) est solution du probléme associée au réel x, on a det (A — Ay ) = 0, donc X est valeur propre de A
et puisque A est orthogonale, on a nécessairement h = 1 ou - 1.

. ‘SIIJPDSHSFL=1H[H—IHI|==ﬂﬂ'l'El:ﬂEﬂn[H].

On sait que M — | Tr 'ﬂ-il'.:n‘}é est la norme euclidienne canonique sur (R, Formons danc :
A= Ea |1 = Tr( (A = in) (& = &)
=Tr (2l — A - ‘A)
O 2in-A-"A=-"A(AY 41— 24) (car 'AA =)
m-"AlA- 1'.rt]IE =0
donc ||A—I|*=0et A=l
« De méme, pour A = —1, en supposant (A + In)* = 0, on obtient :

| A+ 2 =Tr('A{A+1)") =0 done A=—1In.
Les seules solutions du probléme sont In (v = 1) et —In (A = —1).




%EI‘#H]‘E?ZESP&EHEMHHHE ] ) | e

1}

2)

En notant ¢y, e et oy les vecteurs-colonnes de A dans a base canonique (4, j, k) de R?, on vérifie :
{Hnil=llﬂsil=4|tﬁll=1
{a|a)={a|a}=(a]a)=0
et A est une matrice orthogonale. Notons qu'elle n'est pas symétrigue.

mm-%ml’mﬂﬂmﬂmana%ﬂm,q:—l.

cpgd —sinf 0O
A est orthogonalement semblable & une matrice B = (aiua e o )
L] (1] -1

De Tr A = Tr B, on déduit __2; = 2eosh -1 &t mnﬂ-—;.

2 -4 4

.u{ané(a 1 —1)pemetdewirqu=m,l.nmwuwpmpud91
-4 =1 1

1 -7 0

0 4 1

0 -4 1

A représente |a composée (commutative) de la réflexion de plan w et de la rotation d'angle # autour de w.

s = () = (§). 1= (i) v (28 0%

Le#i;u‘tdeninﬂeslcduldEdet{LﬂLwh; =g.hmiﬂﬂ-m(-;).

X ZE -I:I:r
B A U0y .
Mmﬂ—(y t ﬂ)_(,x 1)mmmam3-(u _1) si et seulement si
e By
W=V, 'XU=-'X, U¥=-Y.
Les deux dermiéres conditions donnent X = 0 et v = 0,

ﬂnﬁﬁewv:(: T)mmuﬂam[lﬂmﬂ}!{guinﬂ([l] _ﬂ-l) si et seulement si v commute

avec (? _ﬂl) donc siet seulementsii =xetz = —y.

x -y 0
Finalement, les matrices qui commutent avec i sont M=(y x ﬂ)-
b 0 =
Elles forment un sous-espace de dimension 2 de Ay, Le commutant de A est donc de dimension 3 lui aussi,

Comme (I3, A, A®) est une famille libre, il vient que le commartant de A est Vect (1. A, A%).

Puisque SCNE) est un groupe, comme produit de trois rotations, f = r~ ! o R o r est une rotation.

w 50it v un vecteur normé, directeur de I'axe de . ¢~ & Re riv) = v équivaut d R o riv) = riv), ce qui montre que
riv) est un vecteur directeur (normé) ude B: vs=r Mud,

= S0it o ['angle de f mesuré autour de v, Avec Tr f = 2eosa+l, Trf = Tr (r 'oRor) =TrRetTrR = 2coaf+1
ol A désigne 'angle de R mesuré autour de w, il vient cos o = cos 8,

w lreste & examiner si sin o @ sin @ ont le méme signe ou non,

Soit x non colinéaire 8 v s r— i), Alors sina est du signe du produit mixte :

[u, x.ﬂ.u:]] = [r'liu]. rlarixirlaRe r[x:l] = {ﬂatr“':] [u. r[.t},ﬁ'[rixfl}]-.

Ordetr~! = 1 et [ rix), Rir(x))] a le méme signe que sin #.
Il s"ensuit que sin a et sin  ont le méme signe et, en conclusion : a = 8, & 2u pris.

Finalement, si R est une rotation d'angle 8 autour de w, alors, pour toute rotation r, r— ' = Re r est |a rotation d'angle &
autour de v~ ),
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| Qapire 7 Espaceseuciiens |
Ex. 15

La matrice A est symétrique réelle. Son polyndme caractéristique est donc scindé dans RIX].
Il est imméciat que A est de rang 2 et donc que 0 est valeur propre d'ordre n — 2,
A E R" est valeur propre si et seulement si il existe x = (xy, . - ., ) non nul tel que ;
S
g = 2xn

Axn—1 = (A= 1)xn
Axp = xy 4+ 3xp 4+ 000 ki = Llx, g + nxn

. 1 2 -1
Les n — 1 premires équations donnent : xy = £xn, X = TXn, « . Xn_1 = “A b

xw (0, ..., 0 équivaut donc & xn = 0.

La demiére éguation donne alors ;
n=1

et le polyndme caractéristique de A est :
_2 nin=1K2n - 1)
(—1y"x" (x“—nx— . )

1) Parhypothése, O n'est pas valeur propre de u ce qui assure I'existence de u . Il existe une base orthonormale
{EI}I-EE'FH de E formée de vecteurs propres de u, donc aussi de w1 car u(x) = Lxdﬂﬂl'!u_l[x}l=%x.

n
Sur cette base, en posant x=z.ﬁe|: et Vi€ [1.nl. ule) = hey, ona:
=1
L8

{um|x:l-§mﬁ w3 X

=1

Dm:enIntndulunthsvectzursu:Zmu"'ﬂeT!th=zimllmﬂt:ﬂx}:||u||’|1b||3.etd“apth
{m] =l "HT‘
Vinégalité de Cauchy-Schwarz : fix) = {a | b)".
n
Dautre part, {a|b) = xf =1 lorsquex€ s done inf flx) = 1.

=1
Il suffit de remarquer que pour x = e € 5, f(er) = 1 pour conclure & Efgrm: 1

2) Etantdonné x€ S, onafix) =1 s el seulement si en ce point x

[{a|b}] =Nalllbl.
On sait gue cette égalité est réalisée si ot seulement si le couple (a, b) est lié, c'est-d-dire , puisque o et b sont
non nuls, siet seulement si il existe p = B 2l que a = pb, S0it aussi :

vielln). (M-plu=0
Lun au moins des a est non nul, on a donc nécessairement p = Ay, Alors le systéme :
(M—hy)u=0 1=i=n,
donne x; = 0 pour hy = Ay, soit aussi x € Ker (u — kg Idg).
En conclusion, les points de S en lesquels [ atteint son minimum sont les vecteurs propres de w de nomme 1.
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: Chagltre 7 ; Espaors eudidiens

L T S —————— N}

P orthogonale est matrice de passage de la base orthonormale (1, .7} & une base (I, J'} également orthonormale.
Les formules de passage s'écrivent :

X x'
- ! -
V=P ou {F}_F‘{v,.}.

Ona ‘UAL = i (E “]] 0 = aX? + p¥'?, Bravec X2 + Y2 = X2 4+ 2, il vient :
m
i = 2X + w¥?
J) = ————g— .
X4y

cEnposant X' = rens @, Y’ = raind, il vient flu) = Acos® B+ pain® 8,
Supposons A = w, alors flul= A +{p — alain®8={(k — plcos® 8+ donne :
pour iout =0, k= flul= p,

De plus, pour & =0, flul= ket pour é = ;._ﬁm: ., d'od finalement :

= El i =.i'|..
aettiony” " welliomy”

=
Pour conclure, on calcule donc les valeurs propres & ety de A, ce sont les racines de 'équation +* — %_H o 0.

A
On trouve htu._-_‘{-.,-"_ﬁ . u-ﬂzﬁ.

m Analyse

Soit € FE) une solution du probléme, On a alors
fj+2k)| = 15]i- 2k|
lflt+2f — k|| = L15)2¢—j+kK|

15| j+ 2k
16) i+ 2 - ki

danc g = %f est un automorphisme arthogonal vérifiant :
g+ 2kl=i=2k (1)
plisY=Ki=Di=j+k (2}

Si g est une rotation, {gii)gijlgik)) est une base orthonormale directe. Dong, en posant | = gli), J = g,
K = gik) et en effectuant le produit vectariel membene & membre de (1) et (2), on obtient -

W+ 2K AT +20 —Ki =0l — 2k (20— f+ k) Cest-dedire —BI+20J-K=-2-5/—-k 3)
Aingi (1, J, K) wérifie le systéme :
J+ 3K =1(- 2k (1)
{ [+20 —K=2%—j+k (2)
-+ 2 -K=-2i-0i—k (3)
On en déduit
2 2 1
£=Ei+§j+§h
11 2 2
J:El—ﬁj—Eh’
2 1 14

K=mity - sk
5i g est une antirotation, (gl gl i), glk}] est une base orthonormale rétrograde et avec les mémes notations, on
obtient

B - 2f+K=—-2i— 8-k (4)
Binsi (1, .J, K) est maintenant solution du systéme -
J+2K=1—2k (1)
{ I+2J-K=2i—-j+k {2) douontire f=—j, J=1 K=-k
Sl =20+ Km—2i— 8]~k (4
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Chapitre 7 ; Espaces mackdens

.,

2)

La condition portant sur les termes diagonaux de T s'exprime par Yp £ [ 1, n ], det up > 0.

Ainsi, T = T équivauta VpE [ 1. nll, u(Ep) = Ep et det up = 0.

Avec cette caractérisation, il vient aisémentque ¥(T; . e ) E7%, I TRET VT ET, TEGLniRI 0t T 1 ET.
D' autre part, 7 est non vide puisqu'fl contient I, . C'est donc un sous-groupe de GLA(R).

La forme polaire de g est un produit scalaire sur B,

Le procédé d'orthonormalisation de Schmidt donne |'existence d'une base g-orthonormale &' = (&), - - . . &})
telle que |a matrice de passage P de 3 & @' soit dans T,

Matriciellement, ce changement de base se traduit par ‘PAP = Iy, Alors T = P~ ' £ T donne A = “IT ce qui
prouve |"existence souhaitée.

Reste & prouver I'unicité.

Soit Ty € 7 telle que A= 'TyTy. De “IT = 'TyTy, on déduit ‘T, ' T = o1 (1)

Nous savons que S = Ty T~ ! estdans & etque ™! = TT] ! est aussi dans 7. Comme (1) se litalors 's~1 = 5,
la mafrice 5 est orthogonale.

Etant en outre triangulaire & éléments diagonaux strictement positifs, S est nécessairement égale & I, d'od il
vient Ty =T.

1)

z)

3)

4)

Les inclusions Ker f C Ker (" o f) et Im (" o f) C ™ sont usuelles.
'Sm't.tEEm'{_f'nj}.ﬂna||f{,::]||=-{f'nj[x]|.1'}tﬂﬂ'ﬂﬁxEE&r‘f.llm-ﬂﬂﬁEﬁj-Kﬂ{f’ﬂf}.
On sait que rg ™~ = rg.f. Le théaréme du rang et I'égalité des noyaux donne rg M = rg [~ o f.
AjmlmLf'ﬂf_]c_f'!trgf'trg{f'n_f}mmtf'uj] =,

Pour f € A, posons p=f" o f.Onap" =petp' =" o (fof of) = " of=p

Ainsi, p est un projecteur orthogonal.

Réciproquerment, supposons que p = [~ = f et un projecteur orthogonal.

Pour tout x de E, ona [~ o fix) = pix) = p*(x) = (/" o f)} (/* = fix)), doncf™ o fix) — x est dans le noyau
def of.

Il est donc dans le noyau de F, d'oll fo /™ o fix) = fix)puis fo f* o f = f.

Sif est dans A, alors p = [ o [ est un projecteur orthogonal, donc (Ker pi* = Im p.

Avec Ker [ = I‘[ﬂrU' n_f}, il vient alors (Ker 1 = Im p,

Il s"ensuit, pour tout x € (Ker 7", || fix} )1 = {* o flx}| x) = {plxd| x) = |22

Réciproquement, suppasons que Vx £ (Ker 71t, ||l |2 = )| x|
Motons que, pour tout x et y dans (Ker /1, ona:

(" o 1)} = (00 i) = 5 (17 + ) IE = 1LFORE = L) IP).

donc  (f" o fix)|y) = ;nlan’ +Hx I = wl®) = {x|u)-

Il s’ensuit que ™ o flx) — x est dans {{I-I:arﬂ*]* = Ker f, donc fof* o flx) = flx)

Il reste & remanquer que cette égalité est banale pour tout x € Ker f pour en déduire fo f~ o = f.

On vient de voir que (Ker /1 C {x € E /|| fix)| = | =] }.

Réciproquement, soit x € E tel que || flx)|| = || x|

DECOMPOSONS x BN x = xy + xy avec x € Ker [ 8t xy € (Ker 1,

On a alors || x )1 = ||z |1* + || x| avec le théoréme de Pythagore.

On a aussi flx) = f{xy) donc || fix)|[* = || £ (x) . En outre, ||f(x) [|* = || 2z i* puisque f conserve la
nomme de tout vecteur de (Ker F)-.

On en déduit | x; | + || =z |I* = || % |, d'odi %y = 0 et x = x; ce qui mantre que x € (Ker [,




|
. Exercims |

Niveau 3

Rappelons que M — vmﬂﬂ la norme eudlidienne canonique sur ALn(R). On notera Tr | ‘MM ) = | M 112
= Recherche de conditions nécessaires
On suppose que A € .a(R) est solution de I'équation, Sachant que | " Com A)A = (det A, on obtient :
'AA = aidet Al (2)

Cette égalité impose det A = 0, en effet 'AA est une matrice symétrique réelle positive dont les &léments diaganaux
sont les carrés scalaires (dans R™ euclidien canonique) des vecteurs colonnes de A.

Envisageans alors deun cas
a) det A = 0 : 'égalité (2) devient ‘AA =0 donc ||A|®=0et A=0.
b) det A= 0
En prenant le déterminant des dewx membres, |'égalité (2) donne ;
idet A = x"{det AY"  donc (det AV ="
esin=2ilrestaA® = 1 donc & = 1 etd'apris (1) A = Com A
a b

Dans ce cas on a A-{‘; E} .Gnmﬂ-[:fb ;c:} dﬂﬂ[uld.::—bﬂ.ﬂ:(_h a

)snitencure.
en posant k = +'a2 + b2, A = kR 00 R est une matrice de rotation : R € SO(R)

2 1
*5in =3, il vientdetA = LTE% et en reportant dans (2) : "'AA = AT-1 1, soit en encore, en posant R =An-2 4
'RR = Iy (3)

Avec det R = hﬂ_h det A = 1, |a relation (3) donne que R st une matrice de rotation, donc :

A= As-"R aver RESOE).
En conclusion, si A est solution de (1), nécessairement :
A=0 ou A=kR avec RESORE)

etk mhi-n 5 n=3, kqguelconque dans B eth=1 sin=2
» Conditions suffisantes
On examine si les matrices précédentes conviennent. [ est clair que [a matrice nulle est solution.
Paur n = ﬂ,
si A = 1 |e probléme na pas de solution ;
cogl = snd

sihnlmmrnauiceﬂ-k( X
ginf  cosh

) . kER:, 8 E R est solution.

Mn?ﬂ,mﬁﬁ=hﬁﬂ avec ReESO,(R)

Onaalors detA=AZ-R detR=ATF et a-1= AFoR IR,

Aver A~ = %{ﬂumﬂ on en déduit &mﬁ:hﬁﬂﬁthﬂnm.{=hi—1_ﬂE=A:ﬁe5tsu|uﬁun-
» Conclusion

Soit S l'ensemble des solutions de (1).

Sin=2:

A=l alos S={0}

r=1 alors S={kR/kER". RESOR)}
{pour k = 0, on retrouve la matrice nulle).

1
Sin=3 8= {0} U AR /RESOLRI}

il
—
adead
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Pour tout x E E, || wix) || = |la|l || x| et par récurence || u"x) || = || a ™|l x|, (nE ML

4%
La convergence de la série numiérique Z e l donne |"absolue commergence de |a série de terme général —[.'1]
re=l]
Avec |a formule du double produit vectoriel, on obtient ;
u:zl:.w;] = {ﬂ | .r::l a—||la ||Ex d'od u:t[.x‘:l = —| ||Eu¢.1:'].

Par récurrenca, il vient aloes ;
Ve b ™ e = (-1 alF wis . w2 = (-1 a P u R,
En conséquence :

+i

r[x]=x+z: 1]" " u':xj+z{ ‘lfl" " -”r el ar

sk
et, d"aprés les développements en série entiére des fonctions cosinus et Sinus

I —cos || ginlla
rl.:r:'Ix-lrﬁ"—l ux) + llal

al X W i x ),

. . f
Aver ulx) =ahx e uzix]tl::ulx:la lal*x, enposant b = || a || etw = m.ﬂﬂmhmnl‘e:

nxl=xcosf+(1— mElﬂﬂ{m |x}-_u- +w A xlsin 8.

Donc rest la rotation d'axe Ra et d'angle || a .

1} Six =y, 0 x 2) = [fia),x 2]+ [x flx), 2] + [ x f(z)] = 0 carbe produit mixte est alterné et antisymétrique.
Do mbirne, 8lx, w, zh = 08 x = z0U i g = = & & est wne forme altemiée,
La linéarité de f et la trilindarité du produit mixte entrainent la trilindarité de &.
L'aspace des formes trilindaires altenéaes sur E st de dimension 1, engendré par "application produit mixie.
1l existe done & & [ tel que :
Wiy 20 € E°, #c . 2) = Alx . 2.
En particulier, pour une base orthonormabe directe (ey.ep, 23] de E, 8[ey, e, &3) = 4. Or:
Bler. ey, e5) = [Fler). e en] + [en. e e} ] + [er. ea. Fea}]
= (ey | fler)) + (e [ S {e) )+ {eg | Sley)
Il s'ensuit & = Tr f et 80 w20 = (Tr Filx y, 2] pour tout (x . z) € E2,
2} §llexiste g = F(E) tel que, pour tout (x, ) € E*, gl A ) = flxd A g+ x A ), on a, pour tout z € E;
{g:.t’."'-._l.ﬂl z:l- = {_ﬁxj A r_..|+xﬁ._.r'[y:'| z},
d'od {gixnyl|2) = [flxh y 2| + |[x iy =]
Avec e résultat précédent, il vient {gtr A _|;:|| :I:} = I:Tr_ﬂ[x, T z] - [.\:', _L,r,_f{z]].
Puis, avec [x. y._ﬂz]] = {xny|ﬁz?} = {_.I'"ixny}lz::l et lxoy 2] = {x A yl £}, on obtient ;
{gf_x.f'. y]|£} =|::1T1'_|r'bx.ﬂ. y—_r‘{xf-.y”z

d'olgix A ) m {Tr flx Ay — f*x A ) et, puisque x A y décrit E quand (x y) déerit E2, g = (Tr f)1dg —f*
&3t le seul endomorphisme possible.
On wérifie sans peine, en remontant les calculs, que g = (Tr N1 Idg <™ convient.

1
1} Soitil.J, K} une base orthonormale de Eol K = E“ +j + k) {sans préciser davantage le choix de | et .J).
En posant u = x + yk + 2k = XT + ¥iJ + ZK, il vient {changement de coordonnées) :

1 i
ixspu+rzi ol eyt + 2 =X e ¥0 428 = |Juf

2=I:U|H}=:.'§




[ T

On aalors: 2q(u) = ix + y+ 21" — (e + i + 27 = 22% - X* - v* Donc C est le cine de révolution d'axe
RK, de demi-angle au sommet o = Arctan 2.
2} Soit le plan @ d'équation coc + Py & vz = 0 (o, P y) = (0, 0,00 &t g la restriction de q & &,

La matrice de q' dans une base (1, ©) de P est ('-P?{::’J' m;{“ﬂ;":') ol ¢ est la forme polaire de q.

Dans la base (w, v) de #, C' = C N a pour équation qx"u + u'v) = 0 c'est-3-dire
x"ﬂqﬁui+2.:;y' F il v+ glo) =0,
Si (4, 1) est une base orthonormale de @ ' est réunion de deux droites orthogonales i et seulement si
gl + gqiu) = 0 {voir 'exercice 6).
o 035 (o, Pl=0(0,0)
Chaisissons d'abord une base orthogonale (u'. o) duplan @ : u' = Bi — af, v’ = ylai+ @) - (o + p?) k.

d ]

N S T T :, T v I|:-J"'I|‘ {1e v} est une base orthonommale de %, glu) + gled = 0 5"écrit aussi
o' | Fglut) + || o P’y = 0 n
On calcule
)= —ap ﬁﬁ]:ﬂﬁ*ﬂﬁ—{uﬂ+ﬂg){uﬂf+ﬁ-1}
' |2 = a + p 917 = (a® + 2) (a4 B2 +47)
L'équation (1) est équivalents a
af+By+yami (2)

w Cas (o, Bh=(0,0)

Léquationde Pestz = 0. Cellesde €' = Ccrn @ sontz =0 . xy = 0. Dans ce cas, ¢ est la réunion des deux
droites orthogonales Ri et Bj. On constate que (o, B, y) = (0.0, 1) satisfait aussi 3 I"équation (2).
Conclusion

Les plans vectoriels qui coupent le cbne © suivant deux droites orthogonales sont les plans orthogonaux aux
génératrices {ou droites) du clne C lui-méme.

1} |l existe P& On(R) telle que rHlPldiﬂg{h. sas .hn} =0
On pose X = FY (ce qui correspond & un changement de base arthonormale dans £ muni de sa structure

A n
euclidienne canonigue), avec X = ( - ) , ¥ = ( : ) il vient alors

X Lt

n 4]
ax=tyoy =3 aaf o= fry =) W
=l

=1
it

Avec &y 'YY — '¥YDY =% {h - )ui, il est clair que
=1
AMIYY - 'YDY = 0 cestddire Ay TXX = 'XAX

2) a) Développons le produit "XAX : ‘.!f..ﬁx:EnmﬂdrE E m_rxf.q-EudetIE+2 Z o Ly

=1 I=icjn =1 |Gl-5|'=.rt
iwj =% = 0 done Xy = la| [x] et "xax = 'NaAX.
) 4y Xy Ay |
1% gfsim Isiigsin

b) Soit X € E un vecteur propre de A associé day @ AX =X ou  wlX) = ApX ol u est I'endomorphisme
symeétrique de E associé & A dans la base canonigue.

On a alors ; 'NAX = A TN et TXAX = TXAN = A 'XX,

i
oy
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O 'xx="XX=% x dol »'XX=XAX= ;XX etenfin "XAX = ;X X.

Comme en 1), posons X = PY”, I'égalité précédente donne :

n

El:li —hg]gﬁ“:ﬂ

1
et puisque pour tout i = [ 1. nl. Ay — A; est positif, il en résulte
WiE[Lnl (& — ajuF=0

ce qui dquivaut & y = 0 pour tout ( tel que hy = k; doncencore & X € Ker (u - 3 Idg ).

1) = Analyse

2)

Supposons A = ST avec 5 < On(H) et T triangulaire supérieure 3 &léments diagonaux oy dans HE.

Alors T est inversible et 17 = T~ est triangulaire supérieure & éléments diagonaux dans &S : wi=
Larelation A = ST s"écrit aussi AL = 8.
Interpritons dans B" euclidien canonigue.
La matrice A est inversible, donc c'est la matrice de passage de & = (&) 1=y DASE CANONIQUE & une base
e '[‘”'”nr-.n lconstituée des vecteurs colonnes de 4) 0 A= Py .
De méme, L7 est inversible Il existe donc une base & = (&)
@ AR U=Pyage.
On a alors 5 = AU = Pag Py ™ Page S est | matrice de passage de @ & @, Puisque 3 et une base
orthonormale et que 5 est orthogonale, on en déduit que &' est une base orthonormale.
Ainsi 7 est la matrice de passage de @' bhase des vecteurs colonnes de A & une base A" orthonormale. Le fait
que LS soit triangulaire supérieure équivauta

Visll.nl, Vect{e], ... &) =Vect{e], ..., e ) (1
et les conditions w ¢ = 0 donnent :

1
T

telle gue 17 soit |a matrice de passage de

Isisn

viellnl {(ef|ef')>0 2
On &n déduit que " est 'unique base orthonormale de B™ déduite de 3" par le prockdé de Schmidt en observant
les conditions (2). Ceci prouve qu'ily & au plus un couple (5, T solution du probléme,
= Synthése
Par be procécé de Schmidt en respectant les conditions (2), on transforme la base 3’ formée des vecteurs colonnes
de A en une base @ arthonarmala.

Ona A = Pgy ot en posant [J = Pyoge, 00 obtient ALV = Py avec U/ triangulaire supérieure et
Wice[inl, iy = 0 Les bases & et @™ &tant orthonormales, 5 = AL est orthogonale. || suffit alors de
poser T = LY pour obtenir A = ST avec 5 Cn{R) et T triangulaire supérieure & éléments diagonaux
dans M.

Sachant que S est orthogonale, on a det 5 = £1, dong

f
(det ¥ = (det T = [ [
J=1
Or T = Pgoge donc iy estla ™ coordonnée de ef sur la base orthanarmale " ;
= | 4.
ki
lestdonc clairque |g)] = ([&}]| doir: (detar =] ¢ |*
=l
n

2
On conclut en remarquantque: | & I? = E .
=1
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—__| Chapitre & - Coniques Duadriques

Remargue : en géométrie, 'auteur s'obstine a noter les vecteurs avec une flache !

A. Réduction de I'équation
d’une conique

1§ et le plan atfine
ouclidien onenté B2,

w2 r stant de degré 2,
on 8 fatbe) = 10,001

R L [T T [—

1. Courbes du second degré '

SL:hmmmphE{ﬂ.T.T}ﬂlphnmmm‘taﬁHméqmﬂmuhfmu
Jix.yh =0 o f estun polynome de degré 2, il en est de méme dans tout autre repére. On
dit que € est une courbe du second degré ou par abus de langage que ¥ est une conique.

i o Lo - B = T e Sl e SLATL EL ks

Dﬂpngeﬂx.y}—u.tﬂ+2hm+cy3+d:+ey+k o, (2

Avec OM = x { +yj,anémtm jf:.[ﬂ-j{m'l']' d'oi I'équivalence ;
MEE ﬁf{ﬁ):ﬂ.

On note :

. axs & Thay + oyt = q[ﬁf}. q est une forme quadratique sur B2, on dit que cest la
partie quadratique de I'équation.

s dx+ey= f{ﬁi]. { est une forme linéaire sur B2, on dit que c'est La partie linéaire de
I"éguation.
Ecriture matricielle de I'équation

Pasons V = [H}E.ﬂzﬂﬂi {‘; :}E.ﬂg{m.L=[:f::]E.ﬁg_1{HL

On & alors [ OM) = *vav, €[{OM) = 'LV et l'équation de ‘€ "derit ;
WAV + LV + k= 0,

2. Equation au centre

Soit dans un repére @ = (0, . J )de €, |a courbe d'équation f(x. y) = 0 (1)
Jilx k= e +2h.ty+r:_1,r£+2d.:+2rzy+k_
Effet d'une translation des axes
S0it 11 x5 . wp ). dans le repére &' = (1) T, TJ. % a pour équation

Sz ) =0,
O wérifie que :

Flom+a . up+1f) = ar®+2b'y +ey® +x "r{nt. uu]w’ {-tu to) + (. o )

La partie quadratique de I'dquation est donc invariante par translation des axes.




%" 5 rga=1 4 pen
ne pas avoir de contre de
symétrie, ol Bn avelr uhe
infinieé.

2, '4" pamice de rotation.

"% par rowmtion des ares,
on fait disparalire le dterme
rectangle® de k3 partle qus-
dratique.

%, "% Gnon om aurait A=

| mummmm%

Recherche d'un centre de @
Principe : {1 est centre de symétrie de ‘€ si et seulement si la partie linéaire de |'équation
de € dans le repére &' et nulle.
Cette condition éguivaut a :
ViX . yIE R Flog+x . wmeu)=fag-*. w-v)

Conséquence
11 g, g | est centre de symétrie de & si et seulement si
14
Eﬂ‘r{m-m]-m+m+d-ﬂ
13
Ef; X, up) = bag + cup + e = 0

:‘mﬁu.mmﬂvp(:): si et seulement si AV + L = 0.

3. Réduction de la partie quadratique

Le repbre initial (0, T, ) est maintenant supposé orthonormal,
On sait qu'il existe P £ SO = telle que :

Il'-!!.l“'-(: ::)-D.
Pest matrice de passage de (. 7 )4 une base orthonommale { T, ) de R? formée de vecteurs
propres de I'endomorphisme symétrique de la forme quadratique q.
LHl‘umluihm&muiﬂ.?.].}l(ﬂ.?.jll’ém:
verv ae vi=(%

)
Duﬁhmh{ﬂ.?.'.ﬂ.‘lipmrhnﬂm:
"WDV" 4+ PV k=0

e sy s dyx” vy v k=009 (3)

L

1} Le terme constant de 'équation est invariant par rotation des axes.

2) SirtgA =2 k ety sont non nuls, de méme signe lorsque det A = ac — b* » 0, de signes
contraires lorsque det A = ac — b* < 0.
SirgA = 1, I'une des valeurs propres A. u est nulle, I'autre est non nulle, & %110 1 aioria)
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&. Pratique de la réduction

1) Cabculer rg A
) DanslecasolrgdA =2

w7 bqustion s centre a} déterminer le centre {1 et former 'équation dans le repére (11,
WAV fixp. o) =00

b) dizgonaliser A dans le groupe orthogonal pour trowver un repéne (11, T, 71 dans Iequed
6 a pour équation ;

a4y 4 f (. m) = 0.
3) DanslecasolrgaA =1,

a} diagonaliser A dans le groupe orthogonal pour trouver un repére (O, T. 7 dans lequel
“ a pour équation ;
AP dyx” vy k=0
Hemargque
=™ toanalisment & un &, 8 |a partle quadratique de I'équation (1) est alors un camé parfait :

changement de signe prés
e q[ﬁ}:aﬂu+ﬂy}2

2
done ff[ﬁ} - ( 1..-"'1:::+|32x+ 1,‘.-'rc.3|3+ ﬂﬂu) e A =e (nz +Hﬂ} '

On peut donc pour obtenir I'équation souhaitée effectuer la rotation des axes définie par ;

()= 7mmm (5 B G)
s a & p2 A -B w/ Ay
bl opérer une translation des axes pour simplifier la partie lindaire, I'dquation précédente

'dervant
2 ]

.h(x"-h gﬁ) sepy w k= g% =10,

La translation des axes définie par ' = x" + % . i = " donne pour équation de € dans
le nowveau repére ;

]
ey + k=0 ky = _%
13 1 1 T

Type d'une courbe 4 du second degré
Soit ¢ la conique o équation :

=% 14 discussion se fait it + oy + it + 2 + 2’ y+ e = 0. &'
sur bes dquations réduites

précédentes. a S5iac = B = 0, on dit que € est du type ellipse.

s Siac — B < 0, on dit que € est du type hyperbole.

« 5iac = B = 0, on dit que ‘€ est du type parabole.

Nature de 4 suivant son Equation réduite
On dénombre neuf cas possibles présentés dans |e tabieau ci-apres.



Réduction de | équation e coniue [

e Rlors € est:
5+~:-':;=1 une ellipse .
feleo ——
E:+E:=—1 'ensemble vide '
—
§_§=u deux droites concourantes
2t e
ﬂf:-l_- demdm'rtﬁparal_l.ﬂg -.|

. B
E:’_l I'ensemble vide

Remargue
Dans le cas d’une ellipse ou d'une hyperbole, lorigine du repére est le centre ; dans le cas
d'une parabole, c'est e sommet.

Exemple 1 Nature, ééments et dessin de la conique € : x* + doqy + 4y° = By = 0.

L'équation de € s'écrit  (x+ 2y)® — By = 0, '€ est une parabole.

Surtiﬂ.?.j}hruheuﬂmnmmnlmrﬁmﬂﬂﬂmhr 1
mules de changement de coordonnées :

x+2y=XV5 — xvB=X-2Y
_1x+y='i"'*u"'E yv‘i=1ﬂ+\"‘ K T

I'équation de ‘€ devient - 1§/
g
X _(@X+¥WE =0 = XVE—1F (v VB4 =0, 1

! x
Le sommet de |a parabole est {1 : XE=1.¥vE=-1d'od x=§,y= ;
En écrivant I'équation de € :
(x+2y—1PF +(Ze—y— 1) =0,
on dispose de 'axe :
D:x+2y=1=0

et de la tangente au sommet
. 1 poir dessines la courbe
il o5t wiile de placer les pois T:2%-y—-1=10,

dintersection
e v e anes lci la parabole est tangente en 0 & O, =1V
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Exemple 2

Mimes questions pour € : x® + Bay + y° +4x =0,
. 1 3
Elﬂallnl.il-{3 1). det A= —8, donc ‘€ est du type hyperbole.

Le polynime caractéristique de A est ;

(2 -2t~ 8=t~ 4)t+2)
Uine base orthonormale formée de vecteurs propres

dedest( 1.0
?‘ ?4‘? :i?
[ ] -_1.‘1"5_._.
A { {.w"f=x—f
WEL R =]

?2 F

LR = Xv2

I'bquation de € dans (0, 1. J Jest4x® — 2v? + 23X — ¥) = 0, soit;
'3
4{x+%§} —2{r+ 1—”;—&
Il 5"agit d'une hyperbole.

Le centre 01 est défini par X = —

—  —
— 0+

2

)+

1
E=ﬂ.

V2

4

v2 1

3
. ‘a-':——i— = X=g.U4=—3-

Laxe focalest D : x+y+é={h laxenonfocal ¥ @ —x+p+1=0.

B. Quadriques

g memeen L. Surfaces du second degré ="

I'espace usimel affine eudi-
dien ariem BT

Definitiom 5

i dans un repére (0, 1, 7. k) de I'espace, une surface ¥ admet une équation de la forme

Jix .z} = 0 ol f est un polyndme de degeé 2, il en est de méme dans tout autre repére.
On dit que ¥ est une surface du second degré ou par abus de langage que ' est une
quadrique,

anuieﬂx.y.ziznri-hnryi+n"'zz+2hq,|+2h"gz+Eb"'ﬂ:+ﬂ:+t'_1,r+:‘"z+k.

Avec OM=x 1 +yJ +2k,on &t aussi fix, . 2) = f (OM) d'oli 'squivalence;
ME Y +— f{OM) =0

On note :

o ax +a'y® + a2t + 2oy + 20 yz + 26 ex = q{{iﬂ ;g st une forme quadratique

sur B, on dit que ¢'est la partie quadratique de I"équation.

wcxtc'yse’z= £(0OM) € estune forme linéaire sur &, on dit que C'est la partie
limdaire de I'"équation.



li:l.m:l'lqurs |

Ecriture matricielle de 1'éguation

X a b H' o
V= gy | EMHz B, A= b a b |EMsR) L= ¢ = My (R
z bln' bl' 1._'|:hl f"

On a alors q{ OM ) = 'VAV, €[OM) = 'LV et l'équation de ¥ s'écrit :
VAV + LV k=0,

Réduction de la partie gquadratique par rotation des axes
Il existe une base orthonormale [ . Tv'.}] formée de vecteurs propres de I'endomor-
phisme symétrigue associé A q.

Avec OM=XT +¥J +ZK onaalors:
q{m} = AN + p\"! + w2,

Dans le repéne {02, T. 7. Fva paur equation ;
WXyt s vt saX+a' Y +a"Z+ km 0.

2. Equation au centre

o 1% gn ditgue nestun Lo point £1 est centre de symétrie de la surface & ¢ fix gy, 2 m 05 ;w13
centre de |2 quadrigue — —
F{+0M) =0 < r(0~-0M} =0 (s désigne un point de ).

fgquation au centre 1) of

» Dans [HTT?} b q{x"?+ g"'?qnz'?] + {2, yp. 20 =

o Dans (1t 1.0, K). o : ax2+py2evzles=0,

Si £1 = &, alors I est un cone de sommet £2.

Dtermination du centre
Les coordonnées (x. 1y, 2) d'un centre vérifient be systime :
af

1
B ax
1 af
.
1 a
o

1
zax+ by+ b2+ E:.—:n

-T_hx+r:-|y+b’z+ﬂc =10
o
i

1
=h"x+by+a’z+ Er_‘" =

C
( ¢ ) =0, (18
Efl

cest-d-dire
#1800 sncem x
— A [ +
g, i1 = 0 -

Discussion du systéme
w TEA =3, ¥ aun centre unigue ;
s rg A= 2, lensemide des centres est une droite ou Mensemble vide ;

B3l =

= rgA = 1, I'ensemble des centres st un plan ou 'ensemble vide.
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'zf-““ﬁ.ll'lrﬂﬂ'l

=" 15" Dans les neuf cas

précidents, on dit qu'il 5'agit
de guadriques propres ou
nom dégénkrées.

'hlmt‘ﬁtmmdtﬂn!-
wie ; lo borme quadeatique est
de rang 1.

3. Les quadriques

4.1 = Nomenclature

Soit & une quadrigue ; il existe un repére affine de € ="' dans lequel ¥ a une équation
réduite.

Les neuf surfaces intéressantes, avec leurs équations réduites, sont ;

Elipsoide D 10
Hyperboloide & une nappe :—:;5-;-1-11
Hyperbolaide & deux nappes 5».'-’::-;1.1:0
Céne du second degré §+5_§=n
Parabaloide elliptique E:+ I;':: - ; =0
EPamhahidehwhulm o
Cylindke eliptique §+5_1=ﬂ

| Cylindre byperbolique EZ—{,—I:I]
itﬂlnﬁ!wﬂhullmn 2 - 2py=0

w Les coefficients a. b, e, p. g sont des réels strictement positifs,
w Dans les autres cas, on dit que ¥ est dégénérée : = 15

v

P X s .
?*F*?*l-ﬂ' F+F"+1-u' ;,4-1-0 [ et wide).

=0, 54.5:(:, §=n (¥ et un point, une droite, un plan).

! §—1=u {5 est réunion de deux plans sécants, paraliéles).

Le]
» Quadriques a centre
Lellipsoide, I'hyperbaloide & une ou deux nappes, le cine admettent un centre unigue : on dit que
ce sont les quadriques & centre. Elles comrespondent au cas od la forme quadratique associbe est
de rang 3.

w Les cyfindres elliptiques et hyperboligues ont une droite de centres. = 1%




Quackiques

Exemple 3

e 17 Ercanion de ¥,
dans le repére

— — —
it 5. kM

o8 p ) e )

e e e

B0 o caloul numérigue
donne |

Ay = = 1,0

hy == 4,13

A =580

Nature de |a surface ¥, d'équation ;
By + e v day - 22—y —Bz=a. (1
dans un repére orthongrmal (o, i _f; h.' 1
Formons la matrice A de la partie quadratique,
Avec q(OM) = x2 + 51 + 42° — Zax + 4y, il vient;

1 2 -1
A=(E il -IJ).
-1 0 4

5'il s"agit d'une quadrigue 3 centre, le probléme revient a la détermination du signe des valeurs
propres de A.
Le calcul donne det A = — 1 donc A est inversible et 5 admet un unique centre de symétrie (1
défini par le systéme :
x + 2y - =z
{E.x + By

- + d=z

1]

X 0
1 cest-d-dire a(y)-(l).
3 z a
cequidonne x = -7, y=3, z=-1

L'équation au centre de ¥, s'obtient en effectuant la ranslation des axes définie parx = — 74X,
y=3+Y, g=—-1+2Z cequidonne :

X%+ 572+ 42% - 22X + XY = a =1V (2)
Formons maintenant le polyndme caractéristique de A :

xalh) = —a¥ #1007 248 -1,

On sait que x4 est scindé dans & mais il n'y a pas de factorisation simple apparente.
Avet 'y ()= —3 k% +20 5 —24, on vérifie que i, n'a pas de racine double. En effet, si x était
racine double de x4 on aurait successivement :

3af-200424=0 (E)
{—aaaunﬁ—ﬂu—l:ﬂ (Ex)
322 200 +24=0 (E)
{ 104% —484-3=0 (Eg)e'™
3 —200+24=0 (Eq)
{ 5BA = 249 A
et Il est facile de voir que ce demier systéme n'a pas de solution puisque les racines de y, sont :
10— 27 10+2V7
-l Bt

En conséquence, x, a trois racines réelles simples &y , hg, Az &t on les indexe de fagon que :
Ay « kg « Ay . %20
Mtdetﬁ:h]lgla -:u,lupnﬂbﬂltéssmth. F ﬂclg:ia!lhl < A3 qhﬁ:ﬂ!‘l
compte tenu de Tr A = 10 = ky + kg + g, seule la premiére est & retenir.
1
Posons donc hy =——15. hg = I—;‘li 13=;g- ST . 0. K1 est une base orthonormale for-
[}

mée de vecteurs prapres de w, , endomorphisme symétrique associé 3 Adans( €, J, Kk )avee:
lm{?} =.?|.|_f", Ll,q_{j::l = lgj, U,,q,{ﬁ} = hﬁ.
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3 B1 glipsoide de révo-
lumion es1 engendné par ume

dupui-_s.g-.l-n,

=0 toumant autour dun
e 55 anes (ko Ol

w2 1y section d'un by-
perbaloide de révolution par
um plan arhoganal & |'axe
£t pastant par e centre et
vide 4 I'hyperboboide a deux

3.2 — Les quadriques de révolution

2
Ellipsoide de révolution "2_*,”_4 E,i ~1=0
a

Ellipsoide platsi a » ¢

Hyperboloide de révolution | = %

k4

Cone de révolution “g—:iﬁ -Ei:;‘

ou 2 +y® - P2tanfa =0
engendré par la droite & .
[
EIEy.x-ﬂ

£ est le cone de révolution d'axe Oz
de demi-angle au sommet o,

iy, (211

Ellipsoide long si a < £




engendré par |a parabole @ :
v -2pz=0, xud

Cylindre de révolution x* +* — a® =0| d'axe Oz et de rayon a.

Les quadriques propres ne pouvant pas #tre de révolution sont :

| Soit i une quadrigue propre dont |a forme quadratique associée a pour matrice A dans une
i base orthonormale.
| Alors o est de révolution i et seulement < A a une valeur propre double non nulle, & =

e paraboloide hyperbolique, le cylindre hyperbolique ou paraboligue.
Théoreme 3
Cﬂi:tll'hlﬂm d'une quadrique de révolution

P Theomeme: 4

AE.ﬁﬁ{RliuiEwhurpmpmhﬂe si et seulement si il existe un réef & tel que :
rg (A — M) =1

53" Limage de A - Ay donne la direction de I'axe de la quadrique de révolution éventuelie.

Exemple 5

oy (24 A #ant diagona-
lisable et 4 valeur propre

2=3-rg [A-4k).

Elements de la surface de révolution & d'équaljun 3 +Byz +dzw —day+y+2=0 (1)
dans un repére orthonomnal (O, i, _] Kl

i -2 2
mﬂuimshmmﬂdelamquadmﬁmumﬁéﬂ&:A=(-2 0 -I.)-

2 4 0
8- -2 2
Ona ﬂ.—ih[a-( -1 -k -;) et det (A — Aly) = —(h + B} — 417
2 4 —h

=1 =2 2

Pour A = 4, onarg (A — M) = 1= et aveca —dly = (-2 -4 4) =B,
2 4 =4

X

y) = —(x + 2y - 221%,

z

Comme A = 413 + B, I'équation de (1) s'écrit: 40 + 17 +2°) — (x+2y— 22 +y+2 =0,

on obtient {x y 2) B (

- =3 —
Choisissons un repére orthonormal tn,_f’,j,ﬁ}mf = i{jﬂ,mpm

pour nouvedles coordonniées ;
x=é{—2x+2_t,r+z} x= é{—EI+El”+E]

F:é{ﬂr+y+2:]l d'od g:é{ax+v+ﬂz}
E:%{.&+Ey—23} :=;—LK+EF—22J

Les formules inverses sont identiques car |a matrice est arthogonale et symétrique,



e

C-alu.lhﬁy+:-x+1'pmlnhmirl'émaﬁmde?daﬁiﬂ.T.j.H}:
2 2
4(X2+ ¥4 2%) 928+ X4 ¥ =0, 4(x+%} +4(?+%) —53“—;=ﬂ (@)
% estun hyperboloide de réwolution 4 une nappe, de centre [l = O é(?-lrj} = -D-;I{__?+ ?}

etdaxe A=0+BEK.

3.3 — Description des quadriques usuelles
Dans le repbre (O, 1.7 . %) finé, on considére |'affinité (ou dilatation) =i définie par : =2

A Mix oy z)— H’{x. E—t:y. :).

La quadrique est image par o | de la quadrique de révolution

I'ellipsaide I'ellipsoide

2 f 2 | Eof
*rﬂj'l't?"*?—l - Er-—ag—d-?::l

I'hyperboloide | hyperboboide

& une nappe de révolution & une nappe

= Le #H est une surface réghée.
On peut mettre en évidence deux systémes de génératrices (2, )yeq et (D)) en

X £ Y
———:i, —+—=+I..
@, a b EIL a b
x W & X oou z
A(n‘*h " “{n E}'E
» L& ®¥ coupe tout plan @, (= = &) suivant une hyperbole ¥, :

' A
Ny :zm) , ;!—E!'IE-
5i b = 0 cette hyperbole se décompose en deux droites.
Le 3 est la réunion de la famille (3, ), cq d'oil le qualificatif byperbolique
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Dans le plan euclidien rapporté & un repére orthonormal
({2} ? Tj, on considére la drodte & d"équation :

x y_
E+E—1-

A tout point M du plan, on associe ses images My, My,
My dans les réflexions d'axes &, Ox et Oy respective-
mient,

Trouver I'ensemble des points M tels que Mp. M, Ma
soient alignés,
Ex. 2
Dans le plan euclidien rapporté & un repére orthonormal
(o, T Tl. on donne deux cercles :

s THLF —2r2+!,|2 =4

By X +y—17¥=1
Former une équation cartésienne de Pensemble des

centres des cercles qui sont tangents extérieurement
& ot &6,

Ex. 7
Soit 3y et @y deux droites non coplanaires.
Etudier I'ensemble des points M tels que :
d? (M. D) + d® (M. 2g) = k.
Ex. 8
Dans ['espace euclidien de dimension 3 rapporté @ un
repére orthonormal (0, T, T.Tﬁ, déterminer |'en-

semble des sommets des chnes du second ordre, de
révolution, et contenant |a parabole d'équation :

z=10, y2=2p.:l:', p =0

Coniques

Quadriques

ercices

Ex. 3
Soit ABCD un rectangle du plan euclidien.

Déterminer I'ensemble & des points M du plan tels que
les cercles circonscrits aux triangles MAB et MBC aient
mame rayon.

Ex. 4
Trouver I'ensemble des centres des hyperboles équila-
téres de foyer F finé et passant par un point A distinct
de F.
Ex. 5
Trouver ['ensemble ¥ des centres des hyperboles équi-
latéres tangentes en un point A & une droite @ fixée et
passant par un point B fixé n'appartenant pas & 5.
Ex. 6
Montrer que, dans I'espace affine euclidien €, rapporté
d un repére orthonormal (O, _i’f T]. les courbes 7 et
" d'équations respectives ;

R hy]"! + fﬂ".r + h"_u:lz

1

et [ax+ ﬂr_l.,|::|=+ fh.t'+h"y:|= =1
sont isometriques,

Ex. 9
Dans ¥ rapparté & un repére orthonormal, soit la qua-
drigue G d"éguation :
3x® — 2% + 2y + 2yz + 22x — 2x — By + Gz = 0,
1) Former une équation réduite de o et préciser sa
nature,
2) Montrer que la forme quadratique :

g x_!}+yT+zTr"—ﬁ-3xz—z:+Exy+2yz+Em'
se décompose en le produit de deux formes li-
néaires indépendantes. En déduire deux systémes
de génératrices de . Calculer "angle des généra-
inces passant par k.
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Solittiorns des exercices

Coniques

I'i;

\‘\{: ]
My 0%‘*‘/ \\

5 est définie par les points Ala, 0) et B0, b), donc est dirigbe par AB = —a { + b J .
Etant donné un point Mix, ), on a ;
A — S — s
MuO+xi+tyj M=0+xi-yj . M=0-xi+y]
AM s —3

=AB-AMd°ama1.racA_E}-ﬂ._}H=—u[x—m+ by et || AB® = a® + b, il vient ;
| AB|
_ = Zabx+ (b* = a®)y+ 2a’b

2 _ b*) - 2aby + 2ab®

Xl +

Mg = { J - = R
-+ a® + b

En conséquence les trois points My, M;. My sont alignés si et seulement si
x{aﬂ ~ bg] ~ 2aby + 2ab”
|

| m=—h
puis AMy = 2

X — X
o+
~ 2abx + (6° — o)y +2a®b -0
a” + b = B
1 1 1
x(a® - b*) - 2aby + 2ab® x -X
donc sietseulementsi | —Zabx+ (B - a®)y+2a’h —y y | =0 soitencore :
al+ b 1 1
x(a® - ) — Zaby + 2ab* 0 -x
—Zahx + {ha - ugjy+ 2ah 0 =0

Yy
al+ bt 2 1

dotienfin  x® + y* - ax - by =0.
Ainsi & est le cercle de diamitre [AB].

d

I



| ‘Chapitre B ; Comiges Quadrigues

Ex 2
€y est le cercle de centre A2, 0) et de rayon Ry = 2,
4 est be cercle de centre B0, 1) et de rayon By = 1.
Le cercle ‘€ de centre Mix, y) et de rayon R est tangent extérieurement & 6, et & €5 si et seulement si :
AM=R+R; et BM=R+ Ry.

Pour qu'un tel cercle existe il faut et il suffit que :

AM—-BM=Rj—Ra=1 et BM=Rs.
Il en résulte que M décrit la branche % d'hyperbole de foyer A et B d"équation :

V=284 - Jala(y-12=1 et L4+iy-1F=1

Il st clair que les points de €, M €, font partie du lieu et I'ensemble cherché a aussi pour éguations ;

“Z2x+y+l= /x4y =1F y=2x

SOt Aussi ;

dfix - =3 —dx , x€] —M.D]U[;.l].

Dans un repére orthonomal d'origine "%—Fr, draxe OX = (AH), I'hyperbole a pour équation :

ax? —vi_1=0.
D'aprés la condition +° + (g — 1)% == 1, le liew cherché est formé des deux arcs de % extérieurs aux cercles €y ot €y,
La partie de |a branche d'hyperbole intérieure aux cercles €, et “€; est 'ensemble des centres des cercles tangents
intérieurement a €, et €a.

! #
:E 2 ™ |I . e
#
, r / \ﬁl
\ B[/ /a' Y
\ '.
o A | .
A .ﬂ II| x
r 4 "..1 )
M ,
’ \\ /

Ex. 3
» Remargquons d"abord que tout point M du cercle I', circonscrit au triangle ABC, convient, les deux cercles MAB et
MBC étant alors identigues.

» Choisissons un repére orthonormal (0, T TJ du plan tel que les coordonnées des points B, A, C soient respecti-
vement : {a, b}, (a —b) {—a bl

Soit Pla, 0) et {0, B) bes centres de deux cercles, I'un contenant {A. B}, l'autre contenant {B. C} ; ils ont méme
rayon si et seulement si :

— —4
IBP|P = | BQI* += (a-al+b*=a®+(p- b’




Ewercices |

[

Tismmﬂpuscmhdm{{u.ﬁ]ntﬂ.ﬂ}}muﬂsﬂmﬂﬂmmpﬂnmy}mﬂﬁqmdﬁﬂpﬂrmﬂ
aumilieu I de PQetonaalors: x+a=a. y+b=f.

En conséquence, les deux cercles ont méme rayon si et seulement si x® + b* = a® + 1~

C'est I'équation d'une hyperbole équilatire % de centre O, daxes Ox et Oy circonscrite au rectangle ABCD.

Le lieu cherché est la réunion L = I" U %

Ex. 4
Snit{F:T, T]n le repére orthonormal tel que A = F + Y.
Une hyperbole équilatére 3 de foyer F a pour équation polaire :
| F .
1y ﬁm{ﬂ- By |

si ot seulement si a = —& —a= £ "est-d-dire :
!m.ﬂ sel i mﬂ“ fid 1— Emﬂn: e

p=a(l+vZeosty) ou p=—a(l - vZeoaiy).
Les sommets S et S’ de % ont donc pour coordonndes polaires :

= pour 5: p n
=ty . ey yf,,r
= g:
. d=lg+w , r-1 pﬁ (
ou B=6y r=ﬁp_1 F /—“
le centre €1 ;
et, pour - . M-
ﬂ=ﬂ¢ . F=E{ﬁ+1+ﬁ_1}=hﬁ1

L'ensemble F cherché a donc pour équation polaire : rnﬂa(:}E +mﬂ] our=-2a (;‘I'E —m!).




4| Chapitre B ; Conigques Quadnques !

Or, en pasant f() = 3“(315 +coah) et ald) = —zq(;% - mﬂ}. on a pour tout B, g( + ) = (), donc les
deun équations r = f{8) et r = gi@) représentent la méme courbe.

Finalement, I'ensemble & cherché est le limagon de Pascal d équation polaire r = 3“{?13 +mﬂ).

et

On choisit e repére arthonarmal tel que A sait 'origine et I'axe des abscisses soit porté par 2. Le point B a alors pour
coordonnées (o, b) avec b= 0.

La conique € d'équation e + 2Py + vy + B ey +h=0 (1)
est une hyperbole équilatére ou un ensemble de deux droites orthogonales si et seulement si bes valeurs propres
de la matrice de la partie quadratique sont opposées donc si et seulement si la trace de cette matrice est nulle,

cest-d-dire w +y = 0.
On a alors (o, B)«= (0, 0), donc il existe § £ | tel que :

i 5 B
mﬂ:m . ulnB:m

et I'equation (1) s'crit: (& — u*) cos B — 2uysin 6+ wx + vy + w = 0 00 on a posé :

] E A

‘f esttangente en A a S siet seulementsi w=u=10

On a ainsi I'équation générale des hyperboles equilatéres tangentesen A2 % :
(x* — u*) cos® — Zxysin® + vy = 0.

3 :
On écrit que € passe par Bia, b) et il vient: v = (b" — a®) cos b+ 2absing

b
Le centre {1{ . yo ) est défini par
xpcosth — yysintd =0 ,ﬁ:%!in!
s dod
_:q]a.inﬂ+mmuﬂ=i yn=§muﬂ
puis :
Ve e ' 3
Ai;—ﬂb[(b a )mhmﬂ+3uhim EI]
1 5 .
mlﬂ[(bﬂ—u)mﬁﬂﬁ*-ﬂﬂbmﬂmﬂ]
soit enoore

X = :—h [[h’ - 112) gin2# +Zabil - msﬂlﬂ]

= £E [:b*‘ - uf) (1+ mﬂﬁhﬂubuinﬂﬂ]

En résolvant ce systéme en cos 20, sin 26, on en déduit que Mix, y) appartient & I'ensemble 3 4 et seulement si il
existe il = H tel que :

e [ (-5) - (- 7))

cme [ )

{a:‘: + b’}
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Quadriques

Désignons par | HyHy | la perpendiculaire commune aux deux droites 54, Sy et par O le milieu du segment Hy Hy.
3 est centre de symétrie de 3y L 3, on choisit ce point pour origine du repére.

Dans le plan [T passant par O et perpendiculaire & la droite (Hy Hy ), on prend pour axes (x'Ox) et (y' Oy), dirigés
par les vecteurs unitaires { et |, des deux hissectrices des droites &, el &y, projections orthogonales sur I1 des
droites 5y et Sig.

Il reste & compléter par ? weCteur unitaire dirigeant | Hy H |, pour obtenir (0, TT I:r]-.mptr! orthonormal dont
les trois axes sont axes de symétries de 5 L) 9.
Dans ce repére, les droites &, et @y ont pour équations :

B ry=ax , E=o

g t=—ax , z=—o (A=l a=)

H
L]
'l:-" L
/
X _ﬂf”-f i
Pour Mix, iy, z), on a:
z
a(m.ay) = L2 L w?

+ @

d* (M, D) = fl ﬂ';];H:ﬂc-:]'!

etdonc o (M, ) +d* (M. 3y) = %._; [a®x® + 4 +(1+a"e” +(1+ a’ ],
)
Le sous ensemble ¥ des points Mix, y, 2) vérifiant d*iM, 3, ) + d*(M, 34) = k est donc défini par I'aquation
uixj+yg+{1+ui}:i={l+u=] (; = ni).

] ktﬂ&g 1 K ='Ej.
s k=2a? : i={'DI'.
» k=2a” : &estunellipsoide de centre Oet dont les directions principales sont définies par les axes de coordonniées.,

‘Ex. 8

5i on exclut le cas ol le cine est un plan, son sommet n'est pas dans le plan de |a paﬁbule

Soit € un cone de révolution et @ un plan coupant ‘€ suivant une parabole -.

Lensemble € U 2 admet un plan de symétrie, & savoir le plan Q contenant "axe de € (5 est donc un plan méridien)
et perpendiculaire & .

Ce plan @ coupe 3 suivant I'axe de ~ (par raison de symétrie), en conséquence on peut aussi dire que ¥ se trouve
dans le plan perpendiculaire & @ suivant 'axe A de .




Dans I'exercice propasa, I'ensemble & cherché est donc inclus dans le plan perpendiculaire & xOy suivant I'axe de v
(=0, i* = 2px), Cest-d-dire dans xOx, privé de 'axe Ox.

Etant donné 5, 0, 25 ), avec 2y = 0, un point de ce plan vOz, formons une équation du cine € de sommet 5 et de
directrice -,

Pour tout Mix, y, ) une représentation paramétrique de |a droite (SM) est ;

(Jq].+.h{x—.q].]|)
A= | Ay .

z+ iz — x)
2
donc ME€ " [5] 4= (:_"iu) -Ep(m—ﬂ!%) 2= 2.

Dans be repére (S, T, . k J, 6 a donc pour équation
Y - 2pZ(x%Z - 2X) =0 Z=0.
|'équation précédente représente un cine de révolution si et seulement si la matrice ;

0 o Py
A= ( ] :5 ] ) admet une valeur propre double,
0 =2
Remarqgue
Il existe alors une base orthanormale ﬁ'. fr'. ?] telle que dans le repdre (S, T. :? ?].
€ ait pour équation: & (X5 +¥]) — pZf =0 (= 0.p =0}
Le pohmdme caractéristique de A & écrit

Xalk) = (=5 — 1) [:-. (2poeg + 1) -pﬂﬁ] = (28 — A} (A% + 2pag k. —pPaf).

Le trindme A2 + 2pagy b —z5p” ne peut pas avoir de racine double (le produit de ses racines est —z5p° < 0).

En conséguence, Xs(k) admet une racine double si et seulement si zﬁ est racing du trindme précédent aver z; = 0,
c'est-a-dire

za+ﬂ;uq].zg-piz§-ﬂ' zg =0 OUencore z§+2paq]-p=?ﬂ z5 = O

Le lieu cherché est donc |a parabole & d'équations ! y =0 =zF =2p (E —x) privée de son sommet.




4| Chapitme B ; Conigues Quadniques !

Les paraboles et I sont isométriques, situées dans des plans perpendiculaires, le sommet de I'une est le foyer de

I'autre.
31
L'
¥
X

‘Ex9

a1 1 e s
1) Soit A=[1 ] 1] la matrice, dans la base ( (. j, k), de la forme quadratique q.

1 1 -1

Le calcul donne det (A = Alg) = = & (A% = 2 & =6) d'0i les valeurs propres :
1++7 . 1=+T et 0

Sait( 1. . K ) est une base orthonormale de B, formée de vecteurs propres. de I'endomorphisme symiétrigue
iy A550Ci€ & q avec :

RT =Ker (fy— (14 vT)1d) . RT = Ker (fz — {1 - v7) 1d) & RK = Ker fg.
Dans cette base, on a :
q{?.':-[hﬂ}x“—[ﬁ—l]rz aver ?:IT+QT+IT€=IT+YT+E?-
Dm:.danslnmp!m:ﬂ,?-j-?].gamiquaﬁmdﬂafuﬂw:
(VTI+1) X% = (VT-1) Y 4 aX +BY +yZ= 0.

lvecﬁf=x_l'+y?+:?=x?+‘r’j+z?.lapaﬂi12qlﬂdmimndel‘équalimm:

GOM) = 3+ — 2% + 2ay + 2yz + 2ax = (VT + 1) X2 = (VT - 1) Y?
et |a partie linéaire est : £0M) = —2x — By + 6z = aX + BY +4Z.
La discussion de la nature de ) repose essentiellement sur la nullité ou non nullité de .
En observant que + -ﬂ?hanmlﬂe?,umﬂuﬁmmm:

31 1 X i

(19 2)()-)

1 1 -1 £ 0
donne : Herf.,:vm(_f—z]'—?}.

On peut done prendre H-ﬁa{?-ﬂ?-?) et il vient alors ;

1

2 6 8
R AR b -
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Notations usuelles

K Indifféremment R ou C.

MLlnl Ensembde des entiers compris entre 1 et n au sens large, n € N".
K[Xx] Ensemble des polyndmes sur 5

HalK] C K [X], ensemble des polynimes de degré au plus égal & n e M.
AANB PGCD des éléments A et B, entiers ou polyndmes.

AVEB FPCM des éléments A et B, entiers ou polyndmes.

Card E ou #E  Cardinal de I'ensemble E.

Zli] Aneau des entiers de Gauss.

£ fnf Ensemble des classes d'équivalence modulo n.

gl Indicateur d'Euler de I'entier .

F(E.F) Ensemble des applications lindaires de E dans F,

FE) Ensemble des endomorphismes de E.

GLIE) Ensemble des automorphismes de E (groupe linkaire de E),

By Symbole de Kronecker pour bes &léments i et J.

Im Image de I'application f.

Kerf Noyau de I'application linéaire 1.

re.f Rang de |'applicaion linéaire f.

ADBB Somme directe des sous-espaces vectoriels A et B.

Vect A Sous-espace vectoried engendré par le sous-ensermble A

dety Déterminant dans la base 5.

det Déterminant de I'endomorphisme .

=(E) Ensemble des permutations de E.

En Groupe symétrique d'ordre n, ensemble des permutations de [ 1, n ).
Elr) Signature de la permutation o.
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Ml
MpiK)
FnlK)
An(K)

Ensemble des matrices de type (n, p) sur le corps .
Ensemble des matrices camées d'ordre n sur le corps k.
C My (E). Ensernble des matrices symétriques.

C My, (K). Ensernble des matrices antisymétriques.

Déterminant de la matrice A,

Trace de |la matrice A

Comatrice de ka matrice A.

& Mp (), Ensemble des matrices carrées inversibles. Groupe linéaire d'ordre n.

Produit scalaire des vecteurs u et o

Produit mixte des vecteurs w, v, w.

Produit vectoriel des vecteurs w ot v

Orthogonal d'un sous-ensemble A

My (R). Ensamble des matrices réelles orthogonales. Groupe orthogonal.
T, formé des matrices de déterminant +1. Groupe spécial orthogonal
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