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e Avah{-Pt‘oPos

La préparation aux concours commence dés Ja premiére année de classe préparatoire, dans la
perspective de passer le cap de I'écrit et de faire une bonne prestation orale.

C'est dans cet objectif que cet ouvrage vous propose 264 sujets d'oraux et 63 problémes.

Il a pour ambition de vous aider 4 erentrers dans un sujet, de le «lires, sans se limiter & une
solution idéale ou académique.

« Sujets d’oraux
Ils sont tous tirés d'annales récentes de concours.
Le plus délicat est souvent la phase de démarrage : par quel bout le prendre ¢
C'est pourquoi les solutions proposées sont accompagnées et entrecoupées de com-
mentaires dont le but est de :
Réfléchir 4 haute voix, comme ¢'est indispensable lors de toute épreuve orale, qu'il s'agisse des
colles en cours d'année ou, i plus forte raison, d'un oral €pour de vraiw,

Les énoncés de eplanches» sont la plupart du temps assez brefs et il est de I'initiative du
candidat d'en tirer le maximum. L'objet des commentaires est aussi de donner des idées
dans ce sens.

Certaines solutions peuvent étre éclairées par une figure qui n'est pas nécessairement
proposée, Confronté i cette situation, vous devez avoir le réflexe de faire «votres figure.
Et votre virtuosité dans ['utilisation d'une calculatrice fera le reste !

Souvent, plusieurs pistes s'offrent & vous et plusieurs solutions sont satisfaisantes. Clest
pourquoi de nombreux sujets proposent plusieurs démarches.

La connaissance du cours est supposée acquise et les exercices de erodage basiquer sont
travaillés en classe ; il y en a dans tous les manuels. Cest le minimum vital pour utiliser
cet puvrage avec profit.

« Thémes d’étude et problémes

Les 63 théimes d'étude et problémes recouvrent tout le programme de MPSI,

Contrairement aux sujets d'oraux, ils sont découpés en questions et alinéas 4 travers
lesquels la logique du sujet est transparente. Pour cette raison, il n'est proposé qu'une
seule solution, sans beaucoup de commentaires,

Ce double aspect vous permettra de disposer d'un outil de travail personnel, complet et adapté,
dés la premidre année, 4 la dure réalité des concours,

Cet ouvrage vous aidera en outre & accéder avec confiance en deuxiéme année et il constituera
pour vous une bonne base de révision pour les notions supposées acquises et utiles aux concours.

Les autewurs
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B Sjcts doraux

A Nombres complexes, trigonométrie

Ex. 1

| Résoudre Uéguation (E) : z* — (16 — i)z + (89 — 16i)z + 89 = 0, d'inconnue z = C.

Une équation de degré 3 ne peut étre résolue de fagon éémentaire qu'en en connaissant une
racine, Le premier objectif est alors de déterminer une solution €apparentes,

Crutre des racines telles que 1 ou =1, voire 2 ou =2, etc. il est fréquent de chercher une racine
particulitre qui soit réelle ou bien imaginaire pure.
» Solution imaginaire pure ? Le nombre ix, avec x € H, est solution si et seulement si :
—txc? 4+ (16 — 1™ + (B9 — 161Hx + 89 = 0, est-a-dire 16x % + 16x — 1(x% + x* - 89x ~ 89) = D,
ce qui dguivant & :
16x% + 16x = Oetx” +x* — 89x - B9 =0 ouencored 16x(x+ 1} = 0et (x? — 89)x + 1) = 0.
On en déduir que (E) admet -1 pour (seule) racine imaginaire pure.
La connaissance d'une racine permet la factorisation par un polynéme de degré 2 que 'on sait
résoudre, Mais il o'y a pas de raison d'oublier une éventuelle racine réelle.
» a R est solution si et seulement si a® — 16a? + 89a + tla? — 16a + 89) = 0, cest-a-
dire ata® - 16a + 89) = Deta® — 16a + 89 = 0, ce qui se réduitd a® — 16a +89 =0,
Mais a® — 168a + 89 = (a — 8)% + 25 n'a pas de solution réelle,

Espoir dégu ! Mais comme —i est racine, on peut factoriser parz + 1.
I} existe u, v, w dans C tels que 2% — (16 — 1122 + (89 — 1600z + B9 = (2 + (Muz? + vz + w).

L'examen des termes en 2° donne u = 1 et celui des termes constants donne w = 89.
Une rapide identification donne alorsv = — 16 et on est ramené 4 la résolution de 2% — 16z+89 = 0.

Dans les exemples numériques d'équation de degré 2, il est préférable de former I'expression
canonique. L'usage du discriminant (méme réduit) serait un gaspillage.

Rappelons & ce sujet que les égalités U2 v (U -viHU +V)et U2 v? = (U = WV HU +1V)
S0nE foujours veaies, que L et V osoient réels ou complexes.

Avecz® — 16z + 89 =(z — B)® + 25 ={z — 8 — 5i)iz — 8+ 5{), on obtient les deux autres racines

de (E) et finalernent, les racines sont  —i, B+ 50 et 8 — 5.
Ex. 2
Etant donné z et 2’ dans C, on considére u = C tel que u? = zz'.
] I
Montrer que |z| + |2'| = z_'; —|_|:|+ Egi +u|.

En posant § = z + z', un énoncé équivalent estﬂ“r[ + |:'H = |8 — 2u| + |5 + 2u|.
Umn obtient encore un énoncé équivalent en étodiant les carrés des deux membires,
Il est souvent préférable d examiner le terme le plus compliqué et de le réduire.

B a4 Sujets d'oraus



s Le carré du second membre est (s — 2u| +|s + Eu|]2 =ls — 2ul* + |5 + 2u* +2|.'r.ﬂ - 4u2|.
Avecs=z+z etu® = 22’  ilvients® —du? = iz + 2% — 422, doncs® —du® =z - 2' .

Rappelons une regle usuelle, dite I'égalité du parallélogramme :

la +b)* = Ja|® + |bl® + 2Refab) et |a — b = |al® + [b]* — 2 Relah)

donne: |a +£|n|2 +|a - E:ul“:r = E|||:|E + 2|h}2.

Onaaussi |s—2ul” +|s+2ul” = 2|s/ +Blu)® = 2|s]* + 8 |33’|.
2 2

Notons que |s|* = |z|* + |2'|" + 2e7z" et |z - 3‘|E = |z + |#'|” — 2Rezz'.

On a obtenu une avancée significative, le terme u a formellement disparu.

[l vient ainsi :
Is — 2ul® +|s + 2u IE+2|:5=2 - lluﬂ| =2lz[*+2 |z'|2+4 Rezz'+8 |zz‘|+2|z|,2+2 |z‘|2—4ﬂeiz',
¢'est-d-dire :

(15 = 2u] + |s — 2u)” = 4 f|z|I +]z'* +2 |n'|) = 4 (|z] + |2'])*

et enfin le résultat espéré: 2(|z| + |z'|]| = |s — 2u| + |5 — 2ul.

Ex. 3

=1 n=|

§ ket kw
Etant donné n €M, n =2, calculer les sommes Sq = » _sin —etTa=) sing—.
R:l. *.'II
1} . kw .. L. p kn
gin e est la partie imaginaire de e P
n-—1 rk“
Sn est la partie imaginaire de Yy, = Ze n, somme de n — 1 termes consécutifs d'une suite
k=1
- : P = - |
géométrique, de premier terme e " etde raisone " » 1. Onadonc:
i (=1}
iZe n -1
"l-"'" =g N 1—
i E
en—1
JIIII
Dans e'® — 1, on factorise pare 2, ce qui fait apparaitre :
a | _:a a g
|3""-1=ut="f|[.':lE —e rf}=2-reﬁ’5m§.
n—1k in—liw =1 a t
Avece' n —1=2 @ s.in'[rl - i eten 1= Ele!ﬁs{m;;. en notant de plus
= in=1 . in—1m
e Mg '3 - fin — C e .
que I =¢ ? =1, il vient Yn = 'sin—l. On a donc pour partie imaginaire :
g <n an
. An=T1l=
sin
So= 2
sin —
Zn
n=]|
ke
Au passage, on a montré en méme temps que Cp = cos Y = .
k=]
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n=1lm = 1
Avec —g—— = 3 - rnnamn‘—ﬂ—-— Co8 35— clﬁnalcm-:nt Sn_hm

™
En
: .1 . .
En complément, on peut étudier o Sn. ce qui est un théme classique.

1 w 1 w
-l . nE 2n _
— Sn est égal & ] — ce qui est de la forme = - t.nn avec u = g—.
D
tan u
Ona lim u=0et, dassiquement, lim = 1.
=k +30 w=el} U

On en déduit alors que la suite [:E%) a pour limite ;

ri=d

2 . .
) Pas de faux espoir ! La somme Ty ne se raméne pas i Sp, méme de fagon lointaine. Toutefois be

démarrage est analogue.

. km . .
sin g est la partie imaginaire de e Comme précédemment, on a:

-1 ‘ - o E:iJ'Im:th ginm'jm
- " 3 ] + r
e ‘i ————— dont la partie imaginaire est Ta = W ra
=1 gin — 2sin —
E 13 dn
EL"m" CO8 - £O8 — — 8in — BN —
(-1 i+ , n P r e
J"Lvn'g— 3 h:“;’m.ﬂnaau.m Th = — = & ___4n "" ;
h & v2sin — V2 gin —
an 4n
t final i, T = 1 .
& nalerment, n—m—g.
Ex. 4
. " l+cosne 1 x
Soit x réel, x w Omod w. Montrer que kax B e 4 = BiT X COLAT =
2 2 2
k=0
1] i
11 est classique d"associer la somme By = z gin kex i la somme An = z cos ko,
] k=il kwl}
Notons que 'ona B = Zain.kx.

k=1
Ces deux sommes sont des grands classiques qui s"apparentent a des questions de cours. Toutefois,

le résultat usuel n'a pas cette forme.

f
S0it Sp = An + By : alors 5, = Z €™ est la somme de n + 1 termes consécutifs d'une suite
k=0
géométrique, de premier terme 1 et de raison e* = 1.
Onae™ =1 siet seulement si x o'est pas un multiple entier pair de .
Le cas ol x serait un multiple entier impair de 7 est facile i traiter directement.

firslle g inel PRLEIN: PRLIES| gin {n+ e
=4 -1 e e — i
5n=—EETdﬂﬂﬁ¢5n= r = — =g 2
el E‘JE—E_!E Hmi
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{rrad s . el

— ny S0
Les parties réelle et imaginaire donnent An = cos ——2 ¢t By =sin - S
sin 2 sin o

Ce somt ces expressions qui sont classiques. Voyons celle qui est demandée et son analogue.
Motons que inx/ 2 = 0 rend indispensable x & 0 mod 2.

1 coslx/2)
E”‘ + cognx) = cos® % doit gtre dégagé de An et cotan % Eﬁ'ia‘T demande de faire

apparaitre cosl(x/2). Une formule du type sinla + b) va le permettre.

. m+1x . nx x ne . ox ., .
nx . nx X Eﬂ.il."
ﬁn=¢ﬁﬂ—g—ﬂln—2—mmﬂg+mﬂ _.E_p

1 + coa nx
ce qui donne Ap = —3 — + f sin nx cotan E

ny 1 — cosnx

On obtient aussi By = sin® —2- cotan g *+ 008 -ﬂ- sin i B cotan 5+ E 8LN rx.

Ex. 5
On considére 'application ¢ du plan dans lui-méme qui, au point M d'affixe 2 associe le point

3+w"- l—w"ﬁ
M' d'affixe 2’ = -

Montrer qu'il y a un pmnt invariant et un seul, noté A, et que, pour tout M = A, le triangle
AMM' est rectangle.

i est une similitude, et ce n'est pas une translation ; elle a donc un point fixe unique. La premiére

question est de le préciser.

A d'affixe a est invariant par ¢ si et seulement 51 :

3+0/3 1-1/3 | L 1=1v3  1-1v3
= 7+ 5 cest-a-dire 51 3 9= 5

dofta =2
— — 3 +1v3 .
L'angle (AM. AM') est I'argument de —3 qui esl %
5i le triangle AMM " est rectangle, ce ne peut donc étre qu'en M ou en M

L-:safﬁnsdtm MM ctA.-.I'-F sont respectivement z — 2,2" —z etz — 2.

[ ¥
—_—f —% - — — —_
On a(AM, MM') = arg H et (AM', MM') = arg f-;—%. Formons donc ces deux nombres,
- 7 —

Avece — 2= 31&[:—2}tlz’—z=[zr—2}—iz—21, il vient :
z'—z_ i 3+h-"§_ 1-1v3 st d" 2w
s-g =—1+— = ———» qui est dargument —-.
2 -z z -2 4 3 ., m
Ona I—j—_-Eﬂl-;rt-—ﬁ=1"3+! EniT.darEumﬁnt 7

Le triangle AMM" est donc rectangle en M,

Chapitre 1 - Algébre générale - » 11




Ex. 6

Soit u et v des complexes non nuls. Montrer que u = © 5i et seulement si, pour tout complexe =

1
de module 1, on a slz —ull -zl € R+

Classiquement, Z € C est réel si et seulement si £ = Z. Mais il faut garder en perspective que
['on s'intéresse 4 £ réel positit.

On considérezEC, zw, et on pose Z = %[z —ull —pz).

Alors, pour |z| = 1,Z =8z —ull —pz) = (1 —uZNl — vz

» SUPPOSONS quUé T = u.

Pour |z| = 1,onaZ = (1 — uEN] — uz) = |1 ~ uz® quiest réel et positif,
« Supposons Z réel, cest-a-dire Z ~ Z = 0.

Pour tout 2 de module 1,onaZ = (1 = uEN]l —pzl=1 - vz — uF + up, donc :
Z2-Z=1-vz—uZ+ur—(1—-0Z -0z +00) = (0 — vz —(u— FF+ uv — Io.
Avecz=letz=—1,onobtientT+F —u—v+uw-uvr=0et -T - 0+u +0v+ur—oo=0.

En retranchant 'une & l'autre, on obtientu — & = —(v — ©). d'oll Imu = - Imw.

Il reste & comparer les parties réelles de w et .

En ajoutant les deux, il vient ue = U0 Alors Z — Z = 0 donne (T — vz — (u — 0)F = 0, et avec
z=0ilvientu + i = v+ 0 c'est-d-dire Reu = Rev,
En conclusion, il vient que u et v sont conjugués,

Seul Jz) = 1 et Z réel est utile pour obtenir 1 = T, La wéritable question est i = © si et seulement
s1.Z est réel pour |z] = 1, Que Z soit alors positif en découle.

Ex. 7

Soit (@ by €2, |a| < 1, |b| < 1. Montrer que | 1

—= < 1.

Avant tout, il est indispensable que 1 — @h soit non nul.
Ona |ab| = |a| |b| et,avecjal < 1 et |b] < 1,il vient |ab| < 1, donc 1 — @b = 0.

Etant donné z € T, montrer que |z| < 1 égquivaut d montrer que I:IE < 1, ¢'est-i-dire que :

ZZ = 1.

Etant donné o et [ réels positifs, f =0, % = 1 équivaut o< f.

Montrer que |1[1——_E£::-I < 1 équivaut i montrer que ja — t:rl2 < |1 —cTt:r|2.
On étudie alors |a — b|% — |1 — &b%.
la - b|* = (a - bX& - bl = |a|* + |b|® - ab - &b
et |1—abl®=(1-abll—ab)=1-ab—ab+|al |b|°
donnent ; |a — bl® — |1 -abl® = ~(1 - |al® - |b]® + al® b[*) = —(1 ~ ja[EH1 - |b).
Avec 'hypothése 1 — |a|* » Oet 1 - |b|® > 0, il vient :

la = b|* = |1 = @bj® < 0,
ce qui est le résultat attendu,

12 «  Sujets d'oraux



Ex. 8

Montre w 3w bw n ﬂfr_l
ontrer que cos T +O08 7 + €08 {7 + CO8 g7 = g-

ll+[:ﬂ.'il

Une somme de cosinus est [a partie réelle d'une somme de nombres complexes de module 1 par
la formule d"Fuler.

i
w aw S im Ow . i2he+ 1143
- L) L T - iy
C = C08 g7 + €08 g7 + CO8 7 + €08 g7 + C08 37 sl la partie réelle de T E
k=)
I{IH
Dnnl‘:enz et Eek%l'f
ke fTr -1
('est une situation ::lmhqure?"" —1=e" (&' — e~ ') = 2e' sina.
i
i= 5'“ — fiwm sin —
On en dedthe i -eirr Lpuis T=ell —
k=il H-IHH BlnH
5 Sin—
La partie réelle de T est C = cos - 1 =
sin —
1
S= 1 . 0= 10w
Avec ma-i-fsm-n- Esm-i-retawfsm-ﬁ— = sln{r-Ti-) -sm-n il vient alors :
1
C= -

On peut compléter cette étude en calculant la somme des sinus.

. .9 _ bBbw | Tw B . L.
S=am-ﬁ+nm-ﬁ+sm-ﬂ-+mu1—1-+mnﬁﬂtlaparnmmagmaur¢dﬂ‘
e . 2 Bm
s Bin—  sin” —
Dnad:}ncﬂzmu-ﬁ-—uz—-—i.

]
ain — Bln —
11 11

On pouvait raisonnablement espérer que la valeur de 5 soit simple, comme celle de C ; mais ce
n'est pas le cas.

Pour la valeur numérigue de 5, il faudrait passer par le calcul de sin n- ¢t NOUS NE POUrSHvIons
pas dans ce sens,

Ex. 9

Soit a, b et ¢ des réels tels que cosa +cosb + cose = 0 et gsina + ginb + gine = 0,
Montrer que cos 2a + cos 2b + cos 2 = 0 et sin2a + sin 2b + sin 2¢ = 0.

Les deux hypothéses se résument en une : &' +e'f 4 =0
La question concerne 22 4 g2 . g2 qui fait apparaitre (e 4+ P 4 %)%,
ﬂna{em _I_Eih +Err:F =-Eﬂ“ +eﬂb +EE|I.T + E.‘-Ef[bﬂ:r +ellnur +e'“"b':l.
Sachant que e + e + & = 0, montrer que e? 4 o™ ¢ o™ 2 ) revient 3 montrer que
ltbrel o JHesal o asb) _ o
En prenant les conjuguéds dans e'® + & + & = 0, il vient e™@ + g~ 4 ¢t =
En multipliant par e"@*8*¢)_an abtient "0 & e“"'“' el 2,

Ainsi '™ + e + &% = 0 implique e™® + ™ + &% = 0,

Chapitre 1 - Algébre générale —» 13



Ex. 10

Etant donné a €& et n € M*, résoudre l'équation z€C, (z + 1) = &2,

m—1
. . kw
En déduire la valeur de p, = ..;[_I.;. sin (.: - T)

1) (z + 1" = ¥ gcrit aussi (2 + 1" = {e™)", c'est-a-dire (%;Fl)n =1

140 )
(qﬁ-—) = 1 fait intervenir les racines n*™ ™ de 1.
e

Les racines n®™ de 1 sont les nombres o3 avec k0.0 — 11

Les solutions de 'équation sont alors les complexes z;, définis pour k €[0,n — 11 par:

z+1= glla glikw i _ JHla+ksin)

La présence du terme additif 1 dans z + 1 invite & passer en mode trigonométrique.
ke . k
Onaz,+1 =n:ct52(u +Tﬂ) +!sm2(n + T“).En notant que :
ke k k
maﬂ{ﬂ + —n) -1 =E(m53 (a + —n) - 1) = —2gin® (u + —ﬂ)
n n n
kw L3 ke
et ainﬂ(ﬂ + —:] = 2sin (ﬂ + —)ma (a + —“)
n n n
_ . k k . ke . k
il vient : z. = 2i sin (ﬂ + T“:} [:ms (a + TTF} + I Bin [:c: * T“)) = 2i sin (n + —"E)E“"”‘"r"".
. . i
On peut aussi écrire : 2, = 2sin (n + Tﬂ)e”"”*‘“*“""],

2)
ke
Les termes in (u * -n—“) apparaissent dans les 2y, et les 2, sont les racines du polyndme

Q= (X + 10" —e® On utilise I'expression du produit des racines a I'aide do terme
constant 1 — 2™ de 0.

— ri=1

I n=1 ==
kw
On a H z = 1"2" H gllarkmini H sin (ﬂ + —) et aussi H zi = (=11 — &™),
k=0 k=0

=) kead)
n—1 n—1 a-1
Dans le produit H ghtathminl _ [ la)" H e e terme 1-_[ e™ ™M est 'exponentielle de
T k=0 ke=l}
n—1 m=1
la somme %ﬂ Z k, ¢'est done e~ 2 1) gensuit H ghiaskninl o gina fin=1k/3
k=i k=i)

n-1
Les deux expressions de H 2y donnent ("27Ml - IMp, o (el (glna _q)
k=0

y . a o 1
Avec e=8 _ 1 = 206" gin na, et o012 o =1l vient alors Py = gin e,
T

14 4 Sujets d'oraux




Ex. 11

n=1
Etant donné n €N, n =2, montrer que || (1 -~ ez"“””) est de module égal 3 n et calculer :

k=1
n-1

. km

BN —

n
k=l

A premikre lecture (trop rapide 1), ce sujet présente des ressemblances fortes avec le précédent,
{In pourrait imaginer que ¢'est un cas particulier avec a = (. La différence essentielle porte sur
kE[Ln=1Jaulicude k€[ 0.n~-1].

Les e ™™ sont les racines de Plz) = 2" 142" 24 L 4zl

]
o _ _E -1
-I-a---'-I-l'-l—F[.E_I'—ﬁ-

Les racines de P(z) sont donc les racines n®™** de 1, sauf 1.

Pourz=1,0onaz"~ '+ 2"

n—1
Ce sont dons les e®™ ™' pourk €[ 1, n — 1 ]l et on a done Plz) = H (3 - 92”‘“") i
k=1
Le module du produit demandé apparait alors rout simplement.

1l s'ensuit en particulier P(l)= H (l — gttkmin ) .

k=1
n—1
Comme, par ailleurs, on a évidemment P(1) = n, il vient H |1 e
k=1
Sikew

La logique interne de cet exercice invite i examiner 1 — ¢ en terme de sinus,

_ ‘ . km
Onal — edtk=in _ Jkuin (L, ewin El#mﬂ) - _9isin Temwm_

. : . kw
Il s'ensuit que |1 — kTNl - 9gin o
it ==1 =1 ke
On en déduit alors que H |l —g?kmin| 2 gn-l H sin —, et finalement, il vient :
n
k=] k=1
n-1 . kT n
81n _]"'l_ = i
kel 2

Ex. 12

Etant donné n & M°, on pose w = *'*'" mantrer que, pour tout z € C, on a:
n

Z (2 + m"}l" =nfz" +1).

k=l

Il n'y & guére d'autre point de départ que de développer [z * mJ':}I'Il par la formule du bindme.

I n
Onafz+w*)" = zcﬁz"m“" “P} Avec w™™ = 1,1l vient [z +w®)" = Eﬂﬂz"w'h’.
p=i p=ik
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Alors Pz} = iiz+u"}" = i (Zn:mzpm'kp).
k=]

k=l pell

Un bon moyen de stravaillers Piz) est d'échanger 'ordre des sommations.

Cest ce que permet de faire apparaitre les sommes géométriques E: m_@
k=l

L1

On en déduit Piz) = E (iﬂﬁzﬂ m_‘m) = i (mzp im_m)-
p=0 k=1 p=0 k=1
ft

m_ﬁp

k=l

est fa somme des termes d'une suite géométrique de raison w ¥,

o Sip=0oup=n,alorsw F=1 duﬂz-_u =

k=1
- pl—w ™ =™
s PourpeElln-1J,onaw F=1. donc w P = P d'oh =
P 2 T Zw
k=1
. . mnon R
Finalement, il vient P(z) = n [, 2" + n [:: =n(z" +1).
Ex. 13
Etant donné n €M, on note w = e¥ ™",
n—1
Montrer que, étant donné a et b dans C, on a ]___[{u +wb) =a™ — (~b)".
k=i

=1
En déduire que l'on a Him“ ~2w"costi+1)=2(1-cosnil) pourtout nEM" et HER,
ke=ik

1)

La formule proposée est immédiate lorsque b = (). On suppose dorénavant que b =0,

Cela permet en particulier de faire apparaitre les & — w® avec A = — %.
n—=1 . ""_I a . . o
Avechw=0,0na Htﬂ +w b)=(—h) H (— Y ) cest-a-dire ¢
k=il k=)
i n=1
[ ta +«*p) = (=" TJ = w*), en ayant posé h = —"E.
k=) ke=0)
=1
Les w®, k &0 0,n = 11 sont les racines du polynéme X" — letonaX™ - 1= HIH — ).
n=1 k=)
Il vient alors A" — 1 = H[h )
n=1 k=0 ann n=1
On en déduit H[n +wth) = (—b)" (( — E) - l) et il vient H[ﬂ +w'b) =a" —(—b)",
k=0 k=0

16 4 Sujets doraux



Z
] Lexpression I 050 + 1 est de degré 2 en w”® alors que le prodult précédent utilise

une expression de degré 1 en w". Une factorisation préalable s impaose,

Considérons X% — 2X cos 6 + 1. Cest aussi X2 — (¢'® + e ""}x + 1 et il apparait que les racines
ensont e'® et =™, On a donc X% — E.Jf.'msEl +1=ix —e®ix —e™"),

11 §'ensuit que w** —Eu"mﬂﬂ+1 = (w® — &®)w* — &), On a donc:
=1 =1
Hn * _ 24" coshe1)= H[ ~e'") qu“—e e
o=l k=)
La question précédente donne :
m=1 nm=1
H{m" —e™y = (=1 ~ 1yet Hcm" —e M s (=1 e - 1,
k=) k=l
Avec (@™ — 1He ™™ L 1) =22 — o oM 2 9 S epand, il vient finalement :
n—1
H{u?" ~ 2w’ cogb+ 1) = 21 - cosnh).
k=)
Ex. 14
F i1 la — bl
1) Etant donné a et b complexes non nuls, montrer gue [-l—{-l—lg o j prva

2) Etant donné x, y, z dans C, montrer que |x| - |y —z| = fy| - |z — x| + |z| - |]x — .

On pourra appliguer U'identité établieen 1) d a = |_H|E b= |—3|£ etc = |_I|E pour linégalité
y z x
demandée et les analogues.

3) Montrer et interpréter géométriquement linégalité de Ptolémeée

pour x, y, £, t complexes, e —yl-lz-t|=|x—z|-|ly—t|+|x—1t] |y-z|
y 2 B 1 1 b-a -l Sensuit | -2 b | la — b
- B o = = m — —! - | = .
laf B @ b ab b|* lab]|
u z x Te. Az g
2) Aveca = ﬁz’ b= ﬂf P L= W + l'égalité précédente donne :
y z x
4 Z ' 4
W=zl = ol el [y - 5| @ob: b1y -2l -
™ =l lwl™ =l
. e . T y x x z |
Linégalité triangulaire donne | = - —| = ‘ s — —i+|—% — —3|-
wf 2Pl WP B P
On conclut alors avec :
lyl Iz = x| = || Iyl 2l | =5 - —| et |2 ly - x] =
Yl & =XxX|= x| U |E - | Iy = x| = -
k2l <

3) Par permutation circulaire x —+ 2 — y, on a de méme :
2| - ly — x| = [g| - |z = x| + |x] - [z = y].
Il reste & appliquer cette inégalité d x — {, y — ¢, z — ¢ pour conclure.
Dans un qua-r.i:i]a!f!rt XYZT, le pm-duit des diagumtlt:s est inférieur 3 la somme des pruduits
des chiés opposés.
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Ex. 15

n
Soit ay, ..., an des complexes non nuls. Que peut-on dire si Z lay| = |Z“"’| ?
k=1 k=1

La question concerne towt i £ M°. 1] est raisonnable de procéder par récurrence.

Une premitre étape est d'examiner le cas n = 2, dans la mesure ob il n'y i rien & dire dans le cas
n=1

Soit a) et ag des nombres complexes non nuls,
lay +agl” = (lay| + |ag|® s'écrit ;
z 2 — — 2 2
+ Jag|® # ayllp + @yag = |ay | + |az|” + 2)ay| Jag)
et équivaut dong a
ajdz +aag = 2|ay| |az|.
ayily et @ ag étant conjugués, leur somme est égale & 2 Re(ayaa).

Avec |ay| jag| = |ajasl, 'égalité initiale équivaut a Relay@s) = |aj@a), ce qui est vrai si et
seulement siag@g est un réel positif, et ici strictement positif puisque 'on a a &g = 0.
Et enfin, a;@y est réel strictement positif si et seulement si ay et ag ont méme argument.

Ce cas particulier nous indigue une piste vraisemblable.

Iy a tout lieu de penser que le module d'une somme est égal i la somme des modules si et
seulement i tous les nombres ont méme argument.

« Condition suffisante : supposons que tous les a;, ont méme argument.
Pour tout k €12, n 1, il existe Ay > 0 tel que ay = heay, donc jag| = Ag jaq]. On en déduit que :

i_|ak|=|al|(1+i_at).
EtnwLEuk a1{1+z.ﬁ.k) tlwent|Enk|=|a1|(l+th) d:}DE|uk|-|an|

k=] fewl
. Cum:l.ltmn nécessaire : on procéde par récurrence pour la propriété Pin): étant donné n
nombres non nuls, si le module de leur somme est égal & la somme de leurs modules, alors ils
ont méme argument.

La propriété est banalement vraie sin = 1 (et on 'a vu pourn = 2).

1 n+l
Considérons ay, . ... @n, dgyq non nuls tels que z || = | Zﬂ“l' Ona:
k=1 k=1
n+l nd n+1
Elﬂ!kl |Zﬂk| |(Eﬂk)+l1m_||E|Euk|+|ﬂ.ﬂ,“=ﬁzlﬂk|
k=l k=1

e ces IHEEﬂlltl."-'- successives, avec le méme terme au début et 3 la fin, il vient que toutes les
inégalités sont en fait des égalités,

Il reste alors & les prendre dans le bon ordre, en particulier pour mettre en ceuvee ["hypothése de

TeCUrmence,
n i+
Il s’ensuit que | Zaﬂ + .| = Z |ay |, done | Zaﬂ = zlﬂ"l'
kal k=l k=l

Avec Pind, lesag, k €[ 1. n ] ont méme argument II]I.
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Il s'ensuit que A = Z ay. est d'argument 6.

k=1
m+1

Légalité |Zuk| ¥ |ane| = |E:u,f| se lit aussi A +an,q] = JA| + |ageq). et la propriété P(2)
k=1 k=1

MONLre que a,, est aussi d'argument 0. On a ainsi prouvé limplication ®n) = Pn + 1)
En conclusion, la propriété P(n) est vraie pour tout n € M*,

Ex. 16

e
Montrer que toutes les racines du polyndame Pix) = E E: sinlklx”™ sont réelles.
k=1

Un réflexe conditionné tentera beaucoup : Pix) est la partie imaginaire de Z [:: b k, o
k=1
qui serait vrai si.. x était présupposé réel. Ce réflexe doit étre maitrisé !

2 ot de découvrir ce qui se

Un maoyen est de mettre X sous forme trigonométrique @ x = re
présentera de constructif, On n'explorera pas cette piste.

Un autre est d'exprimer sintkf) en exponentielles (formule d Euler).

On a sinlkf) = %[e’“ ~Ik0) et il S'ensuit 2iPix) = ZI:""r kgl EE"‘ k g~k

k=1 k=1
Avec la funnule du bindme, on a:
h’ h' - _
k=1
Il vient ainsi  2P(x) = (e'"x + 1" — (e "¥x + I]",
a Size ™41 =0, est-d-dire x = —'®, alors il vient xe' + 1 = 1 — e®* et ce nombre est nul si
et seulement si 0 est un multiple entier de =.
Notons que si xe'® est nul, alors x est racine de P,

518 est nul modulo w, alors gin k6 = 0 et Plx) = 0 pour tout x, réel ou non.,

Ce cas particulier est naturellement sous-entendu dans le texte, mais il avrait fallu le préciser.
Clest une initiative qu'il faut prendre a oral.

=« Onsuppose par la suite § @ Omod w.

Pour toute racine x de Pix), on a donc xe ™™ + 1= 0.
i) n
] 1 -
Pour toute racine x de Plx}, on a donc (i_";—l) = 1, et il existe alors pEQ 0, n — 1 J tel que:
e &

xe' 4+ 1= (xe™"® & 1)e2Pm/n,

0 _ g—thgZlemin) e - HPTIN _ 1 ou encore ;

I! vient alors |:E' -8
plpmin [:E!IZB—pTr.-'H! _E—Hﬂ—pwrnljx = glowin [Elpm'ﬂ a E—lpn.-'rl}1

et finalement : x sin (13 - p:_t—r) = gin (p;—r)
En conclusion toute racine x de Pix ) est nécessairement réelle.

On peut noter gue la racine apparente x = 0 est obtenue avecp = (.
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Ex. 17

Soit n un réel strictement positif. Les arguments de nombres complexes sont compris entre
-7 &t .

On note U 'ensemble des nombres complexes de module 1 et [y, le sous-ensemble formé des
&léments de U dont Uargument o vérifie 8] < % :

1) Soit « un réel positif non nul. Montrer que : YzE L. |z —a| = I—E-E |z —1] (1)

Dans quels cas y a-t-1l egalita ?

2) Soit z € Dy et a € L Dy, Montrer que :

|ﬂz—u}1:—ﬁ}|£]l—u|2 (2) etque |z-w|l+|lz-a|=2|1-a (3)

2
i+l

+*

3) Soit z € U\ Dyp. Montrer que : |z -1} =

" . . 11' 2
Indication : on pourra verifier et utiliser ¥x € R, 0=x = g o oKX= sin x.

1) a)

On peut dégager deux preuves. L'une fait appel i la forme trigonométrique de 2.
Etant donnéu eto dans C,ona |u - l:llE = ]u|E + !1:||E — 2 Re{uD).
Avecz = &'” et a € R, il vient Redz&) = acosd puis |2 — -.::IE =1+a® - 2acosh,

5]
Aveccosfl m 1 — 2 8in? & , on obtient |z = n:n:l3 = 14+a? - 2o+dasin? v = (1 =a) +4asin? L
g 2 2

puis |z — af® = (11 - a)® +4-n}|ain?£ = {1+ o) sin? E

. ; a8, (1+a) .
Onaaussi [z~ 11 = dsin® 5 d'oit |z~ of* = =" |z — 1]* et enfin:
1+
|r.—r1|a=—2—|3—ll-

Une autre solution { plus bréve 7} insistesur z E 1) = 2T = 1.

140 1 1 1
-—i-—lz—1|=i|[1+u]{z—l]|=-ilz—u+|:tz—l|5=E{I:-ul-l-lu.z-ll]l.

I 1+m
Avec oz = 1| = |2| o = E] = |2 - ] carz €Ll el o réel, ||'i.r|¢r|l—2—|3—1|=5|z—u|.

b)

Pour le cas d'égalité, on utilise la forme trigonométrigue.

2

s . . g B L .
Iy a égalité si et seulement 51 (1 — a)® + 4 a sin® 3 = (1 +a)® sin 3 c'est-d-dire :

g , ol ,
(1 -a)? = (1 - o) sin? 3 CE quidonnea = 1oud = 7.

2) a)

Un commence par exprimer 2 — o et 2 — @ a laide des arguments de £ et de o

Notons § et ¢ les arguments respectifs de z et a.
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beg , B - B 0 —
Ona E—EI:=EE=—EM=EJ_51(EJ% - !_ii) =E.I-z!_2i ainq—q{.

b—s g
De méme, z — & = 2le T gin —gi . 1l s'ensuit :

S -u}{z-E}| =4}3in-—¥sinT_ = 2|cost —cosg| = Heosh — cosqg)
car |8] < |¢] = =, d'ol aussi :
11 -af®=({1-all - a}=2(1 - cosg)
{cas particulier z = 1},

AvecD<cosh—cosg=1—cosg, il vient alors |(z —aliz—al| = |1 -~ af®,

@ =6 g+

b) Avec [8] < — l t 7 = l¢l = m il vient que 55— et <5~ sont tous les deux compris

entee — et 0 ou bien entre 0 et =.

o . +H . .
Ainsi gin lpz et sin "FE ont méme signe. Par suite

|z —w|+jz—a| =2 +2

singmag .

—f L]
=3 ain{FTHain%L =

. g =0 . g+l
EIIIT HlI'IT

On avuque |l —af® =(1 — a1 - & = 2(1 —mﬂ¢]=4ﬂin2§1d'ﬂﬁ|1 —a|=2 ﬂn%‘.

On en déduit finalement que |z — af + |2 — &| = 4 |sin i‘ 2| — 1.

3) a)
Le résultat donné en indication est une classique inégalité de convexité, On en donne ici une

preuve sans cet argument technique.

La fonction f de [0, /2] dans R définie par fix) = sinx — %x sannule en 0 et en %
] 2 rr . . r s " 2 A .
Avec f'(x) = cogx — — et [ (x} = —sinx =0, f décroit de 1 ~ — & —— et sannule donc
™ ™ amw
= ['l]. E [
. . T . w
JF est croissante sur [l]. n.pu] et décroissante sur [-:p.;. E] . Elle est donc positive sur [l]. E]‘

il
ll} Onaz—1=cos—1+isiné = —2sin? §+2raingmﬁg= Elsing(m«agﬂsing) et on

obtient :
fl
2z — 1| = 2| gin x| = 2sin
1] = 2| =i E 2 Tl |
fi e _r -
Avec n: : = |8 = = et donc 2{—“1: o= % = ;,un utilise le résultat donné et il s'ensuit :

200) 4w _ 2
m=1]=2 T2 11'21rt+1]_r:+1'
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B Ensembles et fonctions
Opérations, groupes, anneaux

Ex. 18

Soit E un ensemble fini muni d'une loi de compasition interne associative. Montrer 'existence
de u €E tel que u® = u.

La priorité est d'installer une égalité entre des puissances distinctes d'un méme £lément.
Lapplication l* — E, n > x", n'est pas injective ; il v a liew de 'exprimer.

Pour x quelconque dans E, 'ensemble {x", n € W} est inclus dans E, donc il est fini.

Lapplication n — x™ n'étant donc pas injective, il existe des entiers m et p dans W* tels que :
1_.!11 = xm-rpl

On en déduit, pour tout k € &, «™* % = +™ puis, pour tout j € 8, x™HPY = omef

On posant u = x™, Pobjectif u® = u, Cest-a-dire ™™ = x™* sera atteint en choisissant j et

k tels que m +§ = kp.

Pour cela, il suffit de choisir k tel que kp = m puisj = kp — m.

Ex. 19

50it A et B des sous-groupes d'un groupe G ; Uopération de ce groupe est notée multiplica-
tivement.

Montrer que A U B est un sous-groupe si et seulement si AC B ou B C AL
Montrer que AB est un sous-groupe si et seulement si AB = BA.
On note AB lensemble des produits, dans cet ordre, d'un élément de A par un élément de B.

1)
Si un des sous-groupes A et B est inclus dans I'autre, alors A U B est égal a A ou & B, c'est
évidemment un sous-groupe.

Seule la réciproque mérite vraiment attention. Pour cela, on peut étudier la proposition con-
traposée.

Supposons qu'aucun des deux sous-groupes A et B ne soil inclus dans Pautre,
[l existe alorsa EA\BetbEB \ A.

Pour montrer que A L B n'est pas un sous-groupe, il suffit que ce ne soit pas une partie stable
pour le produit de G.

Considérons le produit ab de ces deux éléments de A U B.

Siab est dans A, c'est-d-dire &'l existe a’ €A tel queab = a’, alors il vient b =a " 'a’.
La caractérisation classique d'un sous-groupe montre que a~'a’ est dans A, ce qui est en
contradiction avec b & A.

O montre de méme que ab n'est pas dans B et il s'ensuit que ab n'est pas dans A U B,

[l y a donc des éléments de A U B dont le produit n'est pas dans A U B, ce qui prouve que A LU B
n'est pas un sous-groupe.

Autrernent dit, si A U B est un sous-groupe, alorsonaACB ou B CA.
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2)

11 faut bien prendre garde que AB = BA ne signific pas que les éléments de A commutent ave
ceux de B |
AB = BA se détaille en AB Z BA ¢t BA C AB. Par exemple, AR C BA se traduat par :

étant donné la. b} E A x B, il existe ia”. b'VEA x B tel queab =b'a’,

a) Supposons que AB = BA.
» A et B contenant I'élément neutre e du groupe G, I'ensemble AB contient ee = e, il n'est donc
pas vide.
« Montrons la stabilité de AB pour le produit : on considére a by et asbg dans AB, avec :
(ay. az) €A% et (by. be) EBY
Onabjag EBACAB, donc il existe (o', b’ 1 EA = B el que byag = a'b’. Alors:

(ayby ) (azbs) = ai(bjag)bs = a;(a'b')bg = (aja’) (b'bs).

Avec aya’ € A et b'bg € B, il vient (a; by Nagby) € AB.

« Montrons aussi la stabilité de AB pour l'inversion.

On considire ab € AB, avec (e, b)EA x B.Onalab)™' = b~ 'a~' €BA.

Avec BA = AB, il vient (ab)~" € AB, ce qui prouve que AB est stable pour 'inversion.
« En conclusion, si AB = BA, alors AB est un sous-groupe de G.

b) Om suppose que AB est un sous-groupe de G.

Moter qu'il n'est pas supposé que BA est un sous-groupe. Ce sera une conséquence venant de la
conclusion AB = BA attendue.

» Montrons que AB est inclus dans BA,

Considérons x € AB. Comme AB st un sous-groupe, onax ™ € AB et x ! s'écrit ;
x"!=ah, avecia.b)EA x B,

On en déduit x = b~ 1a~!. Comme A et B sont des sous-groupes, onaa ' EAeth~ ! B, ce

qui montre que x est dans BA. [] s'ensuit que AB CBA.

« Montrons que BA est inclus dans AB.

Tout x € BA s'écritx = ba avec (a. b)EA x B.

Comme onala ', b ' JEA = B, il s'ensuit que x ™! = a~'b~! est dans AB.

Comme AB est un sous-groupe, donc stable par inversion, il vient x € AB, ce qui prouve que :

BAC AR,
« En conclusion, si AB est un sous-groupe alors on a AB = BA,

Ex. 20

Montrer que l‘application identité sur M est la seule application de % dans lui-méme telle
que :

YnEM, fin+1)>f(fin)) (1)
Pour tout p & M, on pourra considérer l'ensemble M des nombres entiers supérieurs ou
égaux 4 p.

Il est immédiat que Idy convient, Le seul probléme est de montrer que c’est la seule solution.
Commengons par chercher des informations sur une fonction solution.
Sans l'indication fournie, le sujet deviendrait bien difficile !
Un objectif raisonnable serait que f est croissante,
Soit f une application qui répond au probléme.

On peut espérer montrer que, pour tout p € M, le sous-ensemble My est stable par f.
[l est immeédiat que My = s est stable par f.
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Supposons que My soit stable par [ et considérons k = p + 1.

Avec k = p,on a fik) = p par hypothése de récurrence.

L'objectif est de prouver que l'on a fik) = p + 1, c'est-d-dire que f (k) = p.
A cet effer, supposons que fik) = p.

Avec la propriété (1), il vient f o flk — 1)< fikl, doncfafik = 1)<p (*).
Oronak — 12 p, donc [k — 1) = p par stabilité de My.

Un nouvel appel & la stabilité de Mp donne f o f(k — 1) = p, ce qui est contradictoire avec (*) et
on en déduit que fik) = p, done flk) =p+ 1.

On a ainsi prouvé que la stabilité de Mp par f implique celle de M.,
et, en premiére conclusion, tous les sous-ensembles Mp sont stables par f.

Crardons a esprit qu'un objectif raisonnable est la crotssance de f .

La stabilité de My par f donne en particulier fip) = p pour tout p € M,

On a donc aussi f (Fip)) =[f{p).

Avec fip + 1) :-_.I’U[pj}l, il vient fip + 1) = fip) et la stricte croissance de [ en découle,
La selution connue Idy, est strictement croissante. On vient de voir qu'il en est de méme pour
foube sodution f.
U arrive au bout. I reste & prouver que ((p) = p pour tout p.

On a déja établi que Jip) = p.

Pour prouver que fip} = p, il sutht donc de montrer quon afip) < p + 1.

Sionavait p+1=fip), la croissance de f donnerait fip+ 1) < f [l’tp]] , c& qui est en contradiction
avec (1).

En conclusion, £ est 'application identité sur M,

Ex. 21

Soit E un ensemble non vide. Uensemble EF des applications de E dans E est muni de la
loi = de compaosition des applications.

On considére un élément u de EF,

1) Montrer l'équivalence des trois propositions suivantes :

a) u est régulier a gauche, cest-a-dire Vif.g) EEX, ucf =ucg = f=g;
b) u est une injection ;

¢) u admet un symétrique & gauche, ¢'est-d-dire (o € EX, vou = [dg ).

2) Montrer I'équivalence des trois propositions suivantes :

a) u est réqulier 3 droite,

b) u est une surjection,

c) u admet un symétrique a droite.

Drenx démarches sont envisageables ;

» montrerque a) = b} = ¢) = a),ou

s montrer que a) <= h) et b} =% ().
Montrer que a) <= b) peut se scinder en deux :
® U non injective = u non régulier a gauche, et
» U injective = u régulier a gauche.
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» Supposons i non injective,
lexistea etbdans E tels que a = b et ula) = ulb).
Soitf et g les applications constantes, égales i a et b. Il est immédiat que u o f = u = g et pourtant
[ =g. Ainsi u n'est pas régulier & gauche.
« Supposons u injective,
Soitf et g telles queucof =ucg.
Pourtout x EE,ona u ILI“EJE}} = u{gix]] et l'injectivité de u donne fix) = gix).
Il s'ensuit f = g, ce qui prouve que u est régulier i gauche..
» On aainsi établi I'équivalence u régulier & gauche <= u injective,
Pour montrer I'équivalence b) +=» cJ,
s pour b} = c), il faut construire une application © corwenable ;
s pour ¢} =+ b, un résultat ultra classique suffit.

5 b} == ﬂ:l

Posons A = u(E). Pour tout y € A, il existe un x unique dans E tel que uix) = y.
vlyl=x SIHEA aveculx)=y

viyl=y sigEa

Pour tout x € E,ona viuix)) =x doliveu = Idg.

a C) = b)

Idg étant injective, vou = ldg implique classiquement que u est injective.

= On aainsi établi Péquivalence u injective <= u est régulier & gauche.

2
] Une démarche possible est de montrer que a) = b} = ¢} = al

a 4] = h)

Supposons u non surjective :ulE) = A=E. Soit f et g des applications qui ont la méme restriction
4 A et ont des restrictions 4 A différentes.

Onafou=gou et cependant f =g.

a b) = ¢}

Pour tout x de E, il existe y tel que uly) = x.

Pour avoir u s v = Idg, c'est-d-dire u {v(x]) = x pour tout x de E, il suffit de prendre v définie
parvix) = g.

Soit v 'application définie par {

On pourrait montrer directement Uimplication ¢} = h).
En effet, Idg étant surjective, u o v = ldg implique classiquement que u est surjective.

e C) = a)estimmédiat:fcu =gou = fouvov=gsuov = [ ag.

Ex. 22

On considére Uensemble S des sommes de deux carrés de nombres rationnels non simultané-
ment nuls.

Montrer que 5 est un sous-groupe de | B3 . = ).

Sans que ce soit la seule démarche, on peut se baser sur une remarque :
sia et b sont des réels, on peut interpréter a® + b* dans un contexte de nombres complexes.
Enposantr =a +ib,onau = a® &+ b® = IrIE.

s 1=1%+07est dans §.

» Montrons que 5 est stable pour le produit.

Soit u et v dans 5. 1l existe a, b, ¢, d rationnels tels queu =a” + b%, v = &* + d°.
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Avecr=a+ibets=c+id,onaup = |J'|2|:5-|E = |r3|2. Avec rs = (ac — bd )+ (ad + bel, il vient ;
ue = (ac — bd® + (ad + be* € 5

pulsque ac — bd et ad + be sont rationnels.

« Montrons que I'inverse d'un élément de 5 est dans 5.

Soitu = a® + b®, avec a et b rationnels :

L ) ()
u {q3+b2]| a“+b a“+b* )

b . . 1
7y sont rationnels, on a bien — €5,
+ b u

[l
Comme —— et
a“+ h a

Ex. 23

Soit E un ensemble fini, muni d'une loi de composition interne (notée «) associative pour
laguelle tout élément est régulier. Montrer que (E. =) est un groupe.

Lardpuliritd casx sa+y = xsyexsa=gyra = X =y invie d considérer les
apphcations de E dans E défnies par gale)ma s x et palx) = x = a.

e sera |'occasion d'utiliser le fait que E est fini.

Pour a € E, les applications ¢a © x = a # x et iig : x = x = a sont injectives, en utilisation de la

régularité,
Applications injectives d'un ensemble fini dans lui-méme, gg et g sont surjectives.
Il existe en particulier ug ¢tvg dansEtelsquea sug =a etvg va =a.

C'est un premier pas vers I'existence d'un élément neutre.

Un objectif est d'établir que ug = vg puis que, pour tout b EE, on a up = ua. On aura ainsi
prouvé lexistence d'un édément neutre,

Un intermédiaire est envisageable : ug * ug = ug.

Lautre (el la seule autre !} information est que I'opération est associative. Le passage par des
produits de trois termes est incontournable,

Deasa=asivg =al=iasuvglsa ondédut, par régulanité (a droite), a = a » va.

Etdea =a+uvg et a v up = a, on déduit vg = us 4 nouveau par régularité (3 gauche).
Examinons alors ug »a = ug * (ug * a) = (ug * ua )+ a. Par régularité, il vient ug * ug = ua.
Soit aussi b€ E, On dispose alorsde up, SE telquewy, s b = b = b« yy, et up » up = up.

On a g &ty = (g * g ) e by, ©0AUSSE il » Uy = Ug * (g # Uy ) = (g * Up)* up.

Abors (ug = ug ) » up = (g = uy) « uy et la régularité donne ug * ug = wa *= uy, donc ug = up,.

En conclusion, il existe u € E tel que, pour tout x EE, u = x = x #+u = x. C'est le terme wa qui
est indépendant de a.

(E, =} admet ainsi un élément neutre. Avec I'associativité, c'est un monaoide.
Il reste 4 examiner si tout éément de E admet un symétrique.

[l est classique que, dans un monoide, un inverse a droite et un inverse a gauche sont égaux,

Pour x € E, la surjectivité de gy et de iy donne lexistence dex" et x" dans Etel quex + x" = u
etx" ax=u

Morsx” = x" s =x" sl s x") = (x" ¢ x) e x" = u + 2" = &’ montre que x est inversible.

Rétrospectiveiment, la principale question est de montrer gue (E, =] admet un élément neutre.
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Ex. 24

On considére U'ensemble £ = B* x R et une application ¢ de R* dans K. On munit alors E de
la loi de composition interne définie par (x. y) = (x". ') = ax". yx' + ' ¢ ()},

Quelles sont les applications ¢ telles que (E, «) soit un groupe ?

Lyl (x', y"]l est défini a laide des opérations usuelles de H.
Il est immédiat qu’il s"agit d'une loi de compaosition interne dansE = K™ = R,
Notons que la présence de yx' + y' ¢ (x) laisse peu d'espoirs pour la commutativité éventuelle.

» Elément neutre. (u, v} € E est neutre si ¢t seulement s, pour tout (x, y) € E,
(o, o + g @ (W)} = G ) et {wxuy + 0 ¢ (x)) = I y) Cequialiew si et seulement si;
ux =x, Lr+ygilul=y ¢t uy+eeix)=y.
La condition ¥x £ R®, wx = x, donne u = 1. Les autres conditions sont alors :
YixylEE,ux+yglll=yetvgix) =0
(1) = 0 imposerait alors ¥ix, y)E E, vx = y, ce qui est exclu, donc ¢(1) = 0.
o i(l)=0donne alors o = 0 puis la derniére condition Yy ER, y ¢ (1) =y donne ¢(1) = 1.
En premitre conclusion, I'élément neutre est (1, 0) et ¢ doit vérifier (1) = 1.
» Associativité, Soit (x y), (x', y' et ix”. y" Y dans E.
{[.T.y::l R urhyr.]j . [.J:'”. y.h":l . [:.I.l:'j. uxr '|'_lﬂ'f l.F-':J.']'} . |[I". y"]
- (HII”. {er + y.l ¢ [I]]I” + H” " [Hr]]
- (HJIH. erxrr + xr:yr g lx)+ yu © {-UL'J.:'}
I:--_t_.' H] . [EIJI HJJ " "_E"r y” J] = -[_t,'r y} - {IJIJJ.' HJIH + HI‘F 1_F- E-_t_J ::I}
= (”llx“. yxrxﬂ - {HJIH ‘.y" IP ':Ill_:l} IPLE}}
- [HJI“. y.l:’r.l:'” 3 H'r-t'” ¢ix)+ H" ® h;_r] @ '[.I!':'j.
Alorsona {[x. i,y «ix" w"r = Ceyds (0, y 1o (x”, ")) dans tous les cas si et seulement
siplex') = @ix) g (x') pour tous x et x' dans R*,
Avant d'examiner 'inversibilité d'un éément de E, examinons les applications ¢ obtenues,
Notons que Papplication nulle de R® dans B vérifie @lay) = ¢lx) ¢ (y} pour tout couple

d'éléments de ®”. La condition @(1) = 1 écarte ce cas.
Soitg: B = R telle que - Vix y) = (R” i, wlay) = plx) g iy etgll)=1.
Alors ¢lx " Mgix)=g(l)=1 donne gix~!) = [q:[x]]"_
531 existe ¢ € R” tel que ¢le) =0, alors pour tout x ER" ona:

glx) = q:(-c' E) = gic)¢ (E) = 0.
Avec @(1) = 1, il vient que ¢ est une application & valeurs dans B”.
¢ est ainsi un endomorphisme du groupe (B®, =) et la condition ¢(1) = 1 est alors vraie.
En conclusion, & ce stade, les applications ¢ qui conviennent sont des endomorphismes du
groupe (B", x).
Terminons enfin par I'inversibilité des éléments de E.
Rappelons que ¢ ne prend pas la valeur 0.
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(x, y) € E admet (x', y'} pour inverse si et seulement si
(eybeix, gy =(L00et (x", y'helx, yh= {10}

cest-a-dire [ax, yx’ +y" 9 )} = (L0 et [xx',y'x +y ¢ (x")) = (1,0} ce qui équivaut d:
xx' =1, yx" +y'glx)l=0 et Yx+yugxi=0

La premiére relation donne x' = x~ !, puis la seconde donne ;

__Y

xpix)’
Pour conclure i 'inversibilité de (x, y), il reste 4 voir si ces valeurs de x' et y' vérifient la troisiéme
relation.

y g le) = —x "y, Clest-a-dire y' =

' ' 1 : )
yx+yeix) = —ﬁ +y@ {;} et on obtient effectivement 0 en notant que, pour un

1
= 3"
En conclusion, (E. =) est un groupe si et seulement si 'application ¢ est un endomorphisme du
groupe (R®, =),

. 1
endomorphisme ¢ de (R”, %), on a LF(I)

Ex. 25

On considére un anneau (A, +, =) dont tout élément est idempotent,
Montrer que si on a Card A = 3, alors A admet des diviseurs de 0,.
Dans ce but, pour {a. b)€ A%, on pourra former abia + b).

Avant de s"attaquer 3 I'objectif, examinons d an peu plus prés hypothése principale : pour tout
2
aAEAa” =a.

2

 Pourtouta A, onaa =.|1||:'c[11.1,+r:|]2 = lﬂ+ﬂ.Dnﬂ.au-555fl‘d,_+lI}i = qu,-l-r1+u-l-r.121‘:lil

sensuit 0y = a + a.

« Etantdonnéia.b)cA*, onaa® =a,b® =betia + bl = a + b. Mais on a aussi :
(a +b)* =a® +ab +ba + b

et il s'ensuit ab + ba =0,

« Oronaab+ab =0, daprés la premigre propriété établie,

Alors ab +ab = 04 et ab + ba = 0,4 donne ab = ba. Lanneau est ainsi commutatif.

Dans la perspective de diviseurs de 04, il faut mettre en évidence un produit nul.

Etant donné (a. b) € A%, on considére abla + b). En développant, on a abla + b) = aba + ab®,
La commutativité donne aba = a®b et, en utilisant a® = a et b® = b, il vient :
abla + b = ab +ab
et la premiere proprié¢té établie donne alors
abla + b) = {4.
Il ne reste plus qu'a choisir a et b pour avoirab =04 eta + b= 0y,

Juand 'anneau A n'est pas réduit & un élément, on a en particulier O = 14.
On choisita = 14 : pourtout b €A, ona bily + b} = O4.
Pour touta €A, a +a = 04 donnea = —a. En particulier, oma 14 = —14.

ly+b=04donneb ==14 donch = 14.

Avec Card A == 3, il existe b & {04, 14}. Et on a alors b = 0y et 14 + b= 04, ce qui montre que
tout b & {04, Ly} est un diviseur de 04,
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C ' Ensembles finis, denombrement

Ex. 26

Soit n et p des entiers naturels tels que 2p = n. Montrer que

in—pl! n+1yn-2p
p! = ( 2 ) )
O powrra distinguer les cas : n pair et n impair.

n! n—pil n! n!

Avec(n — p)l = B il vient i 5 =5 .
[[n+1-m0 pl[[n+1-ky  J[kin+1-k
E=1. *.': k:l

P
Un objectif peut #re dexprimer n! en expression de méme allure que H kin +1—= k).

k=1
Lindication fournie invite & examiner i pair :n = 2ig.
g 2 g g
= SIm est pair, on pose n = 2q. Alors (2q)! = Hk H k = Hk H:q +).
k=l k=gel k=1 J=1
i q
Le changement d'indice définiparj =g+ 1 -k donnek €[ 1. q J et H{q +f1= ]]{:.":q +1 -kl
J=1 k=l

g 9
d'uﬁn!=mq}1.=nkmq+ 1—k)=]]kin+1-k).Onadonc:

k=1 k=1

g
Hﬁ:fn+l—kll a
n—pl -
"P1p] - k';1 - H kin+1— k).
Hﬁ:l.’n+1—kll kempel
k=1

) . 1 . 142
x+—xin + 1 — x) atteint son maximum en P—%—-— et elle est donc majorée par (%—) .

I s’ensuit que l:"—glp—ﬂ = - (n_.;l)i = (TE—HJEIq_pJ = (r%l)n_zp.
k=pel

= 51n est impair, on pose n = 29 + 1.

O exprime n! = (2g + 1)! dans le méme esprit qui a guidé la formation de I'expression de (2q)!
utilisée dans le cas précédent.

q g+l
On met i part le terme médian du produit : (2g + 1) = (g + IJHI: H k.
=l  keg+lZ
g+l q
Avec successivement H k = HU +q + 1) puis, avec le changement de variable défini par

ke=g+2 I=1
J=q+1—k:

q i 'I?
H{J+q+ 1) = H{2q+2— k)= H{n+ 1=kl
J;l k=l k=l
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q
En définitive, on obtient; nl = (2g + 10 = (g + '.I.‘.I]_-_[Hn +1— k).
k=1

n+1 L +14%
En notant que g + 1 = —5— et avec la majoration de kin + 1 — k) par [E—E-u:] , il vient :

in=pl! nm+l 4 n+ 1y Sg-phl n+1yn=2p
=7 1l H"”'”’E‘( 2 ) =( 2 ) :
k=psl

Ex. 27

Soit E un ensemble fini et on note n son nombre cardinal. On note ®E) l'ensemble des
parties de E.

1) Calculer la somme des cardinaux de tous les sous-ensembles de E.

2) Calculer la somme des cardinaux des sous-ensembles
a) X NY ol X et ¥ décrivent PE) ;
by X UY oll X et ¥ décrivent #E).

Le cas ol n = 0 est sans grand intérét, les trois sommes étant égales 4 0.

On suppose dorénavant n = 0.

1) o . .
“est un sujet banal dont on peut donner deux solutions.

L'une met davantage lacoent sur des propriétés classiques des coefiicients binomiaux,

|"antre attire attention sur une méthode fructueuse : 4 X C E on associe son complémentaire X,

a) Pour tout p & [0.n 1, il v a (7 parties de cardinal égal 4 p. La somme des cardinaux de ces
parties est alors p (5 et la somme des cardinaux de toutes les parties de E est alors :

i} L1 ]
u=3Y plyovaussiv=> p[f.
pe=0 p=1

n n—1
La relation classique : pourp €l Ln b, p[% = nﬂﬂ::: donne U/ = n E ’;:: =n E: Choi-
p=1 p=0

Une autre relation classique : pourm €M, on a z [P =2™. Il vient alors U = 271,
p=0

b) X — X est une bijection de PE). L'ensemble des parties X de E est égal & 'ensemble des
complémentaires X de ces parties.

Avec Ul = E Card X, on 2 aussi U/ = z CardX, d'ols 2U = Z (Card X + Card X).
XCE XCE XCE

1y a 2" sous-ensembles X € B E) et, pour chacun d'eux, on a Card X + Card X = n.

On en déduit 20 = n2" d'od U =n2"~ 1,

Z) a)
Avee un sous-ensemble X, il a suffit d'utiliser X

Avec X et ¥ dans BME), on a besoin de plusieurs sous-ensembles, dont X MY, pour une
partition de E.
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Solt Vo= z Card(X 1Y) ob la somme porte sur tous les (X, Y E PE) = BHE).
X.r
La bijection qu'est le passage au complémentaire permet d'écrire que :

V=Y CardiXNY),V Zﬂardixﬁﬂ,v anrd[xnw

XY XY
Il s'ensuit que 4V = Z{ﬂardtx N ¥+ Card(X N Y)+ CardiX NY) + Card(X M ¥)).
Xy

Les quatre parties X NY ., X Y, X NY et X NY sont deux-a-deux disjointes et leur réunion est
égale 3 E, On a done Card(X N ¥)+ CardiX N YY)+ CardiX NY) + Card(X NY) = CardE = n.

Avec Card P(E) = 2", on obtient Card (#(E) x (E)) = (2" = 4",
Il vient alors 4V = n4" d'oll V = nd" ",

b) Pour X et Y dans P{E), on sait que Card(X MY )+ CardiX U¥)=CardX + Card Y.
La derpmiere somme demandée est de ce fat étromement lide aux sommes UF et V' calculées
précédemment.
Posons W = ZCardix LY
Xy
Ona V+W = (CardX NY)+Card(X UY)),doncV +W =) (CardX + CardY}, ou
x.¥ X.¥
encore V +W = z CardX + Z CardY ouaussi V +W =2 Eﬂardx

X.¥

Dnnzﬂardx szcardx) -.1|‘:|Tn-’+w=2x2"ZEardx=ExE"U=n4".
X

Avec V + W = nd", il vient Vv + W = 4v, d"od finalement W = 3V = 3n4" L,

Ex. 28
b

n=1 9 ri—1 p

PourneEM, n =2, mnntrerquez p32 T ‘Z‘;‘"-F .
p:
2

n—-1 p aln = 1) =1 p
L'inégalité proposée équivaut 2 = .

g n—p E E im —;:r]:3

La premiére urgence est de chercher une piste d'approche. Deux éléments peuvent donner une
orientation : d’abord la présence de carrds et ensuite

mn=1 n=1
in—1)
T2 =2 (v
p=1 p=1
n—1 n—1 n—1
Linégalité souhaitée équivaut alors Z_: nfp EZ{Jﬁfgm . c'est-a-dire :
p=1 p=1 p=1
=1l Uﬁ 2 n—1 2.I'r—l 'u'"ﬁ z
sa:%) <5 s ()
p= pe p=
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Pour conclure, il reste a établir une inégalité usuelle, connue classiquement sous le nom d'inégalité
de Canchy-Schwarz ;

q 2 q q
étant donné des réels positisay, . .. ,ag. by.... . bg,ona: (Zﬂkbk) EZEEZI}E.

k=] k=1 k=1
Clest un résultat, dont le contexte est celui de produit scalaire, qui est basé sur U'inégalité :
(wlo) = [|u Ffo|f®.

On peut en donner une preuve €élémentaire® par récurrence sur (.

Le résultat est évidemment vrai lorsque g = 1,
Montrons que, s'il est vrai pour g, alors il est vrai pour g + 1.
Soitay. ..., g, Gge1s By, ..., by, By, des réels positifs.

q q q
> =¥ bR
Posons Ay = E aj, By = E b et Mg = E by Notons que le réel Mg est positif.
k=1 k=1 k=1

Avec 'hypothése de récurrence, on a M2 = AgBy.
L'objectif est de montrer que (Mg + ey, by ]E = [Ag + ﬂt‘?”} (Bq + E’EHJ'

; 2 2y 2,2 i 2 3 42 2 pf :
Ona (Aﬂ'hq-rl "'H'ﬁ'ﬂq-i-ij - "Mqﬂqﬂbq-!-l = [A'fi'bqﬂ ""B"Tuml} - “‘IB‘Tﬂqu’qH donc :

2 a 4 2 2 2 2 g 42
{Aqhqﬂ +Eqnq1rl} _4Mll"ﬂ'qtlhqﬂ = {"'q'qhq-tl _Bquqtl} =0

&t il vient *
Agbj,y + Baag,, = 2Mgag,1bga).
On en déduit :
2 2, 2 .2 ‘ 2 ,8 g 2
[_Mq +uﬂ"|b']'*|.:l = M{r +ﬂ'q'*lbq'~rl + mqﬂqflhqﬂ = AqBg ""ﬂq,,]bq,,j +"B'qhq+1 +ﬂq-|'_'l.q*|.
Ex. 29

1) Pour n €, quel est le nombre d'éléments (a, b.c)EM? tels quea+b+c=n?

2) Soit n € M* ; combien y a-t-il de suites croissantes de n termes de [1.n ) ?

Ces questions n'ont guére de lien entre elles,
La premiére est assez facile et son intérédl est de donner une idée pour traiter la seconde.

1} a + b +c = n peut se représenter par (.. )+ (. )+ (... ).
e M M
o pointe b points ¢ poinis
Une solution utilise a + 2 cases, dont deux réservées aux signes +,

Le probléme revient a placer 2 signes + dans n + 2 cases.

Le nombre de possibilités est alors I:: g

2)

Le raisonnement va s’ appuyer sur une représentation symbolique des entiers.

Si ke et £ sont des entiers tels que £ = i, on passe de k & ¢ en agjoutant £ — k fois le nombre 1 3 k,
ce que nous symbolisons par € =k ++ + ...+, avec £ — k signes +.
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Partant de ce principe, nous représentons une séquence (ay, )y sk=n d entiers de [ 1, n | par une
chaine constituée de n — 1 signes + et de n symboles a

e SR T S SO Q4.+
dans laquelle le k* terme a représente la valeur de ay, égale 3 1 auquel on ajoute ce méme nombre
1 un nombre de fois égal au nombre de signes + qui le précédent.
La valeur représentée par chaque a, 4 partir du deuxiéme, est donc égale & la valeur du précédent
a laquelle on ajoute 1 un nombre de fois égal au nombre de signes + intercalés entre les deux.
Qand il n'y a pas de signe +, cela correspond & ay,) = a;.
Sian = n, la chaine se termine par le n® signe a, sinon elle se termine par une sous-chaine de +
dont le nombre est I'écart entre aq et n.
Exemples pour n = 4. La suite (1, 2, 3, 4) se représente para +a +a + d.
La suite (1, 3, 3. 3) se représente par a + +aaa+.
Un autre exemple : (2, 2, 2, 2) se représente par +aaaa + +.
La séquence (1, 1, 2, 3) se représente paraa + a + a+.

Le nombre de solutions est ainsi E‘.j,:_' 1, nombre de fagons de placer les n = 1 signes + parmi les
2n — 1 termes de la chaine.

Ex. 30
Etant donné un entier n €MN*, on se munit d'un alphabet de n caractéres. On forme alors tous
les mots qui ne conmtiennent pas deux fois la méme lettre. Calculer le nombre M, de mots
ainsi formés en fonction de n! et de e (nombre de Néper).

Un mot contient au moins une lettre et m au plus,
O s"antache d'abord aux mots de p lettres, avec 1 = p = n,

Pourpel 1 n §, pour former un mot de p lettres différentes, on choisit ces p lettres parmi les n
puis on les dispose dans un certain ordre.

Le nombre M p de mots de p lettres est alors égal & My p = p! .

n L]
Compte tenu de Mn = 3 Mnp,0nadonc Map =3 p!(h.
p=1 p:]
La seconde étape est de réduire cette somme.

n
n! n! 1
- ] = ! .
Avec [}, = pipl " AMnp = 2y _FJ_.dnnc My = n Z, P
F-

n—1
. . . . 1
Quand p décrit [ 1, n §, l'entier n — p décrit [ 0. n = 1 ] et on obtient My = n! E ik
p=0 "
Techniquement, il est aussi naturel de considérer des sommes portant surp € 0. n ]

n
1
On peut aussi écrire My, sous la forme M, = n[E ol 1.
pett

n
1
Classiquement, la somme de terme général Z .E est convergente, de limire e,
ps0 "
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n

1 1. . . .
En notant us = Z P et = Un + =, il est classique que les suites (wq ) et (vq ) sont adjacentes,

p=l
de limite e.
On a done, pour tout n EM®, un < € < vn, 4ol nlun < nle < nlug + 1.
On constate ainsi que nlu, est la partie entiére de nle.
En conclusion, pour tout n EM*, ona M, = E(nle).

Ex. 31
Pour tout p e K, on pose ;

Ep=[12p+11
€= {XCEp | CardX=p+1}
et #,={XCEy | CardX =p+1}.

Pour n €10.p I, on considére le sous-ensemble ®n, de €, formé des parties dont le plus
grand élément est n +p + 1.
Quels sont les cardinaux de &, ? de %, 7 de @, ?
On considére Uapplication f : &, — €, qui 3 X €€, associe la partie f(x) dont les éléments
sont, pour Uordre naturel sur %, les p + 1 premiers éléments de x.

p
. . 1
Donner le cardinal de f ~ (%, ) et en déduire la valeur de E o* Ch
k=p

Pour celui de €5, remarquons que p + 1 estau milien de [0, 2p + 1 L
La relation E:.-n = [:: - s'obtient classiquement en utilisant la bijection qui, & un sous-ensemble,
associe son complémentaire. On peut 'en inspirer.
» Lapplication ¢ de P(Ep) dans PEp) qui & X associe son complémentaire X est une bijection.
Elle mdwit une bijection de @y sur son image ¢(¥5). On adonc:
Card €p = Card ¢{¥p).

Cette image est formée des parties de Ep qui sont de cardinal inférieur ou égal 3 p. Comme &g
et ¢(€p ) forment une partition de #(Ep ), on obtient ;

2 Card %), = Card Ep, = 2°°+1
et finalement, Card %, = 2%,
Le cardinal de &, est banal. Quant & ®pp, il suffit de lire sa description pour en donner le
cardinal.
» )y est de cardinal I:';;:l.
Le sous-ensemble ®n p de €, a son plus grand élément fixé ; ses p autres éléments sont choisis
parmi les n + p éléments de ™" strictement inférieurs d n + p + 1.
On a donc Card %, p = ﬁ*p_
Pour pr{‘-l:l'ﬁﬂj_l[\"'] pour ¥ £ ‘ﬂ;., la question précédente invite & examiner le plus grand
élément de ¥ de cardinal p + 1.
Ce plus grand élément est supérieur ou égal i p + 1.

La fonction [ n'est pas usuelle. Une lecture attentive de sa description est une clé.

Soit ¥ & €, : notons n + p + 1 son plus grand élément, avec n 10, p |L.
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Les éléments du sous-ensemble £~(Y) sont les parties formées de 'union de ¥ et de tout
sous-ensemble de [ n + p + 2. 2p + 1. Le cardinal de f ~ (¥ est donc 2777,
Les Pnp, pour n €00, p B, forment une partition de 'ensemble &5,

Alors, de €p = £ V(L) = £~ ( U ?M).
nl e
L'image réciproque d'une réunion est ka réunion des images réciprogues.

On déduit que :
P P
o2p - zﬂardj_l['ﬁmp} D IE- Al v
=) a=l}

P ip
. 1 1
dob 1= E En—_l_p [:ﬁﬂ:' et finalement 1 = E E_k [:i-.

=l k:lp

D' Arithmétiqgue des entiers

Ex. 32
Soit a et b entiers naturels non nuls et n €M,

Former la division euclidienne de ab” — 1 par b"*! en utilisant la division euclidienne de
a - 1 par b.

Soit g et r les quotient et reste dans la division euclidienne dea — L par b :
a—1l=bg+r, rebh,

La manigre la plus simple de faire apparaitre ab” est de multiplier par b les deux membres de
I'égalité écrite.

On en déduitab™ — b" = b"*'q + rb™, ou encore ab™ - 1=b""'g+(r+1p" — 1.
Pour s'assurer que 'on a écrit la division euclidienne de ab™ — 1 par B, il suffit de vérifier
que 0= (r + 1}b"™ — 1 < b™*1,

AvecO=r<b, ilvient1=r+1=bpuish” =(r+ 1)p" = b"™! etenfin:

0=b" =1=(r+1)b" = 1<p™l,
Dans la division euclidienne de ab™ — 1 par b™!, le quotient est g, le reste est ir + 1)6™ — 1.

Ex, 33

Montrer que tout nombre entier impair peut étre écrit comme différence de deux carrés
d'entiers. En est-il de méme pour les nombres entiers pairs ?

Examinons en premier lieu une diltérence de deux carrés m? — pz = {m — plim + pl

Pour avoir m? — p:'} impair, il est nécessaire et suffisant que m — p et m + p soient tous les deux

impairs, Comme m — p ¢t m + p ont méme parité, il est en fait nécessaire et suffisant que m — p
S001 imprair,
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Etant donné m et p entiers, avec m® — p® = (m — pXm + p), on choisit m = p + 1 et il vient :
m* —p® = 2p+ 1.

Notons que 2p + 1 = {(p + 1)° — p® n'est pas difficile 4 imaginer !

De la sorte, tout entier impair est la différence de deux carrés d'entiers,

Pour avoir m® — pE pair, il est nécessaire et suffisant que m - p soit pair,
Soit m et p des entiers tels que m” - p* soit pair. Alors m —p et m+p sont pairs, donc (m —pXm+p)
est un multiple entier de 4.

Pour qu'un entier i pair soit la différence de deux carrés, il est donc nécessaire que n soit un
multiple de 4.

Etant donné p entier et m = p + 2, on am® — p? = dp + 4 et, lorsque p décrit Vensemble des
entiers, 4p + 4 décrit 'ensemble des multiples de 4.

En conclusion, un entier pair est la différence de deux carrés si et seulement si ¢'est un mul-
tiple de 4.

Ex. 34

Soit aabb ['écriture en base dix d'un entier n. Déterminer parmi ces entiers n ceux qui sont
des carrés d'entiers.

Dans une écriture décimale, le premier chiffre n'est pas 0.

n=010% + 10%)a + (10 + 1)b = 1100a + 11b = 11(100a + b).

Pour que n soit un carrd, il faut que 100a + b soit divisible par 11,

Onal=a=9%et0=b=9 dod 100 = 100a + b = 9090,

En notant que 100a +b = 99a +a + b, il vient que 100a + b est un multiple de 11 si et seulement
sia + b est un multiple de 11.

Les couples (a. b) possibles sont donc (2. 9), (3, 8), (4, T), (5. 6),(6, 5), (7. 4), (8. 3) et (9, 2).
Il faut donc que 100a + b soit dans E = {209, 308, 407, 506, 605. 704, 803, 902},
E est aussi lensemble de nombres 209 + 89k = 11019+ 8k) pour k €M 0.7 |

En examinant les cas, on voit que, pour k €[ 0, 7 1, U'entier 19 + Sk est un carré si et seulement
sik=5etonald+9x5=8

Lunique solution est done 117 x 8% = 7744,

Ex. 35
Montrer que, pour tout n € &*, U'entier 2972 4 1 est divisible par 5.

Montrer que, pour n = 2, l'entier %{2*"*2 + 1) n'est pas premier,

Les factorisations de aP = 1 eta™P*! 4 1 sont classiques. C'est ici la seconde qui est d'actualité.

2n n
a®P*l L1 =ia+ I}Eﬁ—ljkak s applique el pour gin+d L g _ g3n+l g o ﬁE[—l}kik,
fesi) Ll
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Eln+ﬂ

1
En vue de décomposer E I{E""1r2 + l]l. il est sage de commencer par factoriser + 1 qui

apparait naturellement dans [EE"“II * 1]1-

Avec [2?"“'1 + l:li =242 1 0 fiem 29t i1 = {22"" + 1}2 - {2""’1]2 d'oi ;
AU TN S B T ot A

Divisant le produit de 22! + 1+ 2™ par 22"*1 4+ 1 — 2™, le nombre premier 5 divise au
moins I'on d'eux.

. - 1 e
On en déduit une factorization de z {2""*2 + 1} en produit dentiers par

%{2‘"‘*2 N 'I_} _ ﬂﬂﬂii _|._El -|-2FI+| {22n+| o1 En+1]
1 22!11': 1 _.EI'I‘I']
ou E{Elnfﬂ_‘_l} - '|"E {EEr.Hrl + 1_'_2:111]1

Pour montrer que le nombre n'est pas premier, il faut 8" assorer que les deux termes sont différents
de 1. C'est probablement le rdle de lhypothése n = 2,

A+ =l
Le plus petit des quatre facteurs utiles est 2 +§ 2

Ona2®*! 41 -2 2 97*laf _ 1y o1 et avecn =2, il vient 25" 4 1 —~ 2™ =2 95 d'oi

EErHI +1 _.2n1-l
a

= 0,

, 1 . :
ce qui achéve la preuve que 5 {2‘*"“2 + 1) n'est pas premier.

Ex. 36
Montrer que, pour tout n € N*, la partie entiére de {3+ 1

)" est divisible par 27*1,

/3 n'est pas entier et il est souhaitable de s'en dégager par élévation i des puissances paires. Un
movyen est d’utiliser le ¥conjuguér 3 — 1de v3 + 1.

En développant par la formule du bindme, on obtient :

n
2wl Znwl 2k
En=(V3+1)" —(v3-1)7" =23 3 (o
k=1
Un premier objectif est atteint : En est un nombre entier.

]Ern-l -

Ona 0=v3-1<1,donc0= (v3-1 1.

Alors {Jﬁi- 1}2"*] =En + |[~,f"§— l}gml < En + 1 permet de dire que :

En est la partie entiére de (v/3 + I}En”.

el o [

Examinons d'un peu plus prés les nombres (H"ﬁ + 1} Va3 - l:iir”l en mettant en

évidence /3 accompagné de nombres entiers,

Znsl n -
Gnal{ﬁirllﬂn-t! —‘-Z{‘-'rﬂl.]t[:':-ntl =Z3ﬂ{:§ﬂ+1+ﬁzﬂpcgﬂ::.
owl) =0 pel
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Il existe donc an €t bn dans W* tels que (V3 + 1}2'“' =an + V3 bn.
(V3 - I}EHH = —ZBP[:E'LI +1.-'"§Z Elp[lz:_: donne alors (V3 - 1]2"*1 = —dan + v/ 3bn.
p=i p=l

Il s'ensuit que En = 2a,.
11 suffit maintenant de montrer que an est divisible par 27,

Pour cela, on peut procéder par récurrence.

Onaag = 1¢t by = 1 en regardant /3 + 1.
1 est aisé d'établir que I'égalité & + V3B = o’ + V3P aveca, o', B et B’ entiers implique o = o'
etfp=p.
Pourn = 1,ona {n.-"'§+1]|2m1 = {ﬁ+1}2[~.ﬂ’§+ l}gn_].hm:
{\,l'lrz_!-l- ]}Eﬂ"l =g + ".I'Iﬁh'ﬂ ct ('gl'ﬁ + 1]2“_' = ﬂ"_] + "."ﬁb"_]1
il vient an + V3by = (4+ E».f'ﬁ]lm,.,_l + 3bg, 1), C'est-d-dire :
A + 3bn = 2(2an_; + by} + 203 (an_1 + 2by_4).
iy = 2[_21"_1 + th—l]
bn = E{'ﬂn—l +2bﬂ—1:|
Avecag = by = 1,1l vient ay = 10 et by = 6, donc ay ¢t by sont divisibles par 2.
Siagy et bn sont divisibles par 27, alors 2ag + 3bp et ap + 2by sont divisibles par 2", donc

ey = 2{2an + 3bn) €l by, = 2{an + 2by) sont divisibles par 271,
On a ainsi prouvé par récurrence que, pour tout n € N, an est divisible par 27,

Il s'ensuit que {

Et finalement, pour tout n € M, I'entier Eq est divisible par 271,

Ex. 37

Prouver quil y a une infinité de nombres composés (c'est-a-dire non premiers) que l'on ne
peut pas transformer en nombre premier en changeant un seul chiffre dans leurs éeritures
décimales.

Pour cela, on pourra considérer les entiers n = 2310k — 210, avec k= &°*,

2310k — 210 est composé car 2310k — 210 = 10 % 3 % 7 = {11k — 1),
Tout nombre pair plus grand que 2 est composé.

Pour tenter d'obtenir un nombre premier i partir de n = 2310k — 210 en changeant un seul
chiftre, il faut nécessairement modifier le chitfre des unités (qui est 0) en le remplagant par 1, 3,
b, Tould,

Cette substitution revient d considérern + loun+3oun+Soun+ Toun + 9.
MNotonsque,aveck = lL,onan = 2200 et que 2310 =2 x 5 x 3 = T = 11,
n+ 1 =23106k — 209 est divisible par 11,

n+3=2310k — 207 est divisible par 3
n+5=23100k — 205 est divisible par 5
n+7=2310k - 203 est divisible par 7.
n+9=2310k — 201 est divisible par 3
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De la sorte aucune des modifications envisageables ne convient et les entiers n = 2310k — 210,
k € M°, donnent une réponse au probléme.

Ex. 38

Déterminer les nombres entiers x tels que x — 2x + 2 soit divisible par 17.

Une bonne mise en route consiste a examiner quelques valeurs simples de x. Dans un probléme
apuvert®, il est souvent utile de metire en évidence une solution particuliére.

En posant fix) =x% —2x +2, on obtient fi1) = 1, 7(2) = 2, F(3) = 5, f(4) = 10, f(5) = 17.

5 est donc une solution.

Alors fix) est divisible par 17 si et seulement si f{x) — f{5) est divisible par 17.

Onafix) = f(5) = (x® - Qe +2) —(5° - 2 % 54 2) = ix" — 5%} - 2x ~ 5) = (x — B)ix + 3).

17 étant un nombre premier, fix) — f{5) est divisible par 17 si et seulement si x — 5 est divisible
par 17 ou s5i x + 3 est divisible par 17.

Les solutions sont donc, avec k € 4, les nombres 17k + 5 ou 17k — 3.

Par exemple, 14 est solution, ce que 'on explicite avec f{14) = 170 = 17 = 10.

Ex. 39

Déterminer les entiers naturels n tels que les restes dans les divisions de 21 685 et de 33509 ‘

par n soient 37 et 53 respectivement.

n est solution si et seulement si 21685 = an + 37, 37T <n, et 33509 = bn + 53, 53 < n,

cest-i-dire 21648 = an, 33456 = bn, n > 53.
Les solutions sont ainsi les diviseurs, strictement plus grands que 53, du pged de 21648 et
33456,

Pour déterminer ce pged, on utilise lalgorithme 4’ Euclide,
Les étapes successives de Palgorithme d'Euclide sont :
33456 = 21648 + 11808, 21648 = 11808 + 9840, 11808 = 9840 + 1968

el G840 =5 = 1 968,
On a done 33458 A 21 848 = 1 968,

Pour déterminer les diviseurs de 1 968, on forme sa décomposition en produit de facteurs
premiers.

Avec 19688 = 2% « 3 x 41,ilya 5 = 2 » 2 = 20 diviseurs entiers naturels,

Avec 2% x 3 = 48, tout diviseur strictement plus grand que 53 contient le facteur 41.

Les solutions sont finalement les entiers :
41 %2, 41 x 2% 41 2% 41 w2 41 % 3,41 « 25 3,41 %27 % 3,41 % 2% w 3,41 x 2% x 3.

Ex. 40
Déterminer les couples (x. y) d'entiers relatifs tels que 13x — 8y = 1.

13 et B étant premiers entre eux, le théoréme de Bézout assure qu'il y a une solution,
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Soit (xp. yp) € I tel que 18xy — Byg = 1.

Alors (x, y) est solution si et seulement si , 13x — 8y = 18x; — By, ¢'est-3-dire

13 x — xp) = Bly = ygh

Le théoréme de Gauss assure que 13 divise y = yy.

Ainsi y = yq est nécessairement de la forme y — yg = 13k, k€ L.

(x. yo + 13k est solution si et seulement si 130x — xp) = 8 = 13k, Cest-d-dire x — x; = Bk.

En conclusion, les solutions sont les (xg + 8k, yg + 13k, k€ Z.
Il reste enfin & détermier une solution (xp. wo ). On choisit xp de sorte que 13x5 — 1 soit un
multipie de 8.
Notons que 13xy = By + 1 montre que xp est nécessairement impair.

On teste des valeurs simples :

= xp =1, 13x; — 1 = 12 ne convient pas.  « xp =3, 13x; — | = 38 ne convient pas.

= xp =5, 13x — 1 = 64 convient, avec yy = 8.

La connaissance de la solution (5. 8) achéve la détermination de 'ensemble des solutions :
105+ Bk B+ 13k), ke 2}

Dans cet exemple, il est aisé de trouver une solution. A défaut d'en "deviner” une, rappelons que
I"algorithme d'Euclide tournit une méthode efficace dans tous les cas,

Autre méthode pour obtenir une solution :

L'algorithme d’Euclide se décompose en 13=8+5, 8=5+3, 5=3+2,3=2+1,

En remontant les calculs, ilvient 1=3-2=3-i(5-3)=2x 35,
puisl=2[3—~5j—5=ﬂxﬂ—ﬂ-x Setenfinl =2 x B8 —313-8)=-3x13+5x 8,
ce qui donne la solution (-3, -5},

Notons que l'ona{-3, =5)E {15 + Bk, 8 + 13k). kEE} en prenantk = = 1.

Ex. 41

Les nombres parfaits sont les nombres N EMN* tels que la somme o) des diviseurs dans M de

N soit égale & 2N.  On ne connait pas de nombre parfait impair, mais on peut déterminer
les nombres parfaits pairs,

Soit N = 2"h, avec n = 0 et b impair,

a) Justifier que oiN) = (2" = 1) (k) et montrer que, si N est parfait, alors il existe un
entier A tel que of{b) = A2"*1 et b = A2 — 1),

b) En étudiant les diviseurs de b, montrer que & = 1 et en déduire que 2™ — 1 est premier,
Réciproquement, vérifier que si p = 2°*' — 1 est premier, alors ¥ = 2"p est parfait.

a)

N est le produit de deux entiers premiers entre eux. 1l est certainement nécessaire d'examiner
crlue) avec tt A v = 1. On peut prouver que, dans ce cas, on a o{uw) = olu ) o (v)

Dans le cas présent, avec u = 27, la preuve est plus facile que dans le cas pénéral.
Les diviseurs de 2" sont les 25, avec 0 = 5 = n,

F
Soith = Hpﬁ" la décompaosition en produit de facteurs premiers de b.
k]
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r
Les diviseurs de b sont les d = Hpﬂ'ﬂ avec 0 = By = og.
k=1
Soit % I'ensemble de ces diviseurs.

e G
La somme oib) = z d des diviseurs de b est égale & E E ‘e Zp?lpgi e pe
dES Byl bgsl  Bps0
my oy o
Cest-a-die Y P S Pl S Pk s lapy e pP )k x Qe+ ).
Byel  Bgsd By}

Les diviseurs de 2"b sont les 2°d, avec0=s=netd E%

i1

et la somme des diviseurs de N = 2"b est oiN) = z z 2°d = ( iﬂ") ( Z d).
s=0

g=ll fET =

On a donc o(N) = (2% ) o (b).

n
Voici donc un point d'attaque élucidé, Notons aussi que Z Pl L
g=i)
Il vient donc a(N) = (2" = 1) o (b).
« SiN est parfait, c'est-a-dire 2N = o(N), alors on a 2™*'b = (2™ — Do ().
Or 271 ¢ 2741 _ 1 somt premiers entre eux et, avec le théorgme de Gauss, il existe un entier A
tel que olb) = 2" et b = M2™H — 1),

b)
Parmi bes diviseurs de b = 2™ — 1) ilya L ket (2™ = 1) » A
Sih =1, alors la somme ofb) est au moins égale 31 + x + a2 _ 1) 2™,
La contradiction donne & = 1.
Alorsaib) = b+ 1etb = 2" — 1 n'a pas d'autres diviseurs que 1 et b ; il est donc premier.
» Sip =21 — 1 est premicer, alors olp) = p+ 1= 27,

Il s'ensuit que o) = (2™ — 1)2™*! = 2v, donc N = 27p est parfait,

Les nombres premiers de la forme 29 — 1 sont appelés les nombres de Mersenne.

Ex. 42

Nombres de Fermat

1) Soitach, a=2 etneEl, n=2. 0Onnote A, le nombre a” + 1. Montrer que si a est
impair, alors A, n'est pas premier.

Montrer que si n est divisible par un entier impair, alors A, n'est pas premier.

2) On appelle nombres de Fermat les nombres Fn = 2% + 1,

Vérifier que Fy, Fg, Fy et Fy sont premiers. Mais F est divisible par 641.

Montrer que, pour tout k EM®, Fn divise F, . — 2. En deduire que Fo A Fpp = 1.
En déduire quil y a au moins n nombres premiers inférieurs  Fn.

1) Sia est impair, alors a” est impair et A, est pair.
Aveca = 2, on 4 Ap = 3 dong, puisqu'il est divisible par 2, Ap n'est pas premier.
Sin est dela formen = (2 + 1g, k = 1, 0n a Aq = (a9)2F+1 41,

Chapitre 1 - Algébre générale =~ » &1




o
Lidentité X#**1 + 1 = (x + 1]21—1}"?&'-‘ prouve que An ecst divisible par a% + 1,
J=0
avec 1 < a¥ + 1 < Ap, donc As n'est pas premier.
51 An est premier, on a donc nécessairement a = 2p et n est une puissance entiére de 2.

En cas particulier, on considére les nombres de Fermat F = 2% 4 1.

Un pew de calcul numérique facile avec une calculatrice. Clue feriez-vous sans 1

Avec des exposants 27, la croissance exponentielle rend trés vite les nombres An extrémement
grands.

2) OnaFy=3,F) =5,Fa = 17, F3 = 257 et Fy = 65537 ct ils sont premiers.

En revanche, Fy = 4 204 867 297 = 641 x 6 700417 n'est pas premier.
Ce résultat a été donné par Euler, en 1732,
Ce m'est qu'en 1880 qu'il a é&1é prouvé que Fg n'est pas premier : cela se comprend mieux quand
on imagine que Fy est de l'ordre de 3 x 1017,

En posant g = 2% onaF, =q+1etrm,,..—2=q2‘ =1 =tq2}2k_] - 1.

[l en résulte Fr.p — 2 = (g* - 1}{q2*_2 s PN 1) et Fn divise Fypp — 2.

Un diviseur d de Fyy divise done Fpyp — 2.

Sid est aussi un diviseur de Fj, ., il divise alors 2 et, comme Fn est impair, on a nécessairement
ad =1,

Adnsi 1 est le seul diviseur dans ™" commun & Fyy et Fy L. done Fp A F . = 1.

Chaque Fy, 1 =1 = n admet un diviseur premier impair gy.

Comme les entiers F; sont deux & deux premiers entre eux, les gy. - - - g sont deux i deux
distincts. [l y a done au moins n nombres premiers inférieurs & Fp.
Ex. 43

Montrer que p €M, p = 2, est premier si et seulement si p divise (p — 1)1+ 1.

Le résultat est connu sous le nom de théoréme de Wilson.
Le cas p = 2 est trivial en on s limite dans s suite a p = 3.
Commengons par examiner ce qui se passe quand p divise (p — 1)1 + 1.

o Sipdiviseip = 10! + 1, il existe un entier m tel que (p = 1)! + 1 = mp, ou encore
mp —(p — 1)! = 1. et le théoréme de Bézout permet alors de dire quep A (p = 1) = 1.
p est alors premier avec tous les entiers de [ 1, p — 11 et c'est donc un nombre premier.

Pour I'otihsation du théoréme de Bézout, on peut en donner une forme #améliorées,

Soit p et g des entiers naturels premiers entre eux, supéricurs ou égaux a 2,

Par le théoréme de Bézout, il existe u et v entiers tels que up + vg = 1.

Dans la division euclidienne de u parg,onau=Mg+u’',avec0=u' < q.
Onaenfait0<u' <w,sinon e’ = 0 donne u = hg et glhp +v) = 1 imposerait g = 1.
L'égalité de Bézout s'écrit doncu'p + (hu +vlg= leton pose ' = — hu — o,
Avecv'g=u'p—letu'p>1l,onar > 0etu'p -1 <pyg donne v'q < pg donc v’ < p.
En conclusion, il existe u etv’, avec 0 <u' <get0 <v’ < p, tels queu'p - v'g = L.
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On peut de plus remarquer qu'il y a unicité du couple (', v') ainsi associé i (p, g).

En effet, considérons un couple (u”, v") d'entiers tel que u"p - v"g = Lavec 0 < u” = g et
0 <v” <p. Onaalors(u' —u")p = (' —v")g donc, puisque p A q = 1, le théoréme de Gauss
donne que g diviseu’ — u" ce qui, compte tenu de |u’ — u”] < g, exige v’ —u" = 0d'ol il résulte

U T | ]

Abordons maintenant fa réciprogue.

Pourp =3, 0n a3 - 111 + 1 = 3 done la propriété p divise {p — 1) + 1 est vraie, On se limite
alors & p premier, p = 5.

51 p est premier, p = 5. [l est premier avectout k€12 p — 1 1.

Avec la propriété de Bézout saméliorden, il existe u €[ 1, p - 1letv 01k = 1] tels que
uk = up + 1.

Le cas u = k donne k% — 1 = pp, done p divise k — 1ok + 1,

cequiimpose k= louk =p — 1,

Sionauk=1l+vpetuk’ = 1+uv'p,alorsulk — k') ={v —v')p. Oruk —vp = 1donnep Au =1,
donc (théoréme de Gauss), p divise k — k' et, avec (0 = |h— = k'| <p, ilvient k = k'.

On déduit de cela que les entiers compris entre 2 et p — 2 peuavent étre regroupés deux i deux

en couples (ky, uy) avec | compris entre 1 et r = pT, de sorte que, pour tout {, on ait: wy =k

et wikg = 1+ wp.

On peut alors écrire (p -1 ={p ~ IJHum
t=1
Chagque terme wk; admet 1 pour reste dans la division par p ; il en est donc de méme pour leur

produit.

Fﬁ'tl:l] why = pp+ L avec pEM" il vient(p = Il ={p = 1ipp+ll=ipp+ 1 —plp-1
i=]
ce qui montre que (p — 1) + 1 est divisible par p.

Ex. ‘44

Soit p un nombre premier et n un entier, n = p. Id Ei(x) est la partie entiére de x

Montrer que [:ﬁ —E{g} est divisible par p.

n n
Pn::mnsq=£‘{5:l calors g = p a4t 1 donne pg = n < pg +p,
et on peut écrire n =pg+r,avecl=r=<p,

Omn écrit p! [:ﬁ en forme explicite de produit, en mettant en évidence le rdle joué par r.

p=1 p-1
En écrivant p! [ = H{n —kl= Hl:pq+r — k),
=L} =0
r p—1
on le décompose sous la forme p! m :Hipq+r = k) H (pg +r = k)
k=il kmr+]
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On note aussi que, quand k décritll r+1, p—1 DLalorsk' = p—k+r décritencorell r+1. p=111
Et, quand ke décrit [ 0. ¢ I, alors k' = r = k décrit aussi [ 0, r I

On peut aussi écrire :

r p—1 r p—1
p! I:ﬁ - H#pq+k} H {pq — p + k) ou encore pl [:ﬂ =qutpq+k] H (pg — p + k)
kol femroel k=l k=ral
r -1
Onadonc (p-1[5=q[Jiwa+k) [] tba-p+k.
k=1 fe=r+1
r p—-1
Dans la division par p, le produit Htpq +k) H (pg — p + k)
k=l fowmr ]
r p—=1
a le méme reste que H ke H ke, clest-d-dire (p — 1)L
k=1 Kk=r+l

On en déduit que (p — 13! (% a le méme reste que gip — 1! dans la division par p.
Il s'ensuit que ip — 1)1([5 —q) est divisible par p.

Comme p premier ne divise pas (p — 1)), il vient que (%, —q est divisible par p.

Ex. 45

Montrer que 4 ™ +3 contient une infinité de nombres premiers.

Classiquement, 4 R +3 est lensemble des nombres de la forme 4k + 3, od ke décrit M,
[y a des exemples simples de tels nombres qui sont premiers :
AT=3+411=3+4x2,19=3+4x 4

S0t Py, ... pe, £ M7, des nombres premiers appartenant i 4 B +3.

Le produit de ces nombres est certainement utile. Mais il ne faut pas s"éloigner de 4 M +3

fl

ﬁ]ursﬁ=3+4Hpk > 2 est dans 4 M +3.

kel
Ses facteurs premiers sont nécessairement impairs.
Dans la division de A par I'un des entiers py, . . ., pn, le reste est égal a 3, donc aucun des diviseurs

premiers de A n'est dans {p;..... Pr k.

[Dans la division d'un entier impair par 4, le reste est 1 ou d,

Tous ces facteurs premiers ont 1 ou 3 pour reste dans la division par 4.

S'ils étatent tous dans 4 M +1, il en serait de méme pour leur produi.

Comme ona (4™ +1) N4 M +3) = &, I'un d'eux est nécessairement dans 4 M 43,
[ existe alors un diviseur premierg (4 M +3) % {py.....pn}.

Ce qui montre que P 1 (4 M +3) est infini.
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1 Quelques sujets de trigonométrie

1) Préliminaire : somme de termes de certaines suites.
S0it (un Jyesy une suite pour laguelle il existe une suite (on ),y telle que :

YnEM, vy — Un = lUn-

=1
Exprimer £, = E uy 4 l'aide de o et v
k=i

Clest un caleul de somme par télescopage.

2) Veénfier, quand elle a un sens, la relation : cotanx — 2 cotan 2v = tan x.

COE x

On rappelle que cotanx = T

n
En déduire une expression réduite de Z 2" tan(2"* x).
k=)

3) Exprimer, quand cela a un sens, tanp — tang & 'aide de sinip — gJ. cosp et cosg.

n
En déduire une expression réduite de z

1
cos boe coslk + 1x

4) Vérifier, quand elle a un sens, la relation : tan2x — 2tanx = tan® x tan 2x.

x 2 X

gh=1 " k-

fn
En déduire une expression réduite de 2"~ tan
k=1

Calculer la limite de cette somme quand n tend vers +0c.

5) Vérifier que sinx = 3sin = — 4sin® =. Réduire la somme Y @ tein® Bi'f'

3 3
kwl
. . 1 tan 2x
6) Vérifier, quand elle a un sens, la relation 1+ — =

L 1
Réduire le produit (1 . —-—) ,
H cos (Ekx]l

cos 2a — cos 2b

7) Vérifier que cosa +coab = Beosa —cosD]

L
En déduire une expression réduite de H (ms ;T: + Q08 Ei“)
k=l
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Salution

n—1 n—1 n—1 " n—1
1} ln_zuk_zl'uk” _Uk}-zuk*i - U = Vg — e = Un — 'y
k=0 k=0 k=1 ke =t}

2) cotanx est défini pour x & Omod =, tanx est défini pour x & ;mnd-n- et cotan 2x est

défini pour x & Omod %,duncmtanr — Zeotan 2x = tanx a un seNs pour x & l}mnd;,
2

Co8.X cos2xy  CoOBX cos i cos” x — cog 2y
cotanx —2eotandy = o — 2o n e S Ny T BnXEX - SIDACOBX
2 X
T 1 — cog”™x 2In° &
et il vient cotanx — 2cotan 2x = — = — = tanx,

SINXCOSX  BINXCOSX
On en déduit tan 2%x = cotan 2%x — 2 cotan 2°*'x, ce qui donne :

2% tan 2%x = 2* cotan 2%x — 25! cotan 2%+ 'y,
Fi
1l s'ensuit Ainalement E: 2* tan 2% x = cotan x — 2" cotan 2™ e,
k=0
3) Pour p et g différents de ; mod m, ona:

sinp sing sinpeosq - cospsing  sinlp — g)
COSp  COBG COS [ COS g ~ Co8p co8q

tanp —tang =

" 1 1
dong, avec de plus p & g mod =, il vient — Tk si_nj'ﬁ-q}{mnp_mnq:]"

Ainsi, lorsque x & O modw, etx & ﬁ; madEpuurlﬂk-En+l.nna:

1 1
cod kcx coslk + Lix  Einx (tanik + 1ix — tan kex )

n 1

et il s'ensuit : ; ~onTox coalkc + 1 =

{t.au{n # 1l = t.ﬂ.nx] d'oi ;

]

1 1 sinne 2 sinnx
Z coskyrcos(k 4+ 1lxr  sinx cosin+ lixcosxy  sin2x cosin+ 1x

k=1

4) En posant { = tanx, il vient tan2x — 2tanx = l_mt! — 2t c'est-a-dire :

1 2t
tanﬂ.r—Etanx=2t(l—E—1)—tzl—! tan® x tan 2x.

X

o%=1ian? X ta = 2% 1ian =~ - 2Xtan .,
i S oF

d'ob ; 2%-1 tan? —t.an -tm:lx-i"t.un-i-.
kz_; ok k- 2"
x tanix/2")

N 2" ta .
Ous aVons B = X
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x tanX S , X
Avec lim — =0 et li.mT=1, il vient lim (tanx—ﬂ"t-ﬂnz—n)=tanx—x-

o 2“ X—=0 t— 400
5) sinda = 3sina — 4sin” a est classique (en développant sinf2a + a)), donc ;
sinx = 33in% - 4Ein3%
et il s'ensuit ain‘*% = %[3 ain% — Bin r] d'oi
g x  1lf. . x . X k—1 -3 x L[ . . x 1. X
gin = — |3 &in — 5in et 3 sin =+ [3" 8in -3 1gn .
ok al gF ~ gt ] 3* il a* g*

On en dédut E 3% 1 gin® [3" in F - smx]
k=l

6) tanx = 0 nécessite x & 0 mod E, I'existence de tan 2Zx nécessite 2x @ E mod w, donc

X ; mndE.etmaEx-ﬂnécesﬂteﬂx-E miod , dofic x & ; mc-dg.

La relation proposée a donc un sens pour x @ 0 mod ;

tan 2x gin2ycosxy 280y u:u:n-:!E X

= = — donc:
tanx cos 2y sin x SN X cos dx

Averc tanx =

nx et tan 2x sin 2x il vient
= i
X EDEE

tan 2x Emax 1+cos2x 1

tanx  cos2x  cosgx + cos 2k

1 tan {Ek_ x) lorsque cette expression a un sens
o {Ek—lx] tan {EI:—E_} 5q P :

On en déduit que 1+

Pour les produits par télescopage, on procéde comme pour les sommes.

d'olx H( mal{?ki})h

tan {En_lx} .

x
tan —
2

7) Decos2a = 2e08” a — 1, on déduit cos2a — cos 2b = 2(cos® a — cos” b) puis:

cos 20 — cos 2h

cosg —cosh * eosa +cosh),

ceci nécessitant cosa = cos b, Cest-d-direa # bmod 2w et a & —b mod 29, soit aussi ;
a+b@ Dmodulo 2reta — b g 0 modulo 2%,

ul y
1 C05 /= — & ——

[l vient donc cos EIE + 08 fﬁ =3 sl f: : quand cette expression a un sens, d'oi
CO8 cos
2 2
ﬁ[ 'y 1 cosx —coay
CO8 —— + COS = —
ok ") 2" Y el
k=1 cos 7 oog =
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2 Somme des cubes des n premiers entiers

1) On suppose quil existe une suite (xq),=p de réels telle que :
] L 2
Y& M, Zxﬂ = (sz) .
k=l k=ib

]
Pour tout n €™, on pose Sa = Z X
ksl

a) Montrer que, pour tout n € M, x2,, = 2Snxu,q + %2, ..

. . . mim + 1)
b) En déduire que, pour tout entier n € f, il existe m €M tel que Sn = —g

) Déterminer la suite (xnl,es qui vérifie xp =0 et YnEN®, xn= 0.

e
2) Pour n et p dans N°, on pose Snp= 9 K.
k=1
On etudie l'ensemble des éléments p = M° tels que, pour tout n EM", le nombre S, ; soit le
carré d'un entier.
a) Vérifier que 3 convient.

b) Préciser sl y a d'autre solutions en étudiant 54 Py

Solution
n m+1
1) a) Avec Zx& = 52 el Zx& = 52, il vient %2 | =52 | ~ 3. On en déduit -
k= kel

.!-'E_rl = ['5n41 _'S'It :“:Sn-.'.l +5‘ﬂ;j = In+1[25n +xn+1_] = ESﬂxn.l_ +.l'§,l.

b) Procédons par récurrence pour prouver la propriété ®n): Im M, S, = mim + ”.

« Pourn =0, 'égalité x¥ = 7 implique xp = Douxp = 1.
Pour xp = 0, m = 0 convient et pour xp = 1, m = 1 convient. Donc P(0) est vraie,
« Etablissons que Pin) = Pin + 1),

mim+1) . .
On a rg” = ,1',:':'] + 250 Xp.1- AVEC S = — il vient _rf,. = r?-l +mim + 11¢p.1,

clest-d-dire x,.,1 {xE

ne] = Xnal — mim 4 IJ}I = {0 ou aussi X, (xp. + mixgy —m = 1) =0,

mim + 1) .
Pour x,,; = 0, 0na S,,) = Sp donc 5, = —g et m convient.

Dhans le cas ol xy,q =0, 0N 2 X, = —m OU X,y =m + 1, avec m = 0, donc m > 0.

mlm + 1 (it — 1im .
Pourxgy=-—malors 8,y =Sn —m = % —-m = _EL et m — 1 convient.

el & 1) (e + 1iime + 23

Pourx,,y=m+ l,onma S, = —g— +m+ 1= —_— et m + 1 convient.
On a donc Pin) = M+ 1)

« Enconclusion, la propriété $(n) est vraie pour tout n € R,
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c) L'hypothése ¥n € M*, xy » 0 et I'étude ci-dessus de Pin) = #in + 1) impose de choisir, 4
chaque étape, x,,) = m + 1.

Montrons alors que, pour tout n € W, on axn = n.

Soit 2{n}la propriété : Yk €00, n |, x = k. La propriété 2{0) est vraie par hypothése.

Ul
in+1)
Avecd(n)onaSn =y k=~
ksl
peut étre que m + 1 = n + 1, ce qui prouve la propriété 3(a + 1).

»doncm = n et la valeur strictement positive de x,;,1 ne
Il reste 4 vérifier que la suite (n )=y convient, cest-a-dire que, pour tout n € B, on a:
il il - { l.:' :
3 _ [ nin+
k=i k=i

2
, - in+1)
On procéde par récurrence. Sion a Zka = (n n; ) ,alors :
ke=0)

+im+ 1) 3

2
Eka_nﬂ{n‘rl}ﬂ q {ﬂ+1}2{ﬂ‘2+4ﬂ +4]‘ ({n*l“_ﬂ-ﬁﬂ})
= q — 4 — .

k=i}

4 (n+1
2) a) Le résultat précédent se lit aussi Vn EM*, 5, 4 = ZEE = (" "; }) .
k=il

La propriété est vraie lorsque p = 3,

b) 5i p convient, alors 5q p estun carré : il existe g EN" rel que 1 + 29 = q°.

Ep=q2—l ={q—1Hq+]]dnnnequ'ile:iste{u,uJEiM']E,u so=pelg—-1=24 g+1=2"
Alorsg+1l=g—1+2donne2” =2% + 2puis 2"~ ' = 291 4 1, ce quiimpose u = 1 puisv = 2
et doncp = 3.

En conclusion, Sn ,p n'est un carré pour tout n que pourp = 3.

3 Dénombrabilité de N x N

1) Préliminaire

P,

a) Justifier que, pour tout (x. y) € N, on a s yllf;+y +1) o

On considére alors Uapplication f de M = K dans ™ définie par :

Yix,yl € HE, flagl=y+ x + y}t:;+y + lb_
b) Quelques calculs numériques : dans le tableau de gauche, figurent quelques éléments
de W° ; porter dans le tableau de droite les valeurs prises par f pour les couples précisés 3
gauche.
Ces résultats ne sont gu'une indication pour la suite,
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Couples (x, y) Six y)
0 1 2 3 4 V] 1 2 3 4

O Jf (0,0 | G0, 1) | (0, 2) [ (0,3) | (0. 4) ]
1| (1.0} [ {1, 1} | (L2} | (L3} 1
2 [ (2,00 (2.1} | (2 2) 2
djE.0] 310 3
4 4.0 4

2) a) Etant donné (x, y) et (x', ') dans M? tels que x +y = x" +y' + 1, montrer que :
Fle gy > fix', 4.
b) En déduire que fix.yi=fix".y') = x+y=x"+y" puisque:
Fixyi=fix' .yt = x+y=x"+y'.
c) En déduire que J est injective.
3) a) Etant donné (x, y) € N* tel que x = 1, comparer fix — 1,y + 1) et fix, y).
b) Etant donné y € M, comparer fiy + 1. 0) et f(0, y).

c) Montrer que f est surjective.

On a ainsi établi qu'il existe une bijection de W® sur W,

La suite du probléme a pour but de déterminer Uantécédant d'un entier p.

4} Montrer que, pour tout (x, y) £ B2, b +y,‘l{.r2+y + 1} = fix, ) < e +y + 11"2'[-'-'"*_!.' + 2J+

5) Etant donné k €M, on note S(n) la somme des entiers compris entre 1 et n.

a) Montrer que, pour tout p entier naturel non nul, il existe un unique entier n = &* tel que :
Sinl=p<Sn+1).
\ . , xlx + 1) . . .
b) Justifier que l'équation x € R, —— =p a une racine réelle positive et une seule,
notée «. Montrer alors que a =1 =n = a.
) En déduire que sifixyl=p, alorsx+y=n ety=p—Sink
6) Exemple numérique : déterminer le couple (x, y) tel que fix, y) = 10000,
Résultat numérique utile : VBO001 = 282,84 2 102 pres.

Selution

(x4 yhx +uy+ 1) . . .
1) a) = 3 4 est la somme des entiers compris entre 0 et x +y, ¢'est donc un nombre

entier naturel. On peut aussi remarquer qu'un des entiers x + y oux + y + 1 est pair.
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b) Couples(x, y) Sl y)

[oJ 1T =2T]3aT]a [ o] 1]2]3]4
O 4 (0,00 [ (010 | (0,20 | (0, 3) | (0, 4) 0 0 2 5 9 14
ooy a2 ]as 1 1[4 ] 8 |13
2 (200 | {(2.1) | (2.2) 20 32 7 12
30 3,00 3. 1) 3| 6 11
4/ 14.0) 4 10

2)a) Dex+y=x'+y + Londéduitx +y+1=x"+y' + 2.
On multiplie membre & membre puis on divise par 2 et on ajoute y ; il vient

(x + +y+l ' wy # 1" vy +2
yl'lxﬂy J+y% Yy ;ﬁr y J“_h

[ i i [}
1 :
d'ol fix, y) = x +y +2h ty) +x 4y + 14y, c'est-d-dire :

Fixgi = i yrex" +y+1
etenfin flx y) = fix'. y'earx"+ y+ 1> 0. Onadonc:
x+yzx' sy «1 = fixyl=fix' g
b) La contraposée de cette proposition est :
fleyi=flx' . y') = x+y<x"+y +1.
On a done en particulier :
Flegeficy' = x+y=x"+y'.
En permutant les couples ix, y) et (x', y'), on obtient ;
Fleyl=fix' .y = ¥ sy =x+y.
Finalement, ona Sl y) =fix" y') = x"+y' =x +y.

) Avecfix. y) =f(x". y'tetdoncx +y = x" + ', il vient:

(e +yhx +y+1) x4+ ylix+y+1)
2 Th= 2 +y'
d'oity = y', puis x = x', donc (x, y) = (&', y'). Ainsif est injective,

3)a) Avecx=Lonalx —Ly+DEr et fix — Ly+ 1) = tx+_t.rJ{;+y+ L +y+1,
cest-d-dire fix = Ly+ 11 =flx.y)+ L
b) Ona iy + 1,00 etfiy+1,0)= ‘“”;yd’ = “t”.; D 1 =f0 )41
) Pour n €&, soit #(n) la proposition 3z y) € W ik y) = o
On a fi{0. 0) = 0, donc P(0) est vraie.
Soit (x, y) € N? tel que fix, y) = n,
Six=lLalosfix — Ly+ll=n+l,etsix=0,alorsfly+1.00=n+ L
On adonc ®n) = B®in+ 1L
On en déduit que Pn) est vraie pour tout n € M, ¢"est-a-dire que [ est sunective,
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x+yfx+y+1)
3 .

i 1u 2 [ 1 !
X+y+ 2-1'1'!!"’ ]'= x+y+2,'l[:l:+_t.i +x +y+1donne fix y) =

&) y =0 donne fix. y)=

x+y+liix+y+2)
E B

5) a) La suite (Stk})
tout k € M,

L'ensemble Ep = {k € M. Sik} = p} est une partie de M non vide (0 € Eg ) et majorée ; en effet
p = Sip)monire que kEEp = k=p.

gy, 51 strictement croissante car Stk + 1) = S(k) + k + 1 > Sik) pour

Soit i le plus grand élément de Ep : il vérifie S(n) = p < Sin + 1).

b) L'équation x € H, x* +x — 2p = 0 a deux racines réelles distinctes, Leur produit —2p est
strictement négatif, elles sont donc de signes contraires.

, o (o + 1)
Soita > 0 tel que —g— =P
i+ 1) . .
Notonsqueg : B — Rt —— est strictement croissante.
Alors:
nin +1) o+ 1)
=Sinl=p= donne n =,
2 2
oo+ 1) (n+1in+2)
et g =p<Sint+l)=———— donne a<n+1,

€) Avec Six +yl=fix. y) < Six +y+ 1), s flx.y) = p, alors daprésle a), onan = x + y puis
fix.yl=5n)+ydonne y=p — Sinl

= 1 + /80001

% e 140,92 donc n = 140

6) La racine positive de x? 4 x — 20000 = 0 est a =
puis Sin) =70 = 141 = 9870.

On a done y = 10000 — 9870 = 130 puis x = n — y = 10, Soit f(10, 130) = 10 000,

4 Un sous-groupe fini de nombres complexes

Soit b et ¢ des entiers relatifs qui vérifient b% — 4c < 0.

On considére le polyndme PiX)=X* —bX +c et on désigne par a et & ses racines (complexes
conjuguées).

On note Z, lensemble des nombres complexes de la forme p + ga, ol p et g décrivent
lensemble 7.

De méme, on considére 7= = {p + qa (p.q) € 22},

1) a) Montrer que . est un sous-anneau de C, muni de ses opérations usuelles + et x.

b} Montrer que l'ensemble G, des &éléments de 7, dont l'inverse appartient aussi & 7, est un
groupe.

2) a) Montrer que 75 = 7,.

b) Etant donné z = p + ga, montrer que z = 0 si et seulement si p = g = 0.
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Fa

2 —F

3) Soit l'application {f : r:lg ol |z| désigne le module de z.

a) Vérifier que pourz =p +qa, (p.g)EI%, on a fiz)=p® + bpq + eg”.
b) Quelle est 'image par s du groupe G, ?

c) En déduire que, pourz =p +quEG,, ona 0=g 4c — b 1= 4.

4) En discutant suivant les valeurs possibles de b? —4c, déterminer les éléments du groupe Gy.
On vérifiera que tout n € Z, il existe k € T tel que n® = dk oun® = dic + 1.

Solution

1) a) £, contient évidemment £, il est donc non vide,

Etantdonnéz =p +gaetz' =p' +g'adans Ty, onaz - 2' =ip = p'l+ig — gV a EL,.

Z est donc un sous-groupe de (T, +).

zz' =pp'+qq'u3+ipq‘ +p'ghe et o = ba—c donnent 2z’ = pp’ —cqq’ +(pg’ +p'q +bgg' Ve ET 4.
7, estunsous-groupe de(C, +)stable par x. De plus, 7, contient I'unité 1 de 'anneau (T, +, x),
¢ est donc un sous-anneau de T muni de ses opérations usuelles,

b) 11 est classique que I'ensemble des éléments inversibles d'un anneau est un groupe pour la
seconde opération.

2) a) En examinant la somme des racines de P, on voit que o +& = b,
Etantdonné z = p + qu EZ,, il vientz = p + glb — @) = p + gb — ga € Fx ce qui prouve que
2 CF5; Onade méme 5 C 7, etdoncd, = I5.
b) Siq«0,alorsz = 0 donne o = —% £ R, contrairement au fait que o n'est pas réel,
On a done g = 0, puis p = 0. La réciproque est immédiate.
3)a) Pourz=p+qa€l,, ona |z|2 = 2T = (p + galip + g&) et il s'ensuit que :
21" = p* + pqia + &) + q* |af* = p* + bpq + cq”.
b) Etant donné z; et 25 dans 7., onaf(z,25) = 2,2:5,F; = 2, F 2573 = [z Wizy) et il est clair
quefil)=1.
Sizestdans Go,onaz ' EG, et 1 =f(1)=fizz" ") = flz)f(z"").
On en déduit Jiz) = 1 (seul élément inversible de M) et I'image de G par [ est {1}.

¢) Etant donné z = p + g €Ga, 0n afiz) = 1 c'est-d-dire p* + bpg +cg® = L.

2
. 1
Supposons g = 0. [l vient (g) +b§ ‘==,
q

. . b - 1
Le minimum de x* + bx + ¢, pour x réel, est obtenu en —3 i ¢e minimum vaut z(de — %),

.1 1 ., .
On en déduit gi4e — b = 5, Cest-d-dire g4e — bY) = 4.
g

Par ailleurs, on a 4¢ — b* > 0 par hypothése, En conclusion, 0 = g%(4e - b®) = 4.
Et ce résultat est encore vrai si g = 0 {'est-2-dire p% = 1, soit p = £1).
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4) 5iq=0,0navuquep = +1. Par suite des éléments de G, sont —1 et 1.

4
AvecgwO,onal <dc — b” < - = 4,donc 4c - b* £{1,2.3.4}.
q

PourtoutneZ, onan® ={Zrfcdfoun® =i2r+ 1P €47 +1.
» 4c — b* = 1 donne b¥ = 4¢ — 1, ce qui n'est pas possible.
o 4c — b* = 2donne b? = 4¢ - 2, ce qui n'est pas possible.
s dc - b* = 4donne b? = dic — 1) b est nécessairement pair et b aussi.
Il existe donc u € F tel que b = 2u et donce = u® + 1.
PE + bpg +4:|:,l2 = 1 se lit alors ;:.!2 + Er.!}:luq'+|'{2|,.[E +-u:;l2 =1 ouencore (p+ qu]2 +qﬂ =1
Cette égalité, avec p et g entiers est vraie dans chacun des cas suivants ;
g=0donp® =1,ce qui donne les éléments 2y = 1 et zg = <1;
g =1d'olip = —u, ce qui donne 'élément 23 = —u +a;
g = —1d'ol p = u, ce qui donne I'élément 2y = u ~ o = —23.

Compte-tenu de of — Zau +u? +1 = 0, on vérifie alors que zzzy = 1, ce qui assure que g et
24 sont éléments de Ga.

On a donc finalement Gy = {1 =1, —u + o, u — a} : le groupe G, est d'ordre 4.

s d4c —b? = 3donne b® = 4c — 3; b est nécessairement impair et b aussi.

Phu o+l

Il existe doncu €  tel que b = 2u + letdonce =u
p2+bpq +|:'qi =1 se lit alors ,r:ri + {2 + 1]pq+[u2+u+lk.]2= 1 ¢'est-a-dire :

i +|11u}2 +gip + tg) +.|:;2 = 1.
|
Pour b et ¢ donnés, on a vu que, pour tout (p, g) dans M2, p? + bpg + og” = %—[d.n ~ b®),

2
Avec ici 4e = b = 3, il s'ensuit 31'?— = 1 ouencore 3g° = 4 doliqe{0.1, -1},

Légalité ip +qu)® + glp+ug)+g”° = 1, avec p et g entiers, est alors vraie dans chacun des trois
€as suivants
q ='|]d'ni:|p2 = L, cequidonnez; = letzg = —1;
g =1,cequ dr.mni:ip+u}2 +ip+ul=0dotp=—uoup=—u— 1 pourles éléments
Eg= —uU+vaelfy=—u—1+a;
g =-1,cequidonneip —ul —(p-u)=0dolip = uoup=u +1 pour les &iéments

sz —-aelzg=u+l -0

. . - 1 1 . . .
1l reste a vérifier, en utilisant 23 = zg et e z5, que ces six €léments appartiennent bien 3

G. pour conclure que G, = {1. -l —u+ o u —a.—u — 1+ a,u + 1 - a): le groupe G, est
maintenant d'ordre 6.
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5 Valeurs exactes de quelques cosinus

1) a) Soit (E) l'équation: € C, 2" - 1=0,
Résoudre (E) en donnant le module et Uargument de chacune des solutions.

b) Résoudre léquation (E") : 2z € C, z* + 2 + 2% + 2 + 1 = 0 en calculant les parties réelles
et imaginaires des racines a [aide de racines carrées de nombres réels positifs.

Indication : powr cela, on pourra remarguer que O w'est pas solution et déterminer, en intermédiaire,

les nombres 2 = 2 + % pour lesquels g est selution de (E).
2) De la question précédente, déduire les valeurs, & Uaide de radicaux, de :
2m 4w m . &m . 4w . W
ms-5— r WET v 'IIISE ¥ SII‘I? ¥ !-II:I.'E- et EJ.I‘?I.H.

3) On considére deux nombres réels a et h, et n un entier naturel non nul. Calculer :

in—1 n—1
Cla.h)= me’a +kh), et Sta.h) = Zs:'mm + kh).
ke=0} k=0

4) Dans cette question et dans les suivantes, 6 désigne le réel ;7

On ne demande pas de valeurs approchées des racines de nombres réels qui apparaissent au
cours des calculs. On pose :

xy=co83 B +cog5f+cosT0+c08118, xo = coz 0+ cos 98 +co2 13 6 + cos 150,
a) Montrer que x; = 0.
b) Calculer (x; +xg) a Uaide de la question 3). (Cest un rationnel trés simple.)

c) Calculer le produit xy.xg. Pour cela, on pourra développer le produit des denx sommes xy et xg
el transformer en sommies les produits de la forme cos poeos q.

d) Déduire de ce qui précéde les expressions de xy et xy a l'aide de racines carrées,
5) On pose maintenant :

yy=cosd B +cos50; ys=cos T8 +c0allf; yy=cosf+cozldb; yy=cosD6 +cos 1567
a) Calculer, en s'inspirant de la question précédente, les produits yy.ys et ys.us.

b) En déduire des expressions de yy . ys . y3 et yy 3 aide de racines carrées, éventuellement
superposées.

6) Déduire enfin de ce qui précéde une expression de cosd & 'aide de racines camées.

Solutien

1) a)

Ce début n'est qu'une simple mise en appétit.

Les solutions sont les racines cinquigmes de 1 ; ce sont &**™'% gvec k €10, 4 1.

. ' : : 1 1
b} 0 n'étant pas racine de (E"), ses racines z sont les solutions de 2% + gtz+o+1=0.
z
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1 14* 1 T .
Am:zh—.f: (=+E) —2,Enpumnt3=z+E,ﬂnnﬂramcnéa]équatmnzz+3—1=0
z

dont les solutions sont ;

. - 1 .
Il reste & résoudre en 2 I'équation z + ;=% Cest-a-direz - 22 +1 =0 pour chacune des valeurs
ZyetZg de Z.

Onazi=1-z;doncz? -4=-3-2, = —%ﬁﬂdcmémrzg —4=—¥.

Les racines de 22 — 22, + 1 = O et de 2° — 225 + 1 = 0 sont alors respectivement :

2

2) Onaz® —1=(z - 1iz* +2° +2" + 2+ 1), doncles racines de z* + 2® + 2% + 2 + 1 = 0 somi

les racines autres que 1 de 2” — 1 = 0. Ce sont donc :

emi =-v:~|:ndai;t+ie;in?-“:1
] o
E“E=ms4—ﬂ+isin“—w.
] ]

ay . . 4 E Mg . . g
¢ % guiestleconjuguédee 5 ete 5 quiestle conjuguédee .

. . . 2k . . 2k _
En examinant le signe de cos —?ﬂ et celui de sin Tﬂ pourk €0 1,4 1, il vient que :

e B zzete b =z,
cest-a-dire :
Do -14-~.a"§t 2n 1 [5+vE
c0s 5 = 7 et sin 5 =3 5
47 1+v5 : C4n 1 [5-+EB
R S T 3
Avec T = m— 22 il vient enfin -
'H'ECE—‘H'—?.]"-'H:I‘IIE['I n:
ar l+1.-'"E w1 5—\-‘%
mE=T ET!-:I.I'.I.-E;::Z T
=1 =1
3) OnaCla. h)+iSia, h) = Z gltavkhl _ pla Ztem . 11 faut alors comparer ™ et 1.
k=0 k=0

On sait que ™ = 1 équivaut i h =0 mod 2x,

s [ans le cas ot h = 0 mod 27, on obtient Cla, )+ iSta, h) = ne'® d'oi

Cla, hl=neosa e  Sla h)l=neinda.
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n—1 [saka
) -1
» Danslecasobh & 0 mod 2w, onae 1, done Z{em}k = —
k=l e =1
frih [ t -1 B (8 mh 2 h _
Avec & -1=+:-T[ET—L' T}———EJE?EIIITL‘IE —l=ﬁeiamgunmd¥.‘dmt
que :

FRELES U sin%
Cla.h}+iSla. hl=ee T —f
gin =
2
et il vient finalement :

. rth . nh

jin — h Sll'l-i" h

Cla, h) = f COS u+tn—1]§ et Sm.h}=—h—ﬂin a+'frr—1]-§ .

Eil‘l; EinE

4) a)
Parmi les quatre termes de la somme xy, seul cog 116 est négatif. On tourne la difficulté en

+ -
employant cos p + co8q = EnnHPEq :nﬁp 1 g

Onacos30+eo08 118 = 20027 0 cos 40, Les nombres 40, 50 et 78 sont dans Uintervalle 10, =/ 2,
donc de cosinus strictement positifs,

Il s'ensuit que x; = cos 50 +cos T 0 +2 cos 7 0 cos 46 est strictement positit,

7
b) On remarque que x; + xg = z cos(f + 2kb).

kmll
Comme on a sin 8 = 0, la formule de calcul de Cla, k) donne icix) + x5 = s_i.n'i_EﬁEl_] cos{80),
sin
Avec gin(80) coa(BO) = ésin{lﬁﬂ] et 160 = .HSTTW == 11:? = m = #, il vient sind 160) = gin 0 et

1
finalement, x; + xp = 5

c) Pour calculer :
xpxg = (cogd 0 +cos 50 +coeT 0 +cos 110)coz @ + cos 8 0 + cos L3 6 + cos 1560},

- 1
on utilise la formule cosp cos g = 5 [cos(p + q) + coslp - ql).

2eo83fbcosB=cosd 8 +cos20 . 2cosd O cos B0 = cos 12 6 + cos BB,
2eos 30 eos 130 = cos 160 +cos 100 , 2e083 0 cos 150 = coz 180 + cos 1260,

2e0abfbcosB=cosBb+cosdt . 2eosb i cos 98 = cos 14 8 + cosdi,
2ecos58cos 130 =cos 180 +cos86 , 2cosb 0 cos 150 = cos 200 + cos 108,

2c08TOcosl=cosBO+cosB0 . 2cozT 0 cos 90 = cos 16 8 + cos 26,
2c08T0cos 130 = cos 200 +cosB6 , 2cosT 6 cos 150 = cos 22 6 + cos 56,
2eos1l0cosb=cozl20+c08100 , 2008110 cos90 = cos 206 + cos 26,
2coalldeos 130 =cos 240 +cosd0) . Zeos 1l Bcos 160 = cos260 +cos4 0.
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[l vient donc :

2xqag = Heos 20+ cosd 6+ coa60)+ Heos B 6+ cos 100+ cos 12 6+ cos 200) + 2(cos 166 + cos 186)
+co8 14 0 +cos 226 + cos 24 6 + cos 260,
Ona:

16 ) w
mlﬁﬂ:msﬁ=m T = =008 == = = 008 0

18w ™ ™
@l mlEH:msF-_-ma Méd— | = =pp8 — = — o5,

En procédant de méme, il vient :

cos 200 = —cos156 cos 46 = — cos 136,

cos 6t = — cos 11 0 cos 88 = — cos 94,

cos 108 = —cosT B cos 120 = — cog 56,
cog 140 = —cosd @ cos 200 = - cos 340,
cos 220 = —coa5 0 eos 240 = — eos T,

eos 260 = —cosO 0.

Il s"ensuit ¢

2wyag = —dlcosb +coa 38 +coa50 +coaT B +cos®d+cosll b +cos 130+ coslb0)

c'est-i-dire 2eyxe = —4{x; + x3), et Ainalement, xyx = = 1.

. 1 .
d) x| et xy sont alors les racines de X2 EJ{ =1, d'oil, compte tenu de xy = 0,

(1+V1T) et xo =5 (1-VIT).

| s

X1 =

5} Onayy+ye=x; et iy =cos30cosTh+cos3dcoz 110+ cosb0coaT 0+ cosbbeos 1106,
En linéarisant les produits de deux cosinus, on obtient :
2y = o 20 400840+ 00860 +cosB0+cos 100 +c08 120 +cos 148 +cos 160

U ALESI

2y = —cos 150 —cos 136 —cos 110~ cos 90 —cos TH— o856 — co830 — cosl = —(x) +x9),
. 1 )

d'ol gy = -1 donc gy et yg sont les racines de :

s 1 1
X -3f1+~.a"ﬁ1x—3.

Avec yy = 0, il vient :

g1=%(1+m+ 34+2u"’ﬁ)

1
et ‘*"FE(“"’#”_ 34 + 2417 .

e méme, on a yg + yy = xo et on obtient :

1 1
yays = —glo +xp) = -5,
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. 1 1 ,
donc yg et y4 sont les racines de X* — 31 - V1T) — 5 Notons que 'on a:
yy = cog b+ cos 1306 = 2cos T 0 cos 66 = 0,
Il s’ensuir ;

%(1_r+ T

et y4=E(1—u"'l_— a4 — 217
6) Onacoed +cos 136 = yy et y; = coe3 6 +cos 56 = 2 coz b cos 48 = —2 cos 6 cos 138,

_— . . 1
Ainsi cog 0 et cos 130 sont les racines de X% — y4X — gU1-

Avec cogl = 0, il vient :

ﬂ—
ﬂ]‘ﬂ-ﬁ—

%(dﬂ-ﬂﬁu -/17+ \/EE+ 12V17 + 201 — vIT)V/34 — 217 + 161/34 + 217

6 Suite de Fibonacci

C'est la suite (un )y définie par: wp=0, up=1 et ¥nEMN, upie = Uney + Un.

Partie I - Aspect analytique

On pose u=%il+v"§] et H=—%.

1) Exprimer u, 4 laide de s, et n et montrer que o™ = aupy.; + un.

n

2) Montrer que u, est U'entier le plus proche de 5.5

. 1 .
3) Montrer que, pour x réel tel que |x| < = la suite (x"un) converge vers 0,
']
Pour x réel, x & %%} exprimer Splx) = zx&“k i l'aide de o, B, n et x.
k=1

Montrer que, pour tout x réel tel que |x| < j‘;, la suite {Sn[x]] a une limite & préciser an

fonction de x exclusivement.

Partie II - Formules diverses

Pour n € &*, montrer les relations suivantes :

n

n
z
1) D the=tnag -1 Zuu 1 = Ugns Euik— ugner =1, Y ujf = Untipay
k=l

K=1 k=1

2] Avec mE NJ Umsn = Wmlly ] + Uplipe)- lgy = EE*] 'uril'—l'

Chapitre 1 - Algabre générale

= 59



Partie III - Aspect arithmétique

Etant donné n et p dans ®*, montrer les propriétés suivantes :
1) wu, divise ung, et les entiers up, et u,, sont premiers entre eux.
2) Le pgcd de up et de up est égal @ unsp.

3) Pourn et p au moins égaux 3 3, un divise wp si et seulement si n divise p.

Sol]ution

Partie I

1) U'équation caractéristique d'une suite récurrente linéaire double up.s = g,y + U est
9 i 1+v5 1-v5 1
r =r+1,dt‘rﬂﬂl1i‘5uc=Tﬂ|3= —g— ==

Ces suites (ug ) sont dong de la forme wn = ha® + p B%, avec (h, p) indépendants de n.

Avecug = Detuy =1L ilvienth+p=0etha+pp =1, cest-d-dire & = E];Eﬂp'=_£§'

On a done, pourtoutn €M, un = FIE'"" — g™

» Avecuy = 1 etug = 0, la propriété (Pn) : o™ = au,,y + un est vraie pour n = 0.

Avee (Pn), on oblient o +2 ctzunﬂ Sl £, AVEeE a® =+l Al vient o™l o iy 1 +ln )+ g

el Ly, = Up,q + Uy donne alors a2 = Ol ag + Ugai-

On a ainsi montré par récurrence que (Pn) est vraie pour tout n € R,

n

Lt}
2) Ona 5.- = tin +%-Mec]ﬂ]¢ 1et$,- = %.iluient

o
Voo
a” 1 a" o

dans l'intervalle A Ry A [El il s"ensuit que up est lentier le plus proche de — 3

< 1}. donc U'entier un est

3) On a la relation x"un = ?lg{ux:l" - ;l;gfﬂx}".

1 .
Pour |x| < ~. ona || < 1, done limiax ™ = 0,
On a aussi B = &, done |Bx| < 1 et limie)™ = 0.
1l s'ensuit que limx"uq = 0.

s LUexpression précédente de x"un donne Spix) = ?lg ( Z{uﬂk - ZIB:J*).
k=

]
ﬁwcxi{l H-} il vient SHL:}-T:i-{ax 1_['“} ﬂxll__{ﬂ;:")

1 . , .
s Pour|x| « S-ona lox| < 1 et aussi |Bx| < 1, donc limiooxe )™ = 0 et limipx)™ = 0,

U s’ensuit que la suite (5,(x) admet pour limite fix) = :}.- ( = :-: -3 E;“_)
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. x o —B ~ a 1 i
Dnaaumﬂx}=Emet.w&cu-ﬂ-ﬁ,u+ﬂ-letuﬂ- 1, il vient enfin

Partie II

n
1) Avecuy = g,z — Ugeq. 0n obtient ZHH = Upeg — Ug = Uyep — 1.
k=1

g

o AVeC ligg_1 = Uk — Wak—2 = Uk — Ugge— 1) U vient E Wag_1 = Ugp — U = Upy.
k=1
n

a Avec g = Ugkse) — Wog—1 = Uagse) — U.E,lj:_”'lp I.I 'lu"il'.']'lt Zugk = Uppe) — U = Udpe] — 1.
k=1

n

s AVEC Y ) = Uy ) = Uy QONC U W =g ly = uE,ﬂvitm E Wp =ty ilin —Uyly = Upalin.
k=1

2) Pour établir que, pour m €%, 0n A ¥R E M, Umen = Umbly.. | + Unliy ), ON procéde par

récurrence sur m.

Pourm = 0, ua = ugty,—q + uytin, avec up = 0 et uy = 1, est vrat pour tout n.

SUppPOSONS QUE Un+m = Umlg—q1 + Unlige pOUr tout n € R,

Etudions alors wp., ey QUi €51 aUssi Uy i)

Lhypothése de récurrence appliqués d m et n + 1 donne uy, ., = Umbin + Upe ;e

AVEC lim = Uges — Upeq 1l ViENt dONC Uppanel = Wime1llins) — Un) + Unlig .9,

Cest-a-dire Uy i14n = Ums1lin_1 + Unbip 2.

La propriété est ainsi prouvée par récurrence.

» Dans le cas particulier m = n, on a donc usy = untty g + Untipey = unltineg +uy_1)

— - — a2 2
AVEC tin = Upyq — Up—1. I vient tgy = (g — U g Nty + Uyl S U5 — Uy -

| Partie III

1) Etablissons une démonstration par récurrence sur p pour uy divise uag.
La propriété est triviale pour p = 1. Supposons que uq divise uqg avec p € R*,
On @ tpip, ) = Unpen = Unplin 1 + Upp, U €1 0N VOIt qUe tn diVise gy, ).
La propriété est donc vraie pour tout p € M°,

e Deug,y =un +uy. g, on déduit que wp, A e = un Ay,

Il s'ensuit que up e At = ug A wy donc uge Aun = 1.

2) Avec la relation Upsm = Umily 1 + Unlig,q, un entier qui divise un et wm divise wam.

Un entier d qui divise un €t tnem divise uy,tnem. OF i et uy,,q sont premiers entre eux dong,
comme d divise uq, il est premier avec uy,, 1, et le théoréme de Gauss donne que d divise um.

Il s'ensuit que wn A wm = ta A Unem.
» Pour comparer up A up et Unsp, o0 peut se placer dans le cas oli n < p.
Dans la division euclidienne,onap =ng+r,avec 0 =r<n,
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Le résultar établi en préliminaire donne un A ur = un A tnar ef, en effectuant cela q fois,

il vient un Aur = Un A tgnar, Cest-a-dire ung Aur = un A Up.

Dans algonthme d'Euclide, pour obtenir p A n, on effectue les divisions successives, avec les
restes successifs ry, ..., rs 00 rg est le dernier reste non nul.

En répétant up A un = tn A Ury, Un A U, = Upy A llr, ..., 0N obtient ug A ug = uy,.

Avecrs =p An,onadoncug A uwn = Upan.

3) On avu que un divise upm  (question T11-1).

Il reste done & prouver est que, si up divise up, alors n divise p.
On peut se placer dans le casollp 2= n > 2.

Drire que ug divise up équivaut a dire que un A wp = ua.

En conséquence, g A up = Unsp 5 6Cit wp = Unap.

Or la suite est strictement croissante & partir du rang 2; pourn = 2 ¢t n A p = 2, on a donc
n = nAp, cest-i-dire que n divise p.
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B Sjets dooraux

A Polynomes. Arithmétique des polyndmes

Ex. 1

Soit P E RIX], de degré n =2,

1) Montrer que s'il est scindé a racines simples, alors P’ est scindé @ racines simples.

2) Montrer que s'il est scindé, alors P’ est scindé,

Deux résultats sont d'usage relativement fréquents dans des problémes de polynimes,

Autant les traiver a part dés le départ en préliminaire, au cas ol...

Tout palyndme (réel ou complexe) est scindé sur C (c'est le théoréme de d'Alembert). L'énoncé
prend en compte que ce n'est pas nécessairement le cas dans B[X ]!

Loutil efficace est le théoreme de Rolle.

1) La fonction polynome P admet n racines distinctes. Dans chacun des n — 1 intervalles
limités par ces racines, il y a une racine de P'. Ainsi P’ est de degré n — 1 et admet n - 1 racines
réelles distinctes. Il est donc scindé & racines simples.

2) La différence avec la premigre question est que les m racines réelles de P ne somt plos supposées
simples, Il faut tenir compie des ordres de multiplicité,
On digpose d'une propriété efficace pour les racines multiples : si a est une racine de P d'ordre
de multiplicité « = 2, alors a est une racine de P’ d'ordre de multiplicité o — 1.

Soit xy. - - - . xr les racines multiples de P, d'ordres de multiplicité respectifs ny, ..., nr.
Chaque racine étant comptée un nombre de fois égal 4 son ordre de muoltiplicité, x; . ..« %
représentent m = ny+ - . . +ny racinesde P ; il reste donc g = n—m racines simples:yy . - - - . g .
Alors P' admet les racines xq, - . ., xr d'ordres de multiplicité respectifs ny — 1. .. . . e — 1 et
cela nous fait prendre en compte m — r racines de P'.
En appliquant le théoréme de Rolle, les r + g racines distinctes de P donnent r + g — 1 racines
de P* qui ne sont aucune des racines de P.
Om connait alors (m = rd+r + g = 1 = n ~ 1 racines réelles de P* qui est de degré n — 1.
Il s'ensuit que P* est scindé,
En corollaire, si P est scindé a racines simples, alors tous ses polynomes dérivés successifs sont
scindés 3 racines simples.
Et 5i P est scindé, alors tous ses polynomes dérivés successifs sont scindés.

Ex. 2
Soit P un polyndme réel scindé sur B et a racines simples et a un réel strictement positif.

Montrer que P? + a® a toutes ses racines non réelles et simples.

Pour tout x € B, ona Pix) € B d'ob P2x) + a® = a? > 0. Ainsi P n'a pas de racine réelle.
MNotons aussi qu'il suffit davoir a réel non nul, sans quil soat strictement positif.
La vraie question est de montrer que P%+a®na pas de racine {au moins) double,
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Supposons que P? 4 a? ait une racine double z : P2(z) + a® = 0 et P(2)P'(z) = 0.

PetP?+a® nom s de racing commune,
Par ailleurs, P’ est scindé sur H et & racines simples (voir 'exercice précédent).

Alors on a P'(z) = 0.

On sait aussi que P admet n — 1 racines réelles. Avec z racine non réelle de P', on dispose alors
de n racines pour un polyndme de degré n - 1. Cette contradiction avec une propriété connue
montre que Phypothese de départ est absurde. En conclusion, P* + a® n'a pas de racine double.

Motons quil est inutile de supposer que les racines de P sont distinctes. Il suffit que P' soit scindé
sur [/ et pour cela il suffit que P soit scindé sur K.

Ex. 3

1) Déterminer un polyndéme P de degré inférieur ou égal & 7, tel que :
(X + 1)* divise P - 1 et (X - 1)* divise P + 1.

2) Montrer qu'il existe des polyndmes U et v tels que (X + 10 + (X = v = L.

1) —1 est racine quatri¢me de P — 1, donc — 1 est racine troisieme de (P — 1) = P'.
On va obtenir sur P' des informations utiles.
Le cadre naturel de travail est CLX ]

—1 est racine quatriéme de P — 1 et 1 est racine quatriéme de P + 1.
On en déduit que —1 est racine troisieme de P’ et que 1 est racine troisiéme de P'.

11 s’ensuit que P est divisible par (X + 1°(x - 1%,
Comme P' est de degré au plus égal 3 6, il existe o € C tel que P’ = alX + 17X - 1%,

P'=alXx® - 1]::1 = a(X® - 3x* + 3x* - 1) donne:
P=a G.ﬂ - gx-“ + x4 -x) +B,avec e,
Il reste 4 exploiter que — 1 est racine de P — 1 et que 1 est racine de P + 1 pour obtenir les valeurs
de o et .
Exprimons que P — 1 prend la valeur O en —1 et P + 1 prend la valeur O en 1 :

E“*E= leté%u—ﬂ:l donnent a = %etﬂ:ﬂ.
Finalement, on obtient P = % (5x% — 21x* + 35x7 — 385X,

2
) On peut exprimer que (X + 1)* divise P — 1 et que (X + 1)* divise P — 1.

1l existe des polynomes R et Stels que P = 1= (X + 1'Ret P+ 1 = (X — 1)'s.
On peut noter que R et S sont de degré 3.
En retranchant membre 4 membre ces deux égalités, il vient :
2=(X - 1)*s — (X + 1)*R.
1 1 .
Enposant U = —gRetV = 55, 0n obtient :

X+ 10 +x -1V =1,
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Ex. 4

Etudier les conditions pour qu'un polyndme P admette —1 et 2 pour racines et que P + 4 soit
divisible par (x — 1)%,

(On exprime que P admet —1 et 2 pour racines et que 1 est racine double de P + 4.

F est divisible par X + 1 et par X - 2, donc divisible par leur produit.
Il existe alors un polyndme Q tel que P = (X + 10X - 2)Q.
[e plus, 1 est racine double de P + 4 s'exprime par P(1) + 4 = 0 et P'(1) = 0, C'est-i-dire :
Qi) =2et, avec P' = (X — 209 + (X + 1)@ + (X — 20X + 1)@", @(1)=2g'(1).
Onadonc @) =2e1Q"(1) = 1.
On peut alors utiliser 1a formule de Taylor pour préciser les polyndmes Q.

Les polyndomes @ convenables sont donc définis, avec n = 2 quelconque, par :

n

@=2+1X -1+ z (X — 1), ol les ay sont des scalaires quelconques.
k=2

Ex. 5

On considére le polynéme PIX = X7 +

141V7 g =1+ iv7

T J{ - —r I - 1.

Former le polyndme unitaire 9 dont les racines sont les camés des racines de P et en déduire
une factorisation de pP.

O détermine les fonctions symétriqoes démentaires des racines de @ 3 'aide des fonctions
symétriques élémentaires des racines de P,
MNotons a, b et ¢ les racines de P. Les fonctions symétriques élémentaires de a, b et ¢ sont :

a+b+c--—1—4-%£ be +en 4+ ab = —I-—E—-—M_e abe = 1.
On en déduir :

a’b?e? = (abe)® = 1,
a2 1+'ﬁ

u2+b2+r: =Ea+b+r}2—ﬂfbc+m+nh]=— 7

i:rﬂl:2 + |:2u2 +|12i:rE = (b + ea +4:|J:||]ni - Etaﬂb.-: +h2m +|:'2r.|JJ]

= (be + oa + ab)l® — 2abela + b +¢),

2
d'ob : bEE 2.2 Eh2=(_1+!ﬁ) +2]+!ﬁ —1+;ﬁl

cT+oaT +a T ,2 = 2

Ainsi les polyndmes P et @ sont unitaires et lewrs racines ont les mémes fonctions symétrigues
Elémentaires, ils sont done fgaux.

Coe m'est pas I'expression de @ qui va permettre de factoriser P, mais c'est du fait que les ensembles
{a.b.c}et {ng. be, :.j} sont égaux que devrait venir une aide efficace.
Motons que, dans X ], la factorisation dé P revient & la détermination de ses racines.

a® = a imposeraita = Ooua = 1; orabe = 0 et P(1) = i+/7 montre que ni 0 ni 1 n'est racine

de P, Ainsionaa® =a et de méme b2 b etc® =e. Onadonca® =boua® =c.
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I} serait judicieux dexaminer si P a une racine double. 5i ce n'est pas le cas, a, b et ¢ sont deux
i deux distincts et il en est alors de méme pour a?, b? et ¢2. Toutefois, il n'est pas indispensable
de procéder a cette vérification.

Quitte i échanger b et ¢, on peut se limiter au cas ol a® = b.

Si on avait b® = a, il viendrait a* = a, donca® = 1, d'otia € {j.4%} puisqu'on aa = 1.

Rappelons quej = —1ii{_ et sont les racines non réelles de X% - 1.

OnaP{) = —E{ﬁ+ V3 w0 et P = _%w‘?_ J3) =0,
2

Ainsi, avec b® = b et b® = q, il reste b* = ¢, Et on obtient de méme c® = a.

Aveca? = tr.b2 =cetc?

c* = a donne a®

= a, les racines de P sont alors a, b = a® etc = at.

=a,donca’ = 1 cara « 0. De méme, b” = 1ete” = 1.
Elar

Pasons alorsw=¢ 7 . Aveca » 1, il existe k €11, 6 | tel que a = w®.

Examinons les différentes situations possibles, en notant que w’ = 1.

2

s a=w, d'oib=w’ecs=swt -ﬂ-—m,d’l:ruh-m et ¢ = w,
. ﬂ=l.l]3-| d’l:l-l'.'li:.‘r=mﬂﬂt=m5. md=w ,d'-ﬂilh = wete =mg,
Iﬂ—l.l.l-.d!'ﬂ'l..lb waﬂi‘— G. -ﬂ=ms, d'ﬂﬁb:mﬁftr::mﬂ.

A l'ordre prés, il 'y a donc que deux ensembles de solutions {w, w®, w'} et {u®, w® w®}.

Il est confirmé que les racines de P sont deux & deux distinctes,

Les racines de P sont 'un et I'un seulement des ensembles obtenus comme possibles. 11 ne reste
donc plus qu'a préciser quel est celui qui convient.

Une information peut nous permettre de faire le choix entre les deux, c'est la somme dont les
parties réelle et imaginaire sont strictement négatives,

Les éléments de {w, w®, w!} sont les conjugués de ceux de {w®. o, ©%}. Les sammes ont donc

1+0vT

des parties imaginaires opposées, Or la somme des racines est — —g

Une représentation graphique des racines 7™ de 1 permet de voir que c'est la partie imaginaire

de w? + w® + w® qui est Je plus vraisemblablement négative,

4w B b 10w 12w
MNumériquement, un:ms—r + €08 7 + €05 —~ = COS =~ + COS —w— + (08 —m— = =], ,

Ein?;-l-ain—;+ain—;-l.32 et sin ETﬂ +gin lﬂ?n + gin 13“ & —1, 32,

Les racines de P sont finalement {m‘*, w”, w® }

Ex. 6

Trouver tous les polyndmes réels P tels que PI0) = 1, P(1) =1, PiD) =0 et P'(1} = -1.

Une premiére étape peut étre de trouver une solution particuliére. Aver quatre conditions
imposées, on cherche une solution de degré 3.

Soit § = aX? + bX® + eX + d ERIX]. Avec 5 = 3aX? + 26X + ¢, les conditions :
S5(0)=1,81)=158M0=0et811)= -1
sont remplies si et seulementsid = La+b+e+d=lLe=0et3a+2bsc= -1
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Cequéquivauta d=1l,c=0a+b=0¢ct3a+2b=-1.
L'unique solution est (a, b, ¢, d} = (=1 1.0, 1), ce qui donne § = =X% + X% + 1.

O fait un changement d'inconnue P = Q + 5 pour faire appareitre un polyndme qui a deux
racines doubles 0 et 1,

P est solution si et seulement si @ = P — S vérifie @(0) = @0 = 0 et @(1) = @'11) = 0, Cest-i-
dire si et seulement 51 Q admet 0 1 1 pour racines doubles, Les polyndmes @ qui conviennent
sont donc ceux qui sont divisibles par X%x - 1%

En conclision, les solutions sont PIX) = —X7 + X2 + 1+ X%X — 1)°RIX), avec R € R[X].

Ex. 7
Déterminer les polynomes P € CLX] tels que Vx EH, Plx)EH.

Les polynames P € R[X ] conviennent. Pix } € R s'exprime par Plx} = Plx).

Soit PEC[X] dedegrénE™ P = Engx‘“. Pour tout x €W, ona Plx) = Zﬂxt etPix)ER
kai} k=)

1]
équivaut alors 3 anH - {Tkixk = 0.
ke=tb
1]
Le polynome Emk — @xX* admet une infinité de racines, c'est donc le polyndéme nul. Cela
ki)
équivaut a Ve £ 0. n I, ay = @, c'est-i-dire a, € K, ou encore a P E R[X ]
La tdche est assez simple dans la mesure o0, pourx E R, ona X = x.

Elle risque d'étre moins aisée si on cherche & exprimer que Vz £ C.PizIER.
Clest lobjet du sujet suivant.

Ex. 8

Déterminer les polynomes P € C[X | tels que Yz O, Plz)EH.

Il est nécessaire que ¥Wx € B, Plx) € R, Le sujet précédent montre que I'ona P € B[X].

Mais, de [h & dire que tous les polyndmes réels conviennent, il ¥ a un pas que personne n'oserait
franchir. Il faut dond wout reprendre sous un avtre angle.

MNotons que les nombres complexes d'emploi facile sont les racines de "unité.

On considére P € RIX ], de degré n € M et, pour p € W°, wp = e*™'P, racine p® de 1.

n n
AvecP = ay X", Plup) € R équivaut 3y ay (w'; - aﬁ"‘) = 0.
kad) k=il
U se prive d une forme polynomiale gui serait plus efficace. Il faut ajuster le tir.
R
Pour tout x € K, on exprime que Plxwy) est réel : E e (m; - ‘-'Tpk) X =0,
1]
n
z ay (mﬁ - E") x* est alors le polyndme nul, d'od Yk €[ 0.n |, ay, (wf - @p*) = 0.
k=i
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Les racines complexes de 1 sont de module 1 :wf_-: = 1 implique ||.l.|p|p = 1 donc :
fuip| = 1 c'est-d-dire wpily = 1.
PourgE M, ona m; = 1 si et seulement si q est un multiple entier de p.
ip = w, ' donne wy — - = 0 si et seulement si mﬁ“ = 1, c'est-d-dire 2k € ply,
Il suffit alors de choisir p > 2n pour avoir ¥k € 1.a 1, -.a'F".' — @p" =0, donc ay, = 0.

En conclusion les polyndmes constants réels sont les seuls qui vérifient :
Ve, Piz)ER

Ex. 9

Soit P € R[X]. Montrer que la proposition : Yx R, Plx) =0 équivaut d l'existence de g
et R dans RIX] tels que P = 9% + R%,

Le cas ol P est de degré 2 est familier, il sert de base d"appui.

Les polyndmes visés sont de degré pair, il suffit d'une justification rapide.
Notons que P = @ + RY, avec @ et R dans BX ), vérifie Ve € R, P(x) = 0.
L'objet de cet exercice est donc 'étude de la réciprogue.

Le polyndme nul convient évidemment e1 on se limite tout naturellement i Uexamen des poly-

ndmes non nuls,

2 T
1) s SoitPERIX]), degP =2: P=ax2+2bx+c,u-u.ﬂnap=a(x+g) +"Cﬂh .

Pix) est positif pour tout x € R si et seulement sia > 0 et b* — ac = 0.

Dans ce cas, P = (uﬁ (K v 2) } : + (—"Mﬂ_t’z) ? est la somme des carrés de deux polyndmes
réels.

« Soit P € RIX], de degré impair n € M et de coefficient dominant ax.
Pour x € R, on a Plx) ~ anx" et Pix) a +oc et —oo pour limite en +20 et en —oo (dans cet
O

ordre ou dans l'ordre contraire suivant le signe de a, ).
Les polyndmes cherchés sont donc nécessairement de degré pair.
Et dans ce cas, Plx) ~ anx" montre qu'il faut aussi an = 0.

£ .}

E} Le cas des polynomes de degré 2 donne une assise § une démonstration par récurrence.

Sait Py la proposition :

PR ERIX], neEM  dogPy = 2n, dom Py = a, = 0, vérifie ¥x € |/, Palx) = 0, alors il existe des
polyndmes réels Gn et R tels que Py = Gn + R1.

La proposition #; est vraw.

Pour passer du rang n au rang n + 1, il suffit de factoriser par un polyndme de degré 2.

Soit P,y ERIX ), deg Py = 2in + 1) et tel que ¥x E R, Pppyqix) = 0.

s 5iP,,; admet une racine réelle o, cette racine est nécessairement d'ordre pair, faute de quoi
Py.q ne serait pas de signe constant.

Pray et alors divisible par (X — o)® et le polyndme Uy tel que P,y = (X — a)fUy est de degré
2n et, pour tout x €/, on a Unlx) =0,
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s 5iP,, admer une racine complexe B & R, alors il admet aussi B = B pour racine. Il est donc
divisible par le polyndme (X — BXX — BIERIX].
Le polynéme Un tel que P, = (X = BHX — B)Ug est de degré 2n et vérifie Vx ER, Unlx) = 0.

» [ans les deux cas, on a P,y = VUn, avec V de degré 2 i valeurs positives, et Un de degré 2n a
valeurs Unlx ) positives pour x réel.

Pour conclure, il reste a mettre en ceuvre Uhypothése de récurrence.
Onav=a?+B2etU, = Q2 + RL, avec A, B, On et Ry dans R{X].
1l Sensuit Po.y = (A% + B?) (@2 + R2)) = (%2 + B?R2 202 . 2a2Y ae il v ,
suit Ppyy = (A% + B*) (G + Ra)) = (A®@h + B*R3) + (A®R; + B*gn ) et il vient alors :
2 2
Ppi1 = (AQn + BRn ) + (ARn — BQn )", avec AQn + BRn et ARy — B@n dans RIX].

En conclusion la propriété ®, est vraie pour tout n & K",

Ex. 10

On pose Pelx) = (—1Fe* {e"”}m

Montrer que Pi,g = 2XPg,; — 20k + 1)P et que P — 2XP, + 2kPy = 0.

. Montrer que P, est un polynéme de degré k.

2
=X

|'objectif de la premiére partie est de montrer que la dérivée k® de e_ft est le produit de e
par un polyndme de degré k qui sera alors Py lui-méme au signe prés.

Ona (e )" =e™*" et (e} = ~2xe™", ce qui donne Py(x) = 1 et Py{x) = 2.
Supposons que, pour k £ M°, I{e"‘i}'k' ={—1FP.lxle™", oil Py est un polyndme de degré k.

Alors ()" = ((=1%Pixie™")" = ((—1F 1 2pylx) + (- 1FPLLO) e

Pi,pix) = 2uPy (x) - P (x) est une fonction polyndme de degré k + 1, puisque c'est la somme
d'un polyndme de degré k + 1 et d'un polyndme de degré k - 1.

O a ainsi établi par récurrence que, pour tout k & M, Py, est un polyndme de degré k.

Im a en fait établi un résultat qui peut se révéler utile 1 Py, = 2XPy, - F;-

Comme on vient de voir que P,z = 2XPy,; — P, ;» la preuve du résultat attendu :
Proo = 2XPL 1 — 2k + 1P
revient a celle de P, = 2(k + 1)P}.

Avec Pyyplx) = (=1)k*lg™ {f—x"}'h"]

|d'ﬂ1-lp;_.*|1-!} = {_l}ki-] (EIS{E—j_J]Il:k#“J . III \rifnt:

Pl ) = (— 1+ 1ex” [:‘.L".x (e~ ) 4 (=" }mz:}

{k+d) _ {k+1}

Ona (e "‘J} [—Exe"‘“:] et la formule de Leibniz donne :

ikl —x¥y Tew1)

(~2xe ") 2 (e ~ 20k + 13{e*")".

Il vient donc P, ix) = 20k + 1(—1)%e*" {E_"!]m. c'est-a-dire Py, (x) = 2(k + 1Py (x).

Pour la dermiére relation, on reprend Py = 2XP, — FL., en tenant compte de la relation
précédente F,rﬂlf.n:]l = 2k + 1WPix].

De Pyyy = 2XPy — Py, on déduit Py, = 2Py + 24P, — P/ et avec Py (x) = 2(k + 1)P(x), il
vient :

2k + 1P ix) = 2Py + 2XP, — P cequidonne P — ZXP, + kP = 0.
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Ex. 11

P R[X] admet n € %" racines réelles strictement positives, chacune étant simple.

On considére alors @X) = (X? + DPXIP'X) + X (PPX) + PP(X)).

Montrer que 51 1 n'est pas racine de @, alors @ admet au moins 2n - 1 racines réelles positives
distinctes.

L'objectif des racines de Q incite & exprimer @ en produit de polyndmes.
La présence de PP’ et de P, P'® laisse des espoirs raisonnables,
On peut développer (aP + bP' NcP + dP') et comparer a Q.

Qsefactoriseen @ =P+ XP'HXP + P L Onpose A=P+ XP' et B = XP + P',
Les racines de @ sont celles de A et celles de B.
Notons que A = (XPY.
Il ay a pas de remargue aussi simple au sujet de B. On commence alors par s'intéresser aux

racines de A. Avec les racines de XP, le théoréme de Holle donne des informations sur celles
de (XPY.

Comme les i racines de P sont simples, elles sont deux i dews distinetes,

XP admet n + 1 racines réelles positives distinctes (les n racines strictement positives de P et la
racine 0).

Le théoréme de Rolle assure alors I'existence de {au moins) n racines strictement positives
distinctes pour (XPY,

Pour le polyndme B, on est dans un contexte de dérivation de fonction réelle de la forme
Six) = ulxle"™ pour laquelle on af'(x) = [uloiv'lx) + u'lx)) "™,

La fonction réelle x —+ (xP(x) + P'ix))e* /2 est la dérivée [ : x — Plx)e* /2,

Les racines de f sont celles de P, doncf admet n racines réelles strictement positives distinctes.
Le théoréme de Rolle assure que /' admet {au moins) n — 1 racines réelles strictement positives.

Les racines réelles de f' étant celles de XP(X) + P'(X), il vient que B admet (au moins) n — 1
racines réelles strictement positives.

Il reste maintenant a examiner si les racines de A et celles de 3 sont distinctes.

Clest probablement la qu'interviendra I'hypothése encore inutilisée Q1) = 0.

On n'a pas non plus encore utilisé que les racines strictement positives de P sont simples.

Supposons que A el B alenl une racine commune strictement positive a, ¢'est-a-dire que ;
Pla)+aP'ia)=0 et Pla)+aPla)=10.

Pla)+aP'la) = P'(a)+aPla)donne (1 - a){Pla) - Plla)) = 0.

a = 1 donne Pla) = P'ial, d'oi (1 +alPla)=0. Alorsa = 0 donne a + 1 = 0 donc Pla) = 0.

1l s'ensuit que a est racine commune 3 P et & P', ce qui impose gque a est racine double de P, ce
qui est contraire 3 Uhypothése qui considére que les racines strictement positives sont simples,
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Ex. 12

Soit PECIX], degP =neEN°, tel que PID) =1 et PI1} =0,

Montrer que sup{|Piz)| . [zi=1}=1+ %

Avant d'envisager la borne supérieure d'une partie de K, il est indispensable de vérifier que cette
parte est magonée,

m 1] n
Avec P = Zﬂkx",unnf-'t:} = Zukz"' puis |Piz)| = Z by | |z"|.
k=0 kwit k=D
n
Avec [z| = 1, on a |3*| = | puis |Piz)| = E jay |, c& qui montre que {JPiz)| , |z} = 1} est une
k=0
partie non vide et majorée de .

Un énoncé équivalent est n + 1 = nsup{|P{z)| . |z| = 1}.

[rans Pensemble U des complexes de module 1, il v a les racines de tous ordres de 1.

rl
Avec P = z.ﬂkx"‘, une hypothése est ay = 1. On notera M = supi{|P(z)| . |z| = 1}.
k=i

1 L1
Etant donné uy, ..., un de U, et en notantug = 1, on a |ZPEI:IPJ| = z |Plup)| = nM.
FID p:]

f
[0 reste & trouver des wy, convenables pour avoirn + 1 = | E Plug)

k=L
L1 R n f
Pour tout up €U, on a Plug) = Zﬂkﬂ:f d'ol ZF[uF:I = Z“*(Z u,'j).
kwl) plﬂ k=0 p‘=|:|

1 (1]
Avecu = e* ™'Y an choisit up = uP. On a alors E uf = E{u"]k.

p=l p=il
n ] [ | n+l.k
. , I = (™) 1—=iu 1
Siu® = 1, on obtient E (P = E (u* P = — = —

P-D p:|:|

i

En prenant N = n + 1, on au™" = 1 et u® « 1 pour tout k €[ 1 n 1, et il vient Z{u"f‘ = 0.

p=i
fl L]
E Plup) se réduit alors a |‘.'I.|:|( E uf,") = {n + Llag en n'oubliant pas que ay = 1.
=il p=t
il
En conclusion, u = 2™ donne z PiuPi=n+1,don:

p=0

] n
nel=| Y P =Y |pwh)| = nu,
p=il k=1

ce qui donne la conclusion attendue n + 1 = nM.
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Ex. 13
SoitneEf, n=2, acR et bR, Déterminer P € R[X] tels que nP = (X — a)P’ + bP".

le cas oii b = 0 est celui oit P' divise P. ] est classique que les solutions sont les multiples
scalaires de (X — a)}".

Dans le cas général be (), on peut se restreindre aux polyndmes normalisés. 1l est utile d'examiner
le degré d'une solution éventuelle,

Puisque P nP — (X — alP' — bP" est lindaire, il suffit de déterminer les solutions P qui sont
des polyndmes normalisés.

On est dans un contexte de dérivation et un objectif peut étre de déterminer les dérivées
successives en a, en vue d'utiliser la formule de Taylor.

Pour dériver (X — q)P", la formule de Leibniz est d'actualité,

Pour tout k € M, on a nP™ = (X — ap®*V 4 kp'R 4 pp'** 2 Cegtoi-dire -

(n = kIR = (¥ — g pkl) , ppike2
d'oiril vient  (n — kIP'*(a) = P ") (1),
Un examen de I'équation montre facilement que toute solution est de degré n.
P 2 nt donne P™a) = n! et, avec (1), PV = 0 donne P V(@i =0 (2).
Avec (1) et (2), il s'ensuit que P*la)=0 pour tout k de méme parité que n — 1.
En utilisant (1) pour k = n — 2q, on a 2gP'"~2{a) = bP'"~2+%iq) (1),
On multiplie membre & membre ces égalités pour g €1 1. k Tet il vient :
2k plp'n =gy = BRI a) Cest-d-dire  28KkIPTTTHNa) = 5a! (3).

Pour utiliser la formule de Taylor en a, on distingue les cas n pair et n impair.

" P*Na)
La tormule de Taylor est PIX) = Z X - al,
ke=l) '

» Casoln estpair,n = 2p. Ona PX) = Z (X — a)™ puisque les dérivées d'ordre

Fomli

2k
impair s annulent ena.
Avec (3), on a 250 P3P -2 gy = (2p)IB%, ou encore 2P 5(p — kP a) = (2p)IBP K,

p-k X = a)**

P

. b
Finalement, P(X} = (2p)! Z{ EJ (2k)Hp — k)
k=0 ' -

P {2k+1)

. P lal
s nestimpait,n =2p+ 1. OnaPiX) = Zﬁ
k=0 )

(X = ﬂ]ﬂhl., puisque les dérivées d'ordre

pair s'annulent én a.
Avec (3), on a 28K1P P10y = (25 + 1065, d'ou 2P Fip — k)P (g = (2p + 1P K,

e (X —a)e!
{2k + 1)lp = k)

P
Finalement, P(X} = (2p +1 JEEf;JP
Fe=(0

La vérification du fait que ces polyndmes conviennent est aisée,
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Ex. 14

Trouver tous les polyndmes P = RIX] tels que (X + 4)P(X) = XP(X + 1)

1Mans ce type de probléme, on commence par préciser les solutions constantes, chercher des
informations sur le degré et sur le coefficient dominant.

F = g € R est solution si et seulement sialX + 4) = aX, cest-d-dire a = 0.
Les polyndmes (X + 4P(X) et XP(X + 1) ayant méme degré et méme coefficient dominant, il n'y
a pas d'information utile qui en découle.

Pour une solution P non constante, il faut dégager des informations sor les racines.

DeiX + 4PIX ) =XP(X + 1), on déduit 4P{0) =0 et 0 = —4P{ -3,

On peut aussi noter que 3P(—1) = —P(0) et que P(—-3) = —3P(-2).

Ainsi, 0, —1, —2 et —3 sont racines de P,

Une solution non constante est divisible par X(X + 18X + 20X + 3), donc P est de la forme :
PIX)= XX + 10X + 20X + 30X avec @ m(),

Omn cherche maintenant des informations sur 3.

(X + 4\ P(X)=XP(X + 1) se lit alors ¢
X+ 40X + 10X + 20X + 33X = XX + 10X + 20X + 3NX + 490X + 1),
clest-a-dire QX1 = QX + 1),

Il reste & déterminer les polynomes @ tels que Q(X ) = Q(X + 1). Les polyndmes constants
convienment, Sont-ils les seals 3

Pour tout x £ R, Qix) = Qix + 1) donne @in) = Q(0) pour tout n € M,
Admettant une infinité de racines, le polyndme QIX) = Qi) est nul, d'ot (X ) = QD) ER.
On a done nécessairement PIX ) = AX(X + 1HX + 2)X + 3), A E R, et avec :
PIX 41)=hiX + 1HX 42X + 3NX + 4),
il vient (X + 4WP(X ) = XP(X + 1), ¢'est-a-dire que ces polyndmes conviennent,

Ex. 15

Déterminer les polynomes P tels que P(X2) = P(X + 10P(X = 1),

Le texte est évasif sur le corps de base : on se place dans le contexte naturel de CIX ).

Comme d'usage, on cherche les solutions constantes avant de chercher des informations sur le
degré et sur le coefficient dominant.

Un polynome constant P = a € C est solution si et seulement sia = a®. Les solutions constantes
sontdoncP =0etP =1,

Avec la relation deg PUX?) = deg PIX — 10P(X + 1) vraie pour tout P =0, il n'y a pas d'information
utile provenant de 'étude du degré,

5ia est le coefficient dominant d'une solution P =0, on aa = a®, donc a = 1 et toute solution
est un polyndme normalisé (ou unitaire).
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Pour orienter la suite des démarches on peut examiner les cas particuliers ol degP = 1 et
degp =2,

s P(X) =X +k vérifie P(X?) = PIX + 1)P(X = 1) si et seulement si ;
X2k =X+ 1+klX = 1+k)=X +2kX + k=1
et le systéme 2k = 0, k? = 1 = k n'a pas de solution. I n'y a donc pas de solution de degré 1.
w PIX) = X% 4 aX + b vérifie PX®) = POX + 1P(X — 1) si et seulement si
XV rax?+b= (X + 17 +alX + D+ b) (X = 17 +alX - 1)+ b),

Cest-a-dire X +ax® s b= Xt 4 20X + (@ + 2o — 2% 4+ 2aib — 1IX + 1+ 2 + b° —a®_ [l est
alors nécessaire quea = 0 et il reste 0 = 2(b — 1) et 1 + b+ b* = 0 qui sont incompatibles. Il n'y
a donc pas de solution de degré 2.

Il semble plus raisonnable de s’orienter sur 'absence de solution non constante.

On analyse pour cela des informations sur les racines complexes d'une solution.

Pour toute racine z de P,on a P((z + 1]3} = Plz + 2)P(z) = 0, donc (2 + 1)° est racine de P.
De méme, pour toute racine z de P, (z = 1)° est racine de P.

Les racines d'une solution étant en nombre fini, on peut en distinguer une, z;, de module
maximum,

On a donc ||:.E‘].+ l}2| = |z et |{r.,;. - 1}2| = |zg|. En posant zg = re'®, rE R, on a:

2 2

{recos o+ l,'lE+r sin“f=r et (rcosf—1°+r siniﬁir.

c1cﬁt-ﬁ-dir¢r2+ 2reosl + 1=réetre —2reoad+ 1 = r, dotrf+1=r.

2

Oronar® —r+ 10 pourtoutrEH.

Cette contradiction prouve qu'il n'y a pas de solution non constante.

Ex. 16

Soit PER(X], de degré nER*, avec Pi0) =0, admettant n racines (g )y 1, g réelles et deux

s 1 1
a deux distinctes. Montrer que = .
] ; WPl | PO)

Une décompasition de fraction rationnelle & dénominateur scindé et de racines simples est

A A
d'actualité, La partie polaire de B relative & un pole simple a est (=)

BilajdX —a)
1 ~ Ay
La fraction rationnelle FIX) = B} %€ décompose en FiX) = E X :
. 1
Comme x est racine simple, ona A = /-
Pixg)

Pour obtenir le résultat, il suffit de considérer F0).

Ce résultat reste vrai pour un polyndme P € CLX | ou des racines non réelles.
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Ex. 17

Déterminer A& C pour que Uéquation x€C, x* —2x® + hx +3 = 0 ait deux racines de produit
eqgal 4 1. Résoudre 'aéquation dans ce cas.

Un utilise les fonctions symétriques élémentaires des racines xy, xg, x5 et x4 de 'équation ;
r] = Xy % Xa 4 X5 + X4,
Tg = X1Xg + X1X3 + X]Xq + X7X7 + X35y + X304,
T3 = XgAgky + L340 + LX) &g + X)) xpx3,
Ty = X X9X9%y.
Sait xy et xg des racines de produit égal & 1, et xg, xy les autres. Avec oy = 3, il vient xgxy = 3.
ﬂnaf}=n, =lxy +xg)+ (xg + xy) {”
et —2 =g = x X9 + xgxy + (x) + xgkMxy + 0y ) donne (xy + xolag +x4) = =6 (2).
—h =g = xaxglxy + x9) + xyxeixe +xg) donne aussi Jay +xo) +ixg + x40 = ~h (3).
A Y K
Avec (1) et (3), 1l vient xy +xs = -5 ety +x = 5.

(2) montre que A convient si et seulement si A? = 24, Cest-d-dire A = 2 VB, e € {=1.1}.
Dans ce cas, x; et xy vérifient xyxz = 1etx; + xg = — £ VB,

Ce sont les racines de x € C, x% + evBx + 1 =0, cest-a-dire -WIE_ ﬁet -Bf+ﬁ.

evE — (VB e VB + VB
0] ct 0] .

[le méme, x5 et xy vérifient xqxs = 3 et xy + x4 = £4/6. Ce sont

Ex. 18

Pour n € M*, quel est le reste de la division euclidienne de (X" + 1) par (x + 1% ?

Quand n est impair, on sait factoriser X" # 1 par X + 1.
Seul le cas oty nest pair demande une étude plus fine.

= Quand r est impair, X" + 1 est un multiple de X + 1, donc (X" + 1% est divisible par (X + 1% :
le reste est mul.,

« uand n est pair, on écrit la division euclidienne de (X" + 1° parix + 177 + il existe @ = RIX]
et (a, b) € R® tels que (X™ + 1 = (X + 1*0(X) + aX + b, Lavaleur en —1 donne 4 = —a + b,
En dérivant, on a 2nX" " NX" + 1) = (X + 1)(20(X) + (X + 1)G'(X)) + a.

La valeur en —1 donne —4n = a. Le reste est donc —4nX + 4(1 = n).

Ex. 19

n
Soit P(X)= ) apx“ECIX]. Soit MER, tel que VzEC, |z] =1 = [P(z)| = M.
k=il
Montrer que |ay| = M pour tout k.

Parmilesz €C, |z| = 1, il y a en particulier toutes les racines de tout ordre de 1.
Une clé de la démarche pourrait étre de choisir des racines de 1 qui rendent service.
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n n
Pour w racine de 'unité et P = an.!{“. on a Plw) = E agw’. Pour wisoler® ar, il est
qeil q=0

2!
judicieux de multiplier par w™ 0™ Plu) = E agw’ " = ar + E agw? .
q:-El ger

Pour «isoler® chacun des ar, 0 = r = n, on a besoin de n + 1 racines de ['unité, ce qui conduit
2in
au choix de w = en+l,

Pns-nn.sm:e% ety =w" pourk [0, n . Ona |Plugl =M pourtoutk €[ 0.n L

n n n
Pour tout r €[ 0,n J, ona | S m;rF{wR_:l| =Y o' Pl =M S fwg| =0+
k=0 k=) ke=id
Aprés cette information globale, faisons apparaitre «l'isolement» de ar.

P = iaqx“' donne w_ "Plug) = iuqmi" puis im;rl’[mt] = i(iuq mz_r)

e ] fl f n
Ol ENCOTE : Em;'Pl[mg} = Z (Zaq wy ) = Zﬂq( Z“’i_r)'
k=l g=0 k=0 e k=0
f

n n n
Isolons ar dans le résultar précédent : Z”’“(Z w ") =(n + llar + Z ag ( Emﬂ“').
q=0 k=0 gurg=0 =il

[ n
Avec | Z m;'lekj| = (n + 1M, il serait agréable que Z m;rle-k} = (n + llay pour en
k=i

ki)
déduire |ar| = M.

n I fmq—r}m-l

Onawl™ =" = (I FetwI " w1 pourgerdot y wf = —no—
1—wl™"
k=il
L]
Avee (w? TP = (™A = 1, il vient finalement Z m;'F{mk}l = {n + 1)ar et pour conclure,
k=0

i L1
| Ew;rpiwkll = (m+ LM et Zu.'l;rﬂm&! =(n + Lya, donne |a-| = M,
k=il k=)

Ex. 20

Trouver les nombres complexes a, b, ¢, de module 1 et tels que :
a+b+c=1 &t abe=1.

On donne deux des trois des fonctions symétriques élémentaires des racines du polyndme
P=(X—alX — b}XX —c.
Il mangue la troisiéme be -+ o+ ab. Et pour cela, on donne Ja| = |b] = || = 1.

: . 1 _
Ona|z| = 1 siet seulement si 2 = 0 et ; =%

Avecabwe = 1,onabe +oa +ab = M = l +
abe i

llvient alorsbe +ca +ab=G@+b+f=a+b+c=1

.+

il

= o (]
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Ainsi a, b, ¢ sont les racines de P = X* - X% 4 X - 1, polyndme qui se factorise aisément :
P=(X - 10X% + 1),
Onadonc {a.b, e} = {LL-i}.

Ex. 21

Trouver les racines du polynéme x* — 5x% + 9x2 — 15X + 18, sachant que deux d’entre elles
ont un produit égal & 6.

Cet exercice est une occasion de tester quelques acquis sur bes fonctions symétriques élémentaires
des racines d'un polyndme, Ne boudons pas notre plaisir !

I! v a peut-étre une solution plus expéditive, gardons-la pour la fin.

Soit xy ¢t xy des racines de produit égal 4 6.
Les fonctions symétriques élémentaires des racines xy, xs, x3, xg donnent :
[ (xyace Magey) = 18

() +xg) +(xg +x4) =5

XpXg + xgxg 4 lxp +anlxg +aylm B

| s Hag + xg) # (xgxy Wy + x9) = 15
Posons Py = xyx9, $1 = x) + X9, Py = x3x%y, 59 = X3 + x4
51 4 Sg- =5

Alors Py = 6donne Py =3 et 515 =10

S5, +25:=5
ce qui a pour solution unique Py =6, 5; = 5, Pp = 3,5 = 0.
Les racines de X* — 5X + 6 sont 2 et 3. Celles de X2 + 3 sont 1/3 et —i+/3.
Les racines de X* — 5x% + 9x% — 15X + 18 sont done 2, 3, 13, —1v3.

Aprés coup pour certains, on peut s arracher les cheveux |
Bien sir, 2 est racine raisonnablement apparente,

Par ailleurs, xyaxo = 6 incite a tester si 2 ou 3 ne serait pas racine,

Miracle, tous deux comaennent |

On constate que 2 et 3 sont racines (distinctes) de P.
Alors P est divisible par (X — 2XX — 3).
On factorise alors par X* — 5X + 6, pour le quotient X2 + 3,

Ex. 22
Donner des polyndmes U et v de degré minimal tel gue X"U +{1-X)"V =1.

. 1 . .
Sin=0,Avec U =V = 5+ O @ une solution de degré minimal.
Dans la suite, on peut se limiter 4 n = 1.

es polyndmes tels que X" U +{1 =X "V = 1 ne sont pas nuls. Par exemple V = 0impliquerait
XU = 1, ce qui imposerait X" inversible, doncn = 0,
Le comtexte de travail est celui de CLX ).
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Les polyndmes X"et (1l = X" sont premiers entre eux et une égalité de Bézout est disponible.
Un premier point 4 éclaicir est que U ¢t V doivent étre de degrés “petits”.

X et 1 — X sont premiers entre eux, donc X" et (1 — X )7 le sont aussi.

Par le théoréme de Bézout, il existe des polynomes A et B tels que X" A + (1 = X)"B = 1.

Soit U le reste dans la division de A par (1 - X)". Alors A = (1 - X)"Q + U, avec degU < n,
donne X"U +{1 - X/"X"Q +B)=1.

En posant V = X"Q + B, on a X"U + (1 = X)"V = 1. Alors (1 = X"V = 1 = X"/ donne
deg({({1-X)"V ) = degl1-X"U)et,avecdeg1 -X"U} = n+deg U etdeg((1-X)"V} = n+degV,
on obtient degV = degl.

O a done des solutions U et V, avec deg U = deg V < n telles que X"U +{1 - X 1"V =1,
O peut étudier Nunicité d'une telle solution.

Supposons qu'il existe Uy et Vy, de degré strictement inférieur a n,
tels que XUy +1(1 — X'V = 1.
On en déduit (U — Uy X™ = (V; — VN1 — X)".
Avec le théoréme de Gauss, il s'ensuit que X", premier avec (1 — X )", divise Vy = V.
OronadegV<netdegVy < n,doncdegiVy — V)<n = degX".
Multiple de X™ et de degré strictement inférieur i celui de X", le polyndme V; — V est nécessai-
rement le polyndme nul.
Et il s'ensuit U — Uy = 0, ce qui garantit 'unicité envisagée.
La solution (LY, V') est done minimale, du point de vue des degrés.
1l reste & la déterminer explicitemnent. Un point de départ est {H +(1 — X}] =1.

La formule du bindme donne

[ B | n=1

(x+=-x)"" ==X 3 [ X=X R XS O X R x0F = 1
k) kewl)
=1 i n=1 k

ce qui donne la solution U = Zcﬂn_lxq_]'ktl ~xFev= Z Loy X501 — xy" -1k,
i} fowil

Pourguoi 'exposant 2n — 1 7 Un exposant plus petit ne permettrait pas de mettre en évidence
X" et (1 = X)™ et un exposant plus grand donnerait des coefficients de X", et (1 — X )" de
degrés trop grands.

Ex. 23

Trouver tous les couples (A, B) de polyndmes réels tels que
X e A+ (X7 4+ X +1)B =0,

Le théoréme de Bézout s'applique a des polyndmes premiers entre eux. Est-ce lecas §
Un diviseur commun 3 X* + 1 et 4 X° + X + 1 divise aussi X(X% + X + 1),
Il divise done X(Xx? + X + 1) - x¥+ =X+ X - Lpuis il divise X + X + 1 - (x? 4 X ~ D)= 2,
Il s'ensuit que (XF + DAKXZ + X +1) = 1.

On avrait pu anssi constater que ces polyndmes n‘ont pas de racine complexe commune,

Il v @ une solution : c'est le théoréme de Bézout,
L'objet est de les déterminer tous,

La méme démarche qu'a 'exercice précédent permet de voir qu'il y a une solution (Ag. By) et
une seule telle que degAg < 2 et deg By < 3.

Chapitre 2 - Polyndmes - Fractions rationnelles — » 79



MNous admettons donc ce premier résultat.
Deux questions se posent alors :
déterminer tous les couples solutions 4 partir de (Ag, By)
et déterminer (A, By).
Avec (X% + 114g + (X% + 1)Bg = 1,ona (X% + 1A + (X7 + 1)B = 1 si et seulement si
(X? + 10A — Ag) + (X% + 1HB - Bg) = 0.
X% 4 1 divise donc (X® + X + 108 — By). Etant premier avec X% + X + 1, il divise B — By,
Il existe alors P tel que B — By = (X? + 10P et il vient ensuite A — Ag = (X% + X + 1)P.
Les solutions sont les couples  {4g +(X® + X + 1R By + (X? + 1)P), ol P décrit I'ensemble des
polyndmes.

'y a des méthodes éprouvées pour déterminer (Ap. Bg). Toutefois, il n'est pas inutile d'examiner

le cas particulier propose.
Notons que (X — INX“ +X + 1 =X" = L.OnadoncX®+ 1 - (X — 1LiX*+X + 1) =2,

. 1 1
Il vient alors Ay = 5 et By = E” - X

Ex. 24

On considére la suite (Pn)yey. de polyndmes réels définis par
Py=1, Pa=X, et, pourtout n =3, Py = XP,_ 4 — P,_2.

1) Préciser le degré de P, montrer que P — P, 1P, _; est constant, puis que P,_; APy = 1.

2) Montrer que, pourn=2etp =1, 0N & Pasp = PnPpe1 = Pa1Pp
et en déduire que Pnip APp = Py A Pp.

3) Montrer que Py A Pp = Paagp.

1) Dans les deux cas initiaux, on a degPn = n - 1.
Supposons que, pour tout k = n, onait deg Py = k — 1.

Alors, il vient degP,_g = n — 3 et deg (XP,_1) = n — 1, doncdeg (XP,_y —Py_3) =n -1,
ce qui prouve la propriété par récurrence.
Pour la premiére relation, on utilise P,y = XPn — P et Pn =XPy_1 — Py_n.
Dans P = Py, 1Py_1 on remplace P, _y par XPp — Py, !
Pi = PratPu_1 = Py — Poyy(XPa = Ppyy) = PY,| = PoiXPy,) — Pq).
Avec XPyyy — P = Pyg, il vient B2 — Py Py g = P2, — PoPo,s.

La suite (P} — Pny1Py_1) ., est dong constante,

ma=Z
Il n'est pas inutile de préciser cette constante. Pour cela on a besoin de Py,
En particulier, ona Py = XP; — Py, donc Py = X% ~ 1. Alorsil vient PEE - PaPy = 1,

On adone PT — Pp.iPy_1 = 1 et on reconnait une égalité de Bézout entre Py et Py_y,
ce qui montre que Py et Py sont premiers entre cux.

2)
Pour Pnep = PrnPpyy — P Pp, une preuve par récurrence &'impose,
O peut faire porter la récurrence sur p, en prenant soin de formuler exactement la propriété i
PTOUYET.
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Soit P(p) la propriété : pour tout n > 2, 0n a Pnsp = PaPps1 — Pn_1Pp.

P(1)se lit Poyy = PaPy = P, _1Py, Cest-i-dire P,y = XPy — P,_1, qui n'est autre que la régle
de définition de (Py).

Pour ®p + 1) on transforme Prips1 €n utilisant p)

Praps1 = Piyatpp = Pre1tPpe1 = PaFp eton injecte P,y = XPy — Py . l vient alors :

Prapil = PnlXPpyy = Pph = Py Ppy1 = PaPpeg = Poo1Ppsy €0 utilisant XPp,y = Pp = Pp0.
On a montré que Pip} = Pp + 1), la propriété Pip) est done vraie pour tout p = 1.

Montrons que les diviseurs communs i Pnep et Py ne sont autres que les diviseurs communs i
Pﬂ [} 'FF"

Un diviseur commun 4 F et Pp divise Fryp = PaPpyq = Py 1Pp et Pp.

Un diviseur D commun & Prap et Pp divise Payp + FpPp_ = PpyiPa. Or Pp st premier avec
Py, U en est donc de méme pour D et Py, ef, d'aprés le théoréme de Gauss, D divise Py.

L'ensemble des diviseurs communs & Py et Pp est done égal 3 'ensemble des diviseurs communs
A Pp+p €t Pp. En particulier, il vient Pryp A Pp = Py A Pp.

3)
Dans le cas particlier ol p = n, ona Poy A Pr = Py A Py = Py, donc Py divise Pg,,;.

Etablissons une démonstration par récurrence sur p. pour Py divise Prp.

La propriété est triviale pour p = 1, Supposons que Pq divise Pnp.

On a Pypay = Papen = PrpPray = Prp—1Pn €t on voit que Py divise Pygpiq).
La propriété est donc vraie pour tout p € fJ*,

Pour comparer Py A Pp et P ap, on peut se placer dans le cas olin < p.

Drans la division euclidienne, onap = ng+r,avec 0 =r < n.
Le résultat établi précédemment donne Py A Pr = Pa A Puer e, en effectuant cela g fois,
il 'l"iEJ:'It Pﬂ M Fr = .Fn A Pqn-q-r-. C'EEt-i-di!'E Pn A Pr = Pﬂ A 'PF'

Dans 'algorithme d'Euclide, pour obtenir p A n, on etfectue les divisions successives, avec les
restes successifs ry, ..., rs 00 rg est le dernier reste non nul.

En répétant Pp A Pn = Pn A Pry, Pn A Pr, = Pry A Pry, ..., on oblient Pp A Pn = Pr,.
Avecrs = p An,onadonc Pp A Pn = Fpan.
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B Fractions rationnelles

Ex. 25

m
. - P :
Soit P unitaire de degré n et @ = | Jix - k). Décomposer g &n éléments simples et montrer
fowil

I
qu'il existe k [0, n | tel que [Pk} = ;—t,

P
O est scindé, 3 racines simples et de degré n + 1. La décomposition en éléments simples de —

o
Pik)
est alors Rona@'ik) = tk —ql
z Q (WX — k) e ]’_‘[ q
gek
[ Plic) Plic) (-1"%
{:}H a § = Z ﬂ,ﬂ'ﬁ"ﬁflﬁ = — [—]_jn_'kk!ing — k]] = J"I! Enp[k}'
ke wi} H (k — q)

Les coefhcients binomiaux [:kﬂ incitent 4 en faire apparaitre la somme et, dans ce but, on peut

examiner la somme des k.

- %%T] est le quotient de polyndmes normalisés et de méme degré.

. XPix) XPX
Il vient alors lim ——1 P{ ‘II

X =k E‘{

g X

= Ay

x—uar.-.!r -k

On en déduit 1 = z?u,.

k=i
Pour une information concernant, de fagon analogue, tous les Pk ), il est judicieux de procéder

n
par l'absurde. Rappelons que Z [:: = 2",
k=0

s Supposons que, pour tout k €10, n I, on ait |[Pik)| < n!/2".
}fl k

Alors Ay = [:k Pik) donne E [hi| = Z E |Pikc)| = o Z[:: =1.
k=0

n
Et ce résultat est en contradiction avec 1 = Z M
k=)

1
En conclusion, il existe k € [0, n 1 tel que [Pik)| = gﬂ" -
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Ex. 26

Soit P = Z apX® € RIX ), de degré n = 2 et admettant n racines réelles distinctes,
fe=0)

Montrer que ;
pour tout § SR, P2ty = PIOP () » O

etque pourtout kEMLn -1k ax_ 10k, <ac.

Pf
P2 ) — PPt apparait naturellement dans la dérivation de - et la décomposition en
P .
éléments simples de v avec P scindé & racines simples, doit étre connoe.

n
. . . P 1
Notons xr, 1 = r = n, les n racines réelles distinctes. On a F = E S
= A
k=1

i P L

. —_ PP =P 1 - .
En dérivant, il vient ——— = - Z ——— et il sensuit P2t} = PIOP"(E) > 0 pour tout

teERN {xy, - - xm}.
Cette preuve ne concerne que bes réels £ qui ne sonl pas racine de P, Pour les racines, il v a lieu
de tenir compte qu'elles sont simples.

Pourt € {xy, - - - .xn}, on 2 Pit} = 0 et P'it} = 0, donc P'5(t) — POOP™1) > 0.

Pour en tirer une information sur bes coefficients de P, la formule de Taylor lie ag et P0).

PO} = ag, P01 =ay, %P”H]]I = ap et P'2(0) — PIOIP"(0) > 0 donne ai > 2agay.

]
L - u ¥
Il s'ensuit agag < _E:L = nf d'oli agas < E;E.

Remarquons que l'inégalité demandée agas < a ,2 découle en fait "une inégalité plus fine,

Pour passerdeagg = rlf A Wpeay = EE.jlﬁt raisonnable d’exploiter les dérivées successives
de P en 0.
Pourtout k = 1.n — 2 ||, le polyndme réel P* et seindé, de racines simples.

Le polyndme dérvé d'un polyndme scindé réel, dont toutes les racines sont simples, est réel,
scindé et toutes ses racines sont simples. Clest une des applications classiques du théoréme
de Rolle.

On applique alors 3 P'**! la propriété établie pour P : {P”“”fﬂ]f - PR 20)p'*N0) 5 0.

Puis on utilise a; = 7PY(0) pour en déduire {ik + 1)lag,, ®a ik + 20 klapag,o, et il 'ensuit ;
Il

k+l 5 4
Wheliee2 < B 0kel = Oy

Pourke[1l.n— 11, onadoncag_ja,. < nE.
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Ex. 27

Etant donné n 8" et un polyndme @ RIX] tel que @(0) = 1, justifier Uexistence et lunicité
de P et & dans R[x] tels que degP = 2n et P@ + X*"*'R = 1

Expliciter ces polynémes dans lescas ol @=1-X et @=1— X2,

On pense a priori 4 une identité de Bézout ef Cest bien be cas puisque @ et x2nel sont PTEmMiers

entre e,

e o texte soit proposé dans la rubrique "Fractions rationnelles™ est une indication pour une
autre piste,

Zn+l
. . o .1 X 1 P K
Léﬂ.ﬂ-hté PH}PWEE s éCril auss § =P+ T O Enconé m = Em + ﬁ

Comme X*"! et 0 sont premiers entre eux, 'existence et 'unicité de P, avec degP = 2n, et

R découle de Vexistence et de 'unicité de la décomposition de P%.,E en somme de deux

B |

fractions, 'une de dénominateur X et ['autre de dénominateur Q.

Notons que 'on a alors deg R < deg Q.

La détermination de P et R dans les denx exemples proposés revient donc a préciser la décompao-
sition d'une fraction rationnelle. La méthode des développements limités est bien adaptée 4 la
présence d'un pale multiple.

1

s Pour@ =1-X, onconsidére F = —T-
(1 -XWX

Zn
TR 1 1
Le développement limité 4 'ordre 2n en 0 de Tl = z_‘k + olx™),

k=i)
Zn
On en dédut que P = ZJ{“.
=i}
Pour déterminer R qui, dans le cas présent, est une constante, on forme
(1-XP
Fm =1'1—.-‘:}.F'= —xgm—‘l'ﬂ.
En prenant la valeur en 1, il vient R = 1.
. 1
« Pourg =1- X2, on considere F = _
(1 -X")X

n
i 1 1
Le développement limité a 'ordre 2n en 0 de = €5l ——— = E 2 4 olx®),
—x - X

! k=)
n
On en déduit que P = zle-:_ EtonadegR = 1.
ke=i}
OnaF = 1} = P + R = P - a + _t:._
i1=X HErH] xﬂrt-r] 1- x! E!FI T-X "1+X

1 1
La valeur en 1 de (1 — X )F et la valeuren =1 de (1 + X)F donnenta = EHb: -3-

r 1

1
Alors — 7 = giT—x) ~ AT+ %)

donne R = X,
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Ex. 28

Soit n €M* et P un polynéme de degré inférieur ou égal & n — 1.

1) Exprimer Y P(w) 3 Laide de P10).
wel,

il
2) Soit (wgbeeq 1., 7 12 famille des éléements de Un. Pourn = 2, calculer Z Htmk —wy )
k=1 fmk

1)
Le contexte de travail est évidemment celui de CLX ], ou mieux encore, celui de (X ).
Les wy sont bes racines de X — 1, qui est & racines simples,

P
Pluwg ) peut apparaitre dans la décomposition de =3

. . . P
Puisque deg P < n, la partie entiére de F = o e nulle.

n
OnaX"—-1= H{x — sy ), les phles de F sont donc les wy. 1=k =n.

k=1
Avec (X" — 1) = nX" ", on obtient que la partie polaire de F relative au pole simple wy. est
H dvi " Play)
n—1mk] :I:Ivu:ntF:Z - ke
LT (X = ) — n wp (X — )

On remarquera que cette décomposition est valable méme dans be cas ot P et X ~ 1 ne sont
[l Premiers entre-eus,

. 1
o i —
Avec wy; = 1, on en déduit F(0) = - = E Plug ).
k=]l

n
. F g s - .
Par ailleurs, avec F = o1 il vient F{0) = —P(0) et il s'ensuit que Z Plog ) = nPi0),

k=1
Zlg k
Une autre méthode consiste d observer quen posantw = ¢ @ onally = {w” /0=k=n~1}.
n-=1 n=1 n=1 n=1
Done, avec P = ZEJ'.R". on obtient ZP{ w® }I = EEI z-.u'q el, en remargquant gue
il kad) J=0 ksl
=1 =1
pourl=j=n—1, Emﬁj =ﬂ.i|r:.‘il!l:zp{mk::l = may = nP0)L
k=0 k=0

2)

Fr
z H{mj._- — wy ) invite & considérer le polynime P = z ]][x — wyh
k=1 fak k=1 f=k
51 tout va bien, e résultat précédent sera mis a I'ceuvre.

n
Soit P = ZP,, avec P, = H{x — wg).
k=1 ek
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OnadegPy =n— 1, doncdegF =n - L.
PourrE0 1. n ], on a Priwg) = 0 lorsque r = k, donc Plag ) = Pylag) = ]]i-..u,,, — gl

Tul
5= Z Htmk — wy) est alors égale 4 Z Plusg ).
k=1 tuk
Sachant que H we = (=111, le résultat précédent donne :
=1
1 n
S =nP()=i-1""'n ZHuf_n =nY g
k=1 {=kk k= 1 k=1

Enfin, comme il est bien connu que z wy = 0, on obtient finalement 5 = 0.

k=1
Ex. 29
Déterminer les fractions rationnelles F telles que Fix?) - F(X) = Fx_l

. A .
SoitF = g avec A et B dans C[X ], premiers entre eux.
On cherche donc A et B tels que :
x% - Dfax®B) - AOBX?)) = xBOOBX?) (1)

in cherche des conditions nécessaires sur A ou B,

On a done 0 = B%(1) donc B(1) = 0 et B se factorise par (X — 1),

Avec BIX ) = (X = 1@(X), et BIX®) = (x® = 1)g(x?), la relation (1) devient

X — 1 ? — D{AXTIX ) — (X + AKX = XX - 1ix? — Ligixgix ),
cCest-i-dire  AXT Q) - (X + 11AX0QX?) = XX)x?) (2)

O poursnit 'analyvse de B en sattachant i 'examen du polyndme Q.

(2) se lit aussi ((X + DAK) + XQ00)) QX %) = Ax®)Q(x)
ce qui montre que @X?) divise AXT QX ).

[l v a lieu d’exploiter que A et B sont premiers entre eux.

AvecAAB=l,onaAANX =119 =1, doncAaAQ = 1.
I} s"ensuit que AX %) A @(x%) = 1.
Le théoréme de Gauss nous donne alors que @(X?) divise Q(X).
En notant que deg 0ix?) = 2degQ(X), on a nécessairement deg @ = 0, c'est-d-dire g £ C".
Posons @ = .
La relation (2) devient alors, aprés simplification par A :
AXY — (X + DAX) = Ax (3),

Une information sur A provient de 'examen du degré.
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Sion pose n = degA, alors deg A(X?) = 2n, alors que deg((X + 1JAX)) = n+ 1.

Il s'ensuit que, pourn =2, donc 2n > n + 1, ona degl[ﬂtxik — (X + 1}A{X )} = 2n = 4, ce qui est
incompatible avec deg(iX) = 1.

OnadoncdegA =letAestdelaformeA = aX + b, aveca et b dans .

En reportant dans (3), ona aX? + b —(aX + BYX + 1) = WX, C'est-d-dire —aX — bX =X, d'od
a+b= =k

. . a 1 1
En conclusion,ona AlX) =alX ~1)-k et B = MX ~ 1) puis FIX]:I-E-:I ="‘I;T‘['

Om vient d'obenir les fractions rationnelles possibles.

Il ne faut pas oublier d'examiner si elles conviennent.

1 9 1 1
Pour toute fraction F =k — ﬂ\"l{'rl.l FIX“)—FiX)= ¥-1 xT_1

X

donc Fu:“J-—FLxJ:F—_T

Ex. 30

On considére P € C[X], de degré n = 2, 3 racines xy, ... xn simplﬁ

Montrer que, pour tout Q= C[X | tel que deg@ =n -2, on a E fixk'; 0.
Xk

Les racines de P sont simples, donc P'ix) )= 0 donne un énoncé sans désagrément majeur, I est
possible que certaines racines de P soient aussi racines de Q.

Seules interviennent bes racines de P qui ne sont pas racines de g,

Le terme P'(x;.) au dénominateur de %‘r’;—"]] apparail dans la partie polaire relative au pdle
ke

simple xg de la fraction g

Qlxg )

Pour les poles simples x; qui ne sont pas racines de @, la partie polaire est Pl X — )"

Avec deg @ < deg P, la partie entitre de 4 est nulle et on a donc

P

'
{xp)
p-g.y_ B
P = Pl X — i)

Jusque La, on n'a utilisé que deg @ < deg P,
De ce fait, 'hypothése deg @ =< deg P = 1 laisse encore une marge de manceuvre.

X . "
O peut par exemple faire apparaitre Tg dont la partie entiére est encore (.

; de partie entitére E(XF) = 0.

N
— e e e e Grixy. ) X
Comme ["application E est linéaire, 1l vient ( = r E( )
PP tzﬂ: Pllag) WX —x)

n
X X Qlxe)
Avec E (m) = 1, on obtient finalement 0 = ,?_I P’
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Ex. 31

Soit P € RIX | de degré n €M°, avec P(0)= 0. On suppose que les n racines (xg i, de P
1 1

xP'lxg)  POY

n
sont réelles et deux a deux distinctes. Montrer que Z
k=1

Une décomposition de frachen rationnelle & dénominateur scindé et de racines simples est

A Ala
d'actualité. La partie polaire d: relative 4 un pdle simple a est —,—}
BladX —a)
1 A
La fraction rationnelle FiX) = BOXS se décompose en FIX) = kz Y
=1
Comme x;, est racine simple, ona A L
) X ac . =
k P k Fﬁh]

Pour obtenir le résultat, il suffit de considérer F{0).
Ce résulat reste vrai pour un polyndme P € CLX | ou des racines non réelles.

Ex. 32

Calculer z T

kel 1 —¢ 0

1
Une solution consiste 4 former un polyndme dont les racines sont bes —-—--!r.
1- e L

Il sera alors aisé d'en déduire la somme,

2= 2k
k_ 5

2= .
Posonsw=¢ " Alorsw® =e 7 ,eten particulier : w" = 1.

l.ﬁmk,lﬁlrﬁén - l,mnlhﬁrﬂinﬁautrﬂqu:ld:.ﬁ" = 1.

Les w® — 1,1 = k = n, sont Jes racines autres que 0 de (X + 1)" = 1, Cest-a-dire de :
min — 1}

X" enx" e, +—rx3+nx.

. -1

Cesontdonclesracines de X" Vs nx" 24 ... 4 %IH’:.

, . . . _ nin—1 _
Leurs inverses sont les racines de 1'équation : nx™ ! + T}x" 2 tnx+1=0,
Leur somme est don "T_1 ‘tf:lid‘rei ! du-l:lz n_l

LT S0 5 ¢ = o cest-a-di )
oy mk-l l—m
Z 1 P

Auitre solution. Avec P = X™ — 1, de racines w® k€[ L.n ], unaE

wa P

Fe=
Motons que est lavaleuren 1 de

nx™ ! 1
X"~-1 X-1

Im-

-1
P nXx x
I‘I.“LF=F__.1|“H&Zm-
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. L. J"LEII_I 1
Le probléme revient & trouver la limite quand x tend vers 1 de P e il £

Une bonne fagon de trouver cette limite est d'utiliser des développements limités en 1.

Enposanth =x - Lonanth+1)" "' =n(l+i(n -1k +olh)) e

nin

"l=(14h)" —1l=nh+ —-2—h2+uih2}=nh{l+ Eu%—l-h+a:h]].

n=—1

1+in— 1h +oth)

Il s'ensuit —"—M -1
x'=1 h

h{l (n— 13k +olh)) (1 - %mmn}}.

1+ h+olh)
n=-1
. nx 1 1 1 -1
On en déduit —r— = {1+ Th +olh)) = & T +ol(1),
| n-|
1 =1 1 -1
Finalement, on a —u;:_l -1 = "2 +ﬂujd,nu11-i£]|::—1 “T-i" nz et en
conclusion
=g n—1
w2
k=l I—w
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B himes d'étude - Problemes

1 Une famille de polyndomes

On considére la suite (ay s, d'éléments de K (qui est & ou C) définie par :
n=1

ag = 1 et, pour tout n > 2, Zm_k}. = 0.

Pour n € M, on pose  Ag = Z t—"d_*—wx“"“, &lément de KIX].
k=) '

1) Calculer a,, ag, ag et ay. Expliciter les polyndmes A;, A;, As, Az et Ay.
2) Montrer que la suite (Aplyes est Uunigue suite de polyndmes vérifiant :
{a} Fy=1,
(b) pour tout n entier naturel, £, =Py,
(¢} pourtout n entier, n = 2, PL(0) = Py(1).
3) En utilisant la question précédente, montrer que :
a) pourtout n EM,  Anll - X)=i=1)"Ax(X),

b) pourtout n EM®, An(X + 1) - An(X )= ﬁ,x"‘l,

4) On considére n entier impair: n=2p+1, pEN*,

a) Montrer que le polyndme Ag,,; est divisible par X(x - L¥2X - 1.
b) En déduire que ag,, = 0.

¢) Ecrire explicitement les polyndmes A5, Ag et Ag.

21}
5) Pour n € M* et m € M*, on pose Saim) = zk".
kwl

a) Exprimer S,(m) au moyen de m, A, (m) et a,.,;.

b) Donner l'expression générale de 5q(m) pour nEf 1, 4 ) en factorisant en tant que polyndme
en m dans chacun des quatre cas.

Salutien
1) 9 4 =0dotag = —o; W 81, gy =0d0hag =1 ;
-E- y = ay = E' F+T iy = 'ﬂllﬂg—ﬂ1
¥} a i ' Yo 1
ﬁ+rl+—ﬂ§+n3=ﬂdui1ﬂ3=ﬂ: %+§-}—+%+?§+u4=ﬂdﬂum=—m~
On en déduit ;
Ao=1. Aj=X—v . Ag=ox® iy,
L T S A )
1 7 1 1 1 1 3 1 2 1
Ag = =X — _x* +—xct.a1,.——x——x —X

6 1 12 12 24 20
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e n

2} Uﬂ a-.lq.ﬂ = 1 ipﬂurﬂ EMHI"'!.:.I_'_. = z {.rtll-al—k-nk:ﬂl:" +1 - kmﬂ:—'ﬂ' = E ﬁxﬂ—k
k=0 k=i
On remarque alors que A, = An.
n—1

- a
Enfin, on obtient A4{0) = as = As(1) en utilisant Z k
k=0

(n— k)

= 0.

Soit (P ),ep une suite de polynomes qui vérifie (a), (b) et {c).

Montrons par récurrence que P = An.

Avec (a), on a Ag = Py, Supposons Pp = Ap, avec n = (.

Avec(bl,onaP), = Pnet Ay, = An dol A, | = Pl PUIs Prag = Apeg + 0, avecc € K,
Avec (b) encore, P o = Pasq €t AL o = Apyq donne (P — Apye) = ¢

Il 'ensuit (P2 = Apea M) = Py — Ageelill = c.

Avec (), 0n a Prygil) = PpaglDl et Ay ,a(l) = A ,2(0), donc ¢ = 0 et finalement, Pp.q = Agel-

3) a) Posons Bp(X) = {=1)"An(1 = X). On a By = Ay(1 — X) = 1 donc (B ) vérifie {a).
Pourn=1,B, = (-1)"1Alil = x) = (=114, (1 = X) = (1" YA, (1 = X) = B,
donc (Bp ) vérifie (b).

Enfin, pour i = 2, Ba(1) ={—1)"Aa(0} = (—1)"An(1) = Ba(0) donc (Bn ) vérifie {c).

Ainsi By = Ap puis Anll = X) = (=11 Aa(X).

b) Onaa;iX)=X - % d'oit Ayl +X)—AjiX})=1= ﬁlfﬁ:”.

Supposons la propriété vraie pourn = 1,

1 X
Avec (Ana1(l+X) = Apar(X)) = Anll + X) — A(X) = X" on obtient
1
Ape(l +X) = Ay LX) = ;I-!x" +e, cEM

Orn+ 12 2implique Ap (1) — Apy1(0) = 0, donc e = 0 puis Ap i1 +X) = Ap 1 (X) = n—lr}'{".

4) a) On a (question 3)a) Agppill = X) = —=Agp 1 (X), dOnC Agp, (17 2) = —Agg, (1/2)
et il s'ensuit Agp,(1/2)=0.

On a aussi Agy, (1} = —Agg, (0). Or (question 2)c), Agpeq(1) = Agpyy (0).

Il s'ensuit Agp,1(0) = 0 et Agy (1) = 0.

llen découle que Agp,,; est divisible par X (X — 12X - 1).

b) 1l suffit de remarquer que agp.y = Agp.1(0) = 0.

- 1 1 1 1
c) Avec Ay = Ay et 4)b), il vient Az = TEJ{S - Ex" + ﬁﬂ ~ X

Ag = Ag donne Ag = T]ﬁx';’— ?%ﬂ’xﬁ*'ﬂﬁﬁx‘_ %ﬁxhc avecc E M,
Puis J"-'Ir = mx — mx + -.lmx - a—mx + X ﬂﬂ'mplﬂ-tfﬂu df‘ iy = 0.

1 1
..'\"H:C AT{I}= AT(D], ii "lri':'flt E%Ij - ﬁ + ﬂm — E{Eﬁ +0= ﬂd‘ﬂl]c = m-

FFE m
5) a) Ona Sa(m)= Y k"= k" Utilisons Ay 1 (X + 1) — Aguy(X) = ;l,x
k=l k=il
Alors k" = nl{Aqe1lk + 1) = Apyqlk)). I s'ensuit Saim) = n!{Ap,q(m + 1) — Aq(0)).

Ll

m
Agplm + 1} = Apq(m) + —r et Api1l0) = ayyq donne Salm) = nl{Apaim) — a,4) + m".
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2
1 1
b) 5y(m)= mT - g+m = E[m2+ml= gmim + 1).

3 z a 2
1
S"’[m“z{m?‘mT*?f]'*"‘E’mT+mT+%=g[2m3+3m2+m1=ém:m+1]-r2m+1;n,
4 3 2 4 3 2 a a
Satm) = 6( 5z - 15 + 3 },+ma=mT+mT+mT=meg+2m+”=m{n;ﬂfl

& n':l.d' mE m m.'i- 4 3 e m

m mom
S-I[m}=2'4{m—ﬁ+ﬁ—m}+m‘ = T'FT'*T—E = E—Etﬂm"‘+15ma+1{lm2—lj.
On observe que Sylm) = —4lAz( —m) et on sait que Az(X ) est divisible par X{X — 1N2X - 1).
Alors S40m ) est divisible aussi par (m + 102m + 1). [l vient alors :

mibm + 102 + 13m* + 3m — 1)
Sgim) = 0 .

Notons que 3X % + 3X — 1 n'a pas de racine rationnelle et on laisse S4(m) sous la forme ci-dessus.

2 Equation de degré 3

1) Justifier que 'stude d'un polyndme X¥ + ax? + bX + ¢ se raméne & celle d'un polyndme
X% 4 pX +q et que 'on peut se limiter dorénavant au cas ol pg = 0.

2) On considére x,, xg, xy dans C. Usuellement, on note j = exp E{TT

a) Vérifier que l'ensemble des six nombres (xa + jxp +fx.,.]|3, o, B, y deux @ deux distincts
dans [ 1,31 se réduit & { (x; +jxy +_:2.:3]|3. (a1 + jxcg +j?xg]3}.
b) On pose ¢ = (xy +Jxz +;"’Jnr:3]:t et g = {x) +Jx3 +ﬁx3]|3. Exprimer gygg et @y + g 4 Laide
des fonctions symétriques élémentaires des racines x,, xa, xg de X3 4 pX + g.
Former un polyndme Q unitaire de deqré 2 dont les racines sont ¢, et 2.
3) a) Etant donné (U, V)& C¥, résoudre le systéme :

Xp+xo+x3=0

(x1. 22, x3) ECP, { x4 jxg+fPag=U

X1 +J2xg * fxe =V
b} En posant u = % et v = ; montrer que u + o, ju + /v et {“u + ju sont les racines de

P =X"4pX +q si et seulement si up = —g et u® 40 = g,
On dédutt de ce qui précéde une méthode de résolution de P.

3
Méthode. u® et v® sont alors les racines de R = X% + gX — %. On prend pour valeur de u une

des racines cubiques d'une racine de R et on forme v = _%' Les racines de P sont alors :

u+u, fu +J2u et Jzu +Ju.
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&) Exemples.
a) Résoudre les équations : x € C,
(1) x®—8x%+2c—1=0, (2) 2" - 12" + 18x + 18 = 0,
(3) s #x"+1=0, (4) ¥ —3x—-1=0,

b} Simplifier +/5v2 + 7 — +/5v2 — 7, en vérifiant qu'il est racine de x® + 3x — 14.

5) a) Discriminant

Former une condition nécessaire et suffisante portant sur p et g pour que X* + pX +q ait une
racine double.

b) Déterminer A & C pour que U'équation x € C, x¥ — 8x% + (13 — A)x — 6 — 2% = 0 ait une
racine double et achever la résolution.

¢) On se place dans le cas ol p et g sont dans H. Montrer que, si 4p® + 27q° = 0, alors
les racines de P sont réelles, et que, pour 4p® + 27¢% = 0, il y a deux racines complexes
conjuguées et une racine réelle.

6) Méthode trigonométrigue dans le cas de racines réelles distinctes.

d
a) Justifier que les racines de X% 4 qx - % sont complexes conjuguées.

b) En posant u = re'®, r > 0, montrer que r = p’-ﬁ et cos 30 = _E_q!'
" r

¢) Résoudre algébriquement et trigonométriguement x ER, x* - 3x + 1 =0,

Solutien

1)

L'utilisation de la formule de Taylor est & prétérer aux calculs par identification,

Le coefficient de (X + h)? dans P(X + h) est %F”{h}. Avec P = BX + 2a, on choisit h = —% et il

vient :
K

L _ q @ 2 o 1
P[Jf—ﬁ) =X +(b—r)x+ﬁn = Enhﬂ*.
Les cas p = 0 ou g = 0 sont immédiats.
2) a) Onaxy +jxg +17x; =% (xy +jxg +%xa), xg + ey +1°xg =) (x1 +jxg +J°x3) : donc ;
a & 3
[.IE + jxg +J'tx|‘:| - [..[3 + Jxy +ng2] - [.I'.'. + Jxo +]21'3:| ;
Et de méme xp + g + [ xg =[xy + fxg + [Pz ), 29 + Jxg + 17xp = )% (2 +jxg # f2xp) : o1
I:IE + jxy +fra]3 = [#:3 + g "'J?Il]:t = [—“I + Jxg +JEI::|3-
b) Soit A = x; + jxg +_,rz.:'3 et B = x) + jx3 +JEIE- Avec 1 +) +-J"}=ﬂl. il vient
A+B =2+ ()47 )xg + (1 4% )xg = 20— xg — 33,

d'olt A+ B = 3x; grice & xy +xg +x3 = .
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2
AB = xi +x5 +x5 — (x1Xp +Xax3 +xgxy ), doncAB = (xy+xp+x3) =3 (xyxg+x9x3+4x3%1 ) = —3p.
Il Sensuit @92 = —27p.
g1+9z=A" + B =[A+EIE'—:1.-1|.BM+EF=2?.~:{‘+ 2Tpx; = —27q.mrxi’+pxl = —q.

1 €t gz sont les racines de X° — (¢ + 92 )X + gron, d'ob @ = X% + 27gx — 27p°,

3) a) (E\) +(Eq) +(E3) donne:3xy = U+ V. (Ey)+/%Ep) +{(Es) donne: 8xg = )2U +jv.
Et (Ey) + j{Eg) +J5(E3) donne : 3xq = JU +j°V,

1l est immédiat que ces nombres conviennent.

by (% — tu+w)) (X — (u /50 (X = (Pu+g0)) = X — Buox — w® + 0%,

u + b, Ju + o et J2u + jo sont donc les racines de X? + pX + q si et seulement si ;

] ]

u:u=—g el u”+p" = —q.

1 9+ 69
4)a) (1):A=x"-ax?+2X - LAX+D=X'-X-L R =X*-X+ gy admetoa = —p—

: . . : 1
pour racine. Soit u la racine cubique réelle dew et v = 5.
Les racines de (1) sont 1+ u +w, 1+ ju + v et 1+ /%u + ju.

(2):B =x3—ﬁx*+ﬂx+—1§.ﬂtx+2;=x5-ax+ ?ﬂq.ﬁuit R =xﬂ+%x +7 % 49, de racine

— 23 + 3vET 1
= . On pose aloms u = =—a eto = o

Les racines de (2) sont 2+ w + 0, 2 +Jju + 70 et 2 + %0 + Ju.

{3}!C=X3+X2+1.C[h’— %) = X3 - %+§$.Suitﬂ=32+?ﬁgx+ﬁ.d¢raﬁin:
o= #‘f#ﬁ Onposeu = —yf—aeto = %

Les racines de [(3) sont —% U+, —% + Ju +_J'2l.! et —% +_ixu + fir.

™

I 5 . [
P~ x+1=s0,admeta=e I pour racine. On conclut avecu =e 9,

(4) : I'équation x
b) Avece = VHv2+T7— V5v2 - T, onac’ = 14 - 3e.
L'équation x¥ + 3x = 14 = 0 a 2 pour racine, d'olt X% + 3X — 14 = (X - 2NX%+ 2X + 7).

Comme X% + 2% + 7 n'a pas de racine réelle, il viente = 2

5 . . . . .
) P a une racine double si et seulement si une racine de P' est aussi racine de P,

O exploite les fonctions symétriques élémentaires des racines de P', sans calculer ces racines.

a) P=Xx"+pX +q, P =3x% + pde racines r et 5.

]

" 2
Avecr+35 =ﬂclrs=§.1] vientr® +5° = (r+s)® — 2rs = —FP etri+s° =(r+5P —3rsir+s) = 0.

3 o« 2
27 . . )
Alors PiriPis) = %{_q donc P a une racine double si et seulement si 4p? + 279% = 0.
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b) P =x3 — 8x% 4 (13— X -ﬁ-—ﬂ?ﬁip(xir%) = x5~ 2 (3N425)x - %{Eﬂh +125).

: : . 4 4 ‘ ;
Il 'y a une racine double si et seulement si ~ (3 +25]|:F + gylB3 A +125)% = 0, Cest-a-dire :

Ad — 1222 —375) = 0, ou encore A€ {0, -3, 125},

B 25 250
P::rur5~.=[l-,F=x3~ExE+lﬂ.H—EEtQ=F(X+E}-xE-TJ{-Tr.

Les racines de ' = 3x? - ? sont :l-_;.

. 5 .. . 10 .
La racine double de g est —3 e il vient que ["autre est 7 les racines de P sont alors 1

{double) et &.
Pour A = =3, P = X* — 8X% 4 16X = X(X — 4% Les racines de P sont 4 (double) et 0.

Pour h = 125, P = X% — Bx? — 112% — 256 et 0 =P(K+g) =x3—¥x— l—ﬁﬂﬂ—“.

Avec @' = ax? - ?. on voit que la racine double de © est — %, 'autre est %
Finalement, les racines de P sont —4 {double} et 16.

¢) P a une racine réelle au moins.

Pour A = 4p® + 27¢° = 0, les racines de R sont réelles ; on choisit u réel, donc :

- _F _ *
u Eréeletu vER".

Alors u + v € R 1 les autres racines —é{u+u + 1v3lu = v)) et —él{u +v = 1v/3lu — v)} sont

conjuguées non réelles.

Pour & < 0, u? et v? sont conjugués non réels. Avecu tel quew =, ona u +i, ju +ju et)?u +/%u

réels.

6) a) Awvec I'analyse précédente, on a 4p® + 27g% < 0 (donc p < 0) et les racines de R sont

conjugées non réelles,

= re!® g =4/ -2
b) Avecu = re”, onaull = -3, doncr = T
q

3
u? étant racine de B = X% # gX ~ %, ona2Reu? = —g, c'est-2-dire cos 30 = -3

€) En application numérique, 4p” + 27¢° = =54 <0,
1 ., - 2 2w 4w 2
r=1etcos3d = wicest-a-dlreﬂ- ?mnd—ﬂ— oufdl= ?mufl—ﬂ—.
. 2w 4 o
Les racines sont 2 eos o 2 oom 'l et —2 eos 5

2
Algébriquement, les racines de R = X2+ X +1sontj=e 7 etj’

W
Une racine cubique de j est e% . pour la méme conclusion.
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3 Polyndomes de Tchebychev

n est un entier naturel non nul.

1) Montrer quiil existe un polyndme et un seul T, tel que :

ViEH, Talcost)) = cosnt
et qu'il existe un polynome et un seul S, tel que Wi ER, sint Splcost)) = sinnt.
Montrer que Ty, et Sy sont dans F[X . Préciser leurs degrés et coefficients dominants.

Les polyndmes Ty et Sn sont les polyndmes de Tchebychev, respectivernent de premiére et de
deuxibme espéce.

Pour uniformiser les notations, on pourra poser Tp = 1 et Sg = 0,

2) a) Trouver un lien simple entre 5, et T),.
b) Montrer que T, est solution de U'égquation différentielle :
(x? — 1" + XP' = np (1).
c) Montrer que S, est solution de I'équation (X% — 1P + 3xP' = (n% - LI (2).

3) En exploitant ['équation différentielle (1), calculer les coefficients de Tn.
En utilisant le lien entre T, et S,, calculer les coefficients de 5,.

&) a) Soit @ = X"T, (é(x " %)] Montrer que @ = é{x“" & 1),

b) En déduire que, pour tout t ERH, Taiche) = chint),
¢} En considérant x"(x ! )5,.1 (é (x - l) ) mantrer que shit Spicht) = ghint).

X X

Solution

1) On connait Tricost) et Spisint) pour t£50, 7/ 2, "est-d-dire Taix) et Salx) pour xE10, 1]
et ceci garantit leur unicité.

Formule de Moivre : (cost + i2int)" = cosnt + | sinnt ; on développe et on sépare les parties
réelles et imaginaires. [ vient alors :

cos(ni} = z r—ljk[:ﬂﬁcm"'“tajn%!= Z i—lilk[::km"_nt{l—maiﬂk,

e Dike iz i m
. Bk +] k-1, . N .
sin{nt) = Z (~1FC, eos™ * L esin™ 1 ¢, ce qui s'écrit aussi
I=2kel=n
. . sl -
sinint) = sint Z =1k 0L cos™ P (1 - cos® 1,
I=ik+]=n
oo 2Kk -t E.k |. — —
d'oit Ty = E O xm2x® — 1)* et 8, = z Co xn—-ly? _qyk,
stk an l=2Zk+l=n

Notons que deg Tn = n et deg S = n — 1. Ce sont en effet des sommes de polyndmes de degrés
n et n — 1 respectivement, avec des coefficients dominants tous positifs,

Ty €5t la somme de polyndmes de coefhicients dominants [f( et Z I:E'r =2" 1
=2k
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. . =1
De méme, le coefficient dominant de 5, est E =21,
1=2k+1=<n

On note également que Ty et Sp sont des sommes de polyndmes & coefficients entiers, ce sont

donc des polyndmes a coefficients entiers,

2) a) En dérivant Tplcost) = cosnt par rapport a t, il vient :

—gint Tpleost) = —n sinint) = —n sint Salcosi),
donc Tpicost) = nSpicost) pour sint = 0,
L'égalité des fonctions polynomiales sur )0, 1[ donne Ty = nSq,
b) En dérivant sint Splcost) = sinnt par rapport a ¢, il vient :

cost Snlcost) — sin® ¢ Shicost) = ncosnt = nTalcos i),
d'oli cos t Snlcost) + (cos” t — 1)Sh{eos 1) = nTnlcost) et il $'ensuit ;
XSp + (X% — 1)8}, = nTy
puis XnSa +niX? — 1)85 = n®Tn et enfin, avec nSn = Th etnSh = Tn ¢
(X% — 1Ty + XTp = n®Tn.

¢) En dérivant X5, + (X% — 1)8, = nTy, il vient 3XS), + Sp + (X2 — 1)SY = nT,, = n®S,, d’oir :

(X% - 1)8) + 3x8), =(n® - 1)5,.

3) On écrit Ty sous la forme Ty = E (=1*a X", On sait que ap = 2",

O=2ksn
Ta= 3 (=1Fn —26iaex"" " donne xT; = 5 (=15n — 2ayx"
=2k e OsBg=n—1
Puis Ty = E (—17%(n — 2ikin — 2k — Dagx"™ 22 donne :
=2ken—2
1= Y (—10Mn - 2k - 2k - Dagx"
OeBicmin =2
et aussi T) = — Z (=150 — 2k + 2N — 2k + Dag_ 1 X",
P Tsin

Par comparaison des termes en X" ™% dans (X* - 1)T} + XTj = n®Th, on obtient :
(n® = (n — 2k )ay = (n = 2k + 1)in ~ 2k + L)ay_,

(m = 2k + 1¥n - 2k + 2)

dkin — kJ a1 et on obtient :

< est-d-dire ay =

nlin -k -1} _ g op_pnin =k =1}

Ai=—2k=1
ay =2 n=3kklin =11 clin = Zich]

Avec Ty = nSp ¢t Sp = z (—1F b X"~ ** 1 il vient nby, = (n — 2k)ay, soit :
1=k lsn
h EH_E*:_I {J"!—L'—'].}!
k [ |

in — 2k — 1}Kk!

On peut remarquer que ay, = “—fﬁhk-

i, -t it , _—int
4) a) Pourt ER,ona Ty [:E +2£ ) =£ +; et par suite :
Tn (%{=+ %]) = %[z" + 5.,] pour tout z € L,
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On considére alors @ = X" Ty (é (X + -xl—]l ) .

n
Pourtoutz€U,ona Qiz) = % done @ = %{ﬂ" + 1.

e +e

3 Eﬂﬂ:-[ + l
b) En particulier, pour tout réel ¢, ™ T,:( g ) = 3 , C'est-d-dire :
Talchi) = chint)

¢) De méme, on obtient X" (.:'i - x-l-)Sn (é (I + ‘-1,1-)) = X*" — 1 et on en déduit ;

Snlchi) = S—IEI-:::IT”

ce qui donne les valeurs de Trix) et Sqix) pour x|, 400,

4 Une équation polynomiale

A et B sont des éléments non nuls de RIX ], de dérivés A’ et B'.
Pour k € R, on note A'*' e polyndme dérivé d'ordre k de A,
Lobjet du probléme est [&tude des couples (A, B) qui vérifient

M AnB=1 .

Eqa 5 s ol a est un réel non nul.
(2} X(A'B-AB")+X(A* —B*)+aAB =0

1) Supposons que (A, B) est un couple solution.

a) Montrer que X divise un et un seul des polyndmes A et B.

b) Montrer que A et B ont le méme degré, noté n, et que les coefficients dominants de A et
de B, notés dom A et dom B, ont la méme valeur absolue.

¢) En supposant que X divise B, montrer que A divise B — A", En déduire que
(3) ilexiste e |{-1.1} tel que B — A" = eA.

d) Montrer que
{4) XiA-B')+aB=cXB puis
(50 XiZeA'+A")=aleA+A")
e) En déduire que a = Zn.
2) On suppose que a €M est pair avec a = 4, et on pose a = 2a.
Soit alors (A, B) un couple vérifiant (3) et (5) et tel que BI(O) = 0,
a) Montrer que A(0) = 0.
b) Montrer que pour tout k €L 2. n 1, on a
(6) XA™' =2ein-k+2"% 420 -k+2-2ex1a%V

¢} Soit D le pacd de A et de B. Montrer que D divise les polyndmes dérivés successifs de A.
En déduire que A et B sont premiers entre eux.
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3) On suppose 3 nouveau que B(0)= 0 et que a est un entier pair :
a=2n avec nE N,
a) Déterminer les polyndmes A, normalisés et de degré n, qui vérifient (5).
Pour cela, avec A = X" + "Zt apX?, on exprimera ap en fonction de n et de p.
p=0
b) Déterminer les polyndmes B tels que (A, B) soit solution de Eq,.

Solution

1) a) Avec aAB = -X(A'B — AB' + A® — B%), il vient que X, premier, divise AB donc il divise
AouB.
Comme A et B sont premiers entre eux, X divise A ou il divise B mais il ne divise pas A et B.

b) Supposons par exemple que 'on ait deg A < deg B. Posons a = degA et f = deg B.

On adeglA'B) = o + B ~ 1 = deg(AB'), donc deglA'B ~ AR )=+ P~ 1,

d'ol deg X(A'B — AB'} = a + B < 2.

Avec degA? = 2x et deg BY = 2B, on a deglA® — B?) = 28 puis deg X(A® - BY) = 2p 41,
Alors, avec deglAB) = a + B < 24, il vient deg(X(A'B —AB"1+ X(A? — B+ aAB) = 2P 41, ce
qui est contradictoire avec X(A'B — AB') + X(A® — BY) + aAB = 0.

D¢ méme deg B < deg A conduit & une contradiction. On a done deg A = deg B et on note i ce
degré commun.,

» Ensupposant |dom A| = |dom B|, alors on a dom A” = dom B® et, avec deg A® = deg B = 2n,
on obtient deg(A® — B%) = 2n puis degX(A%2 —B%) =2n + 1,

En examinant les degrés de XiA'B — AB"), de X(A® — B®) et de AB, il vient que le coefficient
dominant de X(A'B — AB') + X(A% — B) + aAB est celui de X(A% — B®), donc non nul. Cest
encore une contradiction.

En conclusion, il est nécessaire que degA = degB et [dom A| = |[dom B|.

¢) Comme X divise B, il ne divise pasAetonaX AAd =1,
Comme A est aussi premier avec B, il est premier avec XB.
En écrivant la relation (1) sous la forme XB(B — A') = A(X(A - B') + aB) (1)-bis,
il vient, avec le théoréme de Gauss, que A divise B — A'.
Il existe done un polyndme @ tel que B — A = AQ.
AvecdegA' =degB —1=n-1,0onadeglB —A')=degB = n.
Avec deg AQ = n + deg @, on obtient deg @ = 0, c'est-d-dire Q = B*.
On a vu que les coefficients dominants de A et B ont la méme valeur absolue. 1l en est alors de
méme pour A et B — A',
On en déduit que B — A" = £ avec s € {-1. 1} (3)
d) En reportant B — A" = eA dans (1)-bis, on obtient XA — B') 4+ aB = eXB (4).
En dérivant B = A + A', on obtient B’ = g4’ + A" et, en remplagant dans (4), il vient
XA~ XieA" + A" )+ aled + A') = eX(eA + A'), est-d-dire :
(2eA" +A"IX = aled +A") (5).
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) Soit an le coeflicient dominant de A. Celui de (2 A" + A"} est égal 4 2 & naa, et celui de
aleA + A') est a ean, Alors, avec ap =0, 2& nan = a £ an donne a = 2n.

2)

On étudie MNaspect réciproque de fa partie précédente.

a) En utilisant B — A" = eA, on a sA(0) = —A'(0).

Sion a A0 = 0, alors A'(0) = 0 donne que 0 est racine au moins double de A,

Soitr = 2 'ordre de multiplicité de la racine 0 pour A. Posons A = X"U, avec U10) = 0.

Pour utiliser (5), exprimons A" et A",

A= X W e XU et A" = rir — DX 20 4 207 4 XTU

En reportant dans (5) et en simplifiant par X", il vient

ZeX(rl) + XU )+ rlr = DU + 20XU° + X2U" = 2nieXU +rU + XU'),

et on en déduit rir = 1U(0) = 2rat{0) et U0 = 0 donne r — 1 = 2n, doncr = 2n + 1.

Une racine de A ayant un ordre de multiplicité au plus égal au degré de ce polyndéme: r < n, la
contradichion donne A(D) = 0.

b) Pour k = 2, la relation (&) se lit XA" = 2enA + 2(n — eX )4,

c& gui n'est autre que (5} en tenant compte de 2n = a.

Procédons alors par récurrence sur k = 2.

En dérivant la relation 4 lordre k : XA™ = 2e(n — k + 204% 2 4 (20 — k + 2 - 2ex)a'k-1)
il vient A" 4 XA 2 G e (n — k4 2%V 4 (20~ k42 - 2eX1A™ — 2 g Atk

etil s'ensuit XA® Y = 2ein - k+ DAYV 420 - k4 1 = 22 X214 Cest-a-dire la relation &
l'ordre k + 1. On a ainsi prouvé (8) par récurrence.

c) A' = B — A permet de voir que D divise &'

Si on suppose que D divise les polyndmes dérivés sucessifs de A jusqu'a l'ordre k — 1, la relation

(6) montre qu'il divise alors XA™,

Comme X ne divise pas A, il ne divise pas D.
Alors D & X = 1 et D divise XA™' implique que D divise A",
[l vient donc que D divise tous les polyndmes dérivés successifs de A.

En particulier D divise alors A'™', donc D est constant. 1] s'ensuit que A et B sont premiers entre
eux.

" " n
3) a) Avecas, = l,onaA = Zupx"'..".' = Epapxl"] eta’ = prp - 1]upx"‘“_
P:[:I Fll ﬂ“"‘E

Aveca =2n,(5)selit 2eXA"+XA" = 2neA - 2nA' = Oeton a donc:

n R [}
Eﬁzpapxp+2ptp - LlapxP~! —Enszupxp - 2n ipupx”'l' =0

p=1 p=2 p=0 pai
n n-1| n n-1
ou aussi 2 e Ep{lph’p + Epip + 1iapa XP — 2n s Enp..'l."p - 2n Eip + Lag, XF =0
=0 =i =il peir

100 « Thémes détude = Problémes



Le coefficient de X" est nul ¢t le térme constant est —2n £ dp — Znay, donc eay + ag = 0.
Rappelons que I'on a ag = 0.

Pourp €0 1. n — 11, le coefficient de XP est 2& pap + pip + Llag,) — Zn e ap — 2nip + Llag.y
etilvient 2e(p—nlap =i2n—plp+ llag,;.
Notons que cette relation englobe celle vue pour p = 0.

I nin +1) nin+ 1)
Avecan = 1, il vienta,_g = g, @n=—&—F—.
(n—1Kn +2]| gln — Linln + 1in + 2)
Alorsay—g = — =g —an-1=(~#) 27 21
, , {n - 1kn —p4+2)...dn+p=1)n+p)
On obtient ensuite a,_p = (=¥ A PEP - —oF —F
% pl
T e in+ph - i m—p (2Zn — pi!
C'est-a-dire anp = {_EPEP w pl w(n — p)! dob ap = (-£) 2" Fin — p)l x p!

n=1
b) Avec B = A + A', on pose B = X" +Z bpX” et on obtient by = sap +(p + Dag..
=il
Cela nous donne les solutions avec A normalisé, les autres sont les (AA, AB) avec & réel non nul.

5 Décomposition d’une fraction rationnelle

Soit nEM” et (ag))xk<y une famille de réels deux a deux distincts, différents de 1 et de —1.

n
On considére le polynome @ = H{x — ;) et la fraction rationnelle
k=1
_ 1
xZE Z1g°

La forme attendue de la décomposition en éléments 5impl-e*s st :
F_ —1 +l+z|:x ]2+kzx—uk [l]

1) Calculer u et v en fonction de g(1) et de Q(—1).

ia

1

2) Montrer que up =
@2 - D[Q'tap)]”

1
(ag — 1)*[@'(ap)]
4) Soit 5 =(x% - 19" + 2Xg'.

a) Montrer que les v, sont tous nuls si et seulement si il existe AER tel que 5 = Ag. Préciser
x en fonction de n.

3) Montrer que vp = — 5 (2ap@'iap) + (a3 — 1)9"lap)) -

b) Déterminer le polyndme g tel que tous les vy soient nuls dans le cas olin = 2.
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Solutioh

1) Classiquement [(X — 1F{X))1) = u et [(X + LIFX)i-1) = v
d'ol —E—l et _E_]
W = = — B
2G7(1) 20% (=1}

1
2) OnaliX — aplF(X)Nap) = up avec (X — apPF(X) = —y—— olton a posé
'

(x* - 1)0
. 1
Qp = | |1X —agd lvientdone up = — T—.
H} fag — Li@plap)
Q = (X — ap)Qp donne Q@' = (X — a,)Q}, + Qp puis O'lap) = Gplap) et
1

= _E 5
mf. - 1)[@"(ap)]
3) En multipliant la relation (1) par (X* — 1)9%, on obtient :

n
1= {ulX + 1 +eix — 1))@% + Z{u,r +ulX — ey ) ) (X% - 1G5
k=]
Dérivons :

n T
0={u+0)@% +2(ulX + D+vlX - 1)00Q" + Eusz -1t + EZ{uk + (X~ ay)) X0}
k=1 kwl

it
+23 (g + olX - @) (X* - Q@i
Compte tenu de Qplap) = 0 pour k = p , on obtient : .
0= l_:pmf.. - ugﬁmp I+ Eupupﬁlgmpl + Ellp{ﬂpz - 1@plap)@plap)  (2)
Or@=(X-ap@pdonne @' = (X —apl@p +Gp ¢t @" = (X —ap)@p + 20y
d'ou Q'lap)= Qplap) et @"lap) = 2Qplap).
En substituant dans {2}, il vient :
0 = (ag - 1) {vpl@'(ap) + up@'laph " ap)) + 2upaplQ'lap) .

est-d-dire , avec @'lap) = 0, 0= lag — 1{vp@lap) + up@"lap)) + 2upap@’lap).
d'olvp = - EE—UFT’MPJUH‘E - 1)@"(ap) + 2ap@'iap)), soit enfin

_ 1

= (ap — 17 [@(ap)]

7 (2ap0"(ap) + lag — 1)Q"(ap)) -

4) a) Les vy, sont tous nuls si et seulement si tous les ay sont racine de 8, ¢'est-a-dire que S est
divisible par @.

Le coefficient de X" dans 5 est (nln — 1)+ 2n ) c'est-a-dire nin + 1)

5 érant de degré n, il est associé A @ et 5 = nin + 1)3.

b) Pourn = 2, onah = 6.

On est amené i déterminer @ = X2 + aX + b tel que (X* - 1)@" + 2xQ' = 6Q.

. R 1 .
Par identification,a =0 eth = - oL SOHL O = x% - %
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B <ojcts doraux

A Borne supérieure et partie entiére

Ex. 1
Soit f : [0, 1] — [0, 1] une fonction croissante, Montrer qu'elle admet un point fixe.

[l ’agit uniquement d'un probliéme d'existence, sans objectif de calcul.
La notion de borne supérievre est un cas typigque de ce genre de probléme.

On peut alors considérer la partie A = {x €0, l]l_r[x] = x} et, bien que cela ne constitue pas
une preuve, un dessin peut permettre de voir que la borne supérieure de A est un point fixe de f .

La question clé est de voir comment utiliser [a croissance de f.

Sifi0) = 0ouf(1) = 1, alors f admet un point fixe. Rappelons gue un est & prendre au sens de

BUFT @i 0TS,
On se place maintenant dans le cas ob f{0) = 0 et f(1) < 1.
Considérons alors 'ensemble A = {x €10, 1]{f(x) = x}. Il est non vide (il contient 0} et il est

majoré {par 1), Ainsi A admet une borne supérieure ; notons-la s.

O peut espérer avoir f(5) = 5 et pour I'établir, on peut montrer par I'absurde que f(0) = D et
iy = 0.

s Supposons quefis) >setposonsr = f(s)—s>0.Onas+r=fis)= 1.

[l vient alors (% = |s, s + [ C [0, 1]. Par croissance de f, on a fly) = f(s) pour tout yEls, s + r[.
Pour tout y < s +r, on a aussi y < f(s), d'ol y < fiy) pour tout yEls, s + rl.

Alors @ w s, 5 + r[C A, avec r » 0, est contradictoire avec s = sup A. [l s'ensuit f{s) = s.

» Supposons quefisi<setposonsr=5—fisl>0.0nas-r =fis)=0.

[l vient alors & = |fis), s| €0, 1]. Par croissance de £, on a f{z) = f{s) pour tout zE]fis), s].

Avec fis) < z pour tout zE|f(s), s, il vient & = |f(s), 5] C A, ce qui est en contradiction avec
s = supA et il s'ensuit fis) = s. Finalement, on a f(s) = s et admet s pour point fixe.

Ex. 2

]
. ) . . . 1
Etant donné x réel, on considére la suite (unlyen- définie parun = — E E(2kx).
n
k=1

Montrer gu'elle est convergente, de limite x.

Denx pistes sont & explorer face & un probléme concernant la fonction partie entidre :
= la définition E{x)=x < Elx}+1 ousavariantex — 1 < Elx) = x,

a &=+ Elx)est caractérisée par Ve [0, 1L Ex) =0 et Vx ER, Elx + 1) = E(x)+ 1.
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. nin+1) .
PnurtnutkEll.n].nnaﬂkx-lﬁEiEkijEkxﬂ,avecixEkz 5 . il vient :
k=1
ri 1] ri
ExEk—n:ZEEEEI]EEIZk
k=1 k=1 k=1

n+l 1 n+l x =1

puis - —<up = x. Alors

_E"_I
< Ligp == X -
" n

Encadrée par des suites de limite 0, la suite (un — x) converge vers 0, d'ol limug = x.

e

Ex. 3

Etant donné x € R, simplifier expression E (;) +E (%—1)

1l s'agit principalement d'un probleme de fonction définie sur K.
Soitf la fonction définie sur B par fix) = E ('E ) +E (IA—E—I)

PﬂurﬂfE.t'fl.ﬂnﬂﬂHE%tlﬂﬂﬂ%tl,d’ﬂﬁjh}=ﬁ.

Pourtoutx ER,onaflx+1)= E(%) +E(%_2) =E[:'t%1) +E(; + 1)-
Avec Ely + 1) = Ely)+ 1 pour tout y € B, il vient flx + 1) = flx)+ 1 et la caractérisation de la

fonction partie entiére donne f = E, c'est-i-dire E (%) + E{%—l) = Eix}.

Ex. 4

Etant donné n & M°, montrer que la partie entiére de (2 + /37" est un entier impair,
On pourra vérifier qu'il existe aq et by, dans W* tels que (2 + v3)" = an + by V3.

i

La formule du bindme donne : An = (2 +/3)" = E Eﬁ[u"ﬁ]tﬂn_t.
k=i
Drans cette somme on sépare les ke pairs des k impairs pour obtenir an et by.

OnadoncAn= % 2k gkgn-2% , 3 Yy 2+t ghgn=2k~1 qui est de la forme :
D Th=gn 1T alnn
an + b V'3, avec an et by entiers naturels.

La cké du probleme est dutiliser (2 — /3)" qui est dans 10, 1[ et qui s'exprime également en
fonction de ag et de by.

fl
OnaBy =(2 -3y = E CE—v3F2" % ou aussi :
k=0

Ba= Y (gFen®_y3 ¥ [algkgnotked
O=Zk=sn | =2k+]=n
donc Bn = an — ba /3.
OnadAn +Bn = (2+v3)" +(2 - V3 = 2a,.
Et,de0<2— 3 <1,doncd <By < 1, on déduit Ay < An + By <A + 1,
Alors A, = (24 v3)" vérifie Ay < 2an < An + 1, cest-d-dire 2a, — 1 < Ay < 2ap, ce qui montre
que la partie entiére de (2 + +3)" est 2an — 1, qui est effectivement un entier impair,
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Ex. 5

Comparer El(y/n +vn + 1) et E(v/dn + 2) pour n € K",

Une premiére indication vient de la comparaison de o/n + v/ + L et vidn + 2.

(vdn +2}E — (W +vn+ 1}2 =2Zn+1-2ynin+ et (24/nin + 1]-}E =dn? + 4n < (2n + 1)*

montre que /a +vn + 1 < /'4n + 2, On en déduit que :
E{yn+vn+1) =E(v4n +2).

On peut raisonnablement envisager que cette inégalité pourrait étre une égalité.

Un moyen est de prouver que I'inégalité stricte est interdite.

Procédons pour cela par I'absurde,

Supposons que lon ait E{ 7+ vin+1) < E(VAn +2) et notons p = E(vdn +2).
Dans M, E{yn + v+ 1) <péquivant aE(yn+vn+1)=p- 1
Dna[ﬁ+ﬁ}—l<£‘{-ﬁt‘+m =p—1donc yA+vn+lep.
Ftavec p=E(van +2) = Van + 2, il vientalors ya+vn+1<p=in+2

Eliminons les racines carrées par élévation an carré.

Onadonc 2n + 1 + 24/nin + l]a:pE = 4n + 2, ou encore :
2-'.-"r'|[r'¢~Ir1JIa:j:|n2 —2n=-1=2n+1.

En posant g = p° — 2n — 1 = 0, une nouvelle élévation au carré donne :

4n2+4n:q2'54n2+4ﬂ+].

I n'y a pas d'entier strictement compris entre deux entiers consécutifs.

donc, dans un contexte d'entiers, q° = 4n® + 4n + 1.
Alors @° = (2 + 1)* donne g = 2n + 1 puis p° = 4n + 2, ce qui montre que le reste de la

division euclidienne de p* par 4 est 2,

La contradiction attendue ne semble pas encore apparue. Cependant une dernidre remarque
permet de conclare,

Or tout carré d'entier ne peut avoir que 0 ou 1 pour reste dans la division enclidienne par 4. 11
suffit en effet d’examiner :

(240 = dke? et (P + 1P = diclic + 1) + 1.

En conséquence I'hypothése E{yn+vn + 1) < E{v’ﬂn + 2) est contradictoire, et en conclusion,
pour toutn EM°, on a:

E(va+vn+1) =E(vdn +12),
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B Suites réelles, limites

Ex. 6
On considére des suites réelles (un) et (vn), toutes deux de limite 0. On suppose en outre (pq)

strictement décroissante. Montrer que si la suite (”"-—""”:] est convergente, de limite ¢,

Lirp —H'J-“,l_

alors la suite ("—"—] est de limite £.

Un

La décroissance stricte de (vn) donne vn — vy, > 0. Etant en outre de limite 0, elle est
strictement positive.
Cela donne un sens aux deux suites formées & partir de (un ) et (en ).

De plus, cela permet de multiplier des inégalités par vn — vy, sans en changer le sens.

' ' Up — U
Pour tout « > 0, il existe ¥ € M tel que, pour toutn =N, ona £ — g « ——0°1

On en dédut (f — alvn — vpep) < ltn — Upeg <8+ adon — 0 L
]

Pour tout p » n, on forme la somme E des inégalités ainsi obtenues. [l vient :
c=n
f - alvn - Upel) < Un — Upy) = (f = alvg - up.”]'.

Clest le moment d utiliser que (0 ) et {0y ) sont de limite 0.

En fixant n quelconque, n = N, on passe a la limite pour p tendant vers +o0o et on obtient ;
= ety =up =0 — aug.

Et il reste a diviser par vy > 0 pour obtenir en final :

We>0, INEMN, YnEMN,n=2N = f—aﬁﬁ—:ﬂm,
i établit lim o2 = ¢
ce qui it lim o= = (.

Ex. 7

m
Pour n =M, on considére la fonction f,; de B dans R définie par fhix) = -1+ Zxk.
k=1

Montrer qu'il existe un unique réel positif, noté a,, tel que fulaq) = 0.
Montrer que la suite (a, ) est décroissante et étudier sa convergence.

Onafa(D)= —1etfalll = n—1=0, Le théoréme des valeurs intermédiaires {avec la continuité
de frn ) donne 'existence de a, €0, 1] tel que foian) = 0.
LCunicité de an provient de la monotonie stricte de i sur [0, +0c] .

Daing ce type de suite, la monotonie s'étudie en examinant le signe de f,.1(an ) et avec le sens de
variation de f; ., 5-

]

Ona fr.pix) =falx) + x"*, En particulier, f,,qlon) =af*! = 0.
Par défnition de a,, . on afglan,.) =0, donc falan. ) = felaak

Avec la croissance stricte de [, 1, Il 8'ensuit a,.q < da.
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La convergence de la suite (an ) est immédiate. On peut s'attacher & préciser la limite.
Décroissante et minorée (par 0), la suite (an ) est convergente,

Sa limite € vérifie 0= § <ag et folx) = —1 4+ x & x° donne az = # <1, 8,
1-all .
Pourn =2, ona 0= fylan) = ~1+an ﬁduﬂ:
1
1-ap=an-aj*!, ouencore ap = 5il +aptl),
Avec 0 <ay <ag, il vient 0 < a*! < u{_.”l etiim:::E"' = 0 donne lima™! = 0.
. . 1
On en déduit que £ = lima, = 7
Ex. 8
S0it 0 < a < b et les suites (uq) et (v, ) définies par :
2 2
- _ _ Ug _ Un
up=a,vg=h, ot YneER, uy,; = s onr Unel = T

Etudier les suites (uq) et (va). En déduire, pour 0 < x < 1, la limite de ]_-_[l[l +x7),
k=10

]} Il est aisé de voir que l'on aun = 0 et vy = 0 et que uy < vy pour tout i,
[ est awssi aisé de vériher que (un } et (vn ) sont strictement décroissantes.

On a wg = 0 et vy > 0. 11 est immédiat que, si on a un > 0 et vy = 0, alors, avec:

2 2
_n_ . _n
[ ¥4 = L&) =
&l Hﬂ +uﬂ ﬂq-] uﬂ +u“:

i vient gy, = 0 et vgey = 0.
En conclusion, on a un = 0 ¢t vn > 0 pour tout n.

2 '
Up —u . ,

Pourtoutn €8, on a vpey — gy = u" < u" = Un ~ Ln, 08 qui montre que la suite vy — ug)

F1 i}
est constante, D'olt Wn € M, vn = un + b — a, et en particulier, a < b donne v > ua.

2
Ligy Ligi Lt . - .

Onaupe —Un = eyl [l reerernd d'on la stricte décroissance de (uq ).

La relation v = un + b — a montre qu'il est est alors de méme pour (oq ).

[Mcroissantes et minorées (par 0], les deux suites sont convergentes, Attachons-nous i la déter-
mination de leurs limites.

i sun d'oi !
I_I,I VIEMY Ligeq = g lin O, pOUr toul iy, Uy e = ?uu.

AVEC Lipy < thy €1 U = —
" n m+l Unp + U

a . = '
Alors 0 = up < i donne limuy = 0. Et ensuite, vp =un +b —a donne limvy = h—a.

E} Lurgence est d'établir un lien entre les deux questions pour donner un sens & l'indication
cxplicite : ®en déduire. . . ¥,

2 P an
Upsey Uy . . lp Ligy
On a, pour tout n, Tevetali: et il s'ensuit vl [—) = (E} ,

1] LK
n+l = i

i1
."weuﬂﬁriqb.,::l-npw:w;':En::unaﬂ-:,r-;'l,

n r
L o= b . . Ug
J-".Inr:rrs].+un =] +x°, ETPH—H[].-I'-I } se lit aussi Fn_kH,:,(1+ I)
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A défaut d'avair conclu, on est revenu alx suites (g ) et (py ) bien maitrisées.
N'publions pas que les produits de quotients se réduisent aisément par télescopage lorsque
ceux-ci sont formés avec des termes d'indices consécutifs d'une suite,

Notonsque ona 1+ —% = STl _ Dg e >0k _ Pk ot il Sensuit que Pn = %
) ;
Uk Vi U Ulewl Prsl

Aveclimun = b — a, il vient limPy =

b 1 et finalement, lim P !
b—-a 1-a/b ' G

On est parti de I'examen des suites (un ) et {un ), Cest-d-dire de @ et b, pour faire aparaitre le
quotient x de a par b.
1 faut, pour conclure, partir de x et installer des a et b convenables.

2 < x et on construit les suites (tn) et (vn) 3

Etant donné x réel, 0 < x < 1, on note que 0 < x
partirdea = x? et b = x.
L'étude précédente montre que tout autre choix de a et b vérifiant 0 <a,0 <b eta = bx

permet de conclure.

Ex. 9

Pour n R, n =2, montrer que le polyndme P, = X" — 5X + 1 admet un unigue zéro a, dans
10. 11, Etudier la suite (aq).

I'existence de an vient du théoréme des valeurs intermédiaires. Pour 'uniciié, il faut étodier les
variations de la fonction polyndme Pr.

La fonction polyndme Pn est continue sur [0, 1),
Avec Pol0) = 1 et Pa(l) = =3, le théoréme des valeurs intermédiaires montre Uexistence de
an€0, 1[ tel que Palan) = 0.

. b — 21 o+ vl
Py(X) = X* = 6X + 1 admet pour racines les réels ap = —5—€0. l ety = —+E—-J_ =1L

On étudie maintenant le cas ol n > 2. Avee P"ix) = nin = 1™ 2, la fonction P}, est strictement
croissante sur [0, +ocl.

Ona Phix)=nx""' -5 doncPh(0) = -GetPy(l)=n—5.Pour2=n=5,onadonc Pyix) <0
pour x€)0, 1[, donc Pp est strictement décroissante sur [0, 1].

Alors an est I'unique valeur d'annulation de Py sur 10, 1[.

Pour n = 5, la fonction Pf, admet une unique valeur d’annulation rn sur )0, 1l en conséquence
de la continuité et de la croissance stricte de P, sur cet intervalle,

On a ensuite Py (x) < 0 pour x €[0. ral et Phix) = 0 pour x > ra.

Par suite, Py est stricternent décroissante sur [0, rp | 2 stricternent croissante sur fra, 1],
Avec Pull) = =3, il vient Palx) < 0 pour x € [ry, 11.

Il s’ensuit qu'il y a au plus une valeur d'annulation sur J0, 1[.

L'étude d'une suite a pour objectif principal de se prononcer sur sa convergence éventuelle, La
monotonie de la suite (an )y 2o sera un excellent argument,

En conséquence, on a Polx) > 0 pour tout x [0, anl et Prix) < 0 pour tout xElaq. 11.

Comparons alors an et ag,; ;onaag = 5ag — 1 el ap > 0 donne 5ap — 1= 0.

Par ailleurs, P,,,1(an) = a™*! — 5a, + 1 = asla” — 5aa + 1) + agiSas — 1), done :
Prilanl = anlban — 1)

et de Py iqlan) > 0 on déduit que an < apqg.
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Croissante et majorée, la suite (an ) est convergente.

11y a liew pour terminer de calculer cette limite. ay est vraisemblablement @petit® of on conclut
avec dp = Sang — 1.

— . ) 2
Ave-l:l]:ﬂncl,ﬂﬂcntﬁﬂn—l:f.lﬂ-:lenls’ensult{)-:un-:g.
i e n - . 1
Onadonc 0 cap < (E) ,d'oll limag =0, Et finalement il vient liman = =

Ex. 10

Soit r un réel, 0 <r < 1. On considére la suite (u,) définie par

ODecugeny et WnER, upug=tn,.g+ AT
Montrer gque cette suite est convergente.

Compte tenu de ug > 0, uy > Detde r > 0, on voit que Yn E M, uy > 0.
Et on en déduit que (uq ) est strictement croissante.

Pour que la suite (Lq ) soit convergente, il suffit alors qu'elle soit majorée.

En utilisant un = iy, on réduira la comparaison & deux termes de (1n ).

AVEC Uy = Uy, g, 1l vient .o = (1 + "] Migaqs cest-d-dire up, ) = (1 4+r"luy pourn = 1.
i
Les iy étant strictermnent positifs, on en déduit uy.q = uy H“ +rky,

k=1

n
Il sufhit alors de majorer 'ensemble des pn = Hl’] + rk},
k=1

Et pour cela, il suffit de majorer les sy = fnpy = E fn(l+r"),
k=1

4] i
Linégalité classique il + x) = x pour x = 0 donne zufnfl +F) = Zrk,
‘.’:I k=1

- k 1-r" 1-=r 1
Pourrw=1l,o0na Zr =—]-—ret|:|¢r-sldnnne 1—r£1—r'
kel

1 . .
Les nombres s, étant majorés par = la suite {un ) est majorée.

Ex. 11

On considére la suite (uq lpen- définie par u, =

fn n!
f
Montrer que la suite extraite (ug, ) est de limite +sc.

En comparant wa,, et ug,, montrer que (u,) est de limite +ac.

Montrer que la suite (vg), -2 définie par oy = En_lnf Z E({n k) est convergente.
k=1
En donner La limite. (Ici, E est la fonction partie entiére.)

110 4 Sujets d'oraux



L
Une ¢lé est de noter que fnn! = Z in k. Pour montrer que lim wa, = +00, on peut chercher

k=1
i minorer Ug, par un terme de limite infinie, par exemple fn n.

1 2n 1 i 1 2 1 i
Décomposons usg en Eka=EEmk+ﬂ z mk.-ﬂnaﬁzhkaﬂ.ct,
k=] kul kmr+1 k=l
n
pourk€l[n+L2nkonatnk=fmndonc » fnk=nln
k=n+1

. 1 o s _
On en déduit que ug, = 5 fnon, et il s'ensuit limus, = +00.

Une démarche analogue permettrait d aboutir au méme résultat pour (g, . ). La comparaison
demandée de Lg, .1 € Ugy, oriente vraisemblablement vers tag . ~ Way.

Rappelons une régle fondamentale : s on a xn = an + By avec Bn = odan ), alors xn ~ an.

fni2n + 1)  fni2n)l Wmi2n+1) fni{2n)! 2n
Onavgnn = —gp 3T = Gpsl ¥ Onsl - VOWONSQUe 5 - = groylian ~ tan.

w est de limite 0, donc négligeable devant ug, qui est de limite infinie.

[l s'ensuit que wey4 ~ tgy.

Il reste & conclure pour la suite (ta) & partir du comportement de chacune des deux suites
extraites (U, ) et (ugn )

{ug, ) étant de limite 4oo, il en est alors de méme pour (ug,, ) €t on en déduit finalement que
{tn ) est de limite +oc.

n 1
51l va un lien entre les deux parties du texte, ¢est probablement en fisant apparaitre it
] 3]

gqui est de limite 0.

Pouttout kM ", ona nk=1<Elfnk)=ink.
r

En sommant pourk £ 1.n J, il vient fnn! —n{EEiﬁuk}ﬁhnl.
k=1

. ' 1 .1 .
Il s'ensuit que 1 — — <vp = 1etlim =0 donne alors limvn = 0.
Fl

Ex. 12
SOIt (an lnes, €L (b dyes, des suites réelles convergentes, de limites respectives « et B.

]
On note (cnlpen- la suite définie par: ¥a=1, eq = nl (Z m._.bl._k).
k=1

Montrer que la suite (cq) converge vers af.

Une démarche nsuelle consiste a érudier le cas particulier o = 0. [l s’agit alors de montrer que la

suite [cn ) converge vers (.
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Convergente, la suite (b ) est bornée.

T
. . . B
Soit B = 0 un majorant des |ba|. On obtient alors jon| = " Z leng |,
k=1

n
Comme la suite {}an |} converge vers 0, le théoréme de Cesaro donne  lim % E lag | = 0.
k=1
(leal) est donc majorée par une suite de limite nulle et il vient lim Jeq| = 0, d'oit limeq = 0,

Drans le cas général, on se raméne au cas précédent en posant an = o + dy.

Soit (dy ) la suite définie par: an = a + dy pour tout n € M, Nous avons limd, = 0.

_I n - i
Pourtoutn > 1, cp = O E by + — E b k-
n
k=1 k=1

n
T _ 1
Le cas particulier donne lim (; Z by _k) = 0.
=

=1

n . 1 n

Avec Z by g = Z by, le théoréme de Cesaro nous donne lim [H Z bn_g) = B.
k=1 L=k k=]

En conclusion, lime, = af.

Ex. 13

SOit (1 )yesy une suite de réels définie par ug ER® et VnER, .,y = un + U

]

On suppose wg = ] - % ﬂ[. Montrer que wy ~ - %

. . 1

On suppose wg = 0. Montrer que [a swite (v ), définie par vy = T fn up , st convergente,
On note x sa limite.

Montrer que : ¥n M, fnus = 2" A =n(l + uq) et donner un équivalent de wy .

Donner un équivalent de u, dans le cas ol uy E] - o, —%] v{=1}.

Examinons des cas particuliers en utilisant i, , § = un(1 +up ) ainsi que la monotonie et utilisant
Upe] = Un.

On aupey =fMundavec [ @ x— x(1 + x) qui admet 0 pour seul point fixe,

81l existe p tel que up = 0, alors uy = 0 pour tout n = p,

Et ¢'il existe g tel que ug = —1, alors ug,; = 0 et la suite est nulle & partir du rang g + 1.

Dans tous les autres cas, on a un = 0 pour tout a et alors un,; — un = us > 0 montre que (uq)
est strictement croissante,

= On suppose —% < iy < 0. L'imenraltf] - %U[ est stable par f, donc on a ug E] - ;.ﬂ-[:
en particulier, la suite {uy ) est bornée, done convergente.

. . 1 : :
Sa limite € appartient a [ -5 ﬂ] »donc [ est continue en € et £ est un point fixe def, donc £ = 0.

Une des techniques efficaces, quand faire se peut, est de mettre en évidence une fraction que 'on
décompose en somme.

Une awtre cbé est I'utilisation du théoréme des moyennes de Cesaro,
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i 1 | vient 11 1
T L aug) e T n Teun’

En écrivant uy, 1 = uall + ug ) sous la forme

1
Alors i - —-1— est de limite —1.
=1
1 1 1 . 1 1
Dnn:,afecz( --—-)=~—-——-1 pu:s— E ( )————.Iclhfun‘:m-:
T Lin Urm flin MLy
. 1 e e e
de Cesaro donne alors @ lim e -1, cest-d-dire :
n
1 1
— e | ENCOTE L =~ ——.
Fild g n

« Onsuppose uy > 0. La croissance de (uq ) assure que up > ug > 0 pour tout .

L'absence de point fixe supérieur a uy suffit pour affirmer que limu, = +oo.

3 2
Formons vpeq —Utn = (fnug, — fuy). Alorsug,,) —ug = un > 0 donne én g, > fnug,

1
2]1# I
dont vy, = ta > 0 et (vg ) est strictement croissante.

Unsey _ 1 +un

- 1 g
AVEC Uy, = tnll +0g), 002 L d'ol fn . —rus = fn [:1 - u—) el il s'ensuit ;

L fi fl

1 1 1 1 1 1
Vel — P = E,rt.d tn (1 T E} = 2p'r-l|-1 ™ = 2!1-1-] u_l'.l

i1 n
1 1 1 .
Par suite, vh =g+ ¥ (0 — U<+ — — = iy + — et lvg) est majorde,
> TP IR

En conclusion, croissante et majorée, la suite (vn) est convergente, de limite A > 0.
Dans la double inégalité demandée, I'une estimmédiate. Pour "autre, il est envisageable d'étudier

1
la suite de terme général ot €nll 4 up) pour la comparer a k.

La suite (0 ) étant croissante, on a vg = A, ¢'est-3-dire fnuy = 2",

. . 1 1 1 -
Soit (wn lney la suite définie parwy = r Ml 4 ug). Onawn — v = o dn (1 + II'J dod :

2 2 n
1 1
ﬂ"TU.Jn—l-'n"-Eﬂuﬂ

Il s’ensuit que limfuwyy — vp) = 0 et limuwn = A

i a Wye] — Wg = E‘r" [[nf.'l.+un+|_:|-£ﬁ|:].+un]-‘!}

En remarquant que (1 +up ¥ = 142u, +ul = Lttty g +un = Léug,y, onobtient wy g —wy < 0,
donc (wa ) est strictement décroissante. ‘On en déduit alors A < wn.

En conclusion, on a fnun < 2"A < énll + un b,
[l reste maintenant & en déduire un équivalent en passant d'abord aux exponentielles.

Attention, il serait désastreux de partir de fn upn ~ 2" A,
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De I'inégalité précédente on déduit un = exp (2"A) = 1 + ua.
Avec limun = +0o, il s'ensuit wa ~ exp (2"A).

Les cas qui n'ont pas encore 6 envisagés se rameénent i un cas gui est connu en examinant i
¢t en considérant la suite (g ) aves vn = Upsl.

Pourug < —1,0m avg = uy > 0, donc v ~ exp(2"A), puis wn ~exp (2"_1 1).

P'uurqul -1, —%[, On d vy = L) E] - %.D[.dun-:u.—. ~ -; PUS iy ~ -n——i—f ~ %
Ex. 14
Soit (sn ) une suite réelle de limite 0. et telle que sn +sp,; - .

. . 1
Montrer que, si isq) est décroissante, alors s, ~ T
Montrer que ce résultat est en defaut dans le cas od (sn) n'est plus supposée décroissante,

On pourra &tudier (s, ) définie par s, = El— + f_";?l_.}ii

Avec (8n ) décroissante et de limite ), la suite {5y ) est & termes positifs,

L'hypothése peut s¢ lire limnisy + 85,1} = L.

La décroissance de (8n ) risque d'étre davantage utilisée. Un objectif peut étre d’encadrer (2nsn )
par des suites de linuite 1.

Considérons la suite {ag ) définic par an = nisy + 5,41 ).
La décroissance de (s, ) donne 8,1 = 5, dol ay = 2ns,.

On a aussi sp & 8,1, d'ol, aveca, 1 =(n— 1Hs,_1 +5n), aq_1 = 2(n — 1)sy.
On en déduit an = 2ns, = —— lﬂ“ 1. I s'ensuit lim 2nsp = 1, d’ol sp ~ EIE
Le rile de la décroissance de (55 ) s'est révélé essentiel. Notons que 'on n'a pas utilisé la positivité
de (54 )
Etudions deux situations i titre de contre-exemples.
Considérons la suite déhnte par s, = ilr + (-1 .
n
Sn ¥ Spep =1~ 1]-"( )+ 1 (-1 2n+1
v~ FHT In WD T Sy iyasvns ) el
Avec -1y 1 2+l 1 et (1) u(l) ilvient sp+s -2
Jan+ D(ya+/ar1) 2ava I+ a v = °(a): nHSne g

. 1 1 -1
Cependant, avec g = D(FE)'“" a5y - t?l—
il

Dans ce contre-exemple, la suite {8y ) n'était pas positive et on peut craindre d’avoir une situation
peu convaincante, Abordons un autre contré-exemple avec (8p § positive,

Cp : . 1 _
Considérons la suite (5, ) définie par sg, = T el Spn. =& . NOWNS an = Sn + S,41-

; 1 1 1 1
no_ . - -~ ar
Avece —ﬂ(ﬁ).ﬂﬂdugn Tn et de méme, agn. TS donc agq. TS L

. 1
En final, on a bien spn + 5,41 ~ =

O a bien 2nsg, ~ 1 mais lim(2n + 1)sg,,; = 0 interdit & s, d'étre équivalent a %
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Ex. 15

On considére une suite {un) de réels et on note Aug = up — ey, A%un = Aup — Auip,y.

On suppose que Vn € M, A%u, = 0 et que [a suite (u,) est bornée,
Montrer que la suite (Aun) est convergente puis que (un ) est décroissante et convergente,

2n
Montrer que la suite (n A ug) est de limite 0. On ponrra majorer n A usy, par Z Auiy.
k=n+1
-1
En déduire que la suite (S, ) définie par 5, = Z:[h‘-l- 1) &%uy, est convergente,

k=i

La premiére information est W € M, Alun = 0. Commengens par lexpliciter,

-&Eult = dlp — -Iiu"+1 = 0 se it Aup = -:il-[n,,j.

Cette inégalité met en évidence une suite décroissante.

La suite (Auq ) est done décroissante.
Soit M un majorant de (|ua|). Alors [Aun| = Jun| + [t.1] = 2M montre que (Auq ) est bornée.

11 s’ensuit que la suite (Awug ) est convergente. Notons £ sa limite.

Drire que (1n ) est décroissante équivaut & dire que tous les Aup sont positifs ou nuls,

Il suffit donc de prouver que € est positive ou nulle.

Supposons que l'on ait £ < 0,

1 existe alors p € M tel que Aup < €/2 < 0, donc pour tout n = p, ona Auy < 0,
Pour tout n = p, un — g, < 0 montre que la suite (i by =p €5t cTOISSante.
Etant en outre bornée, elle est convergente.

Ainsi (un ) est convergente et on en déduit que Aun = un — u,, est de limite 0.
De la contradiction constatée, on déduit que £ = 0,

On peut maintenant conclure pour la suite (g ).

L'objectif que (n A un ) soit de limite O rend nécessaire que € soit nul,

Par suite, on a Aun = 0 pour tout n, ¢'est-d-dire up = up,q et la suite (un ) est décroissante.
Etant en outre bornée, elle est convergente. Notons A sa limite.

Il s'ensuit que Aun = un — g, est de limite 0,

ui'une suite {0y ) décroissante soit de limite O ne suffit pas & dire que (nog b est de limite (. Un
exemple en est donné par la suite i1/mh

LUindication est & étudier de plus prés.

2n
On a Augy = Aug.e pourn + k = 2n, donc n A ue, = Z Ay
kgl
2n
Or z Aug = g, — Usg et la convergence de (uq ) donne limiug,y — ugy) = 0.
k=n+1
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[l s"ensuit lim 2n A wey = 0.

dn+l
De méme, on a Augg, g = Aug pourn+k=2n+ 1, done nAugyy = Z Ay et avec :
n+l k=ned
Z Auy = Upsg = Ugnas
kemad

il s'ensuit limn A ugy,q = 0, puis imi2n + 1) A ugneq = O,

Les suites extraites (2n A ug, ) et ((2n + 1) A tgy,p ) étant de limite nulle, la suite (n & ua) est
convergente, de limite 0.

Avec twn = (n + 1) A% up, notre premier souci est de simplifier Sy en faisant apparaitre une

somme élescopique.
n—1
On a par déhinition : 8, = Z:k + 10 A% g,
k=0
Avec tk + 1) A% wy, = (k + 10 Auy ~ Aug,y) =k Ay — (k + 1) Aty + S, il vient :
mn—1
Sn=—ndun+ Eﬁuk.
k=0
m—1 L |
Puis avec Z Auy, = Z{uk — U1 ) = Uy — Un, o0 obtient finalement :
k=i k=l

S" = —A .Iiun + Uy — Un.
Alorslimn A un = 0 ¢l limuy = h donne lim Sy = g — A

Ex. 16

n K .l
Pour m € ™", on pose wup = ZEF in [1+ ;:].
k=]

n
1 .
Donner la limite de (v,) définie par va = Em (1 + E}' En déduire celle de (uq).
k=l

En étudiant uy — vn, montrer que U'on a uy ~ vn. En déduire que uy ~ fnn.

L'étude de vy est immeédiate en réduisant la somme par télescopage aisé,

Et on voit facilement que ua = vn.

n
1 k+1 1
m(ni] = tn ~;— = talk + 1) - 6 k donne E m{1+;}=mtn+ll-ml:mm+1]
=1

et il s'ensuit que limupn = +00.

K
1 1 . :
Avec en’ :-l.unae;ﬁ in [:1+ F} = fn (1+ E) puls up > vp done imup = +0o.

] i k
1 1
Avecnin+ =3t (14 ) onaun —atn e D=3 (en = 1)t (14 ) >0,

k=1 k=1
£ 1 1
PourkElLnlonal<en — 1sen —1etén (1 ”E) ~ i}, dionc :
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1 - 1 L
O=un—tlm< (e —1) 3t (14 2) = (el ~ Ltntn + 1)
k=1
Ly ~ Uy $EXprime par un — vn = olug ).

1
Alors lim (E" - 1) =0 donne up — v = olvg), c'est-d-dire uy ~ vy,

Aver g ~ fin + et ffn + 1)~ fan, il vieat enfin wq ~ fen.

C ' Continuite, limite

Ex. 17

Déterminer les applications f continues non nulles de [0, +oc[ dans 10, +ocl telles que :
(1) pour tous x et y strictement positifs, 1 (xf(y)) = yfix),
et (2) f est de limite 0 en +c0.

En prenant Jes images par f des deux membres de (1), onaf of (xfiy)) =f (yf(x)). Alors, avec
(1), il vient f o f (xf(y)) = xf(y). Tout xf (y) est donc invariant parf o f.
Avec )0, +o0| quelconque et y fixé tel que fiy) = 0, on obtient f o f = Id.
La fonction x == 1/x en est un exemple usoel. Sans la condition de limite 0 en 400, la fonction
Id conviendrait aussi. Cette condition joue donc un rale clé,
En prenant la limite en +o0 dansj{f[x]] =x,etavec lim fix} = 0,0nvoit qu'il est nécessaire

s L ga n]

que [ ait pour limite 400 en 0,

Avecy = x, la relation (1) donne We = 0, f(xf(x)) = xf(x).
» Pour x> 0, posons u = xf(x). Ce réel est invariant par f.
La question devient alors : xf (x ) est-il toujours égald 17

Pour u > 1, les puissances de u tendent vers +00 et on peut utiliser 'hypothise de limite nulle
pour . Une priorité est donc d’examiner les images par f des puissances de u.

Montrons par récurrence la propriété ®(n): pour tout n € W* flu") =u".

Avec filu) = u, la propriété P1) est vraie.

Supposons que Pin) soit vraie, avec n € W° et formons f (u"™*).

Onau™! = u"u = xu"fix). D'aprés (1), on obtient £ (u™1) = (xu").

Orflu™) = u®, donc toujours d'aprés (1), flxu™) = f (s (u™)} = u"f(x) et finalement :
_.I"[u“*l] = xu"fix) = u™,

La propriété ® est donc héréditaire et, puisque P(1) est vraie, il vient que #(n) est vraie pour
tout n S M,

Remarquons alors que f o f = Id donne f{f(1)] = 1 et,d’aprés (1} :
SOy =f(101)) = D =£(1), doifily=1.
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1 1 . -
Avecl = o u” = u—m.l"m"}fl.fn appliquant (1}, il vient pour tout n € M* :

1=y (Gh) o ()« 3

» Pourw=1,delimu" = +00, on déduit limf (u™) = 0 et on voit une contradiction & partir
deﬁ,l"{u"]l =",

. . 1 . 1 . .
Deméme, pouru < 1,onalim o = 0o donclim f (u_" ) = 0, pour une nouvelle contradiction.

. 1 .
« Enconséquence, et cela pour toutx > 0, onau = 1, c'est-a-dire ¥x > 0, fix) = +-Etona déja

remarqué que cette fonction convient, c’est donc I'unique solution du probléme.

Ex. 18

Un train omnibus parcourt 120 km en trois heures, Montrer qu'il existe un intervalle d’une
heure durant lequel il a parcouru 40 km exactement.

La distance parcourue est une fonction continue du temps de parcours.

La priorné est d'installer une fonction qui indigue la distance parcourue en une heure, et
d'examiner pourquoi cette fonction peut prendre la valeur 40,

Soitf la fonction qui & ¢t €10, 3], associe la distance (exprimée en kilométres) parcourue jusqu'a
Vinstant t (exprimé en heures).
g ¢ 1002] = B, t —fit + 1) — jit) est la distance parcourue en une heure i partir de I'instant ¢.
Avec FI0) = 0 et f(3) = 120, il vient :

gi2) = 120 — f12), g{1) = (2} — F(1) et gi0) = f (1},

En ajoutant, on obtient 120 = g(0) + g(1) + g(2), ou aussi 40 = %{g['ﬂ] +g(1)+g(2)}.

Le probléme, avec cette analyse, est ainsi ramené i la formulation ci-avant.

11 reste & justifier que cette égalité est possible, en mettant en ceovre la continuité qui n'a pas
encore éé exploitée.

S0it m et M les bornes de g continue sur [0, 2). Onam = é [gm] +g{1}+g{2}] = M, et il reste
appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires pour conclure.

Ex. 19
Déterminer 'ensemble des fonctions f £ C([0. 11 R) telles que f of = 7.
Préciser cet ensemble lorsque l'on suppose en outre f de classe ' sur [0, 1).

Les fonctions constantes sont évidemment solations.

1
) Légalité f o f(x) = flx)selitf (fix)) =f(x), donc tout f{x) est invariant par f,

Elle est vraie plus généralement pour tous les points fixes par f. Etudions cet ensembile.

Notons Z; I'ensemble des points invariants par f .
Pour tout x € [0, 1], on af (f(x)) = flx), donc Imf € .
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Réciproquement, pour x € Iy, on a f(x) = x, donc x € Im .
Finalement, I'ensemble Iy est égal a Imf.

1] reste & examiner si cette propriété est suthsante pour obtenir f o f = f.
Notons que Im [ = Iy montre que [ est une fonction de [0, 1] dans [0, 1].

Soitf : [0, 1] — [0, 1], continue et telle que Ty = Im /.
J étant continue sur [0, 1], son image est un intervalle fermé borné la. bl avec0=a=b= 1.
Pour tout x € [a. b], fix) =x donne f o fix) = [ix).

Pour tout x €[0, a[Ulb, 1), on afix) € Imf, donc fix) € Ir, Cest-d-dire f [f(x)) = fix).

La fonction f vérifie donc fof =,

2)

On se limite aux fonctions non constantes pour lesquelles Ihypothése de classe ¢! n'apporte
TICT.

Uimage de [0, 1] par f est J =[a, b), avec 0 = a < b = 1. {a < b provient de f non constante. )

» Lapplicationf; induite par f surJ est Id;.

On a donc f'(x) = 1 pour tout xE€a, bl. Comme f* est continue, on a nécessairement :

Siay=1 et f{b)= 1.
» Supposons que l'on ait 0 < a.
Avec f([0, al) S0, 1]} = J, on a en particulier fx) = a pour tout x [0, al.

La fonction f présente alors un minimum local en a=)0. 1f, donc ('(a) = 0, ce qui est contra-
dictoire avec f'{a) = 1. On a donca = 0.

On montre de méme que b = 1.
En conclusion, f est 'identité sur [0, 1).

Les fonctions de classe C' sur (0, 1] telles que f o f = f sont finalement Idyg ,; et les fonctions
constantes sur [0, 1].

Ex. 20
Soit 5 & C(R, R) telle que tout y & B admet au plus deux antécédents par f.
Montrer gu'il existe un réel qui admet un antécédent et un seul par f.

Toute application injective convient. On peut se limiter 3 I'étude du cas ol f continue n'est pas
injective.
Notons que [ n'est constante sur aucun segment [a, b] tel quea = b.

Sif n'est pas injective, il existe (o, b1 € R%, a<b,tel que fla)=flb).

MNotons yy cette valeur commune.

O érudie la restriction de [ an segment [a, b

Puisque f est continue sur [a, b), il existe (m. M)} € R®, m = M, tel que f([a.b]) = [m, M], et
comme f n'est pas constante sur [a, bl, onam < M.

On peut examiner si yg n'est pas un éément particulier de [m, M ].

Supposons que yg appartient & Jm, M[, c'est-d-dire y & {m. M}.

Il existe alors ¢ et d dans Ja. bl tels que fic) = m et f{d)} = M, puis, par le théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe xgEle, d[ tel que flxg) = yp.
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Avec [e.d )T e bl, yp aurait alors trois antécédents distincts, ce qui est exclu.
On en déduit que yg est égal & m ou d M.

Etudions le cas o0 yy = m. Le cas ol yp = M ne devrait pas étre bien différent,
Le minimum de f sur [a, b] est atteint ena eten b, etona M > m.
Il faut garder présent i l'esprit que y € [m, M ] peut avoir un antéeédent en dehors de [a. b).

On suppose que yg = m et on considére d€la, bl tel que fid) = M.
Supposons qu'il existe d’ € R, d' ad, tel quefid") = M.
Avec M w m, on a nécessairement d' & {a. b}.

» Sid' <a, tout t€)lm, M[ admet par f un antécédent dans chacun des trois intervalles disjoints
let". al, la. dl et Jd, bl. Et c'est contraire & 'hypothése sur .

s d' = b esta écarter pour la méme raison : d' aurait un antécédent dans chacun des intervalles
Jex, dll, . bl et Ib, o'l

» Pourlecasa <d’ < b, posons a = inf{d, d'} et = sup{d. d'}.

Tout t € file. Bl) admet trois antécédents distincts : un dans Ja. of, un dans Ja. Bl et un dans
IB. bl. Ce dernier cas est & écarter lui aussi,

En conclusion d est le seul antédédent de M parf.
Plutdt que de faire une démonstration tout & fait voisine dans le cas ou yp = M, on se raméne
au cas déja étndié.,

Dans le cas on yy = M, on considére la fonction g = —f.

Le maximum de g sur [a. b] est M' = —m et son minimum est m' = —M.

L'étude précédente montre que M’ admet un antécédent unique par g, c'est-a-dire que m admet
un antécédent unique par f.

Ex. 21

Soit £ =€(R, R telle que Yix.y) € A2, ;["';“:} =ﬂ”£ﬂy] (1.

Montrer que f est affine : il existe (a. b) E #* tel que VxR, fix)=ax+b.
On commencera par &tudier le cas ol fi0) = f(1) = 0,

1)

O examine le cas oi f(0) = (1} = 0. On applique alors la propriété (1) avec y = 0 puis

avecy = 1.
Supposons f{0} = fi(1) = 0.
chj{x;+ffy}-2_,r(”—¥),ﬂﬁent:
Fixy=2f (%) en choisissant y =0,
+1
et _ﬂx}=2F(IT) en choisissant y = 1.

Ona dnnuj(;) =j[%}.c'¢ﬂt-&-dir¢j(;) =j('% + %) pour tout x £ /.

AinsiJ admet é pour période et il suffit de '"étudier sur [l}, %]
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Continue sur [ﬂ. %-I J est hornée et elle atteint ses bornes sur ce segment.
Soit M la plus grande valeur prise sur 111 %] par la fonction f qui est continue sur [l}. 11;] . Ce

maximum est atteint en un point ¢ £ [ﬂ. ;l
En appliquant Ja propriété fix) = 2f (%) 4 2¢, il vient f(2¢) = 2f(c) = 2M.

Or la périodicité de [ assure que M est aussi le maximum de f sur [0, 1] et e € [ﬂ. é] donne
2e 10, 1], donc f(2c) = M. Il s'ensuit que 2M = M, c'est-d-dire M = 0,

. 1 . Ly o e
On procéde de méme pour le minimum m de f sur ['Il E]" atteint en d € [U. E]' L'égalité
fi(2d) = 2f(d) = 2m et f(2d) = m donne m = 0.

O0=m=M = 0donne enfinm =M = 0, donc f est nulle sur [U, é]

La périodicité permet alors de dire que £ est la fonction nulle sur B,

2)

11 y a une fonction affine (et une seule) qui prend des valeurs données en 0 et en 1.
Et toute fonction affine vérifie la propriété (1).

Soitf une fonction continue sur B qui vérifie la propriété (1).

On considére la fonction affine g définie par g{0) = £(0) e1 g(1) = F{1).

La fonction h = f — g est continue sur B et vérifie encore la propriété (1) etonahi0) = h(l) = 0.
La premiére question donne h = 0, d'oif = g, donc f est affine.

Ex. 22

Trouver les fonctions f € C(R. R) telles que :
Vix y) ERE, Flx+ylfie — ) =20 4y (1)

Dhans un contexte de fonction f & valeurs réelles, fZ(x ) est mis pour (rixy) g

I¥ans ce type de probléme, on commence par préciser les solutions constantes sur H (gqui sont
évidemment continues),

Les solutions constantes f = ¢ € R sont celles qui vérifient ¢® = ¢, Ce sont donc les constantes
c€{0.1,-1}.
Dans la suite, on se lirite 4 la recherche des solutions non constantes,

O examine maintenant des situations particuligres pour obtenir quelgues informations sur une
solution.

En prenant y = 0, il ?ientjzlx} =_.|"2{.r1|,|l'gtﬂ] pour tout x € R.

Sif n'est pas constante, doncf =0, il existe u € R tel que fiu)w 0 et {1 —%(0)}/*(u) = 0 donne :
Fii=1 ou fi0)= =1.

Sif est solution, il est immédiat de vériher que —F Pest aussi.

On peut donc se limiter & la recherche des solutions f telles que f{0) = 1.

Le cas particulier x = 0, Cest-a-dire [y} (—y) =_f2lly} donnerait une autre information sous
réserve que [ (i) soit différent de 0. Examinons si cela est possible.
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Supposons qu'il existe v € K tel que f{v) = 0. Notons que nécessairement on a v = 0.

Enprenantx =y = % il vient fiv (0] :_f‘(;) et on en déduitj(;) =),
- L&)
Il s'ensuit que, pour toutn E M, f [:-21-) = 0.

b
Avec  lim o et la continuité de f en 0, il vient f(0) = 0, en contradiction avec f{0) = 1.

i —s o
En premiére conclusion, une solution non constante ne prend pas la valeur O sur R,

Le théoréme des valeurs intermédiaires nous assure alors que [ est de signe constant, donc, les
solutions telles que f(0) = 1 sont strictement positives sur R.

Le cas particulier x = 0 donne fiy ) (—y) = 200 y) = iy
Avec [y ) w0, il vient fi—y) = [y}, et cela pour out y € R, Ainsi une solution est nécessairement
paire,
Un premier bilan : les solutions telles que avec (0} = 1 sont strictement positives et elles sont
FE.II'C‘!-\.
Puisque I'on recherche des solutions qui sont strictement positives, on passe au logarithme.
F= 0 est solution de (1) si et seulement si ¢ = & of € C(H. B) est solution de I'équation :
pour tout (x, y) € RE, glx + y) + ¢l — y) = 2(elx) + ¢(y)) (2).
Avec fi0) = 1, on a nécessmrement ¢(0) = 0.
La parité de f implique que ¢ est paire, et la continuité de f donne celle de .
Pour i non constante, la fonction ¢ nest pas constante, donc il existe w tel que @luw) = 0,
5i ¢ vérifie (2}, alors pour tout k. € R, la fonction kg vérifie (2),

Cette situation est plus simple dans la mesure ob on en conmalt une salution particuliére.

La fonction g4 définie sur B par ggix) = x% convient. En effet, (x + g)® + (e — y)® = 20e% 4 y?).
Le réve serail que ce soit la seule & une constante multiplivative prés.
Commengons par éablir que, pour n € M*, gln) est un multiple constant de n?,

En prenantx = y = 1, il vient ¢(2) + (0} = 4 @ (1), C'est-d-dire ¢(2) = 2% @ (1),

En posant & = @(1), on suppose que glk) = Ak pour tout k € M°, avec k = n,

Enprenantx =nety = 1,il vient g¢ln+ 1)+ ¢ln = 1) = 2[¢:[n}+1]|-

Avec gin — 1) = Ain — 1)% et gin) = hn®, on obtient ¢in + 11 = A(2n% +2—(n - 1)), d'oi:

gln+1h=Ain"+2n+ 1) = An +1)%,

En conséquence, on a ¢(n) = An® pour tout n € M.

Onagln x 1) =n® g1}, Plus généralement on peut espérer que glnx) = n? @ (x)

Comme ¢ est paire on a aussi gl —n} = an? et enfin, avec g0l =0onagln) = An? pour tout
ne s,

Une simple transcription de la preuve précédente, en remplagant g(ke) par glkoc) et g(1) par glx)
permet d'obtenir glnx) = n” ¢ (x) pour tout x € R et tout n € MW",

On est maintenant en mesure d'exprimer ¢{r ) pour wout r € O,

Pourr €4, avecr = E.pEE et q & M*, on utilise gr = p. Avec ¢lgr) = g° ¢ (r) et ¢lp) = Ap®, on

déduit gir) = Ars.
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Pour achever cette analyse, il reste 3 exprimer que tout réel est limite d'une suite de rationnels,

Pour tout x € R, il existe une suite (xy ) de rationnels de limite x.
On a dune part ¢lxq) = xa et d"autre part lim ¢lxn ) = ¢lx ) par continuité de ¢,
On en déduit alors que ¢(x) = A,

Il est immédiat de vérifier que les fonctions x — hx®, avec A € R, vérifient (2).

hx

. . : 2 .
Les solutions de (1) sont donc, outre la fonction nulle, les fonctions x »» ™ et les fonctions

E
x = —&™ pourwut A ER.

Ex. 23
Trouver toutes les fonctions réelles définies sur B, continues en 0 et telles que :
YxeR, fiZe) = fixhcosx,

X sinx

n
On pourra montrer que, pour tout n € M” et tout ¥ # Omod Hma - =

k=1 2 2" sin F

Six n'est pas un multiple entier de 7, il en est de méme pour Eﬂ'

Vérifions par récurrence la formule proposée.

On considére x & Omod .

n 1
X .
Notons Ppix) = r[ cos — et (tn) la propriété Puix)= er
k=] 2 En sin —
an
. . gimn ,
La propriété (r ) se lit ma'; = xx et elle est vraie.
2sin E

On aPp,yix) = Pplx)cos E—:;I et, avec (rq ) et (ry), il vient :

a i
- Bm — -
sinx , . ginx
2 est-d-dire Prepix) =
2™+ gin -

21:1-[ 2n-|

Pn.pl{-‘-:' =

2" gin % 2 8in

Ainsi, (rq ) implique (ry.1), donc (ra) est vraie pour tout n € ",

Conformément a l'indication (généreusement !} fournie, il v a lieu d'exprimer Mix ) en fonction
de Prix ). Aprés avoir fait apparaitre Pylx) pour exprimer la définition de fix), on cherche &
faire apparaitre Pgla).

¥x e R, f(2x) = fix)eosx donne
Fix) =_r(:;) cos 3 =j(§]?.m et aussi f(i_'j;) =,r(§5) cos 2
etil vient alors  fix) :j(gg) nns% CO8 g-! =_f(§g)’-’2f.ﬂ.’].

On voit alors aisément que, pour tout n €/, flx)=f (Efrr) Pnix).

Le passage de 'expression de flx) & Iaide de Pyix)a celle de fx) a I'aide de Pyix ) est assez clair
pour qu'il s'adapte immédiatement du rang n aurangn + 1.
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e Soitxelxmlmodw:x =km, kEL.
On décomposek enk =2 2p + llavecgERMetp e L.

X 1 - .
On a donc cos T = D8 (p + E)'n.' = 0. Donc, n = g + 1 donne Polx) = 0, et il s'ensuit que,
dans le cas étudié, ona filx) =10,

e Pourtoutx & 0, 0n a, pour tout n €&, Paix) = _.__-.mer . Alors, fix) lj(fﬂn.) 51'11’: )
2" gin — 2 O aif —
3 2"
: =
On écrit alors fix) sous la forme j{x]:j(fn.) sinx ?‘x
2 x ﬂnﬂ_n

, x . L
Aver lim  — = 0, on peut utiliser la continuité de [ en 0,

E—400

L sinX .
La limite de % quand X tend vers 0 est également utilisée.

ginx
"

En prenant la limite pour n — +o0, il vient fixi = (0}

» En conclusion, la seule solution possible est la fonction f définie par :

2in x
X

Sixh= i) pourx @ w et fix) =0 pourx =0,x = Jmodw.

La distinction de deux cas conduit & deux résultats partiels,

Il n'est pas difficile d'en donner une formulation commune.

sinx
Ces deux formules se résument en une seule : fix) = F0) . pour tout x = .
. . . BInXx
Cette fonction est continue en 0, en conséquence de lmEl = 1.
X

Et, pour x =0, on a f(2x) =ﬂﬂ}5—1;‘E =j[mw = {0} HEI

F2x) = fixleosx pourx =0,

€08 X, ¢ qui montre que :

et cette égalité est évidemment vraie pour x = 0.

En conclusion, le probléme a pour solutions les fonctions définies par leur valeur en 0 et, pour

Bin . gin
x =0, par fix) =j[{IJITx. Ce sont les fonctions x — .: =

avec k= H.

Ex. 24

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle 1 de B, On suppose que_f est continue et
injective. Montrer gu'elle est strictement monotone.

Existe-t-il une bijection continue de [0, 1] sur B ?

U peut procéder par contraposde : soil f continue ; si elle n'est pas strictement monotone, alors
elle m'est pas imjective.

Le premier point est d'exprimer que [ n'est pas strictement monotone,
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J est strictement monotone lorsque, pour tout (a. b, ¢} € Fa<bee,le réel fib) est entre f{a)
et Fic) Il est aisé d'écrire la néganion de cette propriété

J n'est pas strictement monotone quand 1l existe (a, b, ¢l P.a<b<c,tel que fib) ne soit pas
entre f{a) et f{c). Ou encore quand :

Aa,b.e)E, a<b<cet (fla)=fib)etfib)=fiec)) ou (f(b)=fic) et fia)=fib)).
Sionafia)=fib), ousifib) = fic), alorsf n'est évidement pas injective.

Sinon, dans le premier cas, fla) < (b} et fle) < f(b) montre que tout ¢ strictement compris
entre max {_f{a}ch}} et fib) a un antécédent dans [a, bl et un autre dans b, ¢]. Alors [ n'est
pas injective. On conclut de méme dans le second cas.

Une injection continue de [0, 1] dans H est strictement monotone. Le texte de I'énoncé laisse

soupyonner qu'une telle fonction n'est pas surjective.

Supposons que [, continue, soit injective de [0, 1| dans K. Le résultat précédent montre qu'elle
est strictement croissante ou sirictement décroissante,

Dans le premier cas, on a fix) = f(0) pour tout x [0, 1. Son image n'est donc pas K.
On conclut de méme dans le second cas,

Ex, 25
Quelles sont les fonctions f ¢ [ln. bl [a. bl), avec a < b, telles que f of of = Id;, b

Classiquement, [ o [ o f bijective donne | injective et surjective.

[ étant continue et injective, on peut utiliser le résultat établi dans le sujet précédent.

Jofof =ldy, 5 implique quef est injective. Comme elle est continue, avec I'exercice précédent,
on peut en déduire que f est strictement monotone.

La fonction [ étant surjective, si elle est strictement croissante, on af(a) = a et f(b) = b, Les
valeurs sont échangées si f est strictement décroissante,

« Examinons le cas ol f est strictement croissante.

On peut imaginer que [ est l'identité. [3ans ce but, on peut chercher une contradiction dans le
Cis contraive, Ir;i,fﬂir.:] par exemple, est mis pour [ o f(c),

Supposons qu'il existe ¢ & [a, b] tel que fic)=c, par exemple flc) > c.

Onac = f%c)et, avec la croissance stricte de f, de fic) » ¢ on déduit f*(c) = fie), donc (e} > ¢,
puis f¥e) = fie). 1 s'ensuit f2(e) = e, Cest-3-dire une contradiction.

En conclusion, la seule solution strictement croissante est 'identité sur [a. b).

» Examinons maintenant le cas ol f est strictement décroissante,

Examinons d'abord la double condition fla} = b et fib) = a.

Slay=h dunnefg{n} =f(b)=a puis_.ra[ct} = fla) = b. 1l n'y a donc pas de fonction strictement
décroissante surjective.

» En conclusion, 1d, 5 est la seule solution au probléme.

Le probleme serait tout autre pour [ = Id avec n pair.
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Ex. 26

Soit f et g, continues de [0, 1] dans [0, 1], telles que f og = gof. Montrer qu'il existe xp [0, 1]
tel que fixg) = glxgh

Le résultat reste-t-il vrai pour des fonctions f et g dans CiR, B) ?

On peut procéder par I'absurde en espérant une contradiction qui viendrait de :
Wa S0, 1], ()= gix).
Le premier objectif est d'exploiter cette hypothése,

supposons que Vx £[0, 1], fix)= gix). En application du théoréme des valeurs intermédiaires,
ona:

* pu bien Vx €[0, 1], flx) = glx);
* ou bien Yx [0 1], flx) < glx).
La symétrie des rdles permet de supposer que Vx £[0, 1], fix) = gix).
La fonction f — g est continue sur [0, 1], elle atteint son minimum m et on a doncm = 0.

Par sunte, Ve [0, 1], flx) = glx) + m.

On n'a pas encore utilisé f o g = g o f. On cherche un lien entre f ™ (x ) et g™ix).

Pour commencer, comparons [ 2|L|:]l et yzﬂx} comme on a pu comparer [{x ) et glx )

o OnafZic)=f(fx)) =g(fix)) +m et g{fix)) =r(gix)) =g(gix)} + m et il S'ensuit :
JEix) = g%(x) + 2m.

Le passage de fix) = glx) + m ijztx] Erftr] + 2m donne une bonne idée de la récurrence &

prouver.

« On prouve de méme que, pour n € 5", sion af"(x) = g"ix) + nm, alors :

Sy = g™ ) + (n o+ Uim,

On est maintenant en mesure de conclure en prenant la limite pour n infini.

Avecg"x}=0et lim nm = +oc, ona lim (g"(x)+ am) = +00, ce qui est contradictoire
I =k

P =30

avec fMixie [0, 1],

Dlans le cas de fonctions continues sur H, supposons que Yx €0, 1], f{x) = glx). On peut
encore se ramener au <as oi Vx € R, fix) = glx ). Toutefois, la borne inféricure de [ — g peut
ne pas ftre atteinte e étre nulle.

Pour avoirf og = g of, avec flx) = gix) pour tout x € R, il suffit de choisir g = 1dg et de prendre
pour f une fonction dont le graphe est strictement au-dessus de la premiére bissectrice, par
exemple [ = exp.

Une nouvelle fois, les fonctions continues sur un segment ont des propriétés qui ne sont pas

conserviées en passant & un intervalle moins particulier quun segment.
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Ex. 27

On se propose de déterminer l'ensemble E des fonctions f continues de | dans R telles que :

2 _ Jix)+ fly)
Vie g)ERS, flx +yl= TNk

1) Préciser les fonctions constantes qui sont dans E. Soit f €E, montrer que, silexistea =R
tel que fia) = +1, alors j est constante,

2) Soit maintenant f € E, non constante.
a) Montrer alors que fix}s]— 1, 1, calculer £(0) et étudier la panté de f.

1+ finx) _ (1+‘,|"L::j)".

= finx) = filx

b) Montrer que, pourx ER et nE Ry,

Exprimer f(n) pour n € Z en fonction de n et de b = llé_j':f}f?i puis exprimer fir) pour r 30

puis fix) pour x € K,
3) Préciser l'ensemble E.

La fonction th est solution, U'objectif est de voir s'il y en a d'autre,

. . . . e s e g
1) Une fonction constante ¢ est solution si el seulement si ¢ = ——y, C'est-d-dire ¢ = 0 ou
#C

e +1=2, cequicorrespond i e € [-1,0,1).

Remarquons que le méme caleul donne {0} { -1, 0. 1} pour tout f € E.
Soitf EEctatel quefia)l=g,e=21. Alorsona:
fxt+ = fixi+e

HIEEhf{.t'+ﬂl:l= m = m:}:_

2) a)

X x
On précise maintenant les solutions non constantes. Pour le signe de [ (x ), on utilise x = gty

et pour la parité, on utilise 0 = x +{=x) de maniére & pouvoir exploiter la formule flx+y)l = ...

Cofx oxy o 2ix/2) 2yl
Pour tcruthFE,j[.:]n_j(E + E) T Or pour tout y E R, ﬂnam = 1, donc

avec [{x) & { -1, 1}, il s'ensuit f{x}E] - 1, 1].
Avec f(0)E {=1.0, 1] et fi0) & {=1, 1}, on obtient fi0) = 0.

Fixh+fi—x)

GHH:H.IEE.U=IID]=I[I—I_'=W

Jd'ob fi-x) = =Fix), donc [ est impaire.

b) 1+ finx) o
Le résultat demandé pour T=flrx) est la clé de la détermination de f non constante,

La démarche est classique : déterminer [{n ) pour n entier, puis { (r ) pour r rationnel et conclure
avec la continuité. L'énoncé ne fait que rappeler cette démarche.

1+ finx) ( 14f(x)

I—finx) = \ T—flx)
Pour une preuve par récurrence pour n & B, cest-a-dire pour passer dis rangn aurangn + 1, le

L . . 1+ flin+ 1) - 1+ finx)
point essentiel est d'exprimer T=fin+ 1) " fonction de = i)

f
) es! vraie pour n = 0.
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F{in+Lx) =flne+x)= %dnnne:

L Flach+ flr )+ fix ) inx)
L fine)ix) !

L+fiin+ likx)=

- L) (1 + 7)) {0 =fix)} {1 = finx))
d'olt 1+filn+lx) = T3 Flnx e .Deméme, 1 -fl{n+1kx) = T+ Flnxl o) .

Lefilm+ 1k}  14fix) 1+finx)

[} s'ensuit 5 — T 1) = T=Jix) 1= finx) & la conclusion est immédiate,

c)

(i s"attache a fin ), et pour cela le résultat précédent sapplique avec x = 1.

Alors, pour n €M,

Lafin)  (1epmy" b -1
1—;m:‘(1—;t1:) = b% donnef(n) = gy

Notons que —1 < fi1) < 1 donne 0 < b.
Pour n € 7, 'imparité donne
b™" -1 b"-1

fin)= —_.I'[—n,'l=-um = e

Soitr = E,pEM,qE?',hﬂﬂ:

bF,

1+flgpig) {1+fip/q) 4 et L+figprq)  1+f(p)
1-flgpig)  \1—fipiq) 1=figpfq) 1 —fip}

il
o 1+t N Y e
il vient ( +f p’rw) = b doi +ip/a)

T=Jipiq) T—jipigi """
B
e o fPY b9 -1 . f -1
On en déduit f (E) - , c'est-d-dire firl= B pour toutr Q.
b9 +1

La conclusion pour x € R fait (enfin ?) intervenir la contimuité,

51 f est supposée continue, la densité de (3 dans B donne VxR, fix) = %,,:—1

. =1
3) Notons que, pour b RS« {1}, la fonction f, © x = ey est non constante, alors que
pour b = 1 on retrouve la fonction nulle.
Il résulte alors des questions précédentes que E est inclus dans la réunion E* de {J;, |bE RS }
et de 'ensemble des fonctions constantes { -1, 1}.

: . 1 . .
Réciproquement, pour b € BZ, on pose b = g fnb. On obtient fix) = thikx) et les propriétés
connues de la fonction th donnent que fj, € E.

Comme les fonctions constantes 1 et —1 sont dans E, on conclut que E = E®.

Finalement, E est formé des fonctions constantes 1 et —1 et des fonctions x—sthiix), avec AER.
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D' Dérivation

Ex. 28

1) Soit f une application dérivable de [0, 1] dans & telle que f(0) = 0 et f(1) = 1.
Montrer que, pour n € M°, il existe des réels distincts yq, ..., yn dans [0, 1] tels que :

m
E Iriyk]l =,
k=1

2) Quelle hypothése peut-on ajouter pour pouvoir conclure a lexistence de xy, xp, ..., xn

n
. . . 1
réels deux & deux distincts dans [0, 1] tels que Sy ——— =n ?
k=1,f (xg )
1} L'existence de point yy, tels quc_f"{ykl = .. peut faire penser i la formule des accroissements

rf
|
fins, Et en écrivant o E_J"Jl;yh.] = 1, on a l'occasion d'utiliser 1 = f{1) = Fi0)
1 k=1 1
r—rf"{yk".l apparait raisonnablement sur un intervalle de longueur =.

Etant donné k € [ 1, n b on applique la formule des accroissements finis sur Uintervalle
k—1 k k-1 k k k-1y 1,

[ n 'E]: HI*E] n ’ﬁ['“”:ﬁ)_f[: n )=H"“'t"]'

En sommant ces égalités pour k variant entre 1 ¢t n, il vient ;

%Drukj'=ﬂl}—fiﬂJ= 1 c'est-d-dire E i) = n.
k=1 P

Motons qu'il sufht de la dérivabilité sur |0, 1] avec la continuité sur [0, 1],

2)

j_-]-[—-—} apparait & I'occasion de la dérivation de la réciprogue d'une fonction dérivable dont la
Xje
dérivée ne s'annule pas.

Supposons f strictement monotone et V&0, 1, x) = 0

[ est alors une bijection de [0, 1] sur lui-méme et sa réciprogue f ~! est continue sur [0, 1] et
dérivable sur 10, 11.

Notons que S~ (00 = Oetf =11} = 1, ce qui impose quef soit strictement croissante.

On peut appliquer af ~! le résultat obtenu en premitre question,

n
I existe yy, tg, . . ., o deux d deux distincts dans |0, 1] tels que Z{f “iyed = n.
k=l

Pourk €l 1.n |, posons xy = Ny ).

i 1 . - 1
Avee (1) () = il vient =
(r j Hic) oo il wie gffl‘k} n
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Ex. 29

1) Trouver les fonctions & de & dans R, dérivables en 0 et telles que :
Vi B, f(2¢) = 2f(x).

2) Trouver les fonctions f de R dans R, dérivables en 1 et telles que :
V¥ € R, fi2) = (flx))°.

1) Soitf définie sur B, dérivable en 0 et telle que ¥x € R, (2} = fix).

En vue d'exploiter la dérivabilité en 0, il y a lieu de mns:idfrcr@ et 'hypothése donne :
JiZx}  fix)
e T x

oS fixdd) . x
h]:lamrdt e Tﬂ—,u:n wtilise alors les Ul aver n = M,

Le cas particulier x = 0 donne f(0) = 0.
SJix}
Considérons la fonction g définie sur 8 par glx)= { x
Fim six=0.
Cette fonction g est continue en 0, par définition du nombre dérivé en 0.

Pour tout x = 0, on a gl 2x) ="H2it] = E‘EJ =‘”:} = gix).

pour tout x =0,

Dans le cas on x = 0, l'égalité gl2x) = glx) est immédiate,

Pour tout x € B, on en déduit {récurrence aisée) pour tout n € &, !T(Exrr) =gix).

X
Avec lim o = 0 et la continuité de g en 0, on obtient g(0) = gix), et la fonction g est
=t 085

constante sur B. Ainsi, il existe a € & tel que fi{x) = ax pour tout x ER.
Il est immédiat que toutes les fonctions de ce type conviennent.

2) Soitf une fonction définie sur B et dérivable en 0, telle que :
Wx € R, f(2¢) = fle),

Avﬂ.'j{.r:lg = [}, la fonction [ ne prend que des valeurs positives ou nulles.

Nl est évident que la fonction nulle sur B convient et on ne s'intéresse maintenant gu'aux fonctions
autres que celle-k.

Remarquons que (0 = f10)* et donc f(0) € {0, 1}.

Pour se ramener au cas précédent, on est tenté d'écrire fn [ (2x ) = 2 n fix ), ce qui permettrait
de voir que fn [ est de la forme € f(x) = o,

Mais pour cela, il faut s’assurer que [ ne prend que des valeurs strictement positives,

« Ense limitant i f différente de la fonction nulle sur &, il existe b € B tel que f(b) = 0.

2 2 by

Onafib)= (_.I" (;)) etf (g) = (_,r' (55)) c'est-d-dire fib) = (_.I" (-EE))
by b b\

Supposonsque fib) = f (En-) L Aved f (E‘T) = (_Ir (Eﬁ.))

130 a  Sujets d'oraux

.zﬂ-i-l
Jlvient fib) = f (2%1-)




2"
On a ainsi établi par récurrence que f(b) = f (5’) pour tout n € M, En particulier, il vient :
by
_l- (EH-} = 'I:I-

Il s'ensuit que n f (;E) = El-r fn fib), puis, en prenant la limite pour n — +o0, que én fi0) =0
etdoncquef(0)=1 (1)

> . [} " vl
. Sﬂmst:u-ﬂlthu:ﬂahD.alnrsj{nhj(E.T] donne ¥n Em,j(iﬂ:] = 0.

Avec lim 7 = 0 et la continuité de f en 0, il vient f(0) = 0, ce qui est contradictoire avec (1)
i — 4

Ainsi f ne s'annule pas sur K. Elle ne prend donc que des valeurs strictement positives.
On peut maintenant passer aux logarithmes & partir de f(2x) = f 2ix),

Considérons alors la fonction g définie sur B par gix) = fnf{x).

Elle est dérivable en 0 et vérifie : ¥x € R, gi2x) = 2gix).

Avec la premitre question, il existe a © R tel que: Wx ER, glx) = o et dong filx) = ™.

On a établi une condition nécessaire sur la forme de f. 11 ne faut pas oublier d"an moins évoquer
la réciproque pour conclure.

Il est immédiat que la fonction nulle et les fonctions x = ™, avec a € K, conviennent,

Ex. 30

Trouver les fonctions f € CU(R R) telles que ¥x R, fofix)=3+ % (1).

On montrera que, nécessairement, VxR, J (% + 3) = % + 3.

Et, pour x € R, on pourra former la suite (ua) définie par: ug=x etu,, = u‘g'l +3.

Sans indication particulitre, le sujet peut laisser perplexe. Exploitons celle qui est proposée pour
ghtenir des informations.

En prenant les images par f dans (1}, 1l vient :

'H’A.'Eﬂuf-[; *3] =J-|:.|r ':'.“'r]:l =U'5,_.|r]{ff!i}l =‘$ + 3,

I

En dérivant, on obtient Yx E R, ;UI" (% + 3) = Ii.r]-' cest-d-dire /' (‘; + 3) =f'ix)

. A . u . \ .
Lautre indication est d'utiliser une suite telle que tgpeq = —% + 3 ¢ il est cerlainement utile

d'étudier cette suite,

5i la suite (un ) est convergente, sa limite € vérifie £ = 5 + 3, d'od £ = 6.

1 . 1
Onaugy — 6= %{un —B)doncun — 6= En-’[“{l — B} ¢ est-b-dire ug = En-ix —6)+6.
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On en déduit que, pour tout x € R, la suite (uq ) est effectivement de limite 6.

Poursuivons U'étude en regoupant ces deux préliminaires.

I'tx) z_,r'(g +3) pour tout x € R donne M un) =j’(“T" +3) = Mupah

La suite (f'(un)) est constante et, pour tout n € M, fMun ) = M lug) = f'(x).
Avec la continuité def" et lim wnix) = 6, il vient f'ix) = {6

1 —b 05
Toute solution ' est donc nécessairement une fonction affine et il reste & éudier 5'il v a des
tonctions affines qui conviennent.

S1f est une solution, il existe (a. b) € K2 tel que¥x ER, fix)=ax+b,d'on:
Fofixh=alfixl+b =a’x +(a +1)b.
Les couples (a. b) qui conviennent sont ceux pour lesquels

. 1
VxEHR a'xsla+llb= ; +3 Cest-d-dire a® = 3 &ia+1)b=23.
]"--ff.}t:}rls||.'[l_1¢:m":I —1b=3la - 1 donch =61 - a).
. 1 1
Les solutions (a. b) sont ( 6=13 2) et (— .8 )
[E :' :"'E "-"I'_ :I"'E +3‘nl'|r§

Finalement, il y a deux solutions : les fonctions affines définies par ces couples (a, b).

Ex. 31

Soit a =R\ {0, 1} et b€ R, Etudier l'ensemble des fonctions réelles, de classe ¢! sur R, telles
que pourtout xR, fFofixi=ar+b (1).

Ce sujet élargit le cas particulier vu dans |'exercice précédent.
Lindication fournie alors se retrouvera probablement utilisée.
[ans un contexte de composition, on peut prendre les images par [ des deux membres de
I"égalité (1).
O pourra exploiter alors lhypoyhése de deux facons
* soit en lisant i (f o f(x)).
* goit en lisant [ o f Utx]l}.
Pourtoutx SR, ona fof ofix)=Fflar + b

Orfofofixi=faf(fix)) etenappliquant (1) afixhonaf of of(x)=afix)+b.
On a donc, pour tout x réel : flax + b) = afix)+ b.

J est supposée dérivable, exploitons cette information.

En dérivant, il vient af'(ax + b) = af '(x), et on obtient donc f'{ax + b) = f'(x) puisque 'on a
supposé a = (.

I est probablement constante, Utilisons la fonction affine ¢ : ~—sax + b, aveca = 1.

Pour x € R, soit (xn ) la suite récurrente définie par x; = x et, pour tout n € N, x,,; = ¢lxa ).
Par récurrence, il vient f'ixn) = f"(x) pour tout n.

La fonction ¢ admet pour point fixe ¢ € K défini par ¢ = ac + b, C'est-i-dire ¢ = -lb—

On obtient alors x,,1 — ¢ = alxa — c), doncxp =a™(x —cl+c.
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« Pour|a] < 1,0n a limxs = c ¢t la continuité de f’ donne limf'(xq} = f'(e), et il s'ensuit
F'ixd = f'ic), avec ¢ indépendant de x.

' étant constante, [ est affine - il existe (. p) € B2 tel que pour tout x, fix) = Ax + .

Apres 'examen des solutions possibles pour f, il faut regarder celles qui conviennent.

Avec fix) = Ax + . f ofix) = ax + b se lit ax + o+ A =ax +b.
Pour —1 < a <0, il n'y a pas de solution.

) b b
Pour 0 =< a < 1, les solutions sont fj : x = Jax + vve ctjg:xm—ﬁx+m--

Pour Ja| = 1, on se raméne au cas précédent.

Comme ¢ est bijective,  of = ¢ donne [ bijective et (1} donne :

1 b
Sl o ey = ox -

1 . . - . .
Avec Tl = 1, on est ramené au cas précédent et £ ! est affine, donc f est affine, pour les mémes

solutions fi et f5.

Il reste & examiner lecasoba = =1.

Dians ce qui a &€ traité, on n'a pas eu l'occasion de dériver la relation [ o fix) = ax + b, Clest
peut étre le moment.

» Poura = -1, sif est solution, on a pour toutx réel, f o fix) = —x + b, d'ol:
S (rix)) = <1
Sif admettait un point fixe k, on aurait almsj’glk] = —1, ce qui est contradictonre,
DYautre part, on aurait pour tout x 3 J{—x + b) = —f{x) + b, donc
b

5(z) =+ (g) +0 wits(3) -2

Ainsi ; serait point fixe pour f. La contradiction établie permet de dire qu'il n'y a pas de solution

dans le cas olla = =1.

E  Fonctions usuelles

Ex. 32

Etablir une condition nécessaire et suffisante portant sur Arctan x + Arctany pour que :

2x +yhl = xy)
(1+x)1 + yE]
Exemple : exprimer le nombre 4 Arctand 3 aide de la fonction Arcsin.

1
Arctanx + Arctan y = 5 Arcsin
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I}evant des questions portant sur Arctan ou sur Arcsin, dewx pistes sont classiques : on examine
les fonctions dérivées, ou on se raméne & des questions de trigonométrie,

[Yans le cas présent, la dérivation laisse prévoir des calculs un peu longs...

a = Arctanx et b = Arctany sont dans | = w/2 w/2 et vérfient x = tama, y = tan b.

sina sink shmmsb+msuainb_ain{n+b}

XY= + = = .
b cosa  cosbh cosa oos b cos a cos b

. 1 1
2 2 2
m l+x =-1+|:nr|a=—r-etl+ B ———
GOS8 4 cog” b

gina sink cosacosb — sinasinb _ cosla + b)

« lexy=1- g b - cosa cosb T cosacosh
. : 2 1- . .
1l s'ensuit que x+_1;,'l{ ?}=2mn{a +b)cosla + b) = sin 2(a + b).
(1+x"M1+y"}

2x +ykl = xy)
(12001 +40)

2(a + b) = Arcsin(sin 2(a + b)).

L'égalité Arctanx + Arctany = %An:ai.n dquivaut alors & :

Il reste maintenant a examiner une égalité du type ¢ = Arcsin(gint).

Par détinition de la fonction Arcsin, on a ¢ = Aresinisint) si et seulement si |¢] = E Il s'ensuit

2ix + yi1 - xy) . ;
: ?} est vraie si et seulement si

. 1 .
que la relation Aretanx + Arclany = g Arcsin 2
(l+x"Ml+y

|Arctan x + Arctany| = %.

. . . . . . o
Lapplication numérique invite i examiner le cas o1 y = x, avec alors |Arctan x| = T

dx(l-x*)

1
=« Pour |Aretanx| = ;,un a2 Arctanx = 3 Arcsin 3
|{1+x }

« Pourx =0, la condition Arctan x = E équivaut & x = tan ;- .

o gin - 2 sin — cos — sin I -
En utilisant tan = = = 8 8 _ 4 _ onobtient tan = = +v2 — 1.
8 cos - 2 msz - 1 4 cos - 8
H 4

La formule donnant 2 Aretan x est donc applicable pour (x| = v2 - 1.

2z
. , , dx|l ~—~
En premiére étape, on a 4 Arctan x = Arcain J—I!)- pour tout x tel que [x| = 2 - 1.

[l+£2}

1
Pourtout x > 0, on a Arctanx = % — Arctan T+ e qui permet d'effacer Aretan 4 au bénéfice

de Arctan % .
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1. .
Avec Arctand = ;— Arctan =, il vient :

1
4 Arctand = 2w —4 Arctan i

ﬂawcﬂ-ti-cﬁ—l,crna:

1 1-1/16 15 % 16 240
4 Arctan v = Arcsi = Arcsi = Arcsi .

Et finalement, 4 Arctan 4 = 2 « — Arcsin %

Ex. 33

2

Arctann

Etudie o timite de ( gogerr

) quand n tend vers +oc.

Brudions d'abord - :m:: en considérant € (Arctan n) — € {Arctanin + 1)),

La formule des accroissements finis est un bon débun,

La fonction J : x — fnlArctanx) est dérivable sur J0, +20l.

Pour n £ N®, on applique la formule des accroissements finis sur lintervalle {r, n + 1] : il existe
en€ln, n + 1[ tel que :

d

Arctan | (en} 1

in+l}=fin)= = .
Sin+ fin ctam cp {_‘[ +{'E}ﬁmm‘:n

Etudions le comportement en +oc def(n + 1) = f{n} en utilisant des équivalents.

Avecn <cp =n 4+ 1, 0n acy ~n et il vient 1+1:,2.-n2.

" L . .
Et, compte tenu de Arctanu ~ —, ona Arctancn ~ 7 On obtient ainsi :

+00

fn {Arctanin + 1)) — én(Arctann) - —EE

"

L]
En posant un = (%) ,ona fnuy = ~n?(fnArctanin + 1)) — n(Arctann)),

. 2 - 2
On en déduit que €nup ~ = est-d-dire lim{fn up) = - =.

Finalement, il vient: limup = e~ %™,
Ex. 34
. . . G 4 x°
Etudier la fonction f définie par fix) = Argth ﬁ“ — 3 Argth x.

La fonction Argth est définie sur | = L 1. Un premier objectifl est d'étudier I'ensemble de
. définition de .

3
Soit g la fonction définie sur B par gix} = ::.r_;:ir + Elle est impaire et de classe ™ sur R.
+

Pour en étudier les variations, on calcule sa dérivée.
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31+ %% Beldx + x5 Hac® - 1)
Ona g'ix)= - 5 et on obtient g'(x} = ——a—.
g 1+ 3x° 14+ 3x") a4 (1+3x"¥

La fonction g est alors strictement croissante sur ®. En outre, onagl—-1)= —letg(l) = 1.

On a donc glx =] = 1, 1] si et seulement si x<] = 1, 1.

En conclusion, la fonction f est définie sur | = 1, 11, Elle est de classe C™.

Pour donner de fix) une expression différente, on dispose de trois méthodes : expression
logarithmique de Argth, utilisation de la dérivée de f, ou aussi trigonométrie hyperbolique.

s Expression logarithmigue

1 1
Pour tout yE] — 1, 1, Argthy = 5 in Ty
27 1-y
Po imer J{x) = Argthog(x) — 3 Angth », calculons —— 9%
ur exprimer fix) = Argthegix) — 3 Argth x, calcu mm_
1+3c#3x° +x°  (Lex) 1-3x+8x" -2 (1-xP
Onal+glxl= = etl —gix)= = d'ob
7 1+8x° 1+8x° g 1438 1+3xc%

Ligix) (lax@® | 1. l+glx) 3. l+x
1_9{1}E[l_x]g'PUISﬂIgth{g{r}}=Eﬁ1m=gmﬁ=3mxl

La fonction f est done la fonction nulle sur ) — 1, 1.

s Utilisation de la dérivée

, 1
Pour y=] — 1, 1[, ona Argth y = -

-

i
Pour xE] = L 1], on a lArgthog)'ix) = gﬁ["f]—
1=g%lx}
3 3 3
(1+x) 1-x . . (1—x*P
Avec 14 glxl= ——— etl —glx)= ———, il vient 1 — Ax)=
1+ 3x g 1+3x g (1 +3x
D [§ Bs 3 \
Avecg'ix) = Tt il vient (Argthog)'ix) = ronye e 3 Argth'(x).
+ -x

Ainsi /' est nulle sur | - 1. 1] et, avec f(0) = 0, la fonction f est nulle sur 1- 1,1[.

« Trigomométrie hyperbolique

Etant donné a et b réels, on a thia + b) = ltl'-l:. -:It::.[L

Pour x£| = 1, 1], posons y = Argthx, c'est-i-dire x = thy.

thy + thiZy)

3
On a thiZy) = %g; puis thidy) = m et on obtient thidy) = Ethy +th ¥

1+3th’y

, . 3t|'1_t,|l+tl'lay 3+ x°
Il s'ensuit 3 Argthx = 3y = Argthith 3y) = Argth ———— = Argth ———;.
th 3 g v Bth 1+3th“y Eth1+3.t

Ainsi, f est la fonction nulle sur | - 1, 1[.
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Ex. 35
1

On considére la suite (Sn) définie pour n € M* par Sp = Zﬂmtan —.

k=1 Z’C?

¢ s k-1
Etudier la convergence de (Sn) ; on pourra calculer Arctan 7 — Arctan ——.

. . tana —tanb ,
En triponométrie : tanfa — b) = [+ ianatanh & VT4l pour tout couple (a. b) de réels

compris entre 0 et 7/ 2,

Pour tout ik € M*, les réels % et k-1 sont dans [0, 1], On pose alors ;

1 k
k k=1
a = Arctan ;—— ¢t b = Arctan ——.
k k=1
Murstana:mcttanb= I donnent :

1 2k
tzmu—tanh:mﬂl+tanatn.nb=k+l

- . 1
et il s'ensunt tanla — b) = EE

L'égalité Arctan(tanx} = x n'est vraie que pour x| < E

k—1 k S T . ki
Cummcunal}'ETtmﬂl,tlvlcnlﬂﬁbcat I,duuﬂ'-r.n—h-: i

On peut alors écrire Arctan(tania — b)) = a — b.

k+l—ﬂr¢tﬂﬂu=mnigq

On en déduit alors Arctan T I:

Le calewl de Sq est alors immédiat par télescopage.

n

On peut alors écrire Sp = Z: (Arctan

k=1

K aretan ® 1
P T ™

} et on en déduit :

n
S5n = Arctan JT'ITT

5 + ¥ - . o
Il vient alors lim S, = Arctan 1, c'est-d-dire lim S, = I

Ex. 36

1) Calculer Arctan 2 + Arctan 5 + Arctan 8.

2) Résoudre l'équation x £ R, Arctan(x — 3) + Arctanx + Arctanix + 3) = ﬁTﬂ .

1)
1 =
Deux points technigues sont utiles : pour tout x = 0, on a Arctan x + Arctan 5 = g el pour

+*
xy = 1,ona Arctanx + Arctan y = Arctan 11—_,:;-
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Dnaﬂmtun2+ﬁrcmnﬂnm-ﬁrﬂ.ané-ﬁ.rtmné el A.rctan%+ﬂ.r¢tan%=hrctan§

done Arctan 2 + Arctan 5 + Arctan 8 = w + Arctan 5 = Arctan ;

1 2 1 A
ﬁwcﬁrctanﬁ-:%—ﬁ.rcmn; etArctnnE+Arnt.anE = Arctan] = ;,:]went:

Arctan 2 + Arctan 5 + Arctan 8 = 5311

2 , . .
) La fonction Arctan est continue sur B et strictement croissante,

La fonction réelle définie sur B par fix) = Aretan(x — 3)4 Arctan x + Arctan(x + 3) est continue
et strictemnent croissante.

3 3
Avec lim fix)= - et lim f()= =, il vientf(R) = —Sf“a—i—"[

A —F— D0 L B gn ]

Tout x £ ] - %11 %E admet donc un antécédent et un seul par f.

Il suthit alors de remarquer que Arctan 2 + Arctan 5 + Arctan 8 = [(5).

o

La question précédente a permis de voir que f{5)= .

, . 2 : :
Léquation x €/, fix)= Tﬂ a donc 5 pour unique solution.

F - Formule de Taylor

Ex, 37
On considére deux fonctions f et g de classe ¢* sur un intervalle de centre 0.
On suppose que [ et g sont impaires et que g"*(0)= 0.

) — 2(2x) + f(3x)
gix) — Zg{x) + gldx)"

Etudier La limite quand x tend vers 0 de

Soith @ x -—i‘;—ll-—-——mr;; : Ejih}:jtﬂxl.
Comme [ et g sont impaires, on a f(0) = gi0) = 0. La fonction h n'est pas définie en 0.
La formule de Taylor-Young va permettre de préciser :
Six) = Ef(2x )+ [(3x) et glx) - 2glix ) + g{3x) au voisinage de 0,

[ et g étant impaires, il en est de méme pour /" et g, donc (01 = g"(0) = 0.

Utilisons la formule de Taylor-Young,
2 3
Lorsque x tend vers O, onoa : fx) = 7(0) + xf'(0) + ’%j"u}] + %-j ") + olx),

3
| étant impaire, il vient £(0) = (0} = 0 et donc fix) = a7 (0) + %— 0+ olx?).
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. 4 3 9 3
On en déduit f{Ze) = 27 (0)+ —;— 000 +0lx®) et f (3x) = Sl (0)+ —2"— (0 + 0(x> ) et enfin :
Fix) = 20(2x) + fi3x) = 23000 + olx?),
Un calcul analogue donne  glx) — 2g(2x) + g{3x) = 2e75"(0) + 0lx™), d'oi :

Slx) =200+ f(3x) " 0) + (1)
glx) — 2giZx) + glax) g i0)+01)"

: ) =22+ f3x) 70
On en déduit queiinﬂgwj—?g[h] 9% - g7(0)"

Ex. 38

Sait f une fonction de ® dans R, de classe 2.
On suppose que ; ¥ix,y)ER%, fix — yiix +y) =2

Montrer que, pour tout x € &, on a_fix)f"ix} s:'_,r"ELrJ {1).

La conclusion souhaitée ne concerne quune variable alors que hypothése porte sur deux

variables.

Omn va dong, pour x hxé quelcongue dans B, exploiter 'hypothése avec un passage i la limite
pour i tendant vers 0,

On exprime alors Fx + y) en fonction de fix), () et f " ix ) en utilisant la formule de Taylor,

On a ainsi "opportunité de faire apparaitre ces nombres en vue de (1).

Comme f est de classe C° sur B, la formule de Taylor-Young donne, lorsque y tend vers 0 :

2 2
x4 y) =) +yf 't} + ”—ff"m+ oly?) et fix — y) = fix)— yf'ix) + %f"f:]w oy,

En multiphant membre 4 membre ces deux égalités, il vient :

Slx + gifie — wd = Flel® + ? (Pl )" x) — 5" (x0?) +oly®),

On en déduit = fle)f ") — F'ix)® + ol1), donc aussi :

Flx +yifix —y) —fix)®
&
iy

Fix +yifix —g) —flx)”

Sle)f"x) = f'ix)? = lim -
u

—#li y

( Y P
Avec f{x + y)Wix — y) — fix) =0, il vient Iinh'r Xty ?_uj Jix) = (), et on obtient :
y—+

Y
Fle)f ey — flixi® = 0.
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G Développements limités, comparaison

Ex. 39

L] ft
1) 50t (tn lnere ot (bnlpes. des suites de B, . On pose Uy = Zuk et Vyy = Z“"*
kwl k=l
Montrer gue si lim Vi, = +00, et ug = olig), alors on a Uy = oV, L

2) Soit {anlpen. et (bnlgen. des suites de réels positifs.

n n

On note Ap = Z“*‘ et By = E*u: et on suppose que : (1) an ~ by et (2) limBp = +oc.
JI.'IIJ k"1

Montrer que An ~Bn.

e sujet concerne les suites positves, et elles seulement !

Clest cela qu'il faut utiliser pour traduire que un = ol ).

1) Exprimons que up = oles ), en utilisant un = 0 et vy = 0.

We=0,3pEM, n E=p = Un S Eln .

fl
On en déduit Z Uy = & Z vk Cest-2-dire Un — Up = 8(Vn — Vp).

k=p+] k=p+l
Avec lim Vi = +o0, on a l'existence degE M telquen =g = Vi = 0.
[ vient alors, pour n = sapip. q), ﬁ—: = &+ % .
N Up — &l Ly — gV
Avee lim — % _ D,onadreEm, ¥n=r, 2P| = ¢ et donc Wn = aupip, g, rl,
Fi—s -+ 1!'I." VI'I
Lin

)= v = 2e. ] s'ensuit Uy = 0lVa )
n

2)

Aprés avoir exprimé que ap ~ b, on utilise la premigre question.

I
On a an — by = olby) et lim By = +0c. En rémarquant que [Ap — Ba| = E lan — b —nl, la
k=1

premigre question donne done :
An — Bp = 0(Bg) est-a-dire An ~ Ba.

Ex. 40
1

Etudier la suite (xx) définie par x; > 0 €t x,.q = X0 + —5.
Xn

Une suite réelle croissante et strictement positive est ou bien convergente, de limite £ = 0, ou
bien de limite +o0.

. “ 1
Sionaxe > 0,1 vient xp, ) = xn + —y = 0.
Xp

Avec xg = 0, on en déduit  xy = 0 pour tout n £ fy,
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1 . .
En outre, x4, — xp = —5 assure que (g ) €51 strictement croissante.
Xn

Si (xn) admet une limite réelle €, on a nécessairement € > 0, alors lim (x,.4 - Irr:| =0et
1 1 ..

lim —y = i donne une contradiction.
xl'l

En conséquence, on a limx, = +00.
Pour préciser la vitesse de convergence vers #00 de cette suite, il est d'usage de chercher un

1
équivalent de xn en utilisant que i de limite 0.
n

Une démarche classique consiste a élever 2 une puissance o et, au vu des termes Sigl‘.l:iﬁi:ill.ijﬁ, de
choisir & au mieux de nos intéréts.

1 . - .
En élevant x4 = xn (1 + _I) a la puissance w, on utilise le développement classique :
L

(1+h)®=1+ah+olh)

1
Xy =X (l-i-% +0 (Fj) = xn +ur:_3+ﬂ{x:_3].
] n

— x3 = 3+ 0(1), Cest-i-dire xa*] —x3~3.

n

En choisissant « = 3, il vient x°

e+l

On a vu dans ['exercice précédent que I'on peut ajouter des équivalents lorsque certaines condi-
tions sont réalisées. [l est vivement conseillé de &'y reporter.

il L]
Avec le résultat rappelé ci-dessus, on est en droit d'écrire Zuf.‘” —xp)~ E 3 = din + 1}
k=il k=0
— x5 ~3in + 1puis x2,, ~3n + 1),

n+l

Cest-a-dire x°

i+l

Alors x2 ~ 3n donne finalement x, ~ ¥3n.

Ex. 41

1) E désignant la fonction partie entiére, montrer que pour tout oM. 1[, eFuT ot ¢ sont
équivalents en +oc,

2) Montrer que, poura =1, eF* " gt ¢ ne sont pas équivalents en +oc.

Onae™ ~ ™ 5 et seulement si wix} — oix) est de limite 0 en +00.
o
" . " v . . . wixd . _AHED
Clest une faute grave d'imaginer gue uix}4m vix) impligue e e !
Examinons en préliminaire deux cas significatifs.
1 E o . Eix)
Pourtoutx > 0, x — 1 <« Eix) = x donne 1 - - = ) = 1, et 1l vient lim =1,
x X4 X
cest-i-dire Eix) ~ x. On en déduit que Eix)® ~ x".
+o00 o
x — Elx} 1

: . 1
" Examlnunsiccasuuu:? Onad=x— /E(x)=

= .
VE +VEx)  2y/E(x)
On en déduit que lim (vx — v/ Eix)) = 0, puis que e¥ = =_e'ﬁ-
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» Onexamine le cas ol & = L. Remarquons que x — E{x) n'est pas de limite 0 en 400,

En effet, pourtoutn €K%, on a (n + %) —~E(n+%) = %

e=*! et ¢* ne sont donc pas équivalents en +oc.

EE ]

"est un des multiples exemples od - T ne sont pas équivalents bien que uix ) et oix)

le souent.

1) Etudions le premier cas global : a0, 11
Pourx>l,onal=Eix)=xetll=x—-1<Eix), dol Eix)"=x" et E{x)® > (x - 1).
Il s'ensuit que 0 =x" — E®x) < 2™ — (x — 1)%.

Orx™ —x - 1" = x" (l - (1 - ;)“)

Le développement limité classique (1 — h)" = 1 — wh + ok} en 0 donne :
(i) e
X +on XK
et il s'ensunt x™ —{x = 1) ~

Tn"
+a el T

On a donc, pour tout &£10, 1, lim (x" - E(x)") = 0, C'est-d-dire ™" ~ &',
e i

L5 ]

2) Etudions enfin le deuxiéme cas global : o = 1.

Drans le cas particulier o = 1, on a fait intervenir n + 3 dvecn & M*, 1l est raisonnable de sen

inspirer pour traiter ce dernier cas,

: 1 15"
Considérons ¥, = n + 5 avecn EN". Alors Elx ) = n et xp — Elxn)" = (pn + E) -n"

1y 1y 14" o
(’”’E) —n“:n“((l+ﬁ) -1) et(l+ﬁ) -lﬂ-EdunnE:

1 ) a unl
FI+E =n _E" +

On en déduit que, pour « = 1, x5 — Elx, )" n'est pas de limite 0 en +0o, donc que =™ - E®(x)
n'est pas de limite 0 en +oo, c'est-a-dire que e8! et & ne sont pas équivalents en +oo.

Ex. 42
Soit (un) 12 suite définie parug = let YneEM, u,,y = T+1Tu
R

Prouver que Win & ™", ﬁ’ﬁ = uy et donner un &guivalent de wuy.

On aup > 0 pour tout n puis ugy < 1 pour tout n = 1.

Avec 1 + nug = nug pour n = 1, il vient untg,, = =

. 1 . . e
Om peut espérer obtenir up = ?; et, si cela était, on aurait effectivement Upliy, ) = o

Poisr procéder par récurrence en vile de majorer i, 1, I faudrait une minoration de by . Ce sera
le rhle de celle qui est proposée.
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1 . 1
up =g esl COmpris entre 3 et 1.

1
Supposons que, pour n > 1, on ant ﬁ; = Up = Vo

1 .
. unﬂmdﬂnnel+nuﬂﬁl+ﬁ et on en déduit 1 4+ nup =14+ vn + 1,

. 1
Il s'ensuit que P rvs] = Up,]-
n
1

1 mn .
E ———
* T3z Sundonnel+ rom <14 aun puis uny n
+
1++/n

. 1 1 . .
Pour conclure, il suffit de prouver que = Toop tqu équivaut i :
n+

n
1+

1+n

n n n

n . -
via+l=14+ cest-d-dire vn+1 - 1= Ol encore = N
l_'l"_'l.f?l'T mr? viael+l 1++n

ce qui découle de /n = vn + 1.

. . 1 1
« En conclusion pour tout n € N*, on a mféuniﬁ.

Il en découle immédiatement que un ~ Fl’;

i
Une fois envisagé |'éventualité de up = 7 |a suite est assez facile.

La clé de cet exercice réside donc la et C'est ce qui le rend un peu délicat.

Ex. 43

Soit f une fonction réelle définie et deux fois dérivable sur [0, 1).

On suppose que f(0) =f(0) =0, f(l)=1 et f(1)=0.
Montrer qu'il existe « & J0, 11 tel que |/"iu)| = 4.

On procéde par contraposée, en utilisant la formule de Taylor-Lagrange.
Supposons que, pour tout x 10, 1, |[f"(x)| < 4.
F étant deux fois dérivable sur [ﬂ. %] . U existe o = ]D, é [ tel que :

J(%) = f{0) + %Jr‘mn %f“{a]

en application de la formule de Taylor-Lagrange.

<3 (.

Tl s'ensuit, avec les hypothéses sur f et Uhypothise de travail : |!(%}

En appliquant cette méme formule sur l'intervalle [%‘ 1] .

3 E] 5 1[, j(%) =)= 3"+ 57" (B)
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._,i (2).

-1(3)] b 2)

Cette contradiction évidente montre que: 3 o €00, 1, [f"(a)| = 4.

et donc, dans les mémes conditions :

1-£(3)

Avec (1) et (2), onobtient: 1 =1 -JI"(%) +j(%) = < 1.

Autre démionstration

Considérons application g de [, 1] dans K déhnie par gix)=_f(1 —x) - flx).
Elle est deux fois dérivable commef.
On peut lui appliquer la formule de Taylor-Lagrange :

il existerE]ﬂ, é [, tel que g(%:] = gl0) + ég'{ﬂh ég”’[fj.
Avec g'ix) = 1 —x)—fix) et g"lx) = "1 —x)—"ix), il vient:
gihh=1,g'ili=0, g(é} =0, g"lc)= -8

et donc : B=—"(1 - )+ f"e)= |11 - el + [Fiel].
Poure =coupoura =1 -=¢,0na i{f“[u]| =4,

Ex. 44

Soit £ une fonction réelle définie et de classe ™ sur un intervalle [a. b].
Pour n € ", la formule de Taylor-Lagrange donne Wh R tel que a + h €[a. b,

fi—1 hk h"
() 3 0n €0.1L Slash)=fla)+ Y f @+ —r"(a +6nh).
k=1 '

fra+l} - = — .
1) On suppose j {e) = 0. Montrer que :ET& fin —

Que dire de 8, sif est une fonction polyndme de degré au plus égala n+17?
2) On suppose quiil existe p € F° tel que :

S )= gy =, s P g =0 et f"PHa)w,
Etudier alors la limite de la suite (6, ).

On commence par comparer les relations (1) aux ordres n et n + 1.

On peut supposera < b et =h =h —a.

1) La comparaison des relations (1) aux ordres n et n + 1 donne, pour b = 0 :

h
(2): '"Na 4+ bgh) = "Ma) + mj‘"*“{n +041h),

et, avec la formule des accroissements finis, la relation (2) devient :

1
(3): S a4 Mg h) = mj‘“*“{u + 0. h) avec h €10, 11.

7Y est continue ena et [ ale0:donc Ja >0, Vi E[a,a +w), [V =0,

1 "W 8,0

Pour 0 < h < o, la relation (3) donne 6, = n+l .|"m+1]'[n+:~.l’l h)
. F1
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Puisque l'on a " WNa + By, k) = ™ Ya)+ oil) et £ a4+ % b h) = F"*Na) + ol1),

{r+1])

d'aprés la continuité de f ena, il vient :

|il]1 'ﬂﬂ = N
b =l m+1

Si f est une fonction polyndme de degré n + 1, sa dérivée d'ordre n + 1 est constante et la

1 .
relation (3) donne 8, = —T indépendamment de h.

2)
Dans le méme esprit, on compare les relations (1) aux ordres n et n + p.

La comparaison des relations (1) aux ordres n ¢t n + p donne, pour h = 0:

al
m h”'f“'*""m + ﬂnfph]
puis, en appliquant la formule de Taylor  la fonction /'™ a Pordre p :

finh
¢ :} ]P,r*“*ﬂ'{mmn h) avec A €10, 1.

(4):  "™Na s 0ah)="Na) +

(5):  Ma+onh)=f""a)+

La comparaison des relations (4) et (5) donne :

I
(6) : BRIP4 % fig k) = m SN G & By aph ),

Jiept eot continueena et S"Pla)e0;donc 3x =0, YiSla.a +al, [P =0
Avec [ PHa & Bnaph) = " Pla) #ol1) et FPla + kg h) = "Pa)+o(1), la relation (6)

. ) ~ nlp! _ -;-,
donne:  lim on = {2225 = (Chp )

Dans le cas particulier p = 1, on retrouve bien

n+l’
e
Exemple : sinx =x — = cos(fx), avec 6 €10, 1.

213! 1

=1, = I d I- 0 = —— I e,
Danscecasn=3, p=2 etonadond L 5 i

Ex. 45
1
Etudier la limite, quand x tend vers +0o, de {chvx + 1 ~ch /x) VE

La fonction [ est définie sur 10, +ocf, pour tenir compte de /.
Et, pour tout x 2= 0, on a ch v'x + 1 ~ ch /& = 0.

1
Posons fx) = (ch vx + 1 — ch /&) V¥ et glx) = & (f(x)).
Un peu de trigonométrie hyperbolique : &ant donné i et o réels, on a
u+r u=-u

ehu—chu-ﬂshTshT

Avecchvx + 1 —ch /% =2sh x+ ,u,.-'_ x+1+ﬁ.una;

)

1
m[x]=F;ﬁ1
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- 1 1 Va+l =% 1 v+ le/x
d'oi m[x]—?;ﬁi2+ﬁm(sh-—ﬂ—-)+?;h(ahT .
= Le premier terme est de limite banale : (1) lim E =1,

X =k J_E
» Pour le second terme, on note que i ;_ v ey +11+vl,;—}dunc:
. v+ 1-43x
lim ——— =10,
X =40 2
Alors, avec shu o il wient :
oh Vx4 l=x 1 1

T em AV e l4evE) dvx

Une situation usuelle & connaitre : lorsque les fonctions u et © sont positives et de limites (0 on
bien de limites +o0, avec wix) ~ vixh ona fn wix) ~ folx)

p Vsl = x 1 1 1
0 déduit  #n - - ~ e
n en dédui HhT in 7 et, avec fn i 2 2 Eﬂu-, il vient :
Ve +l-x 1 1 VE+1— % 1
tn sh ~ =5 x puisenfin in sh - fix.
=z Tgmr AT LT E
. W +1-—
Il en résulte finalement: (2)  lim —=énsh YETO VX v = 0.
X =D .ull"E 2

. . - v 1
s Etudions enfin le troisieme terme : én sh _‘"&Ei

Rappelons que, pour ¢ endant vers +o0, ona shit ~ Efr.

—
X

.y ey xel .,u" 1
".-Ei- x+1 1 -"r—z— F!l.li!t,ﬂ‘-'ﬂc lim Eil.l_"‘lll'_':‘:_..bEI_".._=

Ona sh ——g—— " g€ im +00
in Ehm ~ {n (%a Hm) = En.% +in(e x+uﬁ].

Notons que  fn (e = ”.}I = ﬁgﬁ et que &ﬁﬂ_mﬂ V.

On en déduit finalement que  (3) :ETT ix tn ah m = 1.

» En regroupant les trois résultats établis-. IEI vient Il_i.ﬂ*'lm fnfix)=1etdonc:

xEerjtx} = g,
Ex. 46
Etudier la limite, quand ¢ tend vers +oc, de sh Ji_“t: Shﬁm .
(1+5) -Fa’

On traite séparément le numérateur et le dénominateur en en cherchant des équivalents, avec

1
éventuellement des développements limités en =
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. 14t Fa1ad
s Pour le dénominateur, on a (1+?) =g (*!}_

Avec in (I+%] = 12(-!1- - EiE *I-ﬂ(t—lgj) =[— é- +oi1), 1l vient que: ¢ == én (l+ ;)— (t—%}
admet 0 pour limite quand ¢ tend vers +00.

Omn wtilise alors la régle useelle e ~ " = limiu — )= 0.

1y -l
Il en résulte que : (1 + I) ~e 2 quand ¢ tend vers +oo.

Pour en finir avec le dénominateur, on utilise que, si 4 = v + o aveca = olv), alors u ~ v,

Par ailleurs, les comparaisons de fonctions usuelles permettent de dire que :
% tn?t = ole') en +oc.

. . 1y 8 2 -1

On obtient donc en premiére conclusion: D = (1 + I_J - & n“t-e I,

o Ftude du numérateur ¥ = sh V12 4t — sh /12 — 1.

Un équivalent s'étudie dans un langage multiplicatif. Le premier soin est de rransformer le

. —b b
numérateur en produit : gha — shb = 2sh ﬂ—g— ch E—E—.

3 pd — e & 3 _
e« Onashvi?+t—sht2—t=2sh : +t2 Ll Y vt “;‘-"rr! L

| i
] ]
Enécrivant%{v’r?+t—wﬁ“—tj=;_; (1+;) —(1—%) L BVEL
1 1
1y 5 1 1 1y 5 1 1
(1+7) =1 gro(z) e (1-7) = 1=z +o(3)
ilvient:%[u"ti+ -x;‘tﬂ-r}zé(%ﬂ:(%))=%+a{l]*—%qua.nd£lmdwm+m.
2 — 2 _
Eh\,-f": +t2~f: [

Pour le second terme du produit, on commence au contraire par un équivalent de ch

Omn a donc ~s'h%.

chu ~ =&
K E
Vit Vi =

L A SR | [

s Quand u tend vers 400, ona  lim = 400, donc :
[=%+0u0 2
\J"'I’IE'*'I*-\‘-'"I!'E—! 1 VTt ey/17 =
ch 3 ~ 5€ .

De méme que ci-dessus, on obtient

1@ T = (1) (1-1)1) - 4aeo(p)) oo

wWikele 18—t
. .
et il s'ensuit e ~ e,

. . . 1
= Finalement, en deuxieme conclusion, N ~ ' sh 5

» En regroupant ces deux conclusions, on conclut que, quand ¢ tend vers 400, on a :

N e an) = Lie _ 1), Lalimite cherchée est ainsi L — 1)
E [ E—ﬁﬁ'— }. a limute cherc ﬂ!’-tﬂ-'nﬂiﬂ'— .
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I himes d'étude - Problemes

1 Partie entiére et densité

Pour tout x réel, on pose fix) = x — El(x), ol Ei(x) désigne la partie entiére de x, et on
considére Uensemble Fy = [ finxlnEN").

1) a) Verifier que, pour tout xR, ona 0 =fix)<1.
b) Vérifier que, pourtout xER et pourtout kEZ, on a fix + k) =f(x).
€) Montrer que, pour tout x € H et pour tout p entier, on a fipx) = f(pfix)).

2) a) Montrer qu'un réel x est rationnel si et seulement si il existe un entier g non nul tel
que figx)=0.

b) Soit x un rationnel : il existe des entiers p et q, q = 0, tels que x = ';—}

Soit n € W° et r le reste dans la division de n par g, Montrer qu'on a f{nx) = fire).
En déduire que l'ensemble Fy est fini.

Dans la suite du probléme, on considére un réel x qui n'est pas rationnel,

3) a) Soit x irrationnel. Montrer que Fr admet une borne inférieure, alors notée c.

b) On suppose que « = 0.
Justifier que {k € M. ko =1} admet un plus petit élément.

En notant p ce plus petit élément, vérifier que l'on a o < — H

c) Montrer qu'il existe n €M™ tel que o= finx) < o +1

d) En déduire que E{pfinx)) =1 et que f(pfinx)) <a.
Mettre en dvidence une contradiction et conclure.

4) a) Justifier que, pour tout réel x > 0, il existe n A" tel que 0 < finx) < A,
b) Montrer que tout intervalle la, bl, 0 <a < b < 1, contient un élément de Fy.

Solution

1) a) AvecEix) = x < Eilx)+ 1,ilvient 0 = x — E(x) < 1, c'est-d-clire 0= f{x)<1.

b) fix +k)=x+k — E(x + k). Or, pour tout k €7, on a E(x + k) = E(x) + k. Il s'ensuit :
Jilx + k) =flx)

c) De x = Eix) +fix) on déduit px = pE(x) + pfix). Comme pE(x) est un entier, on utilise le
résultat ci-dessus pour obtenir :

Jipx) = f(pElx) + pfix)) = (pf(x)).

2) Remargue: fix) =0 équivaut d x = Elx), c'est-a-direfix) =0 < xZ.
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a) « Pourx rationnel, il existe p et g entiers, g =0, tels que gr = p. On a donc figx) = fip) = 0.
» Supposons qu'il existe g entier non nul tel que figx) = 0. Alors qx est un entier, donc x est
rationnel.

b) Ladivision den par g selit n = bg+r, avecbentieretrE( 0. - 1]

Avec nx = bgx + rx et gx = p entier, donc bgx entier, il vient finx ) = ).

Il v a g valeurs possibles pour r, donc 'ensemble des rx est fini et il s'ensuit que 'ensemble Fy
est fini.

3) a) Fx contient fix) et il est minoré par 0. Il admet donc une borne inférieure,

b) Aveca = 0, I'ensemble Ha des entiers k tels que k=1 est non vide {propriété d’Archiméde)
el ces entiers sont strictement positifs.

1l reste & rappeler que toute partie non vide de B admet un plus petit élément.

o +1
p — 1n'est pasdans Hy, doncip — lla < 1l,dolipo <o+ 1. Avecp = 0, il vient a < =

n'est pas un minorant de Fy donc il existe un élément de Fy qui lui est strictement

c] i +1

: . . . . 1
inférieur. Il existe ainsi m € M" tel que flnx) < =

. Et om a bien s0r o = f{nx),

d) Multiplions par p = 0 cette double inégalité : p o =pfinx) <o+ 1.
Avec 1 = pa, il vient 1 = pf(nx) donc E{pfinx)) = 1.

Alors il vient f (pfinx}) = pfinx) — E(pfinx)) = pfinx) — 1.

Et avec pfinx) — 1 < a, on obtient f {pfinx)} < o

Le résultat 1)c) donne f(pfinx)} = fipnx) et finalement on a obtenu fipnx) < a.

Comme pn est un entier naturel non nul, flprx) est un éément de Fy et il est strictement
inférieur au minorant a de cet ensemble. On a ainsi mis en évidence une contradiction.

Comme les valeurs prises par [ sont positives, la borne inférieure a de Fy vérifie a = 0.
L'hypothése o > 0 conduit 4 une contradiction, elle est donc 4 rejeter.
En conclusion,ona a=0.

&) a) & = 0 n'est pas un minorant de Fy ; il existe doncn € M* tel que finx) < A,
On a finx) = 0 et, avec x irrationnel, on a f(rx) = 0 (question 2/a). [] s’'ensuit finalement :
0« Mnx) < k.

b) Avecb —a = 0, il existe alorsn € MW" tel que 0 < finx)<b —a.

Aveca > Oet finx) > 0, il existe k € MW" tel que kfinx) > a (propriété d'Archiméde).

Soit p le plus petit de ces entiers naturels non nuls k.

Alorsona pfinc) »a et{p — 1)finx) = a ; on en déduit pfinx)=a +finkl<a +(b—-a)=h.
On a donc obtenu a < pfing) < b.

En particulier 0 < pfinx) < 1 donne E (pf inx)) = 0 puis f(pfinx)) = pfinx).

En outre, la propriété 1/c) donnef (pfinx}) = fipnx).

On en déduit que pfinx) = f(pnx) et il s'ensuit a < fipnx) < b. Il reste donc a dire que
Jipnx) € Fx pour conclure,
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2 Suites extraites monotones

S0t {un lyey une suite réelle,

1) On considére lensemble E = {k €N, YpEN, p>k = up = ui}.

a) Montrer que, si E est une partie infinie de ™, alors (un) admet une suite extraite qui est
croissante.

b} Montrer que, si E est une partie finie de M, alors (u,) admet une suite extraite qui est
décroissante.

2) En déduire e théoréme : de toute suite bornée, on peut extraire une suite convergente.

Solution

Ce résultat est connu sous le nom de cthéoréme de Bolzano-Weierstrassy,
Une démonstration classique est hasée sur la méthode de dichotomie.

[l n'intervient ici qu'a titre de mise en ceuvre de la notion de suite extraites.

1) a) Premier cas: E est une partie infinie de M.
Avec EC M et E = &, il existe ¢(0) = min E. Pour n € %, on construit ¢{n} par récurrence.

Etant donné n €M, Eq = E [0, ¢{n) ]| est non vide car E est infini. Notons ¢{n + 1) son plus
petit élément.

La suite (gln)) ainsi définie est strictement croissante, donc (g} est extraite de (ua).
Pour tout i € M, on a ¢in) E E et gln + 1) = ¢la), donc Uygin+l) ™ tgin) € la suite {“'Hm} st
croissante,
b} Second cas : E est une partie finie de M,
L'ensemble M des entiers majorants stricts de E est une partie infinie.
On pose ¢{() = min M et on construit ¢{n) par récurrence.
Notons que, pour tout élément m de M, il existe p € % tel que p > m et up < upm.
Etant donné ¢in) & M, il existe donc un entier, noté gin + 1) tel que :
gl + 1l=qln) et wgpn,q) < Uy
La suite (1)) ainsi définie est extraite de (uq ) et elle est (strictement) décroissante,

2) Soit une suite bornée de réels. ['aprés la question précédente, on peut en extraire une suite
monotone,

Extraite d'une suite bornée, elle est bornée. Bornée et monotone, elle est alors convergente,
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3' Suites de Cauchy

Le seul théoréme qualitatif (et non guantitotif) au programme est celwi relatif aux suites ou
aux fonctions monotones,

Une notion intuitive de convergence pourrait s'exprimer approximativement par : «une suite est
convergente guand la différence entre des termes est gusst petite que l'on veul pourvu que ies
indices sotent assez grandss,

Cette situation est formalisée sous appellation de wsuite de Cauchys.

Défimtion. On dit qu'une suite réelle (u.) est de Cauchy lorsque :
Yr>0, 3pEMN, YimnEN m=petn=p = |un — tm|=<r.

1) a) Montrer que toute suite extraite d'une suite de Cauchy est une suite de Cauchy.

b) Montrer que toute suite de Cauchy est bornée puis que, de toute suite de Cauchy, on peut
extraire une suite convergente. Utiliser le probléme précédent.

2) Montrer que toute suite convergente est une suite de Cauchy.
L'objet de la question suivante est d'étudier la réciprogue de cette propriété,

3) Soit (uq ) une suite de Cauchy. On suppose qu'il existe une suite extraite (u ., ) convergente,
de limite £.

Montrer que (un ) converge vers {.

Ce théaréme est qualitatif ; il n'est pas ossocié & une recherche ou un calcul explicite de hmite.
Comme le théoréme de lo limite monotone, il s'applique aux suites réelles mais, por exemple,
il est en défout pour des suites & valeurs dons Q.

Solution

1) a) Soit (vn) = (tyy,;) une suite extraite d'une suite (uq ) de Cauchy.
Yrs ﬂ,HpEN,'I’{nLn}EWE,mEl'p ein=p = |um — x| < r. Comme on a ¢im) = m et
gln) = n, il vient |ugm) — | < r et (va) vérifie alors la propriété de Cauchy.

b) Soit (un) une suite de Cauchy,

Il existe p €M tel que, pour tout n = p, on ait |un = up| < 1, Aol |ua| < 1 + |up].

En posant A = max{|ugl, k [0, p 1}, on obtient |up| = 1 + A pour tout n € M.

On en déduit (aver le théoréme de Bolzano-Weierstrass vu en théme précédent) que, de toute
suite de Cauchy, on peut extraire une suite convergente.

2) 50it {un) une suite de limite F ER:Vr= 0, IpEM, YnEM n=p = |uy — ] < %

A]nrs,pnurtnut:mn]EM“,m;pﬂn;p = |um — €] < J-Ent:t lup — €] < %,d’ul'.l [um — tn| <.
Ainsi (ug ) posséde la propriété de Cauchy.

3) Soit (un) une suite de Cauchy. 11 existe une suite (g} extraite convergente (objet de la
question 1)b). Notons £ salimite :¥r> 0, 3pEM, VaEM, n=p = |u“,m, - IE'| - % et @ussl ;

Hth',‘ﬂ'fm,nJENE.m =geln=q = |up —um| = %

Pourn =max{p, g} = N, ¢ln)=ndonne ¢in)=N puis |uy — €| = |un —um.;".|+|uw,;m - f| <r.
Il s"ensuit que (un ) converge vers £.
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4 Inégalité des moyennes

On considére n € M quelconque et xy, - - -, x, réels strictement positifs.
Uobjet de ce sujet est de montrer L'inégalité : (xy + . - - +x24)" =n"x%; - . . xn  (En)
avec égalité si et seulement si tous les x; sont égaux.

1) a) Vérifier linégalite (Ez) et examiner le cas d'égalité.
b) Montrer (E,) est vraie pour tout n = 2, avec p MW",

2) Montrer que, si la propriété est vraie pour n R, n = 2, alors elle est vraie pour n - 1.
En déduire que la propnété est vraie pour tout n &€ W*.

1
3) Montrer que, pour tous gy, - - -, Y dans K., on a El[yl +-+-4yn) = YUL - Dne

Solution

. . o1
La derniére question justifie be titre de ce sujet ; = (w1 + -+« +Un ) estla moyenne arithmétique

des n nombres yy, <« - LY et JU - - - Yn en est la moyenne géométrique.
Ce type d'indgalité trowvera un traitement plus systématique et plus simple dans le contexte des
fonctions convexes.

1) a) Pour n = 2, 'inégalité (Ea) est (x; + xg) = oy xg ¢ elle équivaut d: (xy - xz]i = (),
Il y a égalité si et seulement sixy = xg.
b)

(¥n examine le cas ot = 2% et on s'en inspire pour le cas général.

La ¢lé est, pour quatre termes, de se ramener i Vexploitation de (Eq ).
2 4 2y 2
Pourn=2%ona (x)+xa+xg+x4) = ([{xl +xg) + (x5 + 4] ) .

2 ; z 2
Avec ((x + xa) # (x5 +xq)) " = 2% (xy +x5) (kg +24) € (37 422) > dxyag, (x342)" = dogxy,
il vient :
1 4
(1 4 x2 + 23+ x¢) = 4 x 200304,

Il'ya donc égalité si et seulement si chacune des trois inégalités est une égalité, c'est-a-dire quand :

Xy +xg = a0y + Xy, X = xg oLy = X,
ou encore quand les x;, 1 =1 = 4, sont égaux.
De la méme fagon, on montre que si (Ege ) est vraie, alors (Ege. ) 'est aussi ce qui, avec (Bg)
vraie, établit par récurrence que (Eg ) est vraie pour tout p € ",

2) Pour n =2, on considére xy, ... x,.) €lxn =X+ -« - +X5.1.

! =n"(xp+ .. +_1.:,,1,_|}r1 =(nfxy+ ... +x"_|]|}" d'on :

Alors n"xa (xy + . +x,1_1:|"
n"xnlxg+ .. +.t,,_1]"_] ={ln -1y # .. (n = Lixy_y +x.-,}|".

Avec l:{n: =~ 1lxy # .« cim=The, 4 +-l'rr:|" =n"n — 1]"_1x1 v s+ Xp—1Xn, il vient :

-1 _
[::+---+In-u]'n =in = 1"y X
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Etant donné N € M, N = 2, il existe p € N*, tel que 27 = N. La propriété est vraie pour n = 2°.
Elle sera alors vraie pour n — 1, puis au terme d’un nombre fini d'étapes, vraie pour N.

3) Linégalité est évidente lorsque I'un {au moins) des y est nul.

Lorsque les y; sont strictement positifs, on observe que (Eq ) donne :

n
+.,..+ 1
(H) =4y ...y donc aussi E[yl+...+y"}|3n TR Y

5 Suites et séries
S0it (un), _,, une suite réelle,

Etudier la série " un c'est étudier la suite (Sn) o Sn =Y us.
neEN k=0

On dit que la séne z un converge lorsque la suite (5q) admet une limite dans R.
nEN

Cette limite est appelée lo somme de la séne. Sinon lo série Z un est gualifiée de divergente.
=

Etudier la nature d'une séne, c'est étudier si elle est convergente ou divergente.
Dans ce probléme, on suppose que Wn €M, ua > 0.

1) On suppose [a série Z up convergente, de somme S,

nEN
On construit les suites (a.) et (va) définies par :
S - Sn [iF
s = el vn = aa

= flpp4] -
L n+l
Montrer que (an ) est une suite a termes positifs et que (un) a une limite positive.
2) On suppose qu'il existe une suite (b} & termes strictement positifs telle que la suite
(1 ) définie par wn = by uu_ﬂ. — by, coOnverge vers un réel strictement positif,
m+

Montrer que la série » _ un est convergente.
nel

3) a) On suppose que la suite (tn ), définie par ¢, = n{ =

]

- 1], admet une limite £ > 1.

Montrer que la série E un est convergente,
=i

b) Etudier La convergence de la série ) " un lorsque un = 12?1 - ‘éﬂn T 21;

nesk
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&) On suppose qu'il existe une suite (cq ) @ termes positifs telle que :

INEMN, Yn=N, cn -1 — e = 0.
Upal
. . 1 . . :
Montrer gue, si la série Z - est divergente, alors la série Zun est divergente.
fi = ! neEl

5) a) On suppose que la suite (t,) définie en 3) admet une limite ¢ < 1.

Montrer que la série Z un est divergente,
nE™

1.3...(2n = 1)

b) Etudier la nature de la série )  un lorsque un = —5 s

nEY

Solution

1) ¥nEM, 5.,y = Sn = un » 0 montre que [ Sy ) est strictement croissante. La limite S de (Sq )
est la borne supérieure de {Sn. n € M} et elle n'est pas le plus grand élément de cet ensemble.

Y. 5 =25
Onadonc§ -8, =0, dolt an = = a0
n
i 5% 5-5 S0 —8
10 a4 b =u"_-n_ -8 = _ n+l _ “nsl no_ i
Ul Upsl s Upen

La suite {vn | est constante, égale & 1,

2) Soit xE R el que 0 < & < €. En utilisant € = limwp, il existe p € M tel que
Yn=p, wn =k doll batn = bByylineg = Mgy -

=1 nm-—1
On a done Zfbkuk — Blsplgsy ) = A E Hgeps Cest-a-dire :
k=p k=p

n
hpup-—h‘nu;lah E “k.
k:pi]

o . bpu . .
Avec buun = 0, il vient A(Sp - Sp) = bpup puis Sy = Fh £ + 5p, ce qui montre que la suite

croissante {5, ) est majorée et donc convergente.

3) a) Nous sommes en présence du cas particulier ol by = n et donc :

Ly U

Wa =N
" u

-4n+n=n( —1)—1=m—1.

mn+l |

On en déduit que (wn ) converge, avec limuy = € - 1> 0.
En application du résultat obtenu en 2), la série z up est convergente.

Ld...(dn=1) tip 2n+4

s
h]un=2_4___f2n+ﬁldunne T TS | =14 507 d'odi :

(o =1) =

— a , . .
puis limn (uu” - ]_) =3>L Il s'ensuit la convergence de la série ;
n+l
1.3...(2n - 1)
24...02n+2)
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1 : . . :
4) Posons dy, = o €lnous ne faisons intervenir que des entiers n tels quen = N,
n

Ui . Cael v . » 3¢ Up _ dn
e — .1 = 0 selit = c'est-a-dire =
l"|-":r11rfl il L1 ] m+1 dni-l
=1
k . . 4. M ¥
1 s'ensuit H ES c'est-a-dire — = d—” .
Vo] [« [ Al i
Lipy I 1
Avec un = —dn pour tout a = N, il vient Eu" F — —
dy dﬂ' Ck
k-l"ll k:H
Comme lim E = 4o, il vient lim z ug = +20, donclimSp = +o0c.
FI—F+ T — 400 k r

5) a) Comme en 3), posons wn = n

Lin L
=n4+ll=n =1}=1=ip-=1.
lns1 (UrHl ) !

La suite {wn_]l comverge et limwn = € — 1 < 0. [l existe donc N € M tel que ¥n 2= N, w, = 0.

L U
En posant ¢n = i, 0N a ¢n - Chel = 0
Uil Upel

—l)—1=tn—l=wndﬂnc,pnurn?h’,

ana:

LK = cn+1 = '}.

I |

1
De la divergence de la série E - il découle la divergence de la série E T

L=
bY A _La...{2n-1) L _.‘E.rHE_l 1
) mu"_—id Eny M T Tl T TR
: . Un 1
On en déduit que ll-mn(l-lm.l —1) =gl
3...(2n = 1)
Il s’ensuit la divergence de la sériez i FEHJ

6 Construction de fonction
a l'aide de la suite harmonique

Par étapes, on travaille dans W* puis dans QF pour établir un morphisme de (Q5 . ») dans
(R, +).

A ['aide de borne supérieure, on travaille enfin dans R} pour construire une fonction gui
ressemble étrangement, par ses qualités ef propnétés, a la fonction logarithme népérien,

Ce sufet est une révision des principales démarches d'analyse vues dans les premiéres semaines.

n
1
Soit (Sn), . la suite définie par 5y = z -+ Pourn et p dans N°, on pose Lp(n) = Sup — Sp.
k=1
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1) Dans cette question, n est un entier naturel non nul fixé.

Montrer que la suite {[.J,;.l:nJ]|IWEHII+ est croissante et majorée par n — 1.

Justifier qu'elle est convergente et que sa limite, notée Lin), est au plus égale 3 n — 1.
Calculer L(1) et montrer que ¥aEMN®, n=2 = Lin)>0.

2) a) Montrer que, pour tous m, n, p dans W°, on a Lp(mn) = Lag(m) + Lp(n).

b) Montrer que, pour tous m et n dans W*, on a Limn) = Lim} + Lin).

1
3) a) Montrer que, pour tous n et p dans M®, ona Lpln + 1) = Lpin) = PR

b) Montrer que la suite (Lin)) _, . est strictement croissante.

4) a) Etant donné p, g, p', ' dans M*, montrer que E = ﬂ-, = Lip) = Lig) = Lip') - Lig").

On peut alors considérer o fonction € : O = R, g == Lip) — Lig)

b) Montrer que, pour tous r et r' dans @3, on a £(rr') = €(r) + €{r"), c'est-a-dire que € est un
morphisme du groupe (G5, =) dans le groupe (R, +).

¢) Montrer que la fonction ¢ est strictement croissante.
d) Montrer que la suite (f (1+ l}) admet O pour limite.
77 nENs

5) Etant donné x SRS, on pose : A = [rEQ%, r=x}.
a) Justifier que A, est non vide et qu'il admet un majorant dans .

b) Etant donné lensemble #ia.) = { £(r) r €Ac}, justifier que €(A,) est une partie non
vide et majorée de H.

On peut alors considérer la fonction | : R = R, x — sup flAx).

6) a) Verifier que ¥r=Q3, on a fir) = £ir), cest-a-dire que la fonction f prolonge la
fonction £.

b) Vérifier que la fonction f est strictement croissante.

¢) Montrer que la fonction J est continue sur RS,

d) Montrer f est un morphisme des groupes (R =) et (R, +).

&) Montrer que Jim fix)= 400 et lim fix)=—cc.

=,
Solution
alp+1 1

1:!- L:_-.+'|_|:H:|—Lp[ﬂ_'=-5m_p‘,”—5p+1—SHP-I-'SP: E—p+1.

k=np+l

. . nipsl) 1 1

PourkEl np+1l.nip+1l)Lona Ehmdnnckgl L=n TSI +1,et115msu1t:

=np+
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LFH.]_'[”} = Lp{ﬂ} == ﬁ-
p

1 1 1 (n—1jp
s Lpin)= Z v et,pourk €llp+ Lapl - = | donne Lptnjiﬁ =n - 1.
k=p+l
« Croissante et majorée, (Lp(n)) ey CONVETge. 5a limite Lin)en est la borne supérieure donc :
Linf=n-1.

Ona¥peER®, Lp(l)=0,douL(1)=0.

Zn 1 ]
Pourn =2, onalsin) = E = i}, Puis Lin} = Lain} donne Lin) = 0.

k=3

Py TP
PRI LS DS 35 35 WD LTS

knl k=] k=l k=l

Lptmn) = Lagglm) + Lpink

b) Avecn=1, (Lap(m }}.FE"- . estune suite extraite de {Lp[mj-]p?. .»don elle converge versLim).

Faisons tendre p vers +oc dans 'égalité précédente : il vient Limn) = Lim) + Lin).

npp np npp 1
3) a) PournEN®, ona YpeEM®, Lpln+ 1) = Lpin) = kz Z o= P
=p+1 k= p*l k-npfl

Et il s'ensuit Ly(n + 1) — Lpin} = —.

1
b) En prenant la limite pour p — +o0, il vient Lin + 1) = Lin) = —, donc Lin + 1) > L(n)

et la suite (Lin)) est strictement croissante.

rHEM*
I
4) a) % = Er selitpg' = p'g, d'o0 Lipg') = Lip'g), soit Lip) + Lig’) = Lip") + Lig), et il vient :

Lip) — Lig) = Lip") — Lig'}.

h] Sﬂit r= % &l rl = .:i,h avec s QFpr1 '?J dﬂl‘lﬁ B™.

Ona fr) + 6(r') = Lip) - Lig) + L(p') — Lig") = Lipp'} — Ligg') = t{%} = £irr").

¢) Avec les notations précédentes, supposons r < r', ¢'est-i-dire pg' < p'q. Comme L est
strictement croissante, il vient Lipg') < Lip'q), sont Liph + Lig') < Lip"} + Lig), d'ob :

fir)= Lip) = Lig) = Llfp"_:l - I.'fqr,'l = fir').

npp

. 1 1 1

d) SoitneEM* . OnaVp el Lpln + 1)~ Lpin) = E s p—-p';-
k=npel

. o 1
En prenant la limite pour p — +o0, il vient Lin + 1) — Lin) = o
1 1 1 q
Alors Lin + 1} = Lin} > {lt‘Ef(l + E) =Lin+1)— Lin} donne 0 < f‘(1+ E} = et il vient :

Iimf(l+ 1) = 0.
r
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5) a) Hexiste r €0, 0 < r < x, donc Ay » &, Et il existe s € M tel que x = 5, donc Ay admet un
majorant dans Q7.

b) On a firie flAx), donc (A )= &, Et, par croissance de £, onaVrE A, r=5 = firi= fis),
donc €04y ) est majoré et admet alors une borne supérieure, notée fix).

6) a) Soit r£03. Ona VsEA,, s =r, donc f(s) = £ir).

Ains £ir) est le plus grand élément de €0A, ) ; c'est alors aussi sa borne supérieure. [l s'ensuit ;
Firy=£ir),

b) Soitx et x" dans B tels que 0 < x « x'. Il existe des rationnels r et r' tels quex <r<r’ < x'.

Alors, ¥s € Ay, on a fis) = £(r), d'oifix) = €r). D'autre part, v’ € A,s donne (') = fx").

La croissance stricte de € donne €ir) < €0r'), d'olt flx} < fix'), ce qui montre la croissance
stricte de f.

: : 1 a4 - .
€) Soitx € RS et &> 0. Il existe n € MW" tel que t‘(l + E) < & et il existe r € G5 tel que:

fl
ET'TI*:T{I.

n+1 .
En posantr’ = r.eelaselitre=x =r'.

On a alors f(r?) = t'[l + %) < &, Cest-d-dire £(r') — €(r) < &, ou aussi fir') — fir) < e

Par croissance de f, il vient Wt € [ ¢'], [F(t) — flx)| = fir") = fir) <e.

Enposanta =inf{x = rr' = x}, il viemt ViERS, |t — x| S @ = [f{t) — f(x)| < e, et par suite
T est continue sur K.
d} Soitx et x" dans R;. Il existe des suites (rn) et (rn) dans QF relles que:
limry, =x et limr), = x".
Alors limirgry ) = xx". Par continuité de r, il vient :

limf{ra) =fixd , Hmf (rp) =fix') et limf (rarq) = (2x').
Avect (rnrn ) = €(rn) + €(rp ) e1f(s) = €0s) pour tout s € Q3 il vient flex') = fix) + f(x"), donc
[ est un morphisme des groupes (RS . <) et (R, +),
e) Pourtoutn € W*, on af(2") = nf{2) car f est un morphisme de (R . =) dans (&, +).
Orfi2) = €(2) = LI12) - L(1) = Li2) > 0, donc lim £ (2"} = +o0c. La croissance de f donne alors :

lim flx) = +oo.

1 ;
Pour tout x = 0, on a f (E) = —f{x) Il vient alors l'ihm (x) = —oc.
xlhx
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7 Approximation

1) On considére la fonctionf : R =+ R, t—e ' ",
@) Montrer que l'équation tER, fit) = ¢ a une solution et une seule. On note a cette solution.
b) Montrer que, pour tout couple (x, y) de réels positifs, on a ;

1
1) —F )| = 5 Jx — yl.

c) Montrer que [l:l. %] est stable par f et que a appartient a cet intervalle.
2) On considére la suite (wn),=n définie par uy =0 et Yo €M, u,yy = fiua)
Montrer que, pourtout nE®, ona 0= uy = % et Jup —al|= %r

e

n
n

- . i 1,
3) On considére les suites (v ) et (wn) .. définies parvn = ~ ¥/nl et wn = .

neke neEi*

a) Déterminer la limite de la suite (fnwy,y - fwa) .

En déduire celle de la suite ( ; fn wn

ek

b) Etablir une relation simple entre fnwn et & vy ; en déduire la limite de la suite (va ).

k
X

P
4) Pour tout entier p € M, on définit la fonction A4, : B, = R, x— E('”kﬁ'

=)
a) Montrer que, pour x = 0 fixg, il existe un rang py(x) a partir duguel la suite (Ag,(x)) _,

est décroissante et quil existe un rang pgix) & partir duguel la suite [Agn,iix)) est
croissante.

nehd

b} Montrer que, pour tout x =0, les suites {Agqix)] _, et {Agas(x)) _, sont convergentes
et de méme limite.

On admettra que cette limite commune est e™*.

5) a) Exprimer la dérivée de la fonction A,,, 3 l'aide de la fonction Ap.

b) Prouver que, pour tout n € M*, la fonction Ag, _, est strictement décroissante

et que 'équation x =0, Ag,_q{x) =0 admet une solution et une seule ;: on notera x, cette
solution.

On admettra que, pour tout n EMN*, on a8 xn = n.

c) Montrer que Ag,,(xn) > 0 et en déduire que la suite (x;, ) en- st stnctement croissante.
. L Iﬂrr
6) a) A laide de As, () = ™" = Ay, (x) et de x, = n, établir que 1 = ﬂ%“e‘" =32,

1
b) En posant yn = 5=, montrer que vg, = yne¥" =2'/¥uy, et que limyne = .

¢) En conclure que x, est équivalent 3 2an.
On pourra pour cela utiliser g fonchion : By — B, y— yel.
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Selutien

1) @) h @ ¢+ fit) -t est continue, strictement décroissante (par exemple avec h').

1 1
Gnahm]=EEthE1]=F—lcﬂ.

Il s'ensuit quef a un point fixe et un seul, et qu'il est dans 10, 1[.

b) Onafix)—fiyl= %m“ —e ),

La fonction ¢ : x — e ™" a sa dérivée majorée par 1 sur [0, +ocf.
Elle est done 1-lipschitzienne ¢t il vient alors |gix) — ¢iy)] = |x — y|. Il s'ensuit :

1
[Fixh = fiy)| = z lx —yl.

c) h.(-:-) = :—_{E_EI - 1] < {} justifie que a est dans E = [l}. é] et que_f(%) = %.

. 1., . 1
Avec = 0 décroissante et f(0) = ' il vient que E = [l}. E] est stable par f.

2) Avecug = 0EE et E stable par £, on @ un € E pour tout n € i,
1 . 1
Pourtout n €M, on a [flua ) = flal = z |t — &, C'est-d-dire |uy,q —al = < |un —al.
: , 1 1. .
Il s'ensuit, pour tout R EMN, |un —a| = {E]" lug —al. Avec lug —al=a = = il vient :
1
e

W e 14" . ) 1 .

3) a) D:l.:?;.::(]-kﬁ) ,und-édunﬁ-aw,m—mwn:nm(1+ ;),pm.s:
]imtﬁ] “J".q,l - h [-I.Jn} = ll

: . .1
Il s'ensuit, avec le théoréme des moyennes de Cesaro, que lim — fnwa = 1.

. 1
b) En formant &n vn et fn wa, on voit que fn va + ~ n wa = 0.
On en déduit que lim fnfvg ) = =1 puis que limuy, = %

4) @) Ona Ap,aix) — Aplx) = (1P i (=12 i _(-]_;F"‘lxp*' 2
3) Ona Ap.alx) — Aplx) = pron” BEI T e Pr2-x).
En particulier :

2n+l

Asns 1) — Agn(X) = {—2’;—*,2—}[{: — 2(n + 1)),

donc (Agn(x)) décroit & partir de py tel quepy = E (;) et

a2
Agn 3(6) = Aga 1) = [ (20 +.3 — x)),

ce qui montre que [Ag,,y(x)} croit & partir de py tel que py = E[%),
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2n+l
b) Agnlx)—Agn,i(x) = EI;TTF est de limite 0, par la croissance comparée de suites classiques.

Soit X H-E{E]l un entier. {Ag,,{,n}m_x est décroissante, {Agp.lx)) _ . est croissante.

Adjacentes, ces suites ont méme limite.
Avec la limite (admise) e™*, on a en particulier Ag,(x) = e~ ",
p+l oK
5)a) De Ay,lxi=1+ zt-lj —, on déduit :
k=l
B+l k=1

! k X k-1 _
Amlix}szt -1 = Ei—l] -—--E{ k3 = —Aplx).

b) Pour tout x =0, 0na Ay, _slx)=e™* = O et il s'ensuit que Ay, _; est strictement décroissante
sur [0, +o0of.

an=1
_ x "
La limite en +o0o de Az, est celle de BerTiL cest donc —oo, et on a Ag,_1(0) = 1. Le

théoréme des valeurs intermédiaires donne alors I'existence de xn, 'unicité étant garantie par
la stricte décroissance de Asy .

In
€) Agne1lxn) = Ay _qixa) + m:%n-r (2r + 1 - xa), Az (%0} = 0 etxn = n donnent :

Angeglxn) = 0.
':"I‘ Aﬂ!‘t-‘-ll:xFHl:' - 'ﬂ Flﬂ.l" définition de Xypal d ol ‘qhi-l.[xﬂ:l = ..42"_,,]{1'”,] }
La décroissance stricte de Agy,.,1 donne alors x,,; > xn.

an an
6) a) De Agylxn) = é%-j, ete ™ = Ay, {xn) on déduit 1= r‘i‘—r‘l—ﬂf‘"

o
Deﬂgﬂ”{xn]-ﬁiﬂnﬂ Xn)etAspaixn)=e ™™ on déduit 2"; 1+1 I.“E },e"‘ =1.

E
Avec xn = n, il vient —ﬁﬂ 11; puis E—;e” =2
b) En remplagant xn par 2Znyn dans la double inégalité précédente, il vient :
(2n) (Zn)!

= = gy )" = 2-—5
(2" Jn {2n)

V(2n}

et, avec vgy = —— il vientug, = yne" = gl/dn,,

: 1 . o - 1
On a vu que limog = - eton a lim 2Y2 = 1, il sensuit lim Yne' = =

c) g : [0, +ocl— R, y — yeY, est continue, strictement croissante, de limite +oo.

C'est une bijection de [0, +oef sur [0, +2c]. Alors 2, = yne¥™ = glyn ) donne yn = g~ Yza)

: - C s S - - -1/l -
De lim z4 = ¢~ on déduit (par continuité de g~ ') que (ya ) a pour limite £ = g '(E).pulsﬂ
vient xq ~2 & n.

et = gif)se lite™! = fe’ ou encore € = e~17" ; £ n'est autre que le point fixe a de [, et
finalement on a x, ~ 2an.

Chapitre 3 - Réels, suites, limites. Continuité, dérivation. Taylor. Développements limités w167



8 Théorémes classiques et applications

(e sujet o pour objectif principal un tour d'horizon sur les premiers théorémes classigues tels
gue celui de Rolle, la formule des accroissements finis et la formule de Taylor.
fDes mises en situations sans difficulté particuliére sont l'occasion de les mettre en pratique.

| Partie 1

Fréliminaire. Enoncer le théoréme de Rolle.

Soit g une fonction réelle définie et continue sur [a, bl, a et b réels, a < b, et dérivable
sur [a. bf. On suppose que gla)=gib) =0 et g'la)=0.
gic)

Montrer qu'il existe ¢<ja. bl tel que g'(e) = —a

Partie II

Préliminaire, Soit f une fonction réelle définie et dénvable sur un intervalle I de R et a, b deux
éléments de 1, Enoncer la formule des accroissements finis gui permet de comparer fia) et fib).

Dans cet exercice, / est une fonction réelle, définie et dérivable ser R+ .
On suppose que /' est strictement décroissante sur B, et que: ¥YxER., fix)=0.

1) Montrer que:  Vx €L +sel, fix+ 1) —filx) < fix) < flx) = flx = 1)
2) Montrer que la suite (s, ) définie par:  VYnEN®, s, = E f'lk) est convergente si et

kal
seulement si f a une limite réelle (notée £) en +oc.

Application. Etude des suites définies par :

" 1 i 1

YnEm®, un=z 5 i Un= .
ko1 1+k o 1+k
Partie 111 |

Fréliminaire. Soit f une fonction réelle définie et deux fois dénvable sur un intervalle I de B et

a, b deux éléments de 1. Enoncer lo formule de Taylor-Lagrange qui permet de comparer fia)

et fib)

Soit  une fonction réelle, définie et dérivable jusqu'd l'ordre 2 sur R.

On suppose que § et /" sont bornées et on pose My = Eg[ﬂ:!l et My = sug]: Irix)
x i

£l

1) Soit x € F. Montrer que, pour tout h EH, on a :
2 2

h h
—Fix)= My + hf'lx) + 5 Mz et j{x}sun+hj'u}+1rmg.

On pourra appliqguer la formule de Taylor entre x et x + h d'une part et entre x et x — h d'autre
part,

2) En déduire que f' est bornée (sur &) et que, en posant M; = sup |f'l[.r]l], ona:
=]

M7 = 2MgM3 .
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Partie 1V |

1) Soit o, B réels, a < B, et g : [0 Bl = R de classe ¢,
a) Soit ¢ : o Bl =+ R, £ glt) = glo) = (0 = adgla) = ML = a)®, avec h défini par ¢(B) = 0.
Montrer qu'il existe c€ ke, Bl tel que ¢"(e) = 0.

En déduire que gip) = gla) + (B — alg'(a) + mj_i} gt

b) On suppose: VYxEla Bl gxi=0 et g'ixi=0,

Montrer que, 5'il existe v& . Bl tel que giv) = 0, alors g est nulle sur [, B
c) On suppose: VxeE[w. Bl gx)=0 et g'x)=0.

Montrer que, si gie) = g'la) = 0, alors g est la fonction nulle sur [« B].

2) Soita etbréels, a <b, etf : [a b] = R, de classe €% sur [a. b), telle que fla) = fib) = 0.

On pose M= sup |f"ix)| eton suppose M= 0.
xEla,b]

a) Pour xEJa. bl, montrer quil existe c=ja. bl tel que f(x) = +J’ (el

b) Montrer que ¥x € la.bl, [fix) = M E_x_-_ﬂ_;f_'_ﬂ.

b-a b-a (b—a)
En déduire |f'ia) =M——, (b} =M-—p—et sup [fix)=M :
|f | |f | ;-E[n_b]ur 8

Lxg — aMxg — B)

¢) On suppose qu'il existe xyEla. bl tel que flxg) =M 5

Montrer que Ve Ela b, flxl=M EL:%HLM. On pourra utiliser 1)b).

Que peut-on dire 57l existe x;Ela. bl tel que fix;) = M{r':' - n:b ~Xo) ?

Selutioh

Partie 1

gix)—gla)  glx)

X = X =i

Soit h la fonction définie sur la, b] par fix) =

et prolongée par continuité
ena par hia) = g'la) = 0.
h est continue sur [a. b), dérivable sur Ja, b et hia) = hib) = 0.

i
aic) glc) o b a
c_ﬂ—{f_ﬂ}g-ﬂ.duugtc]_

glch
c=da

1l existe donc c€la, bl tel que h'ic) = 0, 'est-i-dire

Partie II

1)} Pour x €L, +2cl, la formule des accroissements finis sur [x, x + 1] donne V'existence de
y=le, x + 1 tel quefix + 11 =Fix)+ iyl
Avee [ strictement décroissante, on af(y) < [} dol fle + 1) — flx) < Flx),
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La formule des accroissements finis sur [x — 1, x] donne 'existence de z€1Jx — 1. x| tel que ;
Jix = 1)y =fix) = f'(z),

Avec ' strictement décrolssante, ona f'(z) > f'(x) d'ob :
Jxd < fix)=fix = 1.

2) Comme [’ est positive, la suite (s, ) est croissante.
Elle est convergente si et seulement si elle est majorée,
Pourtout k ER", ona flk + 1) = flk) = (k) = flk) = fik = 1}, d"od :
Jin+ 1) =1} =85 < f(n) = Fi0L
On en déduit que si 'une des suites (f(n)) et (sn) est majorée, alors 'autre 'est aussi,
Jf étant croissante, (f{n)) est majorée si et seulement si la fonction f a une limite réelle en +oo.

En conclusion (s, ) est convergente si et seulement sif a une limite réelle en +o0o.

Application,

a) Arctan ¢st dérivable sur Ry et, pour x = 0, Arctan'(x) = l—lr_;
+x

On en déduit que Arctan’ est positive et strictement décroissante sur H,,
Comme Aretan a une limite réelle en +oc, on a la convergence de (uq ).

b) La fonctionf : x 21 + x est dérivable sur R., avec f'ix) = ?11— done J' est positive,
+x

strictement décroissante sur H..

Avec Il_].?mfl.l:} = +0¢, la suite (vn ) est divergente.

Partie III

1) Appliquons la formule de Taylor entre x et x + h 11l existe e€Sle. x + b tel que:

2
Filx+hl=fix)+hf'(xh+ hT_ﬂ"”h:}.

h'l . 2
d'ol =flx) = =f{x + h)+ hf'(x) + ?r“h:'}. puis —fix) = [fix + k)| + hf'(x) + 1'_12_ [f"te)| etil

s ensuir
J'IE
—flxh= My + hf'(x)+ o Mz.

Appliquons aussi la formule de Taylor entre x et x — h 1 il existe dE]x = h, x] tel que :
2
L]
Fix =hi=fix)=hix)+ T,_.I"”'[dl.
n?
Comme précédemment, il vient fix) = Mg+ hf'lx) + = Mz.

2
2) On a dong, pour tout x € R et tout h € |, [Flx)] = My + hf'(x) + !-‘E-Mg.

h? - N .
My +hf'(x)+ 5 Mg estun polyndme en h positif pour tout h €R, donc de diseriminant négatif:

(Fx))” = 2MoMa.
On en déduit que /' est bornée et que M{ = 2npM; .
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Partie IV

1) a) C'est la démonstration classique de la formule de Taylor.

b) g présente un minimum en yEle, Bl, d'oi g'ly) = 0.

g' étant décroissante, on a g'(x) = 0 sur [a, yl et g'ix) = 0 sur [y, g1,

Avec gly) = 0, il vient gix) = 0 tant sur [, ] que sur [, Bl Avecg = 0, il vient g = 0.
c) g’ est décroissante sur (o, B). Avec g'la) = 0, il vient g' = 0 et g est décroissante.

Avecglad =0, il vient g = 0 ; alors g = 0 donne g = 0.

2) a) Soitg : [a, bl = R, t—fit) - %{I —alt - b Onagla)=¢lb)=0.

On définit k par ¢{x) = 0.

g est continue sur [a. x ] et dérivable sur Ja, x| 1] existe donc u€)a, x tel que ¢'{u) = 0.
De méme, il existe vElx, bl tel que ¢'(v) = 0.

¢ étant de classe C* sur [u. v], il existe c€)u. v[Cla. bl tel que ¢"(c) = 0.
Avecg"(t) =f"(t) — k, onobtient : h = " (c) et glx) = 0 se lit fix)= %{x —alx — b))

b) Pour x = a ou x = b, l'inégalité est immédiate et pour xEla, bl, ¢lle découle du résultat
précédent.

x)—fla)

XK —a

X

h—
=M 3

Avecle a), on a, pourx > a, ’J

Par la limite pour x — a, il vient |[(a)| = M h_;_a_ Et de méme |f'(b)| = ME-E—E.

. . a+h b—a) | .
x = (x —a)b — x) est positive sur [a. b] et son maximum, en —5—, vaul ———. [l s"ensuit :

}?

{
sup |[flx)| =M g
xElab]

c) Soitg : [a.b] = R, x—fix) - gu —alx — b).

Avee 2)b), il vient glx) = (x) + 5 (x — a)b —x) = 0.

Avecg"(x) = f"{x)— M = 0, etglxy) = 0,d"aprés 1)b), il vient g = 0. On en déduit :

VYxEla.b), fix}= gl’x —alx — bk

En considérant h : [a. b], x = g{x —alb - x)—fix), onademéme h =0et h" = 0 puis,

avec hixg) =0, il vient h = 0.
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9 Autour de la fonction exponentielle

1) Seit (Py lpes, L2 suite de polyndmes définie par Py =1, Pl  =Pret Po (0 =1:

R

"L xP
YoM, ¥x ER, Fn{xu=z—1.
ped -

1
F=gpe

%

a) Etant donné x = 0, montrer qu'il existe g € M tel que Wp =g,
b) Montrer que, pour x = 0, la suite (Paix)) _, est convergente,

2p
€) Montrer que, pour x € R, la suite E = est convergente.
e (2p)

nEN
En déduire la convergence de la suite (Palx)) _, pourx<0.

Notation. On note E la fonction définie sur & par Eix)= lim Paix).
FE=b 30

2) Dérivation de la fonction £

a} Pour x fixé dans K et jh| = 1, on pose : Ga(h) = Palx + h) = Ppix) — hPy_(x).
Exprimer B(h)= lim B&q(h) & l'aide de la fonction E.

P #4350

b} En notant que &,(h) = P, _1{x + h) — P,_{x}, montrer que, pour tout n €M, on a
|8 (k)| = |R| Edjx] + 1.

c) En déduire que |Baih)) = %E:p:l + 1ih* puis que [8(h)| = -;-Eﬂri + )h?,

d) En déduire que E est dénvable en x et que E'(x) = Elx).

3) a) En considérant F : B — B, x — E(x)E(=x], montrer que ¥x EH, E(x)E(—x)=1,

b) Soit a € R. En considérant Ga : B = B, x — E(x + a)E(=x), montrer que :
VYxEHR, Elx+a)=Eilx)Ela)

&) Montrer que la fonction E nest pas une fonction polyndme.
5) Montrer que, pour tout x =0, on a E(x) = 1 et, pourtout x =0, 0= Eix)= 1.

6) Montrer que lim Eix)= 400 et que lim Eix)=0.
L a X —F—d

Selution

1) a) Pour tout x € B fixé, la comparaison classique de puissance et de factorielle donne :
27 "
|:]J'|'1 _J"I!_ =0
P 1

. 2P P :
Il existe donc g € R tel que Yp = q. i = 1, C'est-d-dire %r = 5P

b) Pour x = 0, la suite (Paix)) qen O5L croissante.
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xP xP
Pourn =g, ona Pn{.r,'l-z — z —
p=0 p=-q*lp

La suite {Pix)) e donc majorée.

li_t 1 g
25— Eizplﬂ-l.

Croissante et majorée, la suite (Pn(x)) est convergente.

X (x*F (2P "
c) La suite E @i est croissante el Z @il =Y —— @ EZT=F‘|1[I ),

2p=n nEN 2p=n P i
Elle est majorée car {Pnix)) est majorée pour tout x > 0 ; sa convergence en découle.

Eﬂ
Pour tout x, on a Palx)+ Pa{—x)=2 Z Ii”pi'

Zp=n
Pour x < 0, la convergence de (Pn(—x}} entraine alors celle de (Pa(x)).

2) a) En passant & la limite (pour n infini) dans &a(h) = Paix + h} — Ppix} = AP, _jlx} on
obtient :
&lh)=Elx + h})— Elx) — hEix).

b) Ona &,(h}=Py_jlx + h) — Py _qix}et, en appliquant la formule des accroissements finis,
il existe 610, 1[ tel que B,(h) = hPy_slx + Bh). Or, pour tout entiern €0y

|Prix + Dh)| = Pailx + Bh|) = Paljx| + 1) = E{|x] + 1),
et il vient donc |8n(h}| = || Eljx| + 1)

¢) Compte tenu de &, (0) = 0, l'inégalité des accroissements finis donne :

1
[Bnih)] = E(lx| + Lih®,

_ o 1
En prenant la limite pour n — +oc, il vient [Blh)| = gE(]x| + 1ih?,

E{ hl—E(x] 1 .
d) On a donc i I X Elx) &E-E{Ix|+‘l}|h|,d ol 1
. Elx+h)—Eix) . .
lim = Elx) ¢'est-da-dire E'(x) = Elx).
h—0 h

3) a) Ona F'lx) = 0, donc F est constante. En notant que Fi) = 1, il vient :
Elx)E(—x} = 1 pour tout x € R.

b) Ona Ggix) = 0 et Ga est constante. En remarquant que Gg(0) = Ela), il vient :
Elx +alEl—-x)=Elal

Alors, avec a), il obtient : E(x + a) = E(x)E{al.

4) 5iE était une fonction polynome @, de degré g € M, on aurait D9*1g = 0,

Or D*'E = E et E n'est pas la fonction nulle puisque E(0) = 1.

5) Pour x> 0 et n € M, on a Palx) » 1 ¢t par suite E(x) > 1 puisque (Pnlx)) est croissante,
Pour x = 0, E{x)E{—x) = 1 montre que 0 < E{x)= 1.

6) Pourtoutx >0, onal+x = Eix), done lim Eix) = +o00.
X =g

Avec Elx)E(=x)= 1, il vient lim Eix)=0
= = {n
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10 Fonctions a dérivées successives positives

Soit f € C™(1. R), ol I est un intervalle non vide, non réduit & un point.

On dit que f est de type (AM) lorsque Wn € M, ' = 0, en notant f™ sa dérivée d'ordre
ne M, avec [ =,

1) a) Soitf et g des fonctions réelles définies et de type (AM) sur J.
Montrer que [ + g et _fiy sont de type (AM).
b) Montrer que f est de type (AM) si et seulement si f = 0 et §' est de type (AM).

c) On suppose que f est de type {(AM) sur I et que g, définie sur un intervalle J > fiI), est
de type (AM). Montrer que g o f est de type (AM) sur 1.

2) a) La fonction T définie par Tix) = %m li, est-elle de type (AM) sur [0, 1] ?

1-x

b) La fonction L définie par Lix) = — fni—x) est-elle de type (AM) sur j — oo, 0f ?
c) Etant donné b € R, on considére la fonction réelle H définie sur I =] — 5o, bl par :

hx +
Hix)= x—b

Donner une condition nécessaire et suffisante sur (k. p) pour que la fonction H soit de
type (AM).

. avec (. p)E R,

Dans la suite, Uintervalle I est I = |a, bl, avec a < b, et lo fonction [ est de type (AM) sur [a. Bl.

ix —a)" z

FiMa) et Spix) = z gl ).
k=i

3) Pour n & M et x Ela. bl, on pose ualy) =

a) Montrer que Yn M, Vx Ela bl, Salx)=flx).

b) Montrer que, pour tout x € [a. b, la suite (Suix)) _  est convergente et que sa limite
Six ) vérifie Six)=fix).

4) Pour n € M, on définit by : Ja. b= B, x = ha(x) par fix) = Spix)+ (x —a) halx)

a) Montrer que hy est dénvable sur Ja, bl.

On définit alors gn sur [a, bl par gela) = 0 et, pour xla, bl, hglx) = _5’"“]'+ i

(x —a)"
Expliciter gnfx) & aide de fix), /'(x) et des f™ia) avec ke[ 0.n ).
b) Etudier le signe de g,(x) et en déduire le sens de variation de h;.
Etudier le signe de ghix) et en déduire le sens de variation de halx).
c) Avec la formule de Taylor-Young, montrer que gnix) = of(x — ai").
Qu'en déduire pour g'*a), ke[0,n] ?

el

Montrer que g, = 0 et en déduire que gn = 0 puis que hn est croissante.

5) Pour xEla, bl on pose Ralx) = (x —ahaix)

— n
a) ttant donné xpEla, bl et ¢Sy, bl, montrer que 0 = Ralxy) = (x" : :} flel.

O =

En déduire que Sixg) = fixg).
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b) Montrer que f est constante ou bien strictement croissante sur Ja, bl.
¢) Que peut-on dire de r quand il existe xyEla, bl tel que fixg) =07

d) Que peut-on dire de f quand il existe xS )a, bl et n S MW" tels que f'Mixy) =07

Se]ution

1) a) f et g étant C™ sur 1, il en est de méme pour [ + g et pour fg.
s Pourtoutn M, ona(f +g)™ =" 4 gl fM 2 get g'™ =0, donc (f + g/ =0,

n
e ¥neN, (g™ = Y 0o etvk €100 1% = 0et g X =0, done () = 0.
k=0
b) f étant €™ sur !, il en est de méme pour f'. Pour tout n € M, ona ()™ = ™Y, done:
™ =0,
Sif' est ™ sur I, il en est de méme pour f.
Avec [ = 0 et SV = (f'f" = 0, il vient : Yn €M, /' = 0,

€) [ et g étant £ sur I et J respectivement, il en est de méme pourg o f.
Avecg = 0sur J, il vientg o f 3= 0 sur [, c'est-a-dire (g o 7' = 0.

Pour prouver que g o f est de type (AM) sur [, il nous suffit de prouver la propriété ®n ) : pour
toutes fonctions u et v de type (AM) sur I et J respectivement, avec u(l}CJ, on a

vkel0nlveult =0.
On procéde par récurrence.
Avecp = 0surJ,onarpowu =0 surl, donc ™0 est vraie.

4]
el (v o u]'-l.t"jlir':I = Z I:I:I’u’ a o) e "% vient aisément que P(n)

ko=l

Avec (v ou)
implique Pin + 1).
Ainsi #{n) est vraie pour tout n € M, et on en déduit que g e est de type (AM) sur /.

2) a) Test O™ sur [0, 1 et ¥x [0, 1], 2Tix) = fnil + x) — il = x).

1+x . .
Sur f = [0, 1[, x est minimum en O ¢t son minimum est 1, donc Tix) =0 surl.

1-x

-1/ Yn — 11 , {n—1)
(1+xlt 1—xr
) @ (1= x"
Il s’ensuit In—_nril-x}"'r""'[xj: 1+t-l]"_lﬁr.
r|—]“' '_':}n

mﬁ' =0etenfin T"(x) = 0.

AT () = 4

L] i -
T+ 1"xd“““‘ YneE M, 27" x) =

1-x ;
O0<l-x=1+x donne 0= Tox = Jpuisl+(-1)
Ainsi, T est de type (AM).

b) OnalLi—e)= —1 et L n'est pas positive sur | — oo, 0[.
Elle n'est donc pas de type (AM) sur ] — =, 0[.

€) H est ™ surl =] — oo, bl.
« Ona lim H =, alors H == 0sur implique k = 0.

= v 50

bh o
H'(x) = —ﬁf et H' 5= 0 implique p + b =0,
I -—
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» 5ices conditions sont réalisées, alors H est croissante, de limite positive en —oc, donc positive.

1
Pournem*  ona H'"x) = ~(p+ bh}ﬁr = 0 donc H est de type (AM) sur 1.
- x

{I - u]ﬂ"'l

n+ 1) S e,

3) a) Avec la formule de Taylor-Lagrange : 3c€la, x[, fix) = Salx) +

Alors £V = 0 donne f(x) = Spix).

{x —
b) En outre, ¥n €M, 5,,1(x) = Spix) = x—";-l-—_r["]{a} =0, donc (Saix)) est convergente,
de limite Stx) = [{x}, et tant que suite croissante majorée par fix).

4) a) hn : Ja. bl x e DXL TS0 e
e =l
i al¥ al .
hix) = Lr[xn— —-——-—j“”{ } pu}— —-,.r“F Yia 1).
g mi)

el on pose gnix) = [I—fﬂ(f lx}— Z u " g }} (f'[x! {x ﬂ] _.Flm'[lﬂ).

Notons que, sous cette forme, on voit qu: gnia)=10,

b) s giix)=ix —a)(f'x)—fla)) — (Fix)—fla)—ix —a)f(a)) = (x —a)’'(x)—fix)+fial
Par la formule de Taylor : 3c€la, x[, fla)=fixi+{a —x)f'(x) + %In — xPr™ec), et il s'ensuit ;

I‘ rr
g1(x) = 5la —xPf"e) = 0.

En conséquence, on a hy & 0 sur Ja, bi, donc hy est croissante sur [a, bl.

v golxl=x—alf x)—fla)—(x—a)fa))—2(flx)—fla)—x—a)f'(a)— %fx—aﬁr"m}}
cest-a-dire gglx) = (x — a)(f'ix) +f"(a}) = 2(F(x) = fla)), et on obtient ;
gule)=ilx —a)f "ix) —flx) +f(a)

1
Par la formule de Taylor : 3d€a, xl. fMa) = fix) + la = x)f "(x)+ gla - 2P r"™d), donc :
d 1 i
galx) = 5la —xPrdy=> 0.
Ainsi, go est croissante sur |a, bl et, avec gala) = 0, on a gg = 0, puis he croissante.

¢} En appliquant la formule de Taylor-Young, ona :

=1 ke n ke
[x — i} ) (x —d)
JRE) k—[j”f”’m:w{u—u]" et =3 Tf”"imw{{x—a}“].
k =i bemi)

On en déduit gnix)=oflx —a}") etil Sensuit ¥k €[ 0, n ), g5 (a)=10.

On obtient facilement giMx) = (x — a)f"™*Vix) > 0,

Supposons que, pourk €1 1, n 1, on ait g"‘] = [ Avec g, e=Uiad = 0, il vient gif" U=,
Ainsi, YVeell0.n fl,on a g“’” # (). En particulier gn = 0 ¢t hp st croissante.

5) a) La formule de Taylor-Young appliquée & f montre que ;!1_!.11 hnlx) =0,

On en déduit hy = 0 puis 0 = hglxg) = halch
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Rnlxy) Ralc) g —ay”
ich
Alors 0 = o ol = r—— donc 0 = Rplxy) = ( — } Ralc)
En outre, Spix) = 0 donne Rn(x) = fix)
Il s'ensuit 0 = Ralxg) = (?__;’) Jie) Puisnﬁjﬂﬂ Ryixgd=0car 0= ':f'__: = 1.

Enhn fixg) = Salxg)+ Bnlxglet lim Salxg) = Sixg) donne flag) = Siag ).
b 02

b} Supposons que Ve f1™(a) = 0. Alors, Yx €la. bl, ¥n €M, Sulx) = fla), d"ol Yx Ela, b,
S(x) = fia)et, avec a), il vient fix) = fla).

Ainsi [ est constante si et seulement 5i ¥n €M*, f""a) = 0.

» Sif n'est pas constante, il existe n & M* tel que '™ a) = 0.

La croissance de f'*' donne ¥x € [a. B[, f*"ix) > 0.
l

E .
Alors, pour tout e > 0, x + g < b, on af(x + &) = f(x)+ Hﬁ'"’tn:_ﬂx}. donc [ est strictement
croissante.

€) fixg) = 0, avec xy = a » 0, donne Sixy) = 0 puis, avec 0 = Sy ixg) = Slxg), Y €M, Salxg) = 0,
doncf"™Na) = 0.

Il s’ensuit que J est la constante nulle.

d) Avecs'™ de type (AM) sur I, f"'xg) = 0 implique S = 0 sur [a. bl
Alors f est une fonction polynomiale de degré au plusn - 1.

11 Majoration des dérivées successives

Pour n € [*, on note €, le H-espace vectoriel des fonctions de C"(FL R} gui sont bornées
sur K et dont les dérivées jusqu'a l'ordre n sont bornées sur K.

On pose M = Elupl.l"tx}l et, pour k€[ Ln I, My = sup "“rx:||.
xER

1) Dans cette gquestion, on suppose n = 2 et on considére f %4,

Justifier l'inégalité, pour tout x = R et pour tout h £ R,
2

Mah
(D [fix+h)—fo—nf'to)| = —5— .
En appliquant (1) & fix + h) et & fix — h), montrer que pour tout xR et tout k> 0, on a :

|r'tx)| = “ ME“
En déduire que (2) : M; = 2/ MuMs.
2) Dans cette question, on suppose n = 3 et on considére f €%5.

a) En appliquant (2) aux fonctions f et ', majorer Ma en fonction de M; et de My, puis
majarer M; en fonction de My et Ms.
En déduire des majorations de M; et de My 3 l'aide de M, et de My.

b) Seconde majoration de My et My a l'aide de My et My,
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En appliquant [négalité de Taylor-Lagrange a f(x + h) et d fix — k), montrer que, pour tout
xERettouth=0,0na :

)| = ”‘“’” P et || = 4”“

En déduire de nouvelles ma]ummns de My et Mq a l'aide de My et Hg.

3) a) On suppose n =2 et on considére f =#,. En appliquant (2) a la fonction r'" %', majorer
My _1 en fonction de M, _s et de M.

b) En déduire l'existence d'une suite {a.} _, . de réels telle que :

1 1
1 n

VaeEN', Ve, M, =anM; M, avec al =277 15"~ llpDUTnE*E.

H

n-1 1 no=1
c) Montrer que pour tout f €%, My =2 2 MM, "

BTt 3

kim—jk) O—X
d) Montrer que pour tout f €%, : Ve EllOnl M, =2 M, " M

Ftude d'un exemple
Pour p € M*, on considére la fonction wyp définie par :
wpik)=2 pourf=x<l - %P i wplx)=2zin{pwil-x)} pourl- -213 =x=1;
wpl—x) = wpix) et wplx+2)=—wpix) pourtoutxER.

4) Etudier la continuité et la périodicité de wy.

5) Soit vp la primitive de wy telle que vpl0) = 0.
Donner Uexpression de vplx) pour 0 =x = 1.
Exprimer vpi—x) et vplx + 2) en fonction de vp(x).

6) Soit uy la primitive de vy telle que wp(1) = 0,
Donner l'expression de upix) pour 0= x = 1.
Exprimer upl—x) et uplx + 2) en fonction de upix).

7) a) Déterminer :  Mylp) = sup|uplx)] ;  Myip)=sup |u;,|:x}i ;o Mglpl= Eﬂptu;i_.t’ﬂ.
A xEH xER

XEH

b) Donner les limites de Mg(p), M{p) et Ma(p) quand p tend vers +0c 7
(u'en déduire pour linégalité (2) ?

8) Soit Uy la primitive de up telle que Up(0) =0,
Montrer a l'aide de cette fonction que les majorations (3) de M, et de My sont optimales.

Solutich

1) Si Mg = 0, il existe (a. b) € R tel que ¥x € R, fix) = ax +b.
Alors Phypothése f bornée implique a = 0.

Dans ce cas, on a My = 0 et les inégalités (1) ou (2) sont triviales,
On suppose maintenant M = 0.

o étant de classe C% sur R, avec s " bornée sur R, I'inégalité de Taylor-Lagrange s"applique, pour
tout x € K et pour tout h E R,
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2
(1): [fie+ h) = fixh = hf'ix)| = %.

PourxeEReth>0,ona:
2 2

o+ hy— £ — he't)] = 22 et |pix — )0+ he'to] <

Il sensuit [2hF* () — fix + )+ flx — h)| = Mgh®, puis |/'(x)| = ix "h}ﬂ';f“ ml ”2““,

d'oi -

Lr [;[_:Il MD LH’IE“

2M
Mg ©

. My M:zh . s . .
La fonction : BS — H, h— T"+% est dérivable, et présente un minimumen hy =

Ce minimum vaut +/ 2MgMa. Il s'ensuit :

(2): My = 24/ MpMs.

2) Si My = 0, alors il existe (a, b. ¢) € B® tel que ¥Vx E R, f(x) = ax® + bx + €.

Alors 'hypothése f bornée implique a =b =0,

Dans ce cas, on a My = Mgz = 0 et toute majoration de M) ou Mg est triviale.

SiM) =0, alors f est constante et il vient Mg = 0.

Drans la suite, on suppose My = 0.

a) Puisque f est dans €3, onaf' € €y et f E ¥y,

Par application de (2) aux fonctions f* et f, il vient Mg = /2M M3 et My = /2MM3.
Avec M} = AMIMZ et M3 = 2M M3, il vient M} = BMIM Ma, d'ol MY = BMIM;.
Avec ME':‘ = ﬂMfMEE, il vient alors M? = EclM.:‘EM; d'ol ME = BMUME.

2 1 1
Dol finalement, (3): My = 'EME M‘.f et Mg = Emnﬁ M:?.

b) s étant de classe ¢ sur &, avec/*® bornée sur R, Iinégahité de Taylor-Lagrange donne pour
toutx ERettout h=0:

' h2 ] M:!ha
[l = h)=flx)+hf {x)= Tj (x)| = ——
|
, nt Mah?
et |fix +HJ—f{x?—h_f'fx}—?f (x)| = B

3
On en déduit |ﬂx +h)—flx —h)— 2h_.|"[x]| = %, s :

uu+h3—,r{x—m| Mah®  Mzh® My

Jrite)] = &8 -~ 6 " h

L Mﬂha

|J[x+h]+f{x—h}-2_,|"[x}—-h_.|’ be)| = —5—
[fix + h)+fix —h) —2flx)|  Msh _ Msh 4My
hE A T TS

done lf"[x]| =

. . 3/ dMy
La fonctiong : R = R, h-—- _E_ + + D est dérivable et présente un minimum en hy = e
1 2 1
Ce minimum vaut EEEM EMEE . Clest un majorant de M.
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, Mzh 4M . -
La fonctiond : By —+ R, h— —g— —h.z':'— est dérivable et présente un minimum en :

1 2
Ce minimum vaut 35 My M . Clest un majorant de M.

3) a) ;' est de classe 02 puisque f est dans €.
En appliquant (2) 4 la fonction " =", il vient My, _; = /ZM,, _gMn.

b) Etant donné n € M*, soit Pin) la propriété ;
1 1
1l -1
nn ERy, WEEL, My_ i =anM/ M, " avecal =2"! a %51:13&2.

D'aprés les questions précédentes, les propriétés P(1), P(2) et (3} sont vraies, avec :
a;=1, ag =v2, az=2

Supposons alors que Fn — 1) soit vraie et soit [ € &y,
1

1
'|__
. =1 1 n=2
I existe donc a, .. tel que My _o = a, My "M, ;‘ ydoit M] Eﬁn"  MoM — T

Mcch-l‘f_"f”fc 2"_1M"_1M,',"l il vient :

Aim=1} n-1_mn=1 n=2, =1 ' B | n—
MtV e gt et I I Y soit Mg = 20 el g

On en déduit l'existence de aq tel que :
r:l 1'% - : -1 1 —1
My 1 =anMy; M, 7, cCest-a-dire M;]_, = ap MM, avec ap =2° ag .
Ainsi la propriété Pin) est récurrente et elle est donc vraie pour tout n € W*, ce qui prouve

. .
Pexistence de la suite (an) __,..

¢} Soit 2(n) la propriété an = 2_’:-_’1 Avec ay = 1, la propriété 2(1) est vraie.
Supposons que la propriété 3in — 1) soit vraie,

n=—2 n=1Hn=2 A= 1}n—2 n
Onaalors a,_1=2 7 ,donc a) | =2 E ,puisag =271 x 2 E =gl

=1 n=1 1 m-=1
et il s'ensuit an =2 7 . llen résulte que pour toutf E€n: M, =2 2 MM, " .

kin_ky o=k Kk
d) Soit Rikila propriété My =2 T M " M pourd=k=n,

Hiin) est évidente et Bin — 1) est vraie d'aprés le c).

Supposons que Rik) soit vraie, avec 1 =k =n. Maprésle cl,ona:
k=1 L k=l
Me_1 =2 2 MM~
k=1%n =k ih—1dm—k) k-1

et ik} donne MT = 2 M, ™ M," donc:
th—INn—k+l) Dkel k=1
Mh:-' = E Il"fl:l " M" n a

ce qui montre que Hik — 1) est vraie,
La propriété $ik) est ainsi €tablie par récurrence descendante,

Etude d'un exemple

&) Soit fp = [1 - 1/2p. 1] On a wp), continue et de valeur 2 en 1 — 915 donc wp) g, est

continue et par parité, wy est continue sur | — 1, 1L
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Avec wp(l) = wpl~1) = 0, la condition wyp(x + 2) = —wplx) permet de définir wp sur [1, 3],
sans ambiguité en 1 et wpl(3) = —wp(1) = 0, donc wp est continue sur 1 — 1, 3[.

Pour x ER, wplx +4) = —wplx + 2) = wplx) et wp est de période 4. Il y a raccordement continu
en —1 et en 3, donc wp est continue sur &,

5) Etant la primitive nulle en 0 de wp continue, paire et de période 4, la fonction vy est impaire.
s Sur[0.1-1/2pl onavplx) =2y,

X
s ctsur{l—1/2p 1l onavplx)=2— #_];+_/ Esm[pﬂl—t]l:ldtdunc
_E

vplx) =2 - F} +P11Tmcs[:p:r11—ﬂ]|.

Par imparité, on cn-nnait vp sur [=1. 1L

s vplx +2)= f wp = pr+pr+f

Drf wp_f wpl(2 + t)dt = ~ f wplt)dt = f wplt)dt par parité de wyp et :
0

f wpujdt-fw,ﬂu}d:--f wip(thdt.
2 0

Il s’ensuit vplx + 2) = —vplx) puis la période 4 pour vp,

6) Primitive de vp impaire, la fonction uy est paire : upl —x) = upix).
e Surfl—1/2p, 1), ona:

1 2 1 2
uplx) = [ (2— > +P—“ms|[pn{1—u})dt = (_E —E}II—J:JI— . ginp il - x)

1 1 1 2
et t.l_p{].— E] = (E _E)E_F - FF—‘TE.
e Sur[0,1-1/2pl.ona:

o4
1
up[x]=j; Eupii']lduf : upﬂ'.lldt=up(l— E)+[ , 2t di
) i

b

donc uplx) = (— —E)lp +x" - (1 - %)2 B %
prw

+2 | x
s uplx +2J=f. vplfhdt = f tplt + 2)dt = -f tplt)df = -uf upmdl—f uplt)dt
1 -1 -1 -1 1

donc uplx + 2) = —uplx) puisque vy est impaire,

2 1
7) a) Malp) = sup|wplx)| =2; Myip) = sup|vplx)| = ppll) = — +2(1 - -} ;
xEH xER Ep

Mglp) | kgl )| (o) 2 1 Ly? 2 1
Pl = sup |uplx)| = —u =—-.-+(-—)+[~—:}——.
. Py i : pztr"! 2p p!lip

h-] M= lim Mgpl=1.M;y= lim Mjp)=2etMs = lim Myipi=2
p=+on Ptdnn P40

On a donc My = /2MpMy et I'inégalité (2) est optimale, en ce sens qu'un coefficient plus petit
que 2 devant MgMy donnerait une inégalité fausse pour p assez grand.
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X

B) Upix)= f upltide. I suffit de calculer Upix) pourx €10, 1]
i

3
Sur(0.1—1/2p], Uplx) = 5y + (l{}:r -—E}ETE - ;gi;rg - (1= 91;]2)1-

Sur [l - 1/2p, 1], Upfx} = Up(1 - %} +f | uglt)de.

"~
lim Mp(Up)= lim —Upll)= lim —Up(1 1]—2
" e R TR e T PV TR T
lim Mg(Up) = 2.
. P d P]
s lim M1|:Up]= lirm Mﬁfﬂp]=lﬂ lim ME[UP]= lim M]_[-I..I!p]=21
o iR R e Pt P

1 2 2 1] 2,245 1
Il s'ensuit  lim ESEMnfuPJEMH{up}E = =33 (—) 29 = 1= lim Myiug) et la majoration
p—++o0

p—t+oa 2 3
est optimale.
1 1 2 1,24 2 )
De méme, lim 39 Mylup)d Malup)d = 33 (E) 29 = 2= lim Mglup)et la majoration est
(B s Jy=hp
optimale.

12 Majoration de fonction pseudo-additive

Soit a un réel positif et 5 une fonction réelle continue sur R, et telle que :
Wi o) ERY. |fiu +0) - flu) —flo) =a. (1)

1) Etablir que Yu ER,.¥neN", [finu)—nfiu)] =(n - la. (2)

2) a) Montrer que Wx =1, Aw, n)E[L 2] x MW", x = nu.

En déduire que ¥x =1, |[fix)| = x[u + sup [flulf|.
wi=(1.2]

b) On pose A = sup |[flu)| et B= sup |[flul.
well,2] el 1]

Montrer que Wx = 0, |[fix)| = (A +alk + B.

3) Snituetxréeu.lﬂun,etmﬂ(ﬂ,

a) Montrer que [fix) — mfiu) = flx — mu)| = ma.

ixt i)
X U

I e
X

b) Montrer qu'il existe cy = 0 tel que : Wiu, x), 1=u=x "{ + “E.

4) Montrer quiil existe ¢ = 0 tel que, pour tout (1. x), 1 =u = Jx, _t_:.! _.%

€
= -
u

5) Soit gy et gg. hy et he les fonctions défimes sur |1, +oc] par:

1 1
giiul= —(flul—c), golul=—[(flul+c), hylxi= sup gylu) heixl= inl golul.
g lrw—c) g rw+e) S it
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Montrer que :

1 1 1
a) ¥x€[1, ], hylx)= v Q{ﬁ}-c}, hal)< == Q{,,E}q-c) et hy(x)= —fix)=hylx);

b) hy est croissante et ho est décroissante ;

- (x)
¢) hy et hg ont une limite quand x tend vers +oc et que limh; = limhg = lim '[-—-
o 00 X—=bbn X

On note € cette Limite.

6) Montrer que, pour tout x =0, [flx) - fx| = a.

Solutien

1) Uinégalité est vraie sin = 1. Supposons la vraie pour n € %",

Onaflin+ lu]l—>(n+ 1= lin+ 1l —Ffinu)—Fluw)+ fine) — nfiu)
Avec (1) et I'hypothése de récurrence, Il vient )flin + 1u] = (n + 1)f(u)| = na.
On a ainsi prouvé (2) par récurrence.

2) a) Soit n = Elx) la partic entiére de x. Avecx = Lonan €N Avecn = x<n + 1= 2n,il

X
reste 4 poser u = — pour conclure,

Avec 1), ona }ﬂx!l - '-:;_,I"iu]

< na d'ol [fix) = £ﬂl{iu]l+u]£x(ﬂ+ sup mu}|)_
u wel 1,21

b) Pourx = 1,ona |fix)| = (a + Alx. Pour x €[0, 1}, on a |fix}| = B.
Par suite, pour toutx = 0, [fix)| = (a + Alx + B,

3) a) Avec E = 1, ¢'est-d-dire m = 1, on applique les propriétés (1) et (2) a:

Jilx) = mfiw) =l =mul=[flx)=Fimu)=fix = mu)]+[Fimue) = mfiu))
et on obtient :
[flel—mfilu)—flx —muj| =a+im— 1ja=ma.

b) Pusunsy:E-m.ﬂnaﬂiycletx—nu.::ug.

S@) _fw 1

ce qui s'écrit aussi : = (Fix) = mfiu) = fix — mud+ fluy) = yfu)) d'on, avec la

X u
majoration du a) :
ix) Ty 1
’JT "rT = —(ma + |[fluy) - yfiu]).

Avec [fluyl =la+Auy+B =la+Aluy +Bu et fu) ={a+Au+B=la+A+Bu,et avec
0=y =1, o0n obtient alors :

x}  fiw)
X u
fx) flu)

1 .
En remarquant que ; = e elen posantcy = 2ia+A+B), on obtient ’JT alrras

=Ta +2—u[ﬂ.+ﬂ+ﬂ].
X X

a  ucy
- ——
X
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&) Avec ]l = u = i et x = x, la majoration précédente s'applique.
ax>u? donc L < L etil densuit 2 4 U0 1
Onax=>u d'um'xﬁu et il s'ensuit —+ - =la+al

On conclut en posant ¢ = a + ¢y

5) a) Onahylx) = gyl = :J,I-LH-.,.-"A_'] —c} et halx) = gal /X = ‘—}-Lﬂﬁhc,‘l.

Pouru&ll, /x], ﬂnn——fﬂ” ‘HUJ‘ d'ob —-L.Irtu]— ,'IEEJ-EEE {_ﬂuj-m},cest ~d~-dire :

I.|I.

[
QL[UJE% = galul

. (x)
Il s'ensuit hyix) i'rT'r = haglx).

b) Pour 1 = x; = xg, onall, J& 1L Jagld'on hylxg) = hyleg) et halxy) = hales).

(x)
€) On ahy(1) = hy(x) —;fT“ = ha(x) = ha(1),

La fonction ki est croissante et majorée. Elle admet done une limite en +oc.
La fonction hg est décroissante et minorée, Elle admet donc une limite en +oc.

Avec hyix) = gqiX)ona ﬂﬁ@—hl[] E—"%ﬂ:—] ;la:- ? avec 4.

: Six) .
lwvientalors lim — = lim hylx).
A—400 X K—beac

) fix) Jix}
De méme, 0 = h - donne lim —— = lim hasl
alx) X ?I Xx—s#o0 X K — o alxl.

L
6) Soitgix)=fix)—lx.Ona lim g—”:ﬂ

E—pwnn X

Supposons qu'il existe xp = 0 tel que gixg) > a.
[Fix + xg) = fix) = flag)| = a donne |gix + x5} + (x + x9) € —glx} = x £ —glxg) — xpf| = a,
cest-d-dire |gix + xp) — glx) — glxg) = a

Il vient alors gix + x) — glx) = gixg) — a > 0. On a donc xy = 0.

Par récurrence, glx + nxg) — gix) = nlglxg) — al, et en particulier, avec x = 0, on obtient :

glreg) _ g0} . glxgl—a ‘
X Xy X0
glep) —a
0

En prenant la limite pourn, il vient 0 = = 0, ce qui est contradictoire,

On en déduit ¥x = 0, glx) = a. On montre de méme que ¥x =0, glx) = —a. Ainsi:
Wx =0, |fix)- x| =a.
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- Sﬂje’cs d'oraux

A Espaces vectoriels, applications linéaires

Ex. 1

Soit E un espace vectoriel, p un projecteur et u un endomorphisme de E. Montrer que
pou=uepsiet seulement si Kerp et Imp sont stables par w.

Comme souvent dans une équivalence de proposition, les preuves de la condition nécessaire et
de la condition suffisante s'établissent avec des arguments différents.

Pour montrer que si p et i commutent, alors Ker p et Im p sont stables par u, il n'est pas utile
de supposer gue p est un projectéur.

O peut évidemment se limiter au probléme particulier mais il est aussi simple de prouver que
si deux endomorphismes commutent, alors le noyau et I'image de 'un sont stables par Uautre.

Soit p et u des endomorphismes de E qui commutent.

Pour tout x € Kerp, on a pix) = Og, donc u o plx) = 0 puis p o ulx) = Og donc ulx) € Kerp.
On a donc u{Ker p) C Kerp.

Pourtoutx ETmp, ilexiste y S E, x = ply). Alorsuix) = u o ply) = pouly) € Imp.

On a donc u(Imp) C Im p.
Pour la réciproque, la stabilité de Ker p et de Im p rend intéressant que, pour un projecteur, on
ait Kerp @ lmp = E.
Pour un projecteur, Im p = Inv p facilite bien la tiche,

En outre une application linéaire est caractérisée par ses resirictions 3 des sous-espaces supplé-
MENtAITes,

Supposons que Ker p et Im p sont stables par u. Comme p est un projecteur, on a :
Kerp & Imp=E
et il suffit de comparer les restrictions des endomorphismes u o p et pou aux sous-espaces Kerp
et Im pr.
Pour tout x € Kerp, on a plx) = Og doncu o plx) = Og.
Et avec Ja stabilité, on a aussi uix) € Kerp donc p o uix) = 0.
En conséquence, les restrictions p o u | gerp €1 U © P) gorp SONT égales.,
Pourtout x € Imp, ona pix) = x, doncu o plx) = ulx)
Et avec la stabilité, on a aussi uix )€ Imp donc p o wix) = uix)
En conséquence, les restrictions p o u | jq,p o U o py 1y, , 500t égales.

En conclusion, ayant mémes restrictions aux sous-espaces supplémentaires Kerp et Imp, les
applications u e p et p o u sont égales.

Ex. 2
Soit u et p des endomorphismes d'un K-espace vectonel.

Montrer que Ker(ou) = Keru $i et seulement i Imu M Kere = {0g}.
Montrer que Imivu) = Ime $1 et seulement 51 Imu + Kerp = E,

i est usuellement mis pour o o W.
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Linclusion Keru C Ker(vu) et linclusion Imive) © Imp sont vraies sans hypothése
particuliére, De ce fait, seules les inclusions contraires somt & examiner,

1) Examinons I'égquivalence Kerivu ) C Keru <= Imu M Kerv = {(g}.
» Supposons que Kerlvu ) C Keru et considérons x € Imu M Kerp,
Il existe y EE tel que x = uly) et ona pix) = 0.
On en déduit vuiy) = Og, c'est-a-dire y € Ker vu.

Il sensuit {hypothése de travail) que y € Ker u, c'est-i-dire uiy) = Og, donc x = g et on
en déduit Imu M Kerv = {0g}.

« Supposons que Imu M Kerv = {0g} el considérons x € Kerlou ).

vulx) = O donne uix) € Kerv. Par ailleurs on a ulx) € Imu. Il s'ensuit (hypothése de
travail ) que ulx) = Og, c'est-a-dire ¥ € Keru ¢t on en déduit Ker{vu ) C Ker u.

2)
Pour le second point, l'appel & Im u et & V'endomorphisme vu incite 4 considérer la restriction

devialmu.

Examinons I'éguivalence Imo C Imivy) <= Imu + Kerv = E.
» Supposons que Imp C Im{vu) et considérons x € E.

Face & x quelconque, on considére vix) pour avoir un éément de Im o et étre en mesure
d'exploiter Irm o < Imfoe ).

Avec pix) € Imu, on a (hypothése de travail ) vix )& Imfou ).

Il existe donc y € E tel que vix) = vuiy).

On a ainsi v (x — wiy)) = 0, Cest-d-dire x — uly) € Kere.

1l reste 4 écrire x = u(y) + (x —u(y)) pour voir que x € Imu + Kerv.
Il s'ensuit que E C Imu + Kerw, c'est-a-dire E = Imu + Keru,

» Supposons que E = Imu + Ker v et considérons x € Imu,

Il existe y € E tel que x = vyl

AvecE = Imu + Kerv, il existe z EImu et t € Kerw tels que y = z + 1.
On a donc x = viz) puisque vit) = Og.

Alors, avec z € Imu, il vient x € Im{vu ) et il s'ensuit Im o C Tmifou ).

Ex. 3

Soit E un espace vectoriel réel, f un endomorphisme tel que % = ldg, aEH et uE E.
Chercher les vecteurs x de E tels que x + af(x) = u.

L'équation se lit ¢(u) = u, ol ¢ = ldg +af est un endomorphisme de E.
Idg +qf apparait dans la factorisation de (1 + a) ldg = ldg +r13f3 :
(1+a®)1dg = Idg +a®r? = (ldg +af ) e (Idg —af +a%f?) = (Idg —af +a®r%) o (Idg +af ).
La mise en évidence d'une factorisation de (1 + a®) ldg par Idg +af invite i distinguer le cas
général @ » —1 du cas particuliera = — L.

o Sionaa=—1,alors ¢ est bijective, d'inverse ¢ = 1—15{ Idg —al +aE_.|'2}.
4+ 1

. 1
u € E admet alors un antécédent unique x = o (u —afiu)+a®f*ul).
+a
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Dans le cas général o a = —1, on a une solution et une seule,
Attachons-nous maintenant au cas particuliera = —1.
Pour orienter les calouls, notons vl:Jl.:u:',I"a| ~ldg =0selit(f = Idg)e l[__i"2 +f +1dg)=10.
o Casoba =—1. Unesolution x éventuelle vérifie nécessairement x — fix) =u (1) puis, en
prenant les images par f, fix) —f2ix) = flu) (2) et ) —2ix) = f2w), Cest-a-dire :
T -x =) (3).
En ajoutant membres & membres, on en déduit que u + flu)+ %) = 0
Notons i = Idg +f + 2. [1 n'y a pas de solution quand u & Ker d.
Examinons enfin le cas oliu +flu) +f*(u) =0,

Pour étudier une solution de I'équation, ou peut s'inspirer de la solution obtenue dans le cas ;

1
a e —1 quiest l—g{u — afiu)+ a’fu)).
+a

Aveca = —1 + h, on aura peut-#tre une idée d'une solution possible.

e 1
Considérons v = oo (u—afiu)+a®fPu)) poura » —1 et posonsa = —1 + h.
+a

Onal+a=(l+all-a+a®)=hi3-3h+h%)er:

T q.l"[u]+ﬂ2j2{u1= u +h.l"tu]+_.|"2tu]—fl.|"l:ul— Eflrg{uhhﬂjniul,
c'est-a-dire u — afiu) +a®r u) = —hfiu) - Eh_f"?{uu h2f %) puisque u # )+ 2u) = 0.
Notons que u + i)+ F2u) = 0 donne aussi —f(u) — 27 %w) = 2u + flu)

1
Alorsp = O + i) + b 2w)).
3ot W)

. - . 1
Avec maintenant b = 0, on est conduit & envisager xy = 7 {Eu +jtuJ;'|.

Onafixg) = %{zr[unﬁ[m} puis xg — f (xg) = %{Eu — i) — ).
Avecu +f(u)+fu) = 0,il vient xg —flxp) = u, ce qui montre que xy est solution de I'équation,

Il reste enfin a décrire 'ensemble des solutions, en s’appuvant sur cette solution particuliére,

Compie tenu de glxg) = u, équation ¢lx) = u équivaut i glx —xg) = 0, c'est-d-dire x —xg EKer .
Lensemble des solutions est donc x + Ker{ldg —F ) ou encore x5 + [nv /.

Ex. 4
Pour tout P € B[X], on pose ¢iP)= XP' — P. Quels sont les éléments propres de ¢ ?

Les valeurs propres de 'endomorphisme  sont les réels k pour lesquels il existe P € RIX ] non
nul tel que @lP)= LP.

O dit alors que P est un vecteur propre associé a k.

¢{P) = AP est équivalent 2 XP' = (h + WP (1).
» Cas particulier : A = —1. Alors (1) se lit XP' = 0, c'est-a-dire P' = 0. Les polyndmes qui
conviennent sont les polyndmes constants,

De la sorte, —1 est valeur propre pour ¢ et les vecteurs propres associés i —1 sont les éléments
de B".
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» Pour A »—1, (1) montre que P’ divise P.

Rappel d'un résultat classique : les polyndmes non constants qui sont divisibles par leur polyndme
dérivé sontles P = a(X — o), avecaER" . aERenE N,
P = alX —a)" est vecteur propre pour A = —1 si et seulement si :
anX(X — o)~ ¥ = (h+ DalX — o) Cest-d-dire aveca =0, nX = (A + 1KX — a).
Cette égalité est vraie si et seulement sic =0etn = h + 1.
Les valeurs propres de ¢ autres que -1 sont donc les réls n — 1, avec n £,
Les vecteurs propres associés a n — 1 sont les polyndmes aX", aveca e R®.

Ex. 5

Soit E un espace vectoriel et u € #(E) tel que Imu = Imu®. Que peut-on dire de u ?

La question ®que peut-on dire de u 7% est assez ouverte. Sans autre piste plus ou moins suggérée,
il est classique de chercher des informations sur le noyauw et I'image de u.

Pour tout fEFE ), onalm f ECImj-A]nIE 'hypothése Imu = [m u? équivaut d Im uCIm u?,

« Supposons que Imu C Im u?,
Pour tout x EE, on a ulx) € Imu, done wix) € Im e, [l existe alors | € E tel que uix) = w3,
On en déduitu (x —uit)) = 0 donc x — uit) € Keru.

En écrivant x = u(t)+ (x — u(t)), il vient x € Imu + Keru, d'ot E C Imu + Ker u, cest-d-dire :
E=Imu+Keru.

» Supposons que E = Imu + Keru et considérons x € Imu.

il existe y € E tel que x = uiy) puis il existe (z, ()€ Keru x Imu tel quey = 2 + .

On en déduit u(y) = uiz) +ulr), cest-i-dire uiy) = uit) = ut"), ol t' est un antécédent de ¢ par

u.

On adonc x = u?(t') et il Sensuit que Imu C Imu®.

« En conclusion, on a Imu = Imu® si et seulement siE = Keru + Imu.

Confronté 3 E = Keru + Imu, il est [égitime d'examiner si on ne pourrait pas affiner |'infor-
mation : Keru et Im u ne seraient-ils pas supplémentaires dans E 1

Soit E le H-espace vectoriel des fonctions réelles de classe 0™ sur R,

La dérivation est un endomorphisme u de E. Tout f € E admet une primitive qui est dans E.
Autrement dit, u est surjectif et on a donc Imu® = Imu = E.

Toutefois Keru est I'ensemble des fonctions constantes sur H.

{0g} = Keru = Keru M lmu montre que Keru et Imu ne sont pas supplémentaires bien que
Ponait E = Keru + Imu.

Ex. 6

Soit E un C-espace vectoriel. On considére r & #E) pour lequel il existe a € C* tel que
73 —3ar? + a®r = 0. Montrer que Imf et Kerf sont supplémentaires.

Deux situations classiques peuvent guider une démarche.

Praojectours :j':.v-2 =psclitpo({ldg —pl=0etonaKerp @& Kerlldg —p) = E,
Involutions: ° = ldg selit{ldg —s)eildg +5) = Octona Ker(ldg —s)E Kerl(ldg +5) = E.
On peut espérer dans le cas présent que Kerf & Ker (a® [dg —3af +/°) = E.
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Soit x € Kerf 1 Ker (a® Idg —8af +/*). Alorsf(x) = 0 et a®x = 3af(x) — f*(x) donne a®x = 0,
doncx = 0 cara = 0. [l s'ensuit que Kerf M Ker {REI{IE ~3af +J'E} = {0}.

La somme de Ker [ et de Ker {EE ldg —3ar +_,I"E]| est done directe. 1] reste i voir si cette somme
sl égale a E.

Soit x € E. On cherche y £ Ker [ et 2z € Ker I[nw.E Idg —3af +_f2} tels que x = y + 2.
On a nécessairement fx) = fiz) et f20x) = f3(z),
z € Ker (a® Idg —3af + %) donne a®z = 3af(z) — f%(2) = daf (x) — S %(x),

. . 1 1
La seule solution possible est donc z = — (3af(x) — f2(x)) ety = x — <5 (3aftx) —r2ix)).
i a

Onafiy)= —lg{ni_.rtx] — Baf*(x)+fix)) = 0carf* - 3af” + a’f = 0, d'ol y € Ker/.
T

Pour examiner si z € Ker (a® ldg —3af +/?), formons a®z - 3af(2) + f%(z).

Avecz = —]"E{Su_rtx}—_rifx}}, onafiz)= —15{341'2[::] —_fslx}}.
a a
Avec [2(x) = 3af*(x) — a”f(x), il vientfiz) = flx), puis f%(z) = f2(x).
[l s'ensuit que a®z — 3af(z)+2(z) = 0, 'est-i-dire z € Ker {f.l2 Idg —3qf +j2] .

En premiére conclusion, les deux sous-espaces Kerf ¢t Ker {nﬂ Idg —3af +f 2] sont supplé-
mentaires dans E.

La question concerne Ker [ et Im [, Une solution consiste alors a examiner si les sous-espaces

Imjf et Ker [uz ldg =3afl +_]'E} nanraient pas be bon godt d'étre éganx,

s S0itx & Ker [:1211:15; —3af +j2]l ratx = af(x) —2(x) donne x =j(§x - —lg_ﬂ.':]') & Im .
a
On a donc Ker [uﬂ [dg —3af +J‘2}  Tmf.

= [Yautre part, il est classique que u o v = O donne Ime C Keru.

Ainsi, |:|nui,tr,u:]1.ua_r’3 — 3ar® + a”f = 05%écrit {uﬂ ldg =3af +jﬂ} af = 0,1l vient ;
Imj C Ker (a® ldg —3af + 7).

Finalement, ona Kerf @ Im [ = E.

Ex. 7
Soit py et p; des projecteurs et q = py + pz — papy.

1) Montrer que si pypg = papq, alors g est un projecteur ; étudier Im q et Kerg.
2) Montrer que si pypg = 0, alors g est un projecteur ; étudier Img et Kerg.

1)

[rans bk mesure ol Py el po commutent, qz = L + P — prabiy ¥ se développe comme (a +hae)
dans K.

q° = (p1+pz — pap = pi + p; + p1ps + 2p1p2 — 2pipz — 2pyp; et avec pi = p1, p; = pa, il
vient :
q° = py + pa+ p1pa + Zpypa — 2pipe — 2papz =Py + P2 — P2 = 4.
Il est naturel de préciser le noyau et l'image de g 4 "aide de ceux de py et de pa.

Rappelons que, pour tout projecteur p, le sous-espace des vecteurs invariants est égal an sous-
espace [m p.
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Onalmpyps Clmpy et Img Clmpy + Impg + Impyps donne Img C lmpy + Im ps.
On voit que pour x € Ker py N Ker pg, on a gix) = 0, donc Kerp, M Ker ps C Kerg.

Ces inclusions sont banales. 1l reste & examiner si on peut établir les inclusions contraires,

o Soitx €lmp, = Invp,.
On agix) = pyix) +palx) = pa(pilx)) = x + palx) — palx) = x, d'oi Imp; C Imq.
De méme, on obtient Im ps C Img et il s'ensuit Im py + Im ps © Img et finalement :
Impy + Impe = Imgq.
s SoitxE Kﬂrq plx) + polx) = pypalx) =10,
En prenant I'image par py, et avec piix) = py(x), il vient py(x) + pypglx) — pypgix) = 0,d'od ;
¥ = Kerp,.
On obtient de méme (avec pyps = papy): x EKerg = x € Kerpy, et finalement :
Kerqg = Kerp; M Kerps.
2) Il faut prendre garde au fait que py et pg ne sont pas supposés commuter. Les simplifications
dans le développement de .q'2 viendont de pyps = 0. Noter que 'on ne sait (provisoirement)
rien au supet de pap .

Onag® = (p1+p2 —pap ) (p1 + P2 — papi)

=P} +P1P2 — P1PaP1 + Pap1 + P} — PiP1 — Papi — PapiP1 + PrP1Papy
et avec pl = py, pt = pa pipe = 0,il vient g% = py + py — papr = q.
Comme en question 1), onaImqg C Imp; + Imps et Kerpy N Kerpg C Kerq.
Etudions les inclusions contraires.
s Soitx = Kerq:qlx)=pyix)+poix) — papilx) = 0,
En composant par py, il vient :

piixt+pipelx) — prpepyix) = 0

et avec pypg = 0, il viemt pyix) = 0, d'ols Ker g C Ker py.
En reportant dans pylx) + pelx} — popiix) = 0, on a peix) = 0 d'oi Kerg C Ker pg, puis
Kerq C Kerpy N Ker pg et finalement, Kerg = Kerp; N Kerps.
» Pour Imgq, considérons z € Im py + Im pe.
Il existe alors x EImpy et y € Im po tel que z = pylx) + paly).
On vérifie sans peine que gpy = py et qps = pe, d'olt giz) = gpyix) + qpaiy) = pilx) + paly) = 2,
donc Img 2 Impy + Impg et finalement, Im g = Im py + Im pe.

Ex. 8

Soit E un C-espace vectoriel non nul. On considére des projecteurs f et g non nuls, distincts
et tels quiil existe (A, p)EC* tels que fg —gf = A + g (1)

1) On suppose k& {0. 1}

Montrer que, pour tout x EE, on a_jgix) = Img et que Imf C Img.

Montrer que gf =f et A + p =0 et en déduire que fig =g et A = —1.

2) On suppose k& {0, —1).
Montrer que le noyau de g est inclus dans celui de f.
Montrer que fig =f et A + p = 0 et en déduire que gf =g et &= 1.
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Comme usuel, on convient de noter fig la composée [ o g.
1) . . . " )
Pour faire apparaitre fi{x ), on peut évidemment utiliser (1) directement pour x.

Dans le souci d utiliser que g est un projecteur, on note que figlx ) = figgix) et on peut appliquer
(1) agix)

Soit x € E. Appliquons (1) & glx). Il vient fgglx) — gfgix) = Mgix) — pgglx )

Avecg® = g, on obtient  (2) fglx) — gfglx) = Aglx) + pgix), c'est-d-dire :
(1 — Mgl d = g (folx) + px).

o : 1 .
Avec k= 1, il s'ensuit fgix) = 759 (fglx)+ p.t]I d'oll fglx)EImg. (2)

Avee fijlx ) € Im g, on peut directement appliquer (1) & x en isolant f(x ).

Pour tout x € E, on a_figlx) — gfix ) = Mix)+ pglxyd’on avec k. w( :

fix)= %{fg{xi — glf e} + px]1).
Avec (2), 1l Hiﬂntfg[x] —g{f{r:l+ |.I_'l!'} Elmg, puisfix)Elmg et Imf C Img.

Une qualité utile d'un projecteur p est que Im p est le sous-espace des vecteurs invariants,

On a vu que Vx €E, f(x) € Img. En notant que Img = Invg, il vient gfix) = fix} c’est-i-
dire gf =f. Onadoncfg —f = A +pg.

En composant i droite par [, il vient _fgf —F = &f + pagf .

Avecgf = f et donc figf =1,r'2 =f.onobtient 0 =0k + p)f puisk + p =0 puisque f =0,

En composant & droite fij — f on obtient 0 en utilisant 1:;|'2 = 4.

Avec b + = 0, la relation (1) devient fg —f = Mf — g). En composant & droite par g, il vient
0= M fig — g) d'oifg = g puisque h =0,

La relation (1} devient alors g —F = &f — gh Avec f =g, il §'ensuit b = —1.
2)

Pour exploiter x £ Ker g, on peut utiliser directement (1).

Soit x € Kerg. Alors (1) donne —gf{x)= Wfilxh
En composant 4 gavche par g, il vient —gfix) = hgfix).
Avechw»—1,0na gfix) = 0et donc Afi{x) = 0 puis fix)=0car k= 0. Ainsi, KergC Kerf.

Pour tout x, ocnagix) = g,rzlf.vr}1 done x — glx) est dans le noyau de g. 1l est donc dans celui de
I O peut alors exploiter Kerg C Kerf,

¥xEE, x —gix)E€ Kerg donne x — gix) € Kerf,d'ou fix) = fgix), c'est-d-dire f = fg.

On a dong, en reportant dans (1), 7 — gf = A + pg.

En composant 4 gauche par f, il vient f — fgf = A + pfy, Cest-d-dire 0 = (A + p}f et donc:
b+ =10,

(1) s'écrit alors f — gf = A — gl

En composant 4 gauche par g, il vient 0 = xigf = g), d'oiugf = g.

Onaalors f—g=Mf —ghetavecf —gwui, il vienth = 1.
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Ex. 9

Soit E un K-espace vectoriel et f, g des endomorphismes de E.

1) Montrer que, si ldg —f o g est injectif, alors Idg —g o f est injectif.
Montrer que, si Idg —f o g est surjectif, alors Idg —g o f est surjectif.
2) Montrer que :
Kerfog=Kerg = Kerfnlmg={0g}
et que Imfeg=Imf += Kerf+Img=E.
En déduire que f o g est bijectif si et seulement si :
Imf=E, Kerg={0g} et Kerf @ lmg=E.

3) Montrer que, si Idg —f o g est inversible & gauche, alors Idg —g o f lest aussi et que, si
Idg —f o g est inversible 3 droite, alors Idg —g o f U'est aussi.

Ce sujet porte sur une étude sous plusicurs aspects du composé de deux morphismes.
Les diftérentes questions sont largement indépendantes.

1) La démarche est simple : partirdex = gof(x) et faire apparaitre un élément de Ker(Idg —f og).

Soit x € Ker(ldg —g o), <"est-a-dire x = g = fix}.

On en déduit fix) = o g o f(x), est-b-dire fix) = o g LI"LE]-}.

Cette relation exprime que f(x) est dans le noyau de Idg —f o g.

Il vient alors fix) = 0 puis g o fix) = 0, ce qui, avec x = g o fix), donne x = 0.
Pour le second point, en partant de y € E, avec x tel que y = x — f o glx), on peut espérer un x'
tel que i = x - r| -t'j{x"]l. Onobtient gly) = gleb=gef {g[rj] oufiy)=flx)=faof I{g{.l-:',l},
mais alors on perd y ! Pour faire apparaitre simultanément g o f et f © g, on exprime que f(y)
admet un antécédent par Idg —f o g. On prend ainsi une longuenr d'avance, On verra ensuite |

Soit y EE. Alors f{y) € E admet un antécédent x: fiy) = x = f o gix)

On en déduit g o fiy) = glx) = g of (glx}) ou encore : g o f(y) = (Idg —g o f Hglx)).

En étape intermédiaire, on vient d’obtenir g o f{y) € Imildg —g o [ ).

Pour conclure, il suffit de remarquer que y = (Idg —g o fHy) + g o fly) pour voir qgue y est la
somme de deux éléments de Im(ldg —g 2 ).

2) 1l est vrai que Ker g C Kerf o g. De ce fait la premiére équivalence se réduit 4 :
KerfogC Kerg <= Kerf Nimg= {0}.
Ce que l'on note (1) <= (2).

= Soit y EKerf M Img. Il existe x tel que y = gle) et fly) = 0. Il s'ensuit [ o gix) = 0,
c'est-i-dire x € Kerf o g. L'hypothése (1) donne alors gix) = 0, doncy = 0.
Ce qui établit Ker[ e g C Kerg = Kerf NMImg = {0}.
« SoitxEKerfog. Onafoglx) =0, d'olgix) € Kerf et gix} € Img.
L'hypothése (2) donne alors glx) = 0, c'est-d-dire x € Kerg.
Ce qui établit Kerf NImg = {0} = Kerf ogCKerg.
11 est vrai que Imf o g C Im f et que Kerf + Img C E. De ce fait la seconde équivalence se
réduit & ;
ImfCImfog — ECKerf+ Imyg.
Ce que l'on note (3) <= (4).
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« SoitxEE;onafix)Elmyf et (3) donne fix) € lmf og.
Il existe 1 € E tel que fix}=f e git), doncx — git)E Ker[. Avec glt)Elmg, ona:
X = {x = gl(t)) + gt} € Kers + Img.
Ce qui établit Imf CImfog = ECKerf +Img.
» SoityEIlmy. lexiste x EE tel quey = fix). Avec (4), il existe u € Ker [ et v € Img tel que:
K=+,
Alors onay =flv)et, avect EE tel que v = gith y =1 (i)} donne:
yEImf og.
Ce qui établit E CKerf + Img = Imf Clmf og.
Pour le troisiéme point, on a besoin de :
F o g injectif implique g injectaf,
etde: [ og surjectif implique [ surjectif.
w 5if o g est bijectif, alors f est surjectif et g est injectit.
OnadoncImfeg =1Imf = E, et Kerif og) = Kerg = {0}. Avec les points précédents, on en
déduit que E = Kerf + Img ¢t Kerf NImg = {0}, donc E = Ker/ @ Img.
o Réciproquement, supposons que Imf = E, Kerg = {0} ¢t E = Kerf & Img.
E = Kerf + Img implique Imf CImf o g, etavec Imf = E, il vient Im [ o g = E.
Kerf Mlmg = {0} implique Ker [ o g C Kerg, et avec Kerg = [0}, il vient Kerf o g = {0}.
On en déduit alors que [ e g est bijectif,

3) » Supposons que Idg —f o g admet un inverse a gauche h: heildg —f og) = Idg.
Ona:
(Idg +gohof)o{ldg ~gef) =Idg —gof +gohof —gohofogof
=ldg ~gof+gohe (ldg<fog)ef
el, avec h o (ldg —f e g) = ldg, il vient (1dg +g e h o f 1o (ldg =g o [} = [dg, ce qui prouve que
Idg —g o f est imversible & Euu:l‘u:.

Clest un pew un lapin sorti du chapeaw d'un prestidigitateur, mais ¢a marche |

» On vérifie de méme que, si ldg —F o g admet un inverse i droite h, alors ldg +g e h e f est
inverse & droite de Idg —g of.

« Enconclusion de cette analyse, il vient évidemnment que si Idg —f og est inversible, d'inverse b,
alors Idg —g o F est inversible, d'inverse ldg +goh of.
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B Dimension finie

Ex. 10

Soit E un K-espace vectoniel de dimension finie n=2. On considére un sous-espace vectoriel F

de dimension p, avec 0 < p < n et G un supplémentaire de F.

1) Soit a €F et (eilyzq g, g une base de G.
a) Montrer que la famille (a + ex)yg 1, 3 €5t libre.

b) Montrer que le sous-espace Go engendré par (a + er)eg 1 3 €5t un supplémentaire de F

dans E.

2) a) Soit a et b des éléments de F. Montrer que Ga =Gy, = a=b.
b) En déduire que F admet une infinité de supplémentaires dans E.

Le corps Kest R ou L,

En dimension finie, le théoreme de la base incompléte permet d'établir que tout sous-espace

vectoriel admet un supplémentaire,

L'objet de ce sujet est de montrer |'existence d'une infinité de supplémentaires, sauf cas excep-

tionnels : en dimension 1 ou sous-espaces triviaw.

1)

r r r
a) Pour (hlyeg 1, 3 E K, Z Ala + ) = 0, s'écrit aussi (E J'-.r)n + th =0
I=]1

=1 1=1

F F
Ona ( Z}q)n EF et Z}qm EG. De F MG = {0}, on déduit en particulier :
=1 =1

> her=0,puisVi€L1Lr 1k =0.
[=]
La famille (@ + e1)=g 1. 3¢5t donc libre,

b)
F M Ga = {0g].

e« OnadimGqy =retdoncdimF +dimGq = n.
o Soitf €F NGg. Il existe (A)ygp . € K tel que:

I= i}qta +e} ouencore f— (i h:) a= ii‘uf:.
i=1

[=1 i=1

F NG = {0} dunncz e =0, dou VIS 1.r ), h =0 puisf =0,
i=1
En conclusion, ona F @ Gg = E.

2) a) Supposons que Ga = Gy ; avec b + e € Gy, on a b + €1 € Gg.

'existence en dimension finic d'un supplémentaire d'un sous-espace est seulement rappelée, [l
serait prudent de vous assurer que vous étes en mesure de le prouver sans hésitation.

Pour que F et Gy soient supplémentaires, il suffit que dimF + dimGg = dimE et que
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r
Il existe alors (hiyeg 1, g EH telqueb + ey = E hicla + &), On en déduit :
k=1

r r

r F
b~ (z hk)u =0~ ey + Y Ay avech - (th)uEF‘ etihy —Lleg+ Y Axex €G.
k=1 k= k=l k=3

Avec F MG = {0}, il vient kg =1 et A = 0 pour tout k> 1.

r
Alors b — (Ehk}u =0 donne b = a.
k=1

O peut aussi lire ce résultat en disant que ['application qui i a € F associe le sous-espace Ga

(=1 II'.I]EC'-tl"u"E-
b) Lapplication quia f € F associe Gy est injective.
F contient un élément a non nul (dim F = 1) et K est infini. La droite Ka est donc infinie et les
Gy, f € F, sont alors en nombre infini,
En conclusion, F admet donc une infinité de supplémentaires.

Ex. 11

Soit n un entier naturel, n =2, et E = Ra[X ] l'espace vectoniel des polynomes réels de degrés
au plus égaux a n.
On considére l'application f : E — E définie par :

YPEE, fIPI=PIX +1)+PIX - 1)-2PIX).

1) a) Montrer qu'une famille (Qy k=g 1., 7 de polyndémes tous non nuls et qui vénfient :

Yeel[l.r -1 deg@y < degQr..
est une famille libre.

b} Vérifier que f est linéaire.
2) Déterminer le sous-espace Im [ (en précisant rgf) et le sous-espace Kerf.
On pourra former F(X*) pour k €0, n | et préciser son degré.

3) Soit @ € Im . Montrer quiil existe un unmique élement P de E tel que :
TP =0 et PID) = P'(0)= 0.

1) a)
Cette premiére question est une modeste entrée en matiére. [l est classique que toute famille de
pohymdmes de degrés dchelonnés est libre ; ¢'est une petite question de cours,

r
Soit z M@y = 0 une combinaison linéaire nulle des @y .

=l
Supposons que les kg ne soient pas tous nuls et posons p = max{k €[ 0. r L &y = 0}.
p—1
Onaalors —hp@p = E hic Q. -
fo=0)

Avec hp =0 on adegiipQp) = degQp. Or, pourtout k €[ 0. p = 1 |, on a deg @y < deg Qp donc:

p-1
deg (Z Lkgk) = deg Op.
k=0
ce qui fait apparaitre une contradiction.
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Il s'ensuit que tous les kg sont nuls, c'est-d-dire que la famille (Qy heep 1, 7 €5t libre.

b) Pour tout (E @) EE et \E R, ona:
SFAP+Q)=(AP+0NX + 1)+ (AP 4+ QNX = 1) = 2(AP + QHX)

= AP + 1)+ PIX — 1) — 2P(X)) + @(X + 1) + @(X — 1) - 20(X),
d'ol fIAP + @) = Af(P) +F(Q).

2) Notons que fil) =f(X)=0.
PourpEl2. nlonafixP)=(X + 1 + (X - 1/ - 2XF,

P [
La formule du bindme, donne fiXF) = Z [i.!{”"k + Zl— 1* I:; xP~¥ _9xP et on adonc:
o= k=)
FixPy = Eﬁﬁx*"ﬁ +RIX)=plp — 1IXP 2 4+ RIX), avec deg R < p — 2.
Ainsi, pourpE[ 2 n ), on adegfix?)=p—2.

[mJ est le sous-espace Im [ = Vect U[IF]]FEH on T

Avecf(1)=f(X)=0,0onalmf = Vect{f(x")} . .
Le résultat de la question 1)a) permet de dire que la famille (f(x? ]'}pEl 5, 7 ©5t libre.

[l s'ensuitdimIm f = n = 1 et finalement Imf = K,_o[X].

OnaleKerf et X €Kerf, done Vectil, X ) C Kerf.

AvecdimE = n + 1 etdim Imf = n — 1, le théoréme du rang donne dim Ker f = 2
et il s'ensuit Ker [ = Vect(1,X).

3) « Existence

SoitgElmf. lexiste ASE, G = f{A)

Par la formule de Taylor, il existe B € R[X ], degB = n — 2, tel que A = A(D) + XA'(0) + X°B.
Posons P = X*B. On adegP = n et PI0) = P'(0) = 0.

En outre, @ = f(A) = A0 (1) + AOWX )+ F(P), cest-d-dire @ = f(P).

w Unicité

Soit Py et Py dans E, tels que @ = [(Py ) et @ = f(Pz), avec P1(0) = P{(0) = 0 et Pg{0) = Pi[-ﬂj =10,
Alors f(Py) = f(Pg) donne Py — Py € Kerf, donc il existe (A, p) £ B* tels que Py — Py = AX + .
Et (P — Py)0)=0et (Ps — PV (0) = 0 donnent & = w = 0, donc Py = Py.

Ex, 12

Soit @ € CylX ). Montrer gu'il existe un unique polyndme P tel que Q = P+ P' + P".
Expliciter P lorsque @ =1+ X + X7 + X7,

@1 PP+ P + P estlinéaire. On s'attend & ce qu'elle soit injective.

Alors, dans un contexte de dimension fnie, elle sera bajective.

Pour tout P, on a deglP + P' + P"') = degP.

Alors @ = P + P' + P" donne nécessairement deg P = deg @, d'ou P £ T4(X 1

Soit @ : C3lX] — C3lX ], PP+ P' + P". C'est un endomorphisme de C3lX L

P+ P +P" = 0 implique aisément P = 0, donc ¢ est injective.

Endomorphisme d'un espace de dimension finie 4, ¢ est bijective,

Ainsi pour tout @ € Ca[X 1, il existe un unique P € CalX [ tel que @ =P +P' + P,

En conclusion, pour tout @ € CalX |, il existe un unique PECIX | tel que @ = P + P' + P".
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Ce résultat 'étend immédiatement a tout @ € C[X]. Avec n = deg @, on a nécessairement
degP =netg: P—=P+P +P" est un endomorphisme injectif de CalX L

La détermination de P vient de dom P = dom @ et d'un systéme linéaire échelonné,

Pourg=1+X+X"+ X% onpose P = X" +aX® +bX +c.

Ona@=P+P +P"sietseulementsia+3=1,2a+b+6=1et2a+b+e= 1, cest-d-dire :
a=-2,b=-letc=6

Ainsi, P = X* - 2x° - X + 6.

Ex. 13

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F, G des sous-espaces vectoriels de E.
Montrer que F et G admettent un supplémentaire commun si et seulement si ils ont méme
dimension.

Comme bien souvent, un des deux volets { condition nécessaire ou condition suffisante) est assez
simple. Le lien entre les dimensions de deux sous-espaces supplémentaires est ici une clé.

51 F et G ont un supplémentaire commun S, alors on a:
dimF +dim S = dimE et dim G +dim S = dim E,
et il s'ensuit dimF = dim G,

Pour aborder la réciprogue, on peat commencer par |'éude de cas particuliers.
Dans un supplémentaire commun non réduit & {0g }, il va un élément qui nest pas dans F U G.

Le sujet est trivial si dim E = 1, puisque les seuls sous-espaces sont {0g ] et E.

On s place dorénavant dans le cas ol dimE =n > 1.

SidimF =dimG = n,alors F = G = E et ils ont {0g} pour supplémentaire commun.
SidimF = dimG = n — 1, la réunion de F et G n'est pas égale 4 E.

Soita = 0g un élément de E \ (F U G) et on considére la droite vectorielle S = Ka.
OnaFnNse={0g}etdimF +dimS = dimE, doncF &5 =E etde méme GBS = E.
On a ainsi prouvé que deux hyperplans de E ont un supplémentaire commun.

5iF est de dimension p, tout supplémentaire de F est de dimensionn — p.
Ce nombre i — poest en général appelé la codimernsion de F.
La proposition visée peut alors s'exprimer par :
deux sous-espaces de méme codimension ont un supplémentaire commun,

Om vient de voir que des sous-espaces de codimension 0 ou de codimension 1 ont un supplé-
mentaire ComimEn.

Une preuve par récurrence finie, portant sur la codimension de F et G, semble prendre corps.

Notons ®(p) la proposition : des sous-espaces de méme codimension p ont un supplémentaire
Commun.

Les propositions 30 et (1) sont vraies.

Pour conclure, il reste & montrer que, pourp €0, n — 1), ona Pp) = Pp+1).
Soit F et G des sous-espaces de méme codimensionp + 1 = n.

OnadimF =dimG=n-p-1E00,a -1 |, donc ni F ni G ne sont égaux i E.
Leur réunion n'est donc pas égale AE et il existea EE V(F UG).

Les sous-espaces U = F & Ha et V = G @& Ka sont de dimension n — p.
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lls ont méme codimension p et 'hypothése de récurrence #(p) donne alors 'existence d’un
sous-espace T, supplémentaire commun a U et V,

PosonsS=sHa+T;aveca@T,onas = Ha @ T donc S est de dimension p + 1.

OnalU@T=E doncF+Ma+T=EpuisF+S=E,avecdimF =n-p~-letdimS=p+1,
d'od F 35 = E. De méme, G B 5 = E, ce qui montre que Pp) = Pp+ 1)

Ex. 14

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, f et g dans S(E). Montrer I'équivalence de
(1)rgif +g)=rgf+rgg etde (2)Imf NImg= {0} et E = Kerf + Kerg.

Commengons par analyser la proposition (1),
Il est classique que rglf + g} = rgf + rgg. La proposition (1) en est le cas d'égalité.

« Onalm(f+g)Clmf +Imgdot rg(f +g)=dim{Imf + Img).

Par ailleurs, on a dim{lm [ + lmg) = rgf + rgg — dim{Im [ M Img)

Avecrg(f +gl=rgf +rgg, il vient donc rgf + rgg = rgf +rgg — dim{Imf M Img).
Il s'ensuit dim{Imf M Img) = 0, c'est-d-dire Imf M Img = {0g}.

Mettons en ceuvre le théoréme du rang pour obtenir d'autres informations,

Onarglf +g)+dim Ker{[ +g) = dim E donc, avec (1}, rgf +rgg + dim Keri( [ + g) = dimE.
On déduit dimE — dim Ker f + dim E — dim Ker g + dim Ker( f + g} = dim E, ¢'est-i-dire :
dim E + dim Ker(f + g) = dim Ker [ + dim Ker g.
Par aillewrs, avec Ker [ M Kerg C Ker(f + g), il vient dim Kerlf + g) = dim(Ker / N Kerg).
On en déduit dim Ker f + dim Kerg — dim{Kerf M Kerg} = dim E, c'est-a-dire :
dim{Kerf + Kerg)= dimE

et il s'ensuit Ker[ + Kerg = E.

Pour étudier limplication réciproque, i est vraisemblable que les outils de travail mis en ceuvre

cl-dessus vont & nouveaw &tre mis i contribution,

Imf Nlmg = {0g } donne rgf + rgg = dimilm 7 + Im g).

Soitx EE=Kerf +Kerg:x=y+zavecy € Kerf et z € Kerg.

On afix)=f(z}et, avec Op = giz), il vientjfx} =(f +gizh

Il s'ensuit que Imf C Imif + g) et, de méme, Img < Im(f +g).

On a donc Imf + Img C Imdf + g} et, en regardant les dimensions, il vient :
ref +rgg =rglf +g)

Ex. 15

Soit E un espace vectoriel de dimension 4 et f un endomaorphisme nilpotent dont l'indice est
égal a4 3. Calculer rgf.

Les hypothéses nous donnent rgja =et rg_.r'ﬂ = 1.
O est dans des termes de rang de composées d'endomorphismes,
Etudions au préalable un encadrement du rang de la composée de deux endomorphismes.
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Soit u et v des endomorphismes d'un espace vectoriel E de dimension finie.
» viE}C E donne uel(E)C ulE), d'ol rgluv) = rgu.
Soit I la restriction de w & Im e, Alors uv(E) = u{Ime) = Im @, d'od rglue) = rgi.
Le noyau de & étant Ker i N Imo, le théoréme du rang appliqué & & donne :
rgl = dim(Imv) — dim{Keru 1 Im ¢}, ce qui montre que rg = rgv.
En conclusion, on a rglue) = inf{rgu, rge}.
s Reprenons rglue) = rgo — dimiKeruw M Imw).
On adim(Keru N Ime) = dim Keru et dimEeru = dimE — rgu et il s'ensuit :
rguel = rgu +rge — dimE.

En conclusion, on argu + rgo — dim E = rglue) = inf{rgu. rgo}.

Appliquons ce résultat dans le cas obdim E = 4 aﬁ =_i"2_.|r e‘tjﬂ =JT.

Notons que_f© = 0 implique f = 0, donc rgf = 1,
Avec [P = 0,0n a0 =rgf? = rgf?f = rgf® + rgf — detrgs® = 201 — 4,
On en déduit 3rgf = 8, d'oi rgf € {1. 2}.
L'indice de nilpotence de f étant égal & 3, les inclusions {0g } C Imf? C Imf sont strictes.

On pourra se reporter au sujet d'éerit 5, ci-aprés, consacré aux endomorphismes nil potents,

Avec 0 < rgf? < rgf, 'éventualité rgf = 1 est i écarter et finalement, on a rgf =2,

Ex. 16

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et f & $E).
Montrer que Kerf @& Imf =E < Imf = Ims™
(Que peut-on dire si E n'est pas de dimension finie ?

En dimension finie, on dispose du théoréme du rang : dimiIm f) + dim{Ker f} = dim E.
Alors Ker [ & Im f = E équivaut & Kerf + Imf = E.
Pour tout f = FIE), sans considération de dimension, on a toujours lm_.r'2 C Imjf.
Alors I f = Il:ﬂ_,l"2 équivaut i Im_.l'CImjﬂ.
En dimension finie, |'énoncé équivaut donc 3 Kerf + Imf = E < Imf C Im_fz.
s Supposons que Kerf + Imf = E et considérons y € Tm f

[l existe x € E tel que y = fix)
existe v & Kerf et v € Im [ tels que x = u + v et il existe t EE tel que v = fit).

[l s'ensuit i = flu)+ 2000 =200, d'oit y € Imf?, et il vient Im f C Imj=.
s Supposons que Imf C iml_fg et considérons z € E.

Alorsfiz) € Imf, donc il existe y € E tel que [iz) =_,F3{yi.

Def{z - fiy)) = 0 on déduit z — fiy) € Ker[.

Avecz = [z — fiy}) +f(y), il vient z € Kerf + Imf, d'oi E = Kerf + ImJ.

On vient en fait de prouver que Kerf + Imf = E ¢ Imf C ]m_f?' ne fait pas intervenir
d'argument de dimension. En particulier, Kerf & Imf = E = Imf C [:I:l'l_l"ﬂ est toujours
vral. Il est toujours vrai aussi que Imjf C I:I:t'll_l'12 = Kerf +Im[ = E, et il ne reste qu'a

examiner, hors dimension finie, si cette somme est toujours directe ou non.

Pour un contre-exemple de Imf C Imf® = Kerf @ Imf = E, il suffit d’exhiber un endomor-

phisme surjectif et de novau non nul. On aura ainsi Imf N Kerf = Kerf = {0g }.
Un exemple simple en est la dérivation sur KX .
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Ex. 17

1) Seit f € ZIR"). On suppose quiil existe g € FIR") tel que fig = gf, fgf =S et gfg = g. Soit
h =_fiy. Comparer Kerf et Kerh, Im[ et Im h.
En déduire que R"™ = Kerf & Im/.

2) Réciproguement, si R" = Kerf & Im /[, trouver g vérifiant les conditions précédentes.

1] Soit u, v, w des endomorphismes d'un espace vectoriel E tels que v = v,
Alors Imu © Imup et Kerw © Keru doivent &tre utilisés sans hésitation.

h = fg donne Imh CImf et h = gf donne Kerf C Ker h.
Jig =Jgf = selit aussif =fh et f = hf. On en déduit Kerh  Kerf et Imj < Im h.
Omn a ainsi établi que Ker[ = Kerh et Imf = lm h.

Une somme directe d'un noyau et d'une image se présente naturellement pour un projecteur.

De fgf =f on déduit fgfy = fg, c'est-a-dire h* = h, ou encore que h est un projecteur.
De Kerh @ Imh = B" on déduit alors Kerf & Im [ = B".

Notons que ceci ne nécessite en rien o 'étre dans un contexte de dimension finie,

2) Il semble raisonnable de construire g tel que h = fig seit un projecteur. Qu'il vérifie les conditions
demandées sera donné par surcroit !
C'est peut-étre le moment dwtiliser le cadre de dimension finie.
Il est classique que Kerf + ]mf = B" s et seulement si Imf = Iij, (Voir 'exercice
précédent. )
En dimension finie, il est équivalent de dire que :
Kerf +Imf = B" ouwque Kerf & Imf = R".
1l suffit de définir les restrictions de g a Ker [ et a Im[.

Avec Kerf + Imf = R", onalmf = Ims?, Cest-a-dire f(Imf) = Imf,

On peut alors considérer I'endomorphisme f de F = Im f induit par [,

Comme [ est un endomorphisme surjectif, il est bijectif car Im f est de dimension finie.

Soit § automorphisme réciproque de f. Alors fg = gf = Idp.

Soit g l'endomorphisme nul sur Kerf et dont la restriction  F est .

Pour tout x € Kerf, on a gfix) = gi0} = Ogs et pour tout x € Imf, gf(x) = fglx) = x, ce qui
donne gf =fg. Ennotant h =fg, on a bien h*® = h.

Pour x EKerf, on a fgfix) = 0 et pour x € Im [, on a fgf(x) = f (gfix)) = fe), d'od faf =f.

PourxEKer [, onagix) = 0 d'ol gfgix) = Og, et pourxEIlm f,onafglx) = x dotugfglx) = glx),
et il s'ensuit gfy = g.

Ex, 18

Soit u et v des endomorphismes d'un espace vectoniel de dimension finie. Montrer que :
|[rgu —rgu| = rgiu + ©) = rgu + rge.

Pour guider une preuve, on peut s'inspirer d"un résultat classique dans T ;
pour (wu)eEC? ona | ju| — |L:'[| = |u+ v = |u| + el
|z| donne la atailler de z € C, de méme que rg u donne la #ailles de u € F(E)
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w rglu + vl = rgu + rgo est un résultat classique.

Cela résulte de (u + v E)C ulE)+ vlE), ol u et v sont des applications {pas nécessairement
linéaires} de E dans E {ou dans un autre ensemble), et de dim(F + G) = dim F + dim G, pour des
sous-espaces d'un espace vectoriel de dimension finie.

s Onav=iu+v)—u dol, avec I'inégalité ci-dessus, rgv = rglu + o)+ rgl~u) = rglu + vl + rgu.
1l s'ensuil rge — rgu = rglu + el

De méme, avec u = {u + v} — v, on obtient rgu — rgv = rglu +v).

On en déduit alors |[rgu = rgo| = rglu + vl

Ex. 19

Soit E un espace vectoriel de dimension n et f, g des endomorphismes de E tels que [ +g
soit bijectif et f e g = 0. Que vaut rgf +rgg ?

Cet exercice est fort classique. 11 met en ceuvre quelques situations simples mais fondamentales
en dimension hinie.

J eg = 0éguivaut 3 Imf C Kerg. On a donc rgf = dim(Ker g), d'o0 rgf = n — rgg ou encore,
en premiére information, rgf + rgg = n.

Par ailleurs ( f + gMEVCFIE)+glE)etdimill + V)=dim U +dim V donne rg( f +g) =tgf +rg g.
Comme [ + g est bijective, onargl(f + gl =n, d'olin = rgf +rgg.

Finalement, ona rgf +rgg = n.

Ex. 20

Etant donné a € R et A € Ra[X 1, montrer qu'il existe un unique P € RIX] tel que :
PX +al+PX)= AIX).

On compare le degré et le coefficient dominant de PIX + o) + PIX) & ceux de ACX ).

PLX # a)et PIX) ont méme degré p et méme coethicient dominant by. Alors POX +a) + PIX) et
- : 1
de degré p et de coefficient dominant 2bp. On a donc p = degA et bp = 5 domA.

La question porte sur 'existence et 'unicité de P. En outre on donne seulement deg A = n sans
le préciser davamage.

11 est constructif d’envisager une bijection de Fn[X ] vers luni-méme,

L'application ¢ de Bn[X ] dans Rq[X | définie par ¢(P) = PIX + a)+ P{X) est linéaire.

On a ¢(P) = 0si et seulement si P(X +a)+PIX) = 0, ce qui, en examinant le degré de P, implique
P = 0, done 'endomorphisme g est injectif.

Cech garantit I'unicité demandée.
Pour i question o existence, ¢ est [a surpectivité de  quii est nécessaine,

En dimension finie, tout endomorphisme injectif est surjectif.

En conclusion, tout A € R,[X ] admet un antécédent P et un seul.
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Ex. 21

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u & FE).
Montrer que dim{Keru®) = 2 dim Keru.

Ona Keru C Keru® pour tout u € F(E), d'ol dim Keru = dim Keru? en dimension finie.
Pour une majoration de dim Keru® par 2dim Ker u, on peut chercher un énoncé équivalent
grice au théoréme du rang et a Imu“CImu.
Motons n = dimE. Le théoréme du rang donne :
dim Keru? = n — dimImu® et dimKeru = n — dim Imu.
Un énoncé équivalent est donc n—rg u? =2(n—rgu),ouencorergu —rgu =n—-rgu = dim Keru
ou aussi rgu = rgu” + dim Keru.
Onalmu® = ullmu) et Imu est stable par .
Soit ¢ I'endomorphisme de Im u induit par u. On a Imu® = Im¢.
Le théoréme du rang appliqué 3 ¢ donne rg ¢ + dim Ker ¢ = dim Im u, C'est-a-dire :
rgu = rgu’ + dim Ker ¢.
Il reste & examiner la majoration de dim Ker ¢ par dim Ker u.
Pour cela on utilise la description du noyau de ¢,
OronaKerg =Imu M Keru et il s'ensuit dim Ker¢ = dim Ker u.
En conclusion, on a établi la majoration dim{Ker u®) = 2dim Ker u,

Ex. 22

Soit u un endomorphime de B? tel que u® = 0.

Montrer qu'il existe a £ B* et J une forme linéaire sur B® tels que :
¥x € R, uix) = fix)a.

Une variante de ce sujet est
Déterminer le rang de . Que dire de Imu et Keru ?

5iu est 'endomorphisme nul, une solution est de choisir a = Og ou de choisir pour f la forme
nulle sur E.

On peut alors se hmiter 4 u = 0.
Pour des endomorphimes f et g d'un espace vectoriel E {de dimension finie ou non}, on a :
feg=0 = ImgC Kerf.
u? = 0 équivaut i Imu C Ker u. On a donc nécessairement 0 < rgu = dim Keru.
Il s'ensuit, avec le théoréme du rang, rgu = 3 — rgu d'ol, avec rgu > 0, rgu = 1.
Soit a = 0p un générateur de Imu. Pour tout x £ E, il existe Ay & K tel que uix) = hea.

Il reste alors a montrer que [ @ x — hy est linéaire.

a = g donne Axya = pea = A = p, donc x = Ay st bien une application de R® dans B,
ulx +yt = ule)+ uly) donne hesyat = hea + hya = (hy + hyda donc flx +y) = filx) + Myl
Avec w © |/, uloe ) = aulx) donne haea = a Ay a done flox) = of (x).

En conclusion, il existe a € R® etf € F(R, B) tels que ulx) = fix)a pour tout x € R?,

u? = 0etE = B servent uniquement & dire que rgu = 1. Lexistence de a = Og et f pour i w0
ne dépendent que de cette propriévé rgu = 1.
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Ex. 23

Soit E un K-espace vectoriel et u un endomorphisme de rang 1.
Pour n €8, n = 2, exprimer u" en fonction de w.

L'exercice précédent a permis de voir qu'il existe a EE, a » g, et une forme linéaire [ non nulle
telle que ulx } = flxa pour tout x € E sous la seule hypothese rgu = 1.

On utilise uix) = fix)a pour avoir ulx) = u[j"[x:h:l} = fixulal

Oruia) = flak donne u®(x) = fla )f{xa et il s'ensuit uix) = flaluix), d'oi u? = [l .

On étudic u? pour préciser une forme éventuelle de u™ par récurrence.

Sifta) = O, alors u? est I'endomorphisme nul et par suite u” = O pourn = 2,
S1fla)= Oy, on pose k = fla). Alors u? = hu donne u® = au? = 3%,
Pour n = 2, on considére la proposition 1™ = A"~ u. Elle est vraie pourn = 2,

Et u™ = A" 'u implique u™' = A" 'u® = a"u, ce qui montre que la propriété étudiée est
récurrente.

En conclusion, on a u™ = A" 'y pour tout n = 2,

Clest évidemment encore vrai si h = 0.

MNotons que cette formule reste vraie dans le cas ol n = 1 4 condition que A = fa )= 0y,

Ex. 24
Soit E un i-espace vectoriel de dimension n et f € #(E) telle que y* = Idg. On considére :
g=ldg —f et h = Idg +f.

Maontrer que Img et Im h sont stables par f et supplémentaires.

Etudions d'abord la stabilité de Im g et de Im h par [.
(e probleme d'inclusion ne devrait pas faire appel i la dimension.

SoityElmg:ilexister EE tel quey =r = firl

Alors fly) = fir} —f2r)=firy—r = —y € Img.

Il s'ensuit que Im g est stable par f. Notons que fly) + y = Og donne Im g C Ker h.
SoitzElmh il existe sE E tel quez = 5 + fis)

At-:}rs_j'-[:}=jts}+d|’2{5] =fisl+s=zElmh.

Il s'ensuit que Im h est stable par f. Notons que fiz) — z = Og donne lm bk C Ker g.

J est une involution. Ker g est le sous-espace des vecteurs invariants par [ et Ker b est celui des

vecteurs changés en leur opposé, 1 est classique que ces deux sous-espaces sont supplémentaires
dans E, hors toute considération de dimension.

Avec Kerg @ Kerh = E, il vient dim Kerg + dim Kerh = dimE.
Avec le théoréme du rang pour g et pour h, il s'ensuit dim{lm g} + dimi{Im h) = dim E.

Dans I'étude de la stabilité de Img et de Im h par [, on a constaté que ImgCKer h et Im hCKerg.
Avec Kerg MEKerh = {Og}, il vient Img NImhk = {0g].

En conclusion, on a bien Img & Imhb = E.
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[xans la mesure o0 Kerg & Kerh = E ne fait pas appel i la dimension de E, il est raisonnahle
d'examiner 51l en est de méme pour Img et Im h. [Deux orientations : trouver une preuve
indépendante de la dimension ou bien trouver un contre-exemple.

Soit U =Invf = Kerg et V = Opp[ = Kerh.

On considére la projection p sur U parallélement 4 V.

Omn sait que f = 2p — [d. Alorsg = 2(ld —p)eth = 2p.

On sait aussi que g = Id —p est la projection sur V parallélement 4 U.

Onalmh=Im2p=Uectlmg=Im2q=V. Alors ' @V = E donne Img P Imh = E.
On remarque que [a solution egénéraler est aisée si on examine le lien entre involutions et
projecteurs. On peut imaginer que U'objectif du sujet tel que posé est de privilégier 'usage de
la dimension, tant & travers le théoréme du rang que pour une caractérisation des sous-espaces
supplémentaires.

Ex. 25
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et © € #E). On suppose qu'il existe x, EE
tel que (uixp) u®lxg) - - - u"lxp)) soit une famille libre,

Montrer que (xg ulxg) - -« u" " xg)) est une base de E et que u est bijectif.

Une famille libre de cardinal m est une base de E.

Seul le caractére libre de {J:'{.. ulxgl, - - -, u"_l[.r._.}]l est utile. On sait que I'image d une famille
libre par une application injective est une famille libre. C'est une réciproque de cette propriété

qui est ici a |'étude.

it n
Pour (g - -+, hnlEK", E hkuk_l[x.j} = Og donne par linéarité de u : E hkuk{xu} = Og.
k=1 k=]

La famille (u(xg) u20eg). - - - uMing)) étant libre, il vient &) = . .. = Ay = 0, done la famille
(xg. elxg). - - - . ™ xp)) est libre. De cardinal n, c'est une base de E.

Limage par u d'une base {xg. uixg), - - - .u"']{.t,;.}} étant {ulxg) gl oo uixg)) quiest
elle-méme une base, u est un automorphisme de E.

Ex. 26

Etant donné P BIX ], montrer qu'il existe un unigue @ € RIX] tel que :
PIX)=0Q(X)— QX - 1)et g0 =0,

Tl s"agit d'un probléme d'existence et d'unicité.
Une piste raisonnable est de mettre en évidence une application bijective,

Soit ¢ 'application de R[X ] dans Jui-méme définie par g ; @ — QX ) — QX — 1
Cette application est linéaire. On a g{@) = 0 si et seulement si QX)) - QX - 1) =10.

Pourtoutn € %*, ona @n)=Qin — 1), donc @(n} = ©(0). ALors @ — @(0) admet une infinité
de racines, Cest donc le polyndme nul et @ est une constante, Ainsi Kerg = R,

L'hypothése QU0 = 0 est & metire en ceuvre.

E = {QERIX]|G(0) =0} est un sous-espace vectoriel. Soitf la restriction de ¢ 4 E.

Chapitre 4 - Espaces vectoriels. Applications linéaires. Dimension finie » 199



Le noyaude [ est E M Kerg = EMR = {0} done [ est injective.

Le passage de I'injectivité 3 |a surjectivité se passe bien pour une application linéaire d'un espace
de dimension finie dans un espace de méme dimension. F et B[X | n’étant pas de dimension
fimie, il serait bon de s’y ramener en jouant sur le degré de P.

SiP=0alorsQ=0vérthe P = QIX) — Q{X — 1)

SidegP =0,P =a &’ Le polynime @ = aX vérifie QX)) —@(X — 1 =act @0 =0

Soit @ de degré g £ MW", alors QIX) - QX — 1) est de degré g - 1.
Pour avoir f{@) = P, avec deg P = n, il est nécessaire de considérer les polynimes © au moins
jusquau degré n + L.

On considére alors En = B, XN E.

L'application fn de En dans R [X | induite par ¢ est linéaire et injective.

Rappelons que Rn[X | est de dimension n + 1.

Avec Bl X1 =REE; etdimB, |X]=n+2 ilvientdimEn =n + 1.

On en déduit que /i est bijective. Par suite tout polyndme P de degré au plus égal & n admet un
antécédent 9, et un seul, celui qui appartient a R, [X].

Ex. 27
Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie n = 1 et u & F(E) tel que u® + u = 0.
On pose F = Keru et G = Ker(u® + Idg).

1) Montrer que F et G sont stables par u, que G = Imu, F = Im{u® + Idg) et que F B G = E.

2) On suppose u = 0 et u® + [dg =0, Montrer que l'on a n = 3,

1)
ut v s eiu® + Ide) = (u® + Tdg) © u est de la forme u o v, avec u et © qui commutent.

On note classigquement we en lieu de u oo,

Keru est évidemment stable par u.

Avec v = u” + ldg, soit x € G = Kerv. alors vix) = O implique urix) = O puis vuix) = Og
puisque u et v commutent.

On a donc uix) € Kerv et par suite ulG)C G.

Montrons maintenant que Kerv = Imu et que Keru = Imu.

v = 0 donne Im u C Kerp, et up = 0 donne Im o C Ker w. On peot utiliser la dimension de
ces sous-espaces ou établir que Ker o C Imu et Reru C Imw.

e PourxEKeru,onaulx) =0 dotu’ix)=0petx = 1u3+IdE}{.:]IEIm v. Ainsi Keru CIme.
« Soitx € Kere. Alors u?(x) + x = Op donne x = u{—ulx)) € Imu. Ainsi Kerv C Imu.

Tout ce qui préceéde est indépendant de toute hypothése de dimension finie. 11 reste 4 examiner
ke rile de cette hypothése.

« Soit x € Keru N Kerv. De ulx) = Op et u®(x) + x = 0g, on déduit Keru N Kerv = {0g}. Avec
Kerp = Imu le théoréme de la dimension donne dim Keru + dim Eerv = n et on en déduit
que :

F&G=E.

2) On écarte les cas u = 0 et v = 0 (est-d-dire u® = — Idg) qui conviennent sans hypothése
sur n, Dans les autres cas, on adimImu = l etdimIme = 1.
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= Sin =1, alors u et v sont bijectives.
Alors ue = 0 donne u = D et v = 0, ce qui est contradictoire. Ona doncn = 2,
= Sin =2 alors on a deux cas d examiner : rge = 2ourgr = 1.
= Sirgv = 2, alors v est bijective puis ww = 0 donne u = 0, ce qui est exclu,
* Sirge = 1, donc dim Kerv = 1, alors on a rgu = 1, done dim Keru = 1,
Premier cas : Imu = Keru = Ha,a = 0.
Alors u® = 0 donc Ildg +u® = Idg, ce qui donne une contradiction avec rguv = 1.
Deuxiéme cas: Imu = Ra et Keru = Rb avec a et b indépendants.
Alors (Id +u®)b) = b et, avec ufa) = Aa, il vient {1d +u®Ka) = (1 + A*)a, donc rglv) = 2, ce qui
est contradictoire,
Finalement, pour u = 0 ¢t u® = — [dg, on a nécessairement n = 3, donc, pour n = 2, il n'y a pas
d'autre solution que u = 0 ou u? = - Idg,

Ex. 28

Soit E un R-espace vectoriel, et [, g des endomorphismes de E.
Soit k= 0 une valeur propre de f o g. Montrer que A est valeur propre de g o f.
Montrer que, 51 E est de dimension finie, alors le résultat reste vrai pour » = 0.

A € R est valeur propre de u € F(E) lorsqu'il existe x € E, x = 0g, tel que uilx) = hx.

'est vrai si et senlement i (u — AIdgMx) = Op avec x » Op, ou encore si et seulement si
Ker(u — Aldg )= {Og } ou encore si et seulement siu — & Idg n'est pas injective,

Soitx EE, x = Og, tel que fgix) = hx.
Supposons que A ne soit pas valeur propre de gf :alorsVy S E, gfly) = hy = y = 0g.
Alors, en formant gfglx ), avec figix) = ho, il vient gfgix) = glhx) = hglx), ce qui donne :
af (g(x)) = hgix).
LUhypothese sur gf donne alors glx) = Og. Il s'ensuit figix) = Og.
Or x =0 et b= 0 implique hx = 0. Ce qui est en contradiction avec fgilx ) = hx.
En conclusion, si A = 0 est valeur propre de fig, alors A est valeur propre de gf.
Dire que O est valeur propre de u € F{E) équivaut A dire que Kerw = {Og }. Autrement dit, 0
est valeur propre de u si et seulement si u n'est pas injectif.,
En dimension finie, dire que 0 est valeur propre de u équivaut a dire que u n'est pas bijectif.

Plagons-nous en dimension finie et supposons que 0 ne soit pas valeur propre de gf.
Alors I'endomorphisme gf est bijectif, ¢e qui a pour conséquence que f ¢t g sont tous deux
bijectifs.
On en déduit que fig est bijectif, donc n'admet pas 0 pour valeur propre.
On a ainsi prouvé, par contraposition, que si g admet 0 pour valeur propre, alors gf admet 0
pour valeur propre.

En dimension finie, on peut donner une preuve qui ne distingue pas k = 0 de b = 0,

En effet, Ker{iu — A dg) = {0} équivaut i detiu — k Idg) = 0.

Pour les questions de déterminant, on pourra se reporter au chapitre 5.

Le probléme revient & montrer que si deti fig — A Tdg ) = 0, alors deti gf — A Idg) = 0.
Il est par ailleurs vrai que detlfg — & ldg) = deti gf — A Idg). Toutefois ce résultat, classique en
Spéciales, ne sera pas envisagé ici.
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Ex. 29
Etant donné A et B dans R[X ] et a € R, trouver les polynomes :
P ERIX] tels que PIX)+ Pla)A(X) = B(X).

» SiA =0, alors P = B est solution unique. Dans la suite, on suppose A = 0.

U'étude des degrés permet de limiter le travail & un espace de dimension finie.

Avec P = B — Pla)A, on pose n = sup{deg B, degA) et on a deg P = n.
Le probléme se place alors dans le contexte de Rp[X ],

On examine lapplication ¢ : P — P + Pla)A pour étudier les solutions de ¢(lP) = B.

Lapplication ¢ : P~ P + Pla A est linéaire, C'est un endomorphisme de R [X ]
Omn étudie son novau ¢n résolvant P + Plaja = 0.

La seule solution qui vérifie Pla) = Dest P = 0.

Si Pla) n'est pas nul, Pla) + PlalAla) = 0 implique Ala) = —1. En conséquence,

« sionaAla)=—1,le novau de ¢ est réduit au polyndme nul.

L'endomorphisme ¢ de BoX ] est alors bijectif et B admet un antécédent et un seul.
« Etudions maintenant Ker ¢ lorsque Ala) = — 1. Notons que A est alors non nul.

F = —Pla)A montre que Ker ¢ est soit {0} soit le sous-espace de dimension 1 engendré par A.

Tout P £ Ker ¢ est un multiple scalaire de A.

Réciproquement, pour P = MA, A E R, avecAla) = ~1,ona Pla)= —h donc P + Pla)A = 0.
Ainsi, dans le cas ol Ala) = —1, Ker ¢ est la droite engendrée par A.

o Enrésumé:siAla)= —1, ¢ est Dijective et siAla) = =1, Korg = RA.

1l reste alors & préciser les solutions de ¢{P) = B, ce qui est 'ohjectifl explicite du sujet.

« Solution dans le cas ol Ala )= ~1.
B admet un antécédent unique P par ¢. La solution est définie par PIX) = B(X) — PlaJA(X).

OnapPla)=Blal- Plawal, donc Pla) = é%.d‘uﬂ PiX)=B(X) - -lfﬁf:%ﬁu}.

s Solutions dans le cas ob Ala) = 1.
@ n'est pas surjective | il peut ne pas v avoir d'antécédent de B par ¢.
Avec P(X) + Pla)A(X ) = BIX), on a nécessairement Bla) = 0,

« Lorsqu'on a Bla) =0, il n'y a pas de solution.

= Dans le cas ol Bla) = 0, on dispose alors d'une solution particuliére, & savoir P = B, au
probléme P + PlalA = B,

Comme (P — B) + (Pla) — BlalJA = 0 équivaut P — B € Kerg, les solutions sont alors les
polyndmes P = B + kA, avec A\E R,

202 4 Sujets d'oraux



B [inmes d'étude - Problemes

1 Polynomes d'interpolation de Lagrange

1) Soit n MW" et (xq. ..., xa) une famille de n + 1 &léments d'un corps K (R ou C), deux 3
deux distincts.

a) Montrer que, pour tout LE[0.n ], L= H : _:_: est Lunique élément de K[X)
Dsksn. kel
qui vérifie les propriétés :
(1) degLi = n, (2) Lix)=1, et (3) WELOnl {1}, Lilx)=0.
Les polynomes Ly sont les polynomes d'interpolation de Lagrange relatifs & la famille
X e o s xn ) E KL
Chaque polyndme Ly est de degré égal i n.,

b) Montrer que, pour tout (by,. . ... bn ) € K™, il existe un unique L € KX ] tel que :
degl=n et YeE[0 nll, Lixg)=by.
c) Quels sont les polyndmes P £ KIX] tels que YeE[lnl Pix)=b ?

2) Etant donné a, b, ¢ deux 3 deux distincts dans ¥, simplifier :
(X —alX —b) (X—akX-c) (X —cKX-—-b)
e —aMe —=h) *+ b=akh—=c) * @ —cHa—=hb)"

3) Soit peEm, (x),....x:) E K" une famille d'éléments deux & deux distincts et (Ls) les
polyndmes de Lagrange associés 3 cette famille.

n r
Montrer que L = Zaf{.k est le reste dans la division de XP par H{x — X Je
k=1 k=1

4) Soit E le R-espace vectoriel R'™Y, (ay)gq 1.0 une famille de n éléments deux 3 deux
distincts dans [0, 1] et F le sous-espace vectoriel {f EE Vi€l L n || fla) = 0}.
Déterminer un supplémentaire de F dans E.

Selutien

La question d'approximation d'une fonction par une fonction pelyndme est importante. Les
polyndmes de Lagrange en donnent une solution simple.

Le texte proposé montre leur efficacité dans des domaines variés,
Dans toute question d'unicité de polyndme, deux points sont & examiner en priorité :
« deglP-Q)<0 = P=g,

s degP = n et P admet au moins n + 1 racines distingtes = P =10.

1) a) SiLy et My vérifient les propriétés (1), (2) et (3), leur différence est de degré au plus n et
prend la valeur 0 en n + 1 éléments distincts, ¢'est done le polyndéme nul.
[l est immédiat que Ly prend la valeur 1 en xr et la valeur 0 en x; pour f=1.

b) Lunicité de L se prouve comme celle des L.
Le polyndme by Ly prend la valeur by en x; et la valeur O en x), j = k.

il
AlorsL = Z byl convient : on 4 bien degl = n.
icwl)
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Une utilisation de ce résultat : soit P un polyndme de degré intérieur ou égal & n. On choisit

1
by = Plxy ) ; le polyndme L ci-dessus est alors P lui-méme, d'ob P = Z Plxy L.
k=il

) Soit P £ KLX | un tel polyndme. P — L prend la valeur D en tout x, k€[ 0. n L

Soita € K, 0 € KIX] est divisible par X = a si et seulement si Qla )l = 0.
Ce théoréme s'étend dans le cas de plusieurs racines distinctes.

r
Alors P — L est un multiple de HIJ{ — x ). On a établi une condition nécessaire.
o=l

It
Il est clair que tout polyndme P = L + QIX) H{x = xi ) avec @ € KX | convient.
k=l

2) C'est un polyndme de degré au plus 2, et qui prend la valeur 1 eta, en b et en ¢ ; c'est donc
le polyndme constant 1.
3) O utilise la premiére question pour exprimer XF i l'aide des polyndmes de Lagrange associés
i la famille (xg. %y, - - - . xn )
f f
Il existe un polynome @ tel que XP = Z -‘-’ELJ: + X)) l-[[x — Xjc b
k=1 k=1

i n
Le degré de Z.ufl.k est inférieur ou égal & n = 1 et celui de H{x — x.) est égal 4 n. On est
k=1 fe=1

[}
alors en présence de la division euclidienne de X7 par ]][I — X )

ksl
L]

Le reste dans cette division est donc R = Z xf:Lk.
k=i

| n
Extension ; le reste dans Iz division de P par H{x —XxglestR = E Pl )Ly
=l ewi)

4) S0it (L)) cj=q la famille des polyndmes interpolateurs de (ay, . . . . aa) et G le sous-espace
vectoriel engendré par les fonctions polyndmes Li, 1 =1 = n.

On identifie classiquement un polyndme et la fonction polyndme associée.
s« Soitf €F NG. [l existe (h)y opcn € B tel quef = Z L.
1=is=n

PourtoutjE[ L a L, f € G donnefix) =k etf EF donne fix) = 0. Ona donc Ay = 0.
Alorsf =0etF G = {0},

= Soit h € E. On considére la fonctionf = h — Z hixpiLa.
I=5[%n
Pour toutj €1 Lin lyonafix)=hix)~ Y hixLiy) =0 puisque Li(g) = & .
Leisn

By st le symbole de Kronecker : &y =1 et®)) = 0 pouri=j.
Alorsf est dans F, Avecg = E hiylliEGeth=f +g,ilvienth =f +gEF + G.

1%1%n
Onadonc E = F + G et finalement E = F &G,
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2 Images itérées et endomorphisme nilpotent

Un endomorphisme est qualifié de nilpotent lorsqu'il existe p € M" tel que fF¥ = 0,
En dimension finie i1 € &%, on utilise suu\rr_nlj" = () et c'est ce résultat qui est visé,

O utilise ici des inclusions entre les images u:lae:._f"r pour argumenter cetle preuve,

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n €M et/ un endomorphisme de E.
Pourk £ hl,._,l""" désigne l'endomorphisme composé de k fois f par lui-méme, avec la convention
classiquf:jﬂ = [dg n."[_.l"1 =.
1) Montrer que, pour tout k € &, I 51y C Imi %),

2) On suppose qu'il existe g €M tel que Tm(f9*1) = Imi9).
Montrer que, WjEM, j=q = Tmif/)= Imi{f9).

3) On suppose que f est nilpotent : Sp e M®, j¥ = 0. On note r = inflk € M*. f% =0}
Montrer que r = n et en déduire que 7™ = 0.

Solutioh

1) Cette question naive n'a pour objet que de rentrer dans la démarche proposée.
7% = %7 donne Imi /1) = (2 E) = % (F(E)) = r*(Imf) C Im ™.

2
) Om commence par vérifier que Il ) C I f9) est vrai pour tout | = q.

Die la sorte, ]I'I:u[f‘r] = Imi /) équivaut 4 Im( ) 2 Imi f9).

s Imi ) C Imi ) est vrai pourf = g.
Pour J = g, considérons la proposition Imi 3 Tm( 9,
La question précédente donne Tm{f*1) C Tm{ ) et il vient Im{/*') C Im(f9),
La propriété est donc récurrente, ce qui montre que ¥ = g, Im(7) C Im{f9).
» Supposons que Tm(f9*Y) = Im( f9), Cest-d-dire Im{ f9*1) 2 Im(f9).
Hypothése de récurrence : supposons que, pour k € M, Im{f9%*1) 5 Imi f7*%),
Alors Tmi f94%+2) =I{Im{ﬂ**’*'}} et f []muﬁh‘k*l;] of [Im[j'""*kll]l = Im( 91} donne :
Lm( f9*%+2) 5 [m p9+k+1),
La suite des ImU’“"‘"‘jl est ainsi crotssante {pour Ninclusion’).
On a done ¥ = g, Im(f) 2 Im( 79}, ce qui donne en définitive Tmi /) = Imi f9).
Cette premiére partie ne fait pas intervenir la dimension de E.
Les résultats ainsi établis sont vrais pour tout endomorphisme de tout espace vectoriel.

3
} A T'aide de la question précédente, les inclusions II:L'nlf_,I"J'”]]I i Irnlf_j"k}l sont strictes pour
kEND. r =150 était surjective, on aurait Imfjk] = E pour tout k € 4*,

5"l existait k €10, r — 1 1 tel que Im{** ') = Im(f*), alors on aurait Im(f*) = Im(f") = {0g}.
Ce serait en contradiction avec la caractérisation de r,
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L'entier r est appelé l'indice de nilpotence de I'endomorphisme nilpotent [,

Les inclusions Im( 75+ 1 Im( r*) sont donc strictes pourk €0, r = 1]

En notant di, = dim(Im{f*)}. onadonc O <d,_; <...d).

En outre, on ady < n puisque f n'est pas surjective et d,_y > 0 puisque /"~ = 0.
ey =n-—letd, <dp_ypourkE[ Lr— 1 donnentd, ;=n-r+L
Avecl=d,_j,ilvientalors1=n —r+ 1 cest-d-diren=r.

La premiére question donne alors Tm(f" ) C Imif" ) = {0} et donc /™ = 0.

3 Un sous-espace de polynomes

KiXx 1 est l'ensemble des polyndmes sur K. Un polyndme est dit normalisé - ou unitaire -
guand il est non nel et que son coefficient dominant est 1. On considére application :

{I: Kix] —= KX
P = (3X +BIP + (X% = 5X WP +(x° - xhp"

ol P' et P" sont les premiers polyndmes dénvés de P.
1} a) Vérfier que [ est linéaire,

b) Préciser Fi1), fix), fix* et rix,

2) Préciser le degré de f(P) selon le degré de P. On examinera en particulier le cas ol P est
de degré 3.

3) a) f est-elle surjective ?
b) Dans quel sous-espace de KX ]| doit-on chercher le noyau de 7 Déterminer ce noyau.

c) On considére lensemble v, des polyndmes P pour lesquels il existe un scalaire a tel que
JS(P)= AP. Montrer que Vy contient quatre polyndmes normalisés.

4) On note H l'ensemble des polyndmes dont l'image par 5 est de degré 3.
a) Justifier que H n'est pas vide et n'est pas un sous-espace vectoriel de K[X|.

b) Exprimer les éléments de H et leurs images & |'aide des quatre polyndmes normalisés
de \':‘r .

¢} On se place dans le cas ol K = C. Etant donné @ € H, normalisé, soit x,, xo et x3 les
racines de fig).

On pose S; = xj + X3 + X4, S0 = X109 + XXy + anexy 1 Sq = xypxexs. Déterminer entre Sy, Sq et
55 une relation indépendante des coefficients de g.
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Solution

1) H} La linéarité de f découle de la lindarité de la dérivation et de la distributivité de la
multiplication par rapport a 'addition,

b) fil)=8+3X, [fiX)=3X+4X% JFix%=38x% fix¥=-x%

2) Par linéarité, on peut se limiter aux polyndémes normalisés,
P=0,fPy=0; Fil)=08+3X)donc, sidegP =0, alors degfi{P)= L.
» PourdegP=n =12,

degi8 +3X WP =n+1 et domi8+3X )P =3

deg(x? —BX)P =n+1 et dom(X* - 5X)P' = n,

degiX® — X7 WP " =n+1 et dom(x® = X*P" = —nin - 1).

On a donc degfi{P) = n + 1. La somme des coefficients dominants est —(n + 1)n = 3). Pour
n=d onadoncdegfiPl=n+1.

SoitP =X+ ax® + bX + .
Avec (1), FO, FIXE) e fix?), il vient f(P) = (3a — 1)X% + 46X 2 + 3(b + c1X =+ Be.

Sida=1,alorsdegfiP)=3.513a = 1et h=0,alors deg/(P) = 2.
2
Sida=1,b=0ctc=(, deg;f{xh‘%wj = 1. Etenfin, sida = 1, b =0ete = 0, alors :

2
f (x“ + x_ﬂ_) = 0.
3) a) SidegP = 3, alors degf(P) = 3 et sidegP = 4, alors degf(P) = 5.
Il n'y a aucun polyndme de degré 4 dans Im f ; ainsi f n'est pas surjective,

b) 5i P=OetdegP =n=3,onadegfiP)=n+1,donc P & Kerf. Par suite, Kerf € Hg[X 1
L'étude des polyndmes de degré 3 montre que Kerf = {pgQy. p € K}, avec Qg = 3x7 + X2,

¢} Pour = 0,f (P} = 0 caractérise les vecteurs du noyau d'oi la solution X% + éx“.
Pour h=0etP =0, fiP)= AP implique degfiP)=degpP, d'ol degP = 3.

Avec PIX) =X +ax® + bX +cet [(P)=(2a — 10X% + 4bX® + 3b + c)X + Bc, on af(P) = AP si
et seulement 51

{3£|=1+.h.. db =hka, 3c=(k-3)b, EE-L}E:D}
e ca0 = k=8 puislasolution Qg = X% 4+ X% 48X + 10
. l:'=ﬂEtb-D-;innnch:ﬂpnurlaﬁ;ﬂutiunga=x3+;x2+x;

= ¢=b=0donne ha = 0 donca = 0 puis h = —1 pour la solution §_, = X? (voir alors 1)a).
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4) a) En question 2}, on a vu que H est Pensemble des polyndmes de degré 2 ou de la forme
alX¥ +aX? + X +claveca=Oeta = é i ainsi H = &, Notons que 0 € H.
La partie relative aux polyndmes de degré 2 a été oublide.

b) 0 = X +ax®+bX +c = X 4y (X'“’ + %HE) +Z (KE + ;J{j +I) +i {1’..'1.'3 +ax?iax + 10)

&1 et seulement si {x+_u-+z +t=1l. y+dz+ M =3a z+6t=h, 1 =c} s0it
=-,l%,z=b—¥,y=ﬂa—¢h+;cﬂxtl-ﬂa+3b—t.
S@ = —x(x%) + 32 (x3+ xhx) +8t (X% + 3x% + 6X + 10) en utilisant les propriétés de

Q. B9, 91 €1 Q.
Remargue. f1Q) est de degré 3 lorsque —x + 3z + 8t = 0. soit 3a = 1.

€) AvecfiQ) = —x (X%} + 3z (m:f' + ;f +x) +8e(x® 4 3%% 4 6X + 10),0na:

Fi@)=(3z — x + 80X + 4iz + 61)X2 + 3z + 160)X + 80
doil S 4iz + 6t) S, = — 3z + 164) Sa = Bl
LU Ry, Py AR T T T T TR

On a 453*'3"5’_;:__% gssnucnmrﬂ:ﬁsl + 85 + 354 =10,
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N <icts doraux

A Intégration sur un segment

Ex. 1

50it f une fonction réelle, continue sur un segment [a.bl, a < b. On suppose qu'il existe

nEl tel que Ye [0 nl, f **fix)de = 0. Montrer que f admet au moins n + 1 valeurs

d'annulation distinctes dans [a, b).

La fonction nolle sur [a, b] convient évidemment. 1] est légitime de se limiter 4 I'étude du cas ol
A mest pas la fonction nulle.
Le cas oii n = 0 invite a montrer que [ admet au moins une valeur d'annulation, C'est en réalité

un corollaire d'un théoréme classique d'intégration.

51 n'admet pas de valeur d’annulation sur [a, b, alors elle est de signe constant sur [a, b] en
application du théoréme des valeurs intermédiaires.

La fonction f étant continue, non nulle et de signe constant sur [a. b], on aurait alors :

b b
f Sixbde = 0 ou bien f fix)de <0,
= [

[
ce qui est contraire i 'hypothese f Six)dy = 0.
a

Un bon moyen d'utiliser simultanément les n+1 informations est de faire intervenir un polyndme
de degré au plus égal a n.

n
Considérons un polyndme PERLIX) P = ZFRHH- Par linéarité de 'intégrale, on a :
k=i

b n b b
f Plx)ifixide = Zptf .r"_.l"lx}dﬂ d'on [ Pix}fix)dx = 0.
i k=il v}

O suppose que § admet au plus i valewrs d'annulation distinctes. 1] reste alors & construire un
polynime P qui fasse apparaitre une contradiction avec les hypothéses.

Supposons que f admette au plus n valeurs d'annulation distinctes, et notons g le nombre de
ces zéros distings, aver 1 = g = n.

En les notant ¢y, .. . , ¢, on forme alors le polyndme P = Hix — e
k=1
La fonction x — Plx }f (x} sannule en chacun de ces g 2éros, mais ce n'est pas suffisant pour
exploiter le théoréme d'intégrale nulle pour une fonction continue,

Omn va prouver plus précisément que, sous les hypothéses données, f admet au moins n + 1
valeurs d'annulations telles que f(x ) change de signe en chacune d'elles.

Supposons alors que £ ait au plus n valeurs d"annulation avec changement de signe, ¢;, ... e,
avec 1l = g =n.
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Alors x — Pix )f (x) est de signe constant sur |a. b] et, comme elle est continue et non nulle, on a

b
f Plx ) (x)dx =0, ce qui est contraire i I'hypothése.
a

On en déduit que f admet au moins n + 1 valeurs d’annulation.

U a en fait prouvé que [ présente au moins n 4 1 2éros distincts, tels qu'en chacun d'eux, elle
change de signe.

Ex. 2

Déterminer les fonctions réelles de classe ¢! sur [0, 1] et telles que :

b -
pour tout (e, y) &[0, 1F, [.f=¥{ﬂx:+ﬂy}}, Flor=0 et fFi{l1=0.

1
y-—x
sur [x, y] (au sens de Uintégrale) est égale i la moyenne des valeurs en x et y.

Piutdt que de chercher des fonctions générales avant d'injecter les conditions particuliéres,
pourquoi ne pas commencer par exploiter tout de suite [ (0) =07

Voo
Caette expression se lit aussi [ f= 3 {j‘"i_:]l +__J"ty}:| ; C'est-d-dire que la valeur moyenne
x

K
1
Avec (0} = 0, une condition nécessaire est : pour tout x [0, 1], [ f= EJ._',F{:J.
L

En dérivant, il vient fix) = xf'(x) et cette équation différentielle admet pour solutions les
fonctions f : x«~ b, avec hE R

On a en particulier f{1) = A et la condition f'{1) = 0 donne x = 0.

La seule solution possible est la fonction nulle sur [0, 1], ¢t il est immédiat qu'elle convient,

Ex. 3

Soit f et g des fonctions réelles continues sur [0. 1], positives et non nulles, g étant stricte-

1
ment positive. Pour n € M, on pose u, = f fa.
0

Etudier la suite (u“—*') i
Un J el

1 1
Ona u,,,1=fj"*'getumg=f _I"‘Eg.ﬂw-:_q:-ﬂ-.
0 i

Comme [ et g sont continues, positives et non nulles, il en est de méme pour ["g.

1
Ona dum:f I"g = 0, Cest-d-dire ua > 0 pour tout n € M,
[l

Les poirnbies Lip sl des :i:ilégl'ultu de E'll."l.lllju:il el |'i.||!'15.1.'|1"|.é de Ca u-::h':,r-ﬂl.'hwaﬁt enl wn des seuls
outils disponibles dans ce contexte.
Les fonctions [ et g sont positives sur [0, 1] On peut alors considérer /T7g.

Appliquons I'inégalité de Cauchy-Schwarz aux fonctions /g et f/T7g.
Leur produit est f™*1g et il vient alors, pour tout n € &,

) g 1 1
[:[J-m]g] ﬂf ,J-n,l;' f ,.I'MEQ-
L[] 1] i

On a ainsi établi que, pour tout p € fy, uf*l TS

T Upel  Upsd . Hn+sl .
L'inégalité uz,,t = Unily,o donne —— = —— donc la suite | —— est croissante.
" Un LEpad n JpiEn
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11 reste alors a examiner si cette suite est majorée.

Continue sur [0, 1], la fonction f est bornée. Soit M sa borne supérieure.
1 1
De f = M, on déduit f"* g = Mg et il s'ensuit [ Mg = Mf Mg, c'est-d-dire -
o i

“rH.I L= M'il.ln.

U1
rn

La suite ( ) est alors majorée par M.
R

Croissante et majoréde, cette suite est convergente, de limite £ = M.

En complément, on peut s"attacher i la détermination de ceite limite.
En application du théoreme des moyennes de Cesaro, on établit que, pour une suite {un)

Unsl

L

strictement positive, 51 la suite (

) en est convergente, de limite £, alors la suite [ Wiin }I .

est convergente, avec lim {fun = ¢,

[2ans le cas présent, la détermination de € peut se faire en étudiant la suite { i ]| nek-

La fonction g, continue sur [0, 1], atteint sa borne inférieure m et on a m > 0 puisque g est
strictement positive.

La fonction f atteint sa borne supérieure M en un point ¢ £ [0, 1]. En exprimant la continuité

Mo
defenc, pourtoutll < g < T hexiste |a, b C [0, 1], a < b, sur lequel f prend ses valeurs dans
IM = & M) Onadong, surla bl fMg = (M — £)"m et il vient :

| b
[..I’"g;ﬂjj"g?w—t.]"i’b—n]m
1] a

d'oll ¢t = (M — )3 1h — aim.

On sait que la suite de terme général §b — alm admet 1 pour limite.

Il existe donc p € M tel que, pourtoutn = p,ona ¥ib—am=1-e.

Il vient alors & = (M —eXl —e) =M — (M + 1) e+ &> =M — (M + 1)e.
En prenant la limite pourn —= 400, il vient £ = M — (M + 1)e.

Etf —M=—(M+1e pourtout e tel que 0 < & < g,dunnef—m‘ =0

Comme on a déja € = M, il vient hnalement € = sup fix)
e[, 1]

Ex. 4

1
Soit feC(10. 1L &) telle que la suite (un )qen, définie parun = [ ", ne prend qu'un nombre
1]

fini de valeurs. Montrer que f est constante sur [0, 1)

Une suite qui ne prend qu'un nombre fini de valeurs est nécessairement bornée.

La tonction f ne prend alors certainement pas des valeurs trop grandes, On peut s'en convaincre
par contraposition.

Continue sur [0, 1],/ est bornée, Soit A la borne supérieure de || sur 0. 1].
Montrons que l'on a A = 1. Dans ce but, supposons que A » 1.

Il existe ¢ £10, 1] tel que A = [f{e)]. On considére b = %{1 +Al;onaA=A>1.

212 4 Sujets doraux



En utilisant la continuité de [f| en c, il existe [a, b1 C [0, 1], a < b, tel que [fix)] = & pour tout
x Ela, bl

1 b
On en déduit, pour tout n € M, ug, =f s a[ 55 = b — an®™,
o a

L'usage de la suite extraite (ug, ) permet d'utilisrrjh = L|"|ﬂ"-l On sera alors en mesure de
minorer [ %™ par A%",

Avec h > 1,on a limug, = +00, donc la suite (un ) n'est pas bornée, Elle prend alors un nombre
infini de valeurs distinctes,
En conséquence, si la suite (up ) ne prend qu'un nombre fini de valeurs, alors A = 1.

51 (1) ne prend quun nombre fini de valeurs, n — wg, nest pas injective,

Avec la condition sur (un ), il existe des entiers p et q. p < g, tels que ugy, = ug,.
i
En terme d'intégrale, cela se lit : f (1 —f Ha—p ') =,
0

Or, puisque 'on a_f¥?P = 1, la fonction (1 -‘fﬁ“'“?)jzp est conlinue et positive, on én
déduit que [:_'l — foa 'F:')J"EP est la fonction nulle,

Pour tout x €[0, 1], on a donc flx) = D ou [flx)] = 1.
La fonction f est continue et ne prend qu'au plus trois valeurs.
Le théoréme des valeurs intermédiaires montre alors que f est constante.

f est continue sur |0, 1]. 5i elle prenait deux valeurs distinctes u et v, elle prendrait toute valeur
de l'intervalle [u. v].

Ex. 5

Soit f et g des fonctions continues sur un segment [a. b, a < b, et on considére la fonction k
b

définie sur & par hix}=f |Fie) + xgle)) de.

Montrer que si_f est strictement positive sur [a. b] et si h présente un minimum local en 0,

b
alamnnaf g = 0.

Le fait que la fonction [ est strictement positive assure que son minimoam sur (@, b]est strictement
positif.

Les fonctions [ et |g| sont continues sur [a. b]. Elles sont bornées et atteignent leurs bornes. En

posant m = inf ]_f{{}, onam =0, Considérons aussi M = sup [glt)].
tEa.b tEfab]

b
Notons que I'on a h(0) = f Sityde =ib — a)m, donc hid) = 0.
n

Une petite difficulté vient de la valeur absolue sous Uintégrale, Uobjectif est de trouver un
intervalle I sur lequel h soit affine.

Montrons qu'il existe un intervalle I de centre 0 tel que, pour tout x €1, sur lequel on a:
St + agit) = 0 pour tout t € |a. b].
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Dhans le cas ou M =0, la fonction g est nulle et on af{t) > 0 pour tout ¢, et ceci pour tout x E R ;
alors I = R convient.

Dhans le cas o0 M = 0, on considére 'intervalle I, ensemble des x € B tels que |x| < %
Pour x €1, on a xglt)] = |x| M < m. Alors, avec fit) = m, il vient f{¢) + xg(t) > 0.

b b
Uanscecas.un:a.h[x!:f i) de +.:f gle)di.
d a

b
Etant affine sur 1, la fonction h n'a de minimum local en 0 que s f git) =10,
[4

L'hypothése m > 0 a joué un rdle essentiel,

En complément, étudions le cas o ona m = 0, Cest-d-dire le cas ol la fonction positive f n'est
pas stTictement positive,

[
Sif est la fonction nulle sur [a. b], on a hix) = j gt )] .
a

En prenant pour fonction g la constante 1, on 2 hix) = (b — a)|x|.

1]
La fonction h présente alors un minimum en 0 bien que 'on ait f glidde = 0.
i

Ex. 6
Soit f une fonction réelle, continue sur [0, w] telle que :

fj[.r]shxdx:fjtx}ms.rdx:ﬂ.
i i

Maontrer qu'il existe dans 10, #{ deux valeurs dannulation distinctes pour f.

O a sinx 7 0 pour tout x & [0, w]. On met 4 part le cas o [ est de signe constant,
Le théoréme des valeurs intermédiaires donnera alors une valeur d annulation a0, =f.

51 f est de signe constant sur [0, =], alors 1l en est de méme pour x — fix)sin x.
Cette fonction étant continue et de signe constant sur [0, w], la condition :

L
f fix)iginxdy = 0
o
donne : Jix)sinx =0 pour tout x £ [0, =],
On en déduit f(x) = 0 pour tout x40, wl puis, par continuité, fix} = 0 pour toutx [0, wl.

La fonction nulle vérifie banalement la propriété attendue.

Sif n'est pas nulle sur [0, =], on en déduit qu'elle n'est pas de signe constant sur [0, ] et il existe
alors a0, =f 1l que fia) = 0 en application du théoréme des valeurs intermédiaires.

Cn cherche maintenant une valeur dannulation dans 10, al ou dans ja, «f.

sin{x — a) est négatif sur [0, a ] et positif sur [a, 7).

Supposons que f soit de signe constant sur [0, a] et aussi de signe constant sur [a, ).
11 s’agit de signes contraires sur ces deux intervalles.
Alors b : x = fix)sinix — a) est de signe constant sur [0, 7). Comme h n'est pas la fonction

k.3
nulle, un;if hix)dx =0,
1
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On constate aisément que G'(x) = (Flx) + F"{x)) sinx.

i i sl
Avec Fix) = Et—l:"P[“’tx], il vient F"(x) = Z[—n“ﬂ“””m = Zt—n""p‘“‘{x;

el =0

i
cest-a-dire F"0x) = 3 (~1F TPk, d'ol Fix) + F"x) = P(x) puis G'tx) = Plx)sinx.
kwl

L L o
ﬁ]urﬁf Pix)sinx dx = ETI}d.r:G{ﬂj—G[D],d‘uﬁf Pix)sinx dx = F{0) + F{m).
i} 1] a

Le coefficient de X/ de P se lit de deux maniéres : d'une part en développant P avec la formule

du bindme, d'autre part avec la formule de Taylor.

0 est racine d'ordre n de P. Onadonc W EM, 0= < n = PV0) =0,

. . 1 .
Pourj €[ 0, n 1, le coefficient de X "*/ de P est celui de X/ de —yla — bX)". Clest donc:

1
Prsj = —I- EIHI:— | :Ij.b"ﬂ" _J-
1 ! .
Alors PPYN0) = poyyln 40 = —jJLrF-i‘-Il [, Bla™"! montre que P"*(0) € Z. Il 'ensuit que:

Fll) = ZI;— 150 %40} est un entier.
ko)

Pour comparer Pix ) et Plw — x), on met en évidence w = a dans x™(a = by )",

b

hﬂ
P = —X"(m~X)" montre que Vx€R, Pl —x) = Pix)d'ol YkEN, (—=1*P*N - x) = P*x),

On a donc P%(x) = PN0), Alors Fwr) = F(0) et Fim) est un entier,
In = O vient de l'intégration d'une fonction continue, positive et non nulle,

. B" . .
La fonction x = Fr.r"i'rr — x 1" est continue, positive sur [0, v

Comme ce n'est pas la fonction nulle sur [0, v, onaly = 0.
Par ailleurs, on a In = F{0} + Fi=), donc I est un entier.
En conclusion, (In Jpen- €5t une suite d’entiers strictement positifs.
Pour étudier la limite de (In ), on cherche une majoration de la fonction intégrée.

n n . o ﬂﬂ n ™ “'..! R
T . 0=, = .
Sur [0, wh, x = x"(w - x)" 4 son maximum en 5 égal 4 (T) ydonc 0 =1y, nl (35)

La comparaison des suites (n!) et (g" ) montre alors que la suite (In) a 0 pour limite.

Dans M, toute partie non vide admet un plus petit élément.

L'ensemble des In admet un plus petit élément, soit Ir.
Pour tout n €M, on adonc Iy = I et Iy = 0, ce qui est contradictoire avec limly, = 0.

Cette contradiction, qui découle de w € G, montre que w n'est pas un nombre rationnel.
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Ex. 10

a° de

Etudier les limites pour a tendant vers 0, vers 1 et vers +oc de vt

I faut préciser sur quel(s) intervalle(s} la fonction & intégrer est continue.

La fonction f : ¢ = % est £ sur |0.1[ U] 1. +00[.

T
. di
Pour(lea<1l,onall<a” < 1, donc Imng] C]ﬂ. l[et Fia) = " T est défini.
Lr)

De méme, poura > 1,0na [a.a®] C]1, +0c[ et Fla) est défini.

= Au voisinage de 0 la fonction f est bornéeetona lim(a® - a) = 0.

o=}

Il s'ensuit lim Fia) =0,
i —+ll

= Auvoisinage de +oc, la fonction f est bornée etona  lim (a® — a) = +oe.

@ —k+ g

[Mans ce cas, il est un pen b5t pour se prononcer puisque [ est de limite 0. On est en présence
d'une forme indéterminde gu'il faut analyser un peu plus finement,

2
1 1 a’ =a
Poura = 1l,ona — = i ur tout £ € [a, a®). 1 ensuit que Fla) = —.
fna i PO [ ] 1 fna
Au voisinage de oo, 0n a:
a° —a a®
-ﬁluf l‘fn-r.'l2

et la croissance comparée des fonctions puissance et logarithme nous donne :
i EE
e el T T
On en déduit que lim Fila}= +00.
ol —-# 50

s Frudions la limite de F en 1.

Compte tenu de |'ensemble de définition de F, il faut distinguer I'étude de la limite 4 droite de 1
et celle de La limite 4 gauche.

Premier cas: 0 < a < 1. Notons que FonaO<a®<a<letfnt<0pourt € [u.af‘}.
=1
Ecrivons Fia) sous la forme fn r dt pour tenir compte de a® < a.
a?

. . -1 . .
Sur l'intervalle [ﬂz. a]E}[I. 1[, la fonction (—f): ¢ == T est strictement cronssante,

I ala — 1) ala—1) a-—1
On en déduit MNencadrement —mEF{EjE e = TR

Avec la limite classique |.1m1 o =h il vient que Fla ) est encadrée pur des fonctions de limites
=%

é et 1 quand a tend vers 1.

On m'est pas en mesure de se proponcer sur la limite de Fla}en 1 avec ces seuls dléments. 11 est
nécessaire d'explorer une autre piste.

Majorée (sur J0, 1[} par une fonction ayant une limite réelle en 1, la fonction F est majorée.

218 «4 Sujets d'oraux



. . beoy o 1 I a-1
La dérivée sur |0, 1] de F est définie par F'ia) = 2a 5ol Ta " a

Croissante sur J0, 1] et majorée, F admet une limite quand a tend vers 1 sur ]0, 1.

=,

Le probléme reste entier : trouver cette limite, avec une avancée, c'est que cette limite existe.
Motons en passant que F' est majorde par sa dérivie,

Les encadrements de la fonction & intégrer étant inopérants, il faudrait disposer d'une primitive.

1

. . . 1
Onn'en connait s por _Fﬂ_f Mais oo En Cormdil une pour m.

2

i d-[ l
DnaF‘(a]:fﬂ Thl etuncpnmltwedet-—-muu-—rﬁﬂmﬂ

R . “dr
En encadrant ¢, il vient a — =Fla)=a _—
o [ini o (int

Mecf -——--En|ﬁm | fn|fna|=n2 ilvienta® fn 2 = Fla) = a fn 2 et finalement :

lim Fial=in?2

a—+1 a4l

Deuxiéme cas : 1 < a. Dans le dermier calcul, il n'y a presque rien 4 modifier, si ce n'est que
Pencadrement devient afn 2 = Fla) = a® fn 2, ¢t on obtient aussi fn 2 pour limite & droite
de Fenl.

Ex. 11

Calculer la limite de [a suite (un ey de terme général u, = n f tan
i

BN X

dx.

f

A 5 -
csl continue positne

Pourx [0, wl,ona=sinx = 1 donc
sur [0, 1],

_ ginx
La fonction x +~ tan

n'a pas de primitive connue.

Cherchons alors une suite {vn ) de méme limite que (ug ) et dont la limite soit de caloul plus
accessible,

3

Pourl =y = E.una wsuellement 0 = tany -y = %—

. . 3
sinx 2Inx g X 1

Pour=x=w,0nal=tan - = T =7
n I

3

Gn:ndéduitqucﬂﬂf tan med.r—f T e
0 n o n

sin x

" ™
i i ' G
Ilﬁmsuuﬂ'ﬂnf tan :I.l:—f am.:rd.rﬁ—z.
o 0 n

i
Avec f sinx dx = 2, on vient de voir que 0 = uy - 2 = —“E, done limiu, — 2) = 0 ¢t en
a f

conclusion, on a limu, = 2.
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Pour le calcul de cette constante, il suffit de prendre la valeurs de f en un point particulier.

1 1
j[u}-f Arceos v/t dt uujl[l}:f Aresin /'t dt demandent un peu de caleul.
0 il

Omn pent aussi tenter d' utiliser Aresinuy + Arecosu = m/2 pouru €[-1, 11,

2

On a sin® x = cos® x pourx = ; et on calcule alurs_.r[:;).

1/2 1:2

f(;)= \ Arcsin /T di + dt =

|

1/2
Arceos /'t dt et il vient alors f - =f i
En conclusion, f est constante sur R, égale i E.

Ex. 14

o . ¥odt
Montrer que, pour tout x > 1, il existe un unique y > 1 tel que f rri 1.
X

Etudier la fonction f : x + y ainsi définie et ses limites éventuelles en 1 et en +zc.

¥ode ¥ ode
Cherchons quelques informations sur ¢lx. y) = f T ef SIr gy I = et
x X

Pourt>1l,onafnt>0,doncgle, yl < 0pour l < y<x, @le, yl >0 poury > x, et gix. x) =0,

¥ de
Pour x = 1 fixé, la fonction ¢x : y '—*f 7 ot dérivable sur 11, +ocl et ¢eiy) = % = (.
X

1 . 1
Comme ¢ == i est décroissante, on &, poury = X, ¢xly) =iy - xl—ﬁ.

1
Avec lim (y — x)—=— = 400, on obtient lim gulyl = +00.
] ﬁ'ly Y=+

Ainsi, la fonction ¢x continue et strictement croissante définit une bijection de 1, +oof sur
P |:]1. +m[}. Puisque gy I:]l. +ool) contient g I:lr. +:::|I}I = [0, +al, il existe un unique y > 1 tel
que gxlyl=1l,etonay=x.

Erudions maintenant la fonction f.

= {i] di
La fonction f )L +ocl—]1, +ocl est définie parf ks
E
1 . ) } .II-[J':' d!
Avec i’ (0 sur |1, #ocf, on a nécessairement fix) = x, sinon on aurait /,. T = (.

« On vient de voir que f{x) > x, donc [ est de limite +0c quand x tend vers +0c.

Il est raisonnable d'espérer que f est dérivable. On est dans un contexte de fonction réciproque

sous-jacent.
Avec ¥ ode ¥ odi !(" de notonS otx] * de
—_— = —_— x)= e
e bt o It e fni o fnt

Fix)est unique réel y tel que gly) = glx) + 1, Cest-i-dire fix) = g~ (@lx) + 1).
Comme g est dérivable, de dérivée strictement positive sur 11, +ool, sa réciproque est dérivable
et il s'ensuit que [ est dérivable.
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il n k
Notons que% (—) et 1 E f (;) different de'@,qui est de limite nulle.

fwll k=l

. . . I
I vient alors lim nup = f J.On notant | = f S ona dong nug ~ I, puis ug ~ =,
] 0

Il e reste plus maintenant qu'a calculer I.

132 1 . 1 dx

Dﬁ31'2+'[1—IJE=2I2—EI+1=E(_:-~E) +E¢tnlv|¢nu=gf —
' (x-3)
x—-| +-
2 4

U t dc—!-—-fl t classi ':lmmn(l{ JI)

ne primitve 51 CIASSIIUE I C &5 X = i) ).

g ix —al + [ b B B

Il vient enfin I = [Am‘t.an{ix - 1]] = E En conclusion, on a uq ~ %
i

Ex. 17
k .k

Calculer la limite de la suite (un ) en- définie par u, = Z sin m sin —.

7
k=1 n

Il semble qu'une somme de Riemann ne soit pas loin, mais ce n'en est pas une !

[y 1 K I
Pourtout k€l l.nl.ona = = et on a donc sin - —,
F n 1 "_!

Fl

]
. . . s k k  k
Considérons alors la suite (pn Jyes- définie par oy = E sin — = — E — sin —.
n
k=1

Omn reconnait pour (og ) la suite des sommes de Rll:rn ann sur [0, 1] de la fonction continue
fixvrxsinx.

La limite de {0q ) est alors aisée. La véritable question est de savoir si cette limite nous rend service
prour be caleul de la limite de {uq ).

k k k
On avn — Un =E{_‘E —sin—ﬂ)sin—,
It

!
k=t T

3
Pourx E[0w/2],onal=siny = 1le¢t 0 =x — ginx = IF

ke ke k K 1
Notonsque, pourkE[lLall,onad < —Eﬂél duncﬂi—g ~ 8in —y = E—"-E =g, d ol :
T n
1
_E

ﬂﬂun—unﬂE—Em EZ

1 e .
Avec lim —y =0, il vient limivn ~ un ) = 0 puis enfin :
n

1
limun = limen =f xeinxdx.
i}

Et, avec une intégration par parties, on obtient facilement :

1
f xsinxde =8inl — cos .
ik

224 & Sujets d'oraux



Hidden page



Croissante et majorée sur [ 1, +o00], la fonction f admet une limite réelle £ en +0c.

U n'est pas dans la méme situation confortable vis-a-vis de g.

Mais en notant que { — cos [ est la dérivée de { — 1 + gin {, une intégration par parties parait
d actualité.

. ) 1
Les fonctions { —= 1 + sint et { — 7 sont de classe ' sur )0, +0of.

__ . . 1 +sint]* coal .
Une intégration par parties donne flx) = —[ * :Im ] + f e dt, et il vient :
LA

. 1+
glx)=flx}—1—3sinl+ et
) , i 1+zinx )
Comme x — 1 + ginx est bornée, on obtient lim ——— =0, et on en déduit que g admet
0 &

en 4oo une limite £ =€ -1 - sin 1.

Ex. 20

Donrner une primitive de sinién x).

La fonction [ : x ~ sinién x) est de classe £ sur 0. +0cl.

On ne connait pas classiquement de primitive de /. Une intégration par parties peut étre tentée.
Rappelons que _Ir_f désigne une primitive de [, sans se préoccuper de constante d intégration.

coa(fn x)
X

En intégrant par parties, on aFix}= fsin{fn xide = x sinlén x) — fx dx d'oi :

Fix)= xsinlin x) — fmsd&: x)dx.
Comme souvent dans le cas de fonction a base de sinus, lanalogue en cosinus " invite aux débats,

Posons g @ x == eoslénx) et Glx) = [glixjdx-

En intégrant par parties, il vient de méme Gix) = x cos{fn x) + [Elinffn x)dx,
Les relations Fix) + Gix) = x sinlfn x) et Gix) — Fix) = x cosifn x} donnent alors :

Fle) = 3 (sinltn x) — costln x)) et Gix)= 3 (sinién x) + costfn x)).

Ex. 21
i 1
Soit (up Inex la suite définie par un =j x sininx)cos™ x de. On pose S, = Z o
o =1
. . 1=(1=1)"
On définit la fonction f sur [0, 1] par Vi€10, 1], fait) = ————— et fal0)=n.
. " (1P
On pase In = [ Falt)dt. Prouver que I = Z[,'ﬂ et que Iy = S -
L]
p=1

i
Montrer que, pour tout p & N°, [ xﬂu{ﬂpx}dx:f—l]p"%-
L1
n

Montrer que Z [% sin(Zpx) = 2" sininx)cos™ x, En déduire que un = ETT:_ESH .
p=1
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Maontrons que [z est une fonction polyndme sur [0, 11

n
1—[1 ],
{l—t]”=2Eﬂ[—1}""'t"dnnnt‘,pﬂurt—ﬂ -Z Pi—1P 1P = g,
F-l-“ FII

Avec @(0) = E = n, Il vient que fi(t) = @i sur [0. 1]
I'n est alors l'intégrale d'une fonction polyndme.

] n 1 i f _ =1
:n=f E[:ﬂ[—l}"‘lr"‘ld:=Z[j{f1—1f"f :F"d:=z[_‘,ﬂ‘ v
b p= p=1 ¢ p=l P

n fl
1 —il=t) , .
Pourt=0,0na Z{l 1 — (suite géométrique de raison 1 — ¢ = 1).

k=]
[Yautre part, avec le changement de variable r — 1 — ¢, on obtient :

1 1
1
f (1— 01 =f T T E'El il S'ensuit fn = Sn-
0 0

Lintégration du produit d'une fonction polyndme par une fonction trigonométrigque se traite
par intEEration par parties,

i
En intégrant par parties, il vienrf xein(2px)dy = [ S S Eﬁfﬂ f cos(2px) dx et
0
g T
on en déduit f xsin(Zpx)dx = (=1 —
0 4p

Une somme trigonométrique en sinus est la partie imaginaire de la somme analogue en expo-
nentielle complexe.

2] n
Z[ﬁ sin{2px ) est la partie imaginaire de Vyix) = Z [P e®P* = _1 40142,
p:l pl-l
Avec 1+ e®™ = 2e™ cosx, il vient Valx) = =1 + 2"&'™ cos™ x, dont la partie imaginaire est :
2" ginlnx)cos” x,

On a done up = o Z[‘,‘pf x Bind 2px ) dx.

p=1

Il reste enfin & regrouper les différenis résultats obtenus,

{~1]-'“‘

[l vient alors we = 2%5 ::31"' et In = Sn donne enfin uy = 2—55,.
p=1
Ex. 22
) 2n 1
Etudier la [imite de la suite de terme général s, = z gin® pour n £ M*,
k=m -,,."'_

1 1 2
En linéarisant : sin® 7 = E(l = 08 ;?E]1 on peut se laisser tenter par une somme de

cosinus, Toutefois, ce sont les sommes du type E 008 kel qui sont classiques, 1 on en est assez

k
Eloigné.

Chapitre 5 - Intégration. Calcul intégral 1 = 227



Hidden page



On estun peu avancé, mais cette somme double est encore impressionnante, Si encore il n'y avait
qu'une somme |

MNotons que, dans (— 1= oy peut améliorer la symétrie des rdles joués par f et J.

m
(—1ygie-1 =f—lJrIJ_l[—U‘IE‘I_lhE]DI'II]I::Z[—l}lﬂ{hj_l -1 12[ 1He!™ IF"““
J:'I. J 1

ZZ{ 1)y *IZI 1t ’Zu e = (if—nﬁ"‘l]g
k=1

i=1 j=1
i

et Z{-l}kt"_l est une somme géométrigue de raison —t = 1 et de premier terme 1.
k=1

1—(=t1"
Elle s'écrit E{ ) N S S et finalement :

— 1+
- Vo e (=" 2
E;i a1 (l 1{+ " ) puis 5"=f,:, (Li-[ﬂi} £ dt.

Développons la fonction 4 intégrer, puisque sous cette torme, il n'y a pas de primitive familiére.

;"L\'EI:I{I - If—Jf]""jI2 =f+ 2[—1}“"'%”“1 + IE"*',una :

| f i !rt+1 1 !Enfl
5n =f 5 di +Ef—l]"'1f Edt+/ - d.
o (14t} g (1+1) o 1+t

]

t
{1+

|
En posant Ry, =f dt,onaSn = Ry + 20— 1" R, .1 + Ronat.
o

1 L 1
T3 Blwer LA [mu+1:+m =2

4
Avect = (1 +1) = 1, donc =
(+10

On peut espérer que Ry, q el Rog o sont de hmite nulle,

K
£ 1
Pourk =%, etpourtout t (0. 1L, ona 0= =¥ doncO=Ry, = .
P L+ =T EsT
1
Dncndédu:l:quc illm Rps1=0¢t lim Rogey =0, dodt lim Sp=@2 - -,
[T T M= 400 2

Ex. 24

On considére des fonctions § et g défimies sur K. On suppose que f est lipschitzienne et
que g est continue et périodique, de périnde T » 0. Montrer que la suite de terme géneral

f Six)giny)de admet — f f f g pour limite,

Une intégrale sur [0, nT] permet de décomposer en somme d'intégrales sur des intervalles de
longuenr T et d'utiliser la périodicité de g. Un changement de variable est une clé.
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nT
. I
Le changement de variable déhmi par t = nx donne uy, = % [ F (;)g{t] dt.
0

kT
i
La relation de Chasles donne alors up = — Ef - )g[udr.

k=1
Par le changement de variable défini par ¢ = {k — 1)T + v, il vient:

KT £ T ik =1T+0v
[Ik_“rj(;]]g[l}dt =L I(T)g{ﬂ: - 1T +v) do.

kT T
{ (ke —1)T +
La périndicité de g donne l:nrruit:j _.I"(—)g{f]'dl =] I(ﬁ)gtu}du-
T Y ALL 0 f

, , 1 o (e — 1)T +
Ces diverses transformations donnent ug = - f I (—u]g[u}du,
{i n

k=1
. . 1 e flk—1Ty )

Il est particulizrement tentant d'isoler = E f (T} qui est une somme de Riemann
k=]

pour [ sur [0, T1.

" T
. . . 1 (k= 1)T
On considére la suite de terme général s, = [; E .I'[: - :])ﬁ gluldo.

kal

51 la limite de (sp) est immédiate, cette suite ne se révélera utile que 3i on peut estimer la
différence (uy — 55

En application du théoréme des sommes d{' Riemann pour une I!'::rnrtiun continue, on a :
1

k=1
1 T T
ﬂdﬂnc,lim51a=—[f[ q-
o™ Ja

La limite de (8 ) est celle qui est attendue pour (un ). 1] reste alors & prouver que (up — S ) est
de limite 0. Quand on sait oi on va, il est plus facile d'orienter les calculs. A ce sujet, Uhy pothése
f lipschitzienne® est encore inutilisée.

ke — 1T

fl T
. 1
En écrivant sq sous la forme sp = — Z f I f )giu}du. ona:
" k=10

. =%g-[j]' Q(m—t}T +LI') —_.I"(:k_nllr]}gmjdu

J étant lipschitzienne, il existe & > 0 tel que |[f(b) — fla)| = k|b — a| poura et b dans R.

On adunc}j(wj —_.I'(“c _HIF) = h% ﬂh;et il s'ensuit :

/: (.f(:—[k - 1;r1‘+:,~) —j(@))gm}du Eh% LT igl.

T
Finalement |up = Sa| = -%tf lg| donne limlun = $n) = 0, ce qui achéve la preuve de la
i

proposition.
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Ex. 25

1
Pour n € M, on considére la fonction fr, définie sur R par faix) = f {1 — t*)" coaxt dr et on
1]

pose In = fn(0), Montrer que f, est bornée et lipschitzienne sur &,
Donner une relation liant f,.alx), fr.1(x) et fuix) En déduire une expression de Iy.

La premiére partie du sujet s'obtient par des majorations usuelles,
Avec 0= (1 —t%)" = 1et [eosxt| = 1, il vient |fnix)| = 1.

1
Etudinn$jn{u}—quu‘.l=f (1 — t*)"(cosui — cosvt)dr,
i

On a classiquement |cos ul — cos vtf| = |ui — vf| = |u — v|, ce qui permet d obtenir :
i) = folo)| = ju — v
et par suite fr est lipschitzienne.
Pour une relation entre [, o(x ) et f;; o1 (x ). on peut utiliser une intégration par parties en dérivant
(1 = t2y™*%, En vue d’'une primitive de cos xt, on se place dans le casx = (),

Les fonctions qui interviennent sont de classe C™ donc, dans ce sujet, toute intégration par
parties est justifiée,

: 2.n+2 1 2.n+2 I n+2 ! ol
Fraglx) = f (1 - 22 couxt dt = [11-: y si:m] + f 20(1 — 2™ sinxt dt
[1]

x i x 0

2in + 2)
x

1
donne : f,,olx) = f t(1 — ¢y sinxt dt.
i

Une nouvelle intégration par parties permet de retrouver cos xf sous le signe d'intégration. [l
faut porter une attention particuliére i la dérivée de t{l = Ayl pour I'écrire en combinaison
linéaire de puissances de 1 -~ 2,
La dérivée de o(t) = t(1 — (21" est @'(t) = (1 = 20" = 2¢%n + 101 = ¢2)" etona:
1 = " = (1= 2 - (1= 2
1l s'ensuit ¢'(t) = —20n + 1M1 — (2)" + (2 + 3HL — 2y,

Avec —l[ip'[th‘ﬂﬂ-ﬂ] =10, 0on ub!itnl[ H1— 5" sinxt dt = —[ &' (t) cos xt di, C'est-i-
A 0 i X Jo
dire :
d 2n +3 2n + 1

f:{l—:”:""smﬂdn L PR L. P

i X X
et on obtient : f.zlx) = 20 +2J;2"+3}j"+|t.r]-— s lon LI

X a

Pour en déduire une relation entre les Iy, il faut étudier le comportement en 0 déduit de la
relation précédente, Clest le moment de se rappeler que f,,o es1 bornée,

[Dans xr‘:lrmg{xj =2(n+ E}I(EEH + 3 naple) — 2in + llfn[.r]) , on prend la limite en 0, en tenant

compte du fait que [, .5 est bornée, et aussi que [, et fn sont continues,

1 ¥ = 2]‘] + 2
I vient alors (2n + 8)f,,1(0) = 2(n + 1)fni0) = 0, c'est-a-dire I, = mm.
2n+11 L - 2k
En observant que Iy = 1 et que Iy, = mln il vient I = T
k=l
n n 2
En multipliant numérateur et dénominateur par Hiﬁ: il vient Iy = 4 ()
d P . ' " 2+
=1
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C . Changement de variable

Ex. 26
Existe-t-il une fonction f continue sur [0, 1] telle que :

1 1
(1) : f j[x]dx=1+ff[x2}d.r?
(¥ 4 i}

1
La tormulation n'est pas homogéne en terme dintégrales. Pour y remédier, on exprime 7 e

une intégrale sur [0, 1].

. . . 2
lei, f% représente la fonction u — {f{u))".

Notons, classiquement, que 3 f 2 dx. Un énoncé équivalent est alors ;

fﬁx}d.r fp‘zix j+x

Le changement de variable bijectif de [0, 1] sur [0, 1] défini par x = 2 permet d’exprimer

1

f J(x)dx en une intégrale aves f(1%), mieux en rapport avec 'intégrale qui figure au second
0

membre.

Supposons quef soit solution du probléme.
Le changement de variable bijectif défini par x = t%, et avec dx = 2t dt donne::

1 1
f_rmd::f 24f ey de
il fi

1 1
et la condition devient : f hfﬁx?}d.r = [ (jzt.rﬂhxﬂ) dx.
0 0

1
Par linéarité, cette condition équivaut & [ Qtt.rz} — 2xfix") + .rg) dx, c'est-a-dire :
0

1 ety = x zl:hr
[ (reti=+)
0

Nous voila en territoire connu : fonction positive, d'intégrale nulle, Lhypothése de continuité
de [ devient plus importante que pour la scule intégrabilité.

2
La fonction x {jlx ) — ) ¢st continue sur [0, 1], positive et d'intégrale nulle. C'est donc la

fonction nulle sur [0, 1]

2
Pour tout x & {0, 1], on a ainsi (_(er} - x) =0, donc fix®) = x, d'ob filx)= /.

La fonction x — +/x est la seule solution possible. 1l reste & vérifier gu'elle convient.
] L) i
2 1 2
Dnaf u"'.;d.lt'-[_rﬂm] = -,

1
. 1
Par ailleurs, avec f(t) = +/f, on a f2(t) = t et f5ix%) =x3,d'uﬁf fzixﬂld.r =3
i

Il s'ensuit que f définie sur [0. 1] par fix) = /x est continue et vérifie la propriété (1). C'est
done I'unique solution du probléme.
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Ex. 27
Etant donné r > 0, calculer fr (f] dy }d.n:
0

7, 32
1/r x“+y

1
1y a lieu de dépounssiérer le sujet. Sous 'apparence d'une intégrale double, f T3 mest la
i X +* H

que pour effaroucher 4 bon compte !

d 1 1 d 1
Fuurx:-ﬂ.nna[%=—ﬂrctan duuf J Arct-an—.
X +u X .: + y2
"1 1
La véritable question est donc le calcul de 1ir) = / - Arctan — dx.
1fr

1
Une particularité de la fonction Arctan est que, pour x = 0, An:t.ﬂ:n - ; Aretan x.

" odx " Arcta T Arcta
Dna!{r]l:;[ T‘[ ATCaNY 4. PosonsJdir)= | —nnX g
1

ir - 1Lfr x
hv:cf [in.r =2mr,onaliry=wdnr—Jir).
1ir 1ir
e e 1 . ) .
Un autre moyen d'éliminer m dans Arctan i de procéder an changement de variable bijectif
. 1
défini sur W, +o0] part = I
1 1 Lfr r
hw-:!:;,dﬂncawcdx=——£,nna!trj=— ;Amta.ntd!: ;ﬁrﬂt.a.nldt.
i r 1ir

On voit alors que Iir} = Jir ) et, en reportant dans la premiére relation entre Hirh et Jir), il vient:

nﬂ:gmn

Ex. 28

Soit_f une fonction réelle, continue et strictement positive sur [a. bl. Son graphe dans un
repére orthonormal délimite, avec les droites x = a, x = b et y = 0, un domaine A d'aire A.
Pour n & ™", on forme la subdivision (ep. eq.....cq) de [a. b] telles que les droites x = a,
xX=€p, ..., X3¢, x =b partagent A en n parties de méme aire A/n.

: , e 1 o
Etudier la suite (un) définie par uy, = - E flegh
k=1

OnaA= f J. Lasubdivision on = (g Jgey n,p ) West pas réguliére et uq ne s'interpréte pas,

sous |a forme donnée, en une somme de Riemann. Le plus urgent est d'étudier d'un peu plus
prés cette subdivision.
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La fonction F définie par Fix) = ff{ﬂd! est de classe C1, avec F'ix) = fix) » 0, donc
i

stricternent croissante sur [a. b]. Compte tenu de Fla) = 0 et Fib) = A, c'est alors une bijection
de [a, b] sur [0, Al

Les points ¢, de la subdivision choisie sont définis par Fleg) = k‘;-

Les points ¢, définis en compréhension, sont maintenant exprimés techniguement.

(n est maintenant en mesure d'exprimer uy sous une nouvelle forme,

il
Ay L. 1 - A
M‘Et:q,-:F‘](kE),l]wrnt up = o E foF '(k;).
k=1

On reconnait une somme de Riemann de la fonction f o F~! sur Pintervalle [0, Al
1 A
La limite de uq est alors 3 f farF 1
0

Le nombre tin est une moyvenne def o F~ 1. dont la limite est la valeur maoyenne sur [0, A, qui

1
est & [f o F "L, Une faute serait d’oublier de diviser I'intégrale par la longueur de l'intervalle

d'intégration,

A
Pour le calcul de f e F~lie)dt, on effectue le changement de variable bijectif défini par
0
x=F7lit), soitt = Flx) et di = [{x)dx. Compte tenu de Fla) = 0 et Fib) = A, il vient ;
b
fﬁ_f aF " Nidt = f jt[.r] dx, m".n_j'i représente la fonction x = Lf[x!]ﬂ-
0 a
i F
b [ S
En notant que A =f Jithde, il vient finalement limu, = .
a
I
4]

Ex. 29

dx.

Etant donné « réel, 0 =w < 1, et n €M, on pose Inla) =

o :ﬂ
fu V(1 —x)(1 +3x)

1) Calculer fpla) et 1yia). Montrer que Igla) et 1j(a) ont des limites réelles, notées respecti-
vement [ et Iy, quand « tend vers 1.

2) Montrer que, pour o fixé, la suite (Inin)) _, est décroissante et que, pour n fixé, la
fonction o — I;{n) est croissante sur [0, 1.

En déduire que Inia) admet une limite, notée Iy, quand « tend vers 1.

Montrer que la suite (I, )=y, est décroissante.

3) Dériver la fonction gn définie, pour n € R, par gale) = x™ V11 — x N1 + 3x).
En déduire une relation de récurrence liant I, In et I, _. Calculer I3 et Ia.
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doi Ef du L f due
ol = + R
[‘3:.:2+1]2 2u2+1 2u2+‘1

Etan.rﬂ +ﬁfﬁrctan{uf§tanx}waussi:
4il + 2tan” x)

3 sin x cos x Ev'ﬁ
*7g

Finalement d{x)=

Pix) = Arctan(vZtanx). (1)

- 41 + sinile

La fonction @ est continue en — E eren ; donc avec la formule (1), valable sur] - E E [ on

obtient :

) , 52 = 5o /2
I#(E} =x|1|11_ *'-’J'Ll:J'= 16 €l {b(— E) = —T.
=%

On aurait simplifié Ly thche en notant gue, puisque ¢ est paire, @ est impaire,

Dians la suite, nous nous limitons 4 x € B", et plus précisément a x € [;. +I:IDI.

Pour tout x € [-;—.-Ir::ﬂ[, il existe n £ N tel que n o =x + ; <in+ 1w cestn =E(% + %)

n-1 cikslpn x
La relation de Chasles donne ix) = E f &+ / .

= ¥ BT rw
Or ¢ est w-périodique. On a done, pour tout k €/ :

(h+1km z X A —Ir

] 52
f q:=f = — ﬂf -4:=f ¢ = $x —nw)
kw -E nw L1}

avec Plx — nw) défini par (1) lorsque nm < x + E <(n+1)m

Finalement, on obtient :

S5u+v2 Gsinxcosx 52 ™ T
Pixl=n + + ArctanivZ2tanx) pour nm—— cex<n wH=
8 " 4l+sinix) B P 2 3

T 5av2 w2
ct ¢[:n*rr—E)=r: T
Ex. 31
Calculer la primitive nulle en 0 de la fonction § définie sur B par :

1 +¢1}32r Binx cod X

x)= .
f (1 +,'air|2.=rj2 1+2gin° x

13
On justifiera le choix du changement de variable défini par u = cos 2t dans f Sit)dt.
i

On examine un changement de variable par I'utilisation des régles de Bioche,

Un peu de trigonométrie permet ensuite de se mettre en situation de mettre en ceuvre le
changement de variable préconisé.

La fonction f est continue sur R. Pour calculer Fix}) = fﬁ:jdt, on note que () di est invariant

L]
pari = —tetpart = { + m.

Les régles de Bioche proposent de poser u = cos 2t
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t s fni1 + %) est croissante sur J0, +0cl. Sur intervalle [x, 2¢), on a donc :
1 i 1

= = :
(]l + 4%} Sl +10)  fnll+x°)

on en déduit &I—I'T = [f(x)= ﬁ

{1+ 4x") (1+x
P X 1
= Auvoisinage de 0, on a fn(1 +dx%) ~ 452, d'od "I
. in(l +4x")
Ave = [ ethm—- . il vient +
Lm i) —+0 4x = :—tﬂnﬂf{-ﬂ= -

X _ X
n(l +4x°) 2fx

s Au voisinage de +oc, on a fn(l + 4x%) ~ 1 4 ~ tnh 2% = 2fn x, d'ol

x o _
Vi e = fix)et xl_'.'ﬂ.; 2&1 = +00, il ?IEHIILI.IHIFIWI{IJ = 00,

On peut enfin préciser la direction de la branche infinie en +00,

{ 1 1 (x)
ﬂa‘r'ﬂ = g et lim ———— =0donne lim Six) = 0, et [ présente en +o0 une
¥ dn(l+xT) xoe fnil +x%) x4roe X
branche parabolique dont la direction a pour éguation y = 0.
Ex. 34
"2 xcosxsinx

Calculer lintégrale 1 = 3 5
L1 tan” x + cotan”™ x

La présence de tanx et de cotan x pose probléme en 0 et en =/ 2.
il faut examiner de plus prés la fonction & intégrer ¢t un pen de calcul trigonométrigue préalable
va permettre une forme moins suspecte.
T 3 3 sin*x + cos*x 1 - 2zin® x cos® x
Pour() < x < E,unamrh ¥+ cotan® x = — = - -
BN XOo0s X Bin xc I

2 Zx
gin ¥ cos x = E sin Zx permet alors d'oblenir tan® x + cotan® x = 2 _-_E?Tit_“ donc :

1 B sin” 2x
t.anEx + -L*«:nt.ﬂ.l'nE x 22~ siuz 2x)
. 3
X Bin X Cof X . X oEin” dx
donne pour fix) = une expression filx) = —_—g ul ne pose as de
pourfix tan!.r+mt.anﬂx P I 42 — =in Ex'}q F

probléme en 0 ou en ; .

La forme initiale est trompeuse : elle crée un peu artificiellement des difficultés qui ne sont
quapparentes. Clest assez tréquent pour des fonctions trigonomeétrigues,

La fonction f est en fait prolongeable par continuité en 0 ¢t en /2, et ce prolongement continu
sur [0, m/ 2] est défini par la seconde expression.

wil
xgin” 2x . .
Ainsif = ! f ——————— d est I'intégrale d'une fonction continue,
0

4 2 — sin” 2x
La présence du terme x empéche I'utilisation des régles classiques de Bioche et il faut tenter de
5'y ramener.

Effectuons le changement de variable bijectif x — ; - X,

. : : oo 1 (™% in/2 - t)sin” 2
Avecx = E —t, onasinly = ginlw — ) =sin2t et il vient I = 4_] 5 dt
0 2 —s5in" 2
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sln 2 1 ™% pain® o m %% gind 9y
2 — sin ﬂt 4 Jy 2 — sin” 2t 8 fo 2 — gin* 2t

"2 gind 2
Il s'ensuit que [ = = f e
k ®J, 2-sin’2 P
Le changement de variable défini paru = 2t donne 1 = % f LL; du.
0 2—sin"u

Cna une fraction rationnelle en sin u. Doanons-en wne forme plus facile & utiliser en vue d'une

intégration.
Ona x3 _IHE-EHH_ . X
2_x2  2-x% 2—.‘!:2'
w

sinu
16 2 - sin’u
La premikre intégrale se calcule I:-:ulrmenl.

On en déduit que | = _ﬂf sinu du 4+ —

sinu

Il ne restera plus qu'une intégrale de la fonction continue u o —sindy’
= SN u
-
h\recf sinudu = 2, Jlﬂent-ﬂf sinw du = ~16"

Pour le calcul de la derniére intégrale, les régles de Bioche suggérent d'utiliser ¢ = cosu.

sinu sinu :
Avec : = 7— le changement de variable t = cosu donne :
Z2—gn"n 1408 u

T g Vo dr Vodr -
f Lugdu=f E=2f 2:2[!&:1:@!] =E-
o 2—-gin“u 11+t o L+t n 2

]
En regroupant ces deux résultats, il vient finalement 1 = Tﬁ - %

Ex. 35
— Todx
‘Ealculaer lintégrale 1 =[ ‘
o 2

— ginx

Pour ce calcul de cette intégrale, les régles de Bioche préconisent d'utiliser £ = tan & 5 e qui pose
un probléme en .
Commengons par la détermination d’une primitive sur [0, =.

Sur [0, =i, considérons le changement de variable bijectif défini par x = 2 Arctant.

) 2 2t -iel) 2 di f dx f di
Alors 2 — ginxy =2 - = etdy = donne | ———— = | |
* 1+12 el 1410 2 — sinx 2 4l
1+2 3 di 2 2t—1
Avect? —t+1= [t - + ,unaf—=—ﬁrcm:n —
( E) 1 2 t+1 Va3 {: va )
w dx dx
[ ——— est la limite pour o tendant wrsﬂdef —_—.
it 2 =ginx 2 —sinx
di tanio /2 dt 20— 1 Lanio/ 20
Fton a —_=f — e [H.n:t-an I cd'ol;
g Z=sinx i el 'u"f_ ( V3 ) o
= dx 2 2tanfes/2)—1 T
————— = — Arctan + .
fn 2 —sinx 3 ( V3 ) 33
s 4

En prenant la limite pour « tendant vers =, il vient alors f 5

“sinx 343
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La fonction sin" est continue, positive et non nulle sur [D. %] et donc In = 0.
2n—-1 B s k-1 (2n} =

Ip= 5 etlg, = loq-2d Ion =1 = = =
’ E T g ek COTRE B uHJ‘zki T (2"nt)* 2

key Ty 2k ':2"“1-}2

in
i =1¢t fzpsy = m&n_u domne Ty = || =l i1 = @l
=1 kel

T

2] De nlnly_1=(n =1y ly_s,ondéduit: ¥nEMN®, nlnly_g =Nl = 5

mal

) 2 T
Avec 0 =sin x=5=5|n"x,|:mur1uuth[I}.E],Llwcnlﬂﬁfnﬂﬁfn,

. . Iy | .
In =,y =1, v sécritaussi 1= =1 = 122
In In
-
n—ﬂ . =1 _ -
Sachant que —= —-——-T tend vers 1, il v']entn]_.ﬁlm — = 1 donc I""'*-x In.

o

. g o -
On a alors Inf"_1'“fﬁ c'est-i-dire Eﬂlﬁ d'od Iy~ T

i
3) On a.puurrEIﬂ.lJ,ﬂxJ:f fn(l+ildt =l +x)nil +x) - x, doncF{l) =26 2 - 1.
]

oo k k+1
Pour tout k E[ 0. n — 1 ], avec la formule de Taylor-Lagrange, il existe ¢, € ] = —— [ tel que:

(52) - (5) = (5) e

En sommant, il vient Enf Jide = EE (1 + _) + = 2_,‘ {egch

n—1

1
Le dernier terme — E I fﬂk:IJ.pI:}LIT'].III'I]TEf Slitydt =f(2) = f(1) = n 2.
a
h’:-l]

L
(2n)!
Enpmmtun=m !I[ ]nnazfn 1+ ) =fnuy - 2
=1
En premiére conclusion, on a 2n(26n 2 - 1] =Ninun — M2)+ 2+ o{l)'est-a-dire :

1 : !
fnup = (En + E) fn2=n+oll) cequidonneup = 920 E g=n goll),

r 1
} 2nez —n

1
[l vient alors wn ~ 9" 1 et hnalemtm -7 S (1)

(2al =

4) On a vu (intégrales de Wallis) que Iy, = Tt T
.

) o , 5 (2n) 2%
Létude d'équivalent a donné Iy, ~ 4/ o d'olt —— ~ T (2)

(nl)

Le quotient des équivalents (1) et (2) dun ne finalement la Formule de Stirling :

n [ 4]
n!w(E) 2wn.
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2 Suites définies par des intégrales

w/8 wl2
Notations. On pose, pour n €8, Wy = f cos" tdt et Jy = f t* cos™" 1 dt,
0 0

n
1
et pourn €M, Sy =Z 5
p=1 P

1) a) Montrerque : YnER, Wy =0 et (2n+2)W, .1 = (2n + 1)W;.

1

b) Montrer que : ¥nEMN, Jy.q —dJa = — o [ taint cos” o tdi.
n Ip+1°N Zn +1 a

c) En déduire :

2" +2 —E - Jn.¢‘| 'Jr:l 2
(31 J9net ~ o = Gy Ty Want PO G — = T@n+ 2
d) En déduire, pour n € ®°, une expression de S, en fonction de ,::,—" et de % :
mn

Ji
la valeur de W'

2) a) Justifier que, pourt €0, w/2L ona (= ;Eint.

z g
i W
En déduire que, pourtout n €k, D <dy = ﬂT[W" W)= 1Tn u]_

b) En déduire que la suite (5n)nen- est convergente et calculer sa limite s.

A (=1l

c) Pour n €M*, on pose : S, = -
p

p=1

Exprimer &5, ,, en fonction de 5, et 54,1 et 55, en fonction de Sg, et Sn.

e
d) En déduire que la suite (S; Jyeny- est convergente, de limite 5° = i

q p g+l
: . T 2 Rl
3) a) Montrer que : Vx =0, VgeM®, |in{1+xJ Zl[ 1P p|=—=q+1_
q xp P
b) Pour x ER, on pose Sgixi= Y (—1/P"1—,
) pose Zqlx) =y 5

p=1

Montrer que, pour tout x €[0, 1], la suite {Eq{xn]lqa_ est convergente et préciser sa limite,

Bl 4] rp
usuellement notée Z! 1! >
p=l
4) Soit ¢ £C({[0, 11 B} la fonction définie par :

fnil + x)

g0 =1 et, pour x£J0, 1], ¢lx) =

1
En utilisant la question 3)a) et la question 2}, donner la valeur de f glx)dx,

L]
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2) a) Il s'agit 1a d'une classique inégalité de convexité. La fonction sin est concave sur
[I}. %] d'ol, pour tout ¢ £ {ﬂ. %] :sint = %r.
En tant qu'intégrale d'une fonction positive non nulle, on a Jn > 0, et I'inégalité précédente

2wl ?
donne, pour tout n €M,  Jp = “T sin® t cos®" t dt = T{Wn Waal
0
w“ '“' wﬂ
Or, avec 1)a), ona Wy = el = m anfJn: = m
2
N ol . . Jyp 2w
b) 1l vient alors lim W = 0 puts, avec le 1 }d), lim S, = 2 Wy =z

1 1
l:} On aSé,Hl = Sonel — ES" cl Sjgn = Sqn — Esﬂ-

2
- . L.
d} 1l S'ensuit lim Sy,,,y = lim Sy,, = 5 lim S», donc (5;) converge vers 5’ = “ﬁ

g—1 q q—1
3)a) Ona % = N 1P = (-1 ;—x.d‘nu |1% - Et-lfxp| =x7,

p-i} p=0
q i) g+l
- x x
Avec 'inégalité des accroissements finis, il vient 1 fnll+x) - E (-1p+ —| = —,
p g+l

p=1

xq'i-l xq-i-'l. +a0 *IIP
b) fnil+x)— T3 = Eglx) = én(l +.~.’J'+q|+—ldunn: Z{—l}" - = fn(l +x).

P s

q+l

q
) - fnil +x) +1
&) Avec 3)a), il vient l—-—l-—-— - E {(-1F
F‘l

p=1 q xp—l q
+|J" x +1 X . _ .
E (—-1F TS = glx)= E i—1F o q 1 donne, en intégrant sur [0, 1]:

p=1

| =

1

1 ' 1 1
(-1 F“ —~ f-.pmdxue (5§ P —
Z h“”a i 2 APt

pel p=1 P

13"

| |

1
En prenant la limite pour g infini, il vient (hn de question 2), [ glx)dx = limSg =
@

B

x"[ﬂ*] ]

q np
5) a) Avec 3)a).ona &:tl+x"]—£[—1f”xp |'=E . ce qui s'écrit aussi :

g+l

nlg+1} q " g+ 1
x x
fni y— (- "—ﬁ’ﬁi

1+x™) TS El 1P 5 (1+x")14 TS|

et en intégrant sur [0, 1], on obtient :

l 1 (—1pP° : 1
il +x" - _ fnil +x™)dx
f,_, 145" )dx iq+llnq+n+l]azptnp+ljﬁf{, (1+x7) +Iq+1]{nq+n+1}

- - — { 1y
dnumnprenantlalm‘tltepuurq--+::-:u, p[np+1jl f n(l+x")

246 4 Thémes d'étude - Problémes



| 1
h'] ﬂna _['n—lj - = ——g—:{rﬂu
pinp + P pinp+ 1}
q 2
1 w
|an-5'q|=E.E 5 E._Sq.aa.

puis, en prenant la limite pour g = +o0c:

0 (—llp_jn 0 f_l]P_l ) “2
ZJ:J{n;:u+1] -Z e | Bn
p=1 p=l

2z K]

W = w il & .
ﬁ En® el 1l & ensul ¢

1
c'est-a-dire nf fnil+ x™rde —
]

1 p .
fu il +x" )dx ﬂ-:,_,,; T

1 1 . . .
e = 3" PUistngg Stin. La suite est décroissante
+X

6) a) Pourx€[0, 11, x™* ! =x", d'od

et positive, donc convergente.

1 i 1 fl
b) En intégrant par parties, f fn(l+x" e = [x fnil +x”}] uf lm — doe. Il vient alors :
] 1] 0 + X

|
f il +x")dy = & 2 + nlun — 1)
0

1
un=1- ¥ + %f n(1+x")dx et le résultat 5)b), donne :
0

1 h2+——=5ﬂ2 +a(l]
Up = — — .
n 12n ne

3 Limite d'une intégrale de borne variable

~ifst? e

dt.

1
Soit f la fonction définie sur B par fix) = f 7
b L+t

1) a) Pour x ER fixé et pour tout h ER, former fix + h)—fix) en terme dintégrale sur [0, 1]
et justifier que e = 1 (14 f i+ (145 {11 +e%)h) ol ¢ est une Fonction continue
de limite 0 en 0.

Sle+hi—flx) 3
h

En déduire une expression de aide d'intégrales.

1
b) En déduire que f est dérivable sur & et que f'ix) = —[ g=(lsthix g,
L1
Cette question n'est pas lo plus focile et le résultat peut étre admis.
2) a) Calculer fi0).

b) En majorant e~*'1+t"), justifier que Jim fx)=0 etque lim i) =0.
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3) Soit g la fonction définie sur B par glx) = f(x*),

x s
a) Montrer que g'(x) = —Ea‘”if" e " dt.

2
b) Montrer que la fonction ¢ : B = R, x — gix)+ (fe"! d.r:] est constante et préciser
0

cette constante.

A x #00
¢) En déduire la limite quand x tend vers +so de f e " dt, notée f e at.
0 0

Solutioh

dr.

]
o tEshile’) 1 E-mu’:g-mnﬁ
di =
i

1
1) a) Pourh ER,ona j:“rm:[ _
o 1+t L+t

Le développement limité 4 I'ordre 1 au voisinage de 0 de la fonction exp donne l'existence de ¢,
fonction continue de limite 0 en O, telle que e® = 14X +@0x), et il vient :

e M o a4 (14 e (1 + 2R,
La fonction 4 intégrer pour le calcul de fix + h) s'écrit donc :

— ¥ _ L
e [xeR M 1+*) g Fil+t"]

T2 = L _he—;n+:*h+he—;uﬂ*rﬂuﬂﬂm}_
+ +

En intégrant sur [0, 1}, ona:

1 1
_.I"Lr+h,'|=j{x:|—hf e"‘“*"’duhf e M (1 4 Bn) di
L] LK

et il vient *

i 1
Jix+ hfi —Jflx) = —f g=*ilsh g, +f E_”““i]q}{[l + !2}-‘!] de.
i 0

I I 1 |
h-] {}nar_‘]ﬂng F[x'l'h?: _rf-t'}+f E—_l:”.-rl' .dfi Ef E—I“'\t! ]|‘F[[1 +!_E}h}‘dr‘
0

0
1=1+t"=2donne(l+1t%)h €[h, 2h] et, ¢ étant bornée sur [k, 2h], nous posons alors ;

elthl= sup |elul,
wilh2h ]

i 1
[ h)—fix) - —
Fx+ i.:: _r'r +f e 1111’::.{1: | Eﬂh}f e I“*;t'ldt.
i 0

En remarquant que ;!'i“:h plX} = 0 s'exprime par '!in::]sih:l = 0, on en déduit que la limite
— —

et il vient :

1 4
quand h tend vers 0 deﬁx b h,: ~fix f e dt est nulle.
0

1
En conséquence, [ est dérivable en x, avecf'ix) = — [ e=* gy
L]

I de T
2) a) ridi = = Arctanl = —.
ya)s fu = = Arctan1 = ]

1+t = 1 donne, pourx =0, —xil +1%)= —x. 1l Sensuit :
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E—mh:’r \
0= T e Ferlme ¥ g o=,
+
I 1
puis : ﬂﬁjtxlﬁf e fdise™ et 0= -j'ix]if e Tdt=me™,
0 0

ce quientraine lim fix)=0et lim ['(x)=10.
b - X = Inl

1
3) i]_,l'"'l:x] =f e_x““ﬁ de et ng:x}= Ex',""{_:-E] donnert :
i

1
g'lx) = —Exf e g Cest-dedire g'lx)= ~2e ™ [ e dr.
0 0
Pour x = 0, le changement de variable défini par u = tx donne :
g'tx)= ~2e" [ e du.
0
2

b) D'apris le a), la fonction ¢ définie par gix) = gix) + ([ E_!Id[) est dérivable et de
0

dérivée nulle. Elle est donc constante et ¢(0) = gl0) = ({0} = ; donne :
2

glx) + ([ﬂ e"‘u dI) = ;

¢) Avec lim fix) =0etdonc lim glx)= 0, il vient, en prenant la limite pour x — a0 :
X =r+rD0 e

[ o] 2 = ' .
([ E_uidu) = ; puis f e " du = ﬁ
0 0 2

4 Intégrales et inégalités

1) Pour (a. b) € R, montrer que 2 |ab| = a® + b° et (a + b = 2a”® + b®). (as d'éqalité ?
Soit 1 =[0.1], (x;.x) 1% et f € i1, ®). Montrer que :

z
(fjfndw) aix—m/u_rﬂmd:.
) &y

2) Soit f de classe ¢ sur 1 = [0, 1] et x, x; dans 1.

a) Montrer que : fix) = fix)+ f Flirdt et rfix) = 2% + 2x - xy) f F2iede. (A)
Iy Xy

b) Soit x dans I et x; € [% ;] . Montrer linégalité :

4 1
fFix)= zﬁulnifj"*’[ndz.
0

2ra
¢) Soit x dans 1. Montrer l'inégalité : -;IE[I] = Ef

4 5,
,.I'E{I}-:lugf FRindt. (B)
13 0o
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ar3

i 1 4 1
d) Etablir l'inégalité : f FAinde =6 ﬁmauﬁ f F2eyde, (1)
L] i

1/3
€) Pour quelles fonctions f, de classe ¢' sur I, l'inégalité (1) est-elle une égalité ?

3) Cette question a pour but d'obtenir une généralisation de L'inégalité (I).
On considére o € [ﬂ. %[

a) En suivant la méme méthode qu'a la deuxiéme question, montrer qu'il existe des poly-
nomes P et Q, du premier degré, tels que :

P(3)=5-9(z) =3
et pour tout f € ¢ ([0, 11 R) :

1 1 | =i |
fj md:&m ,r“m-:u +E'Eu}f ,r”*md;. (IT)
a 0

b) Pour quelles fonctions f de classe C1 sur I Uinégalité (I1) est-elle une égalité ?

Selutioh

1) 2|abl = a® +b* (i} équivauti (|a| - |b| ]E = 0 ; elle est donc vraie.
Il y a égalité si et seulement si [a| = |b].

ia+ bl = E{uE + J:F] (ii) équivaut i (a — b)® = 0; elle est donc vraie,
Il'y a égalité si et seulement sia = b.

Linégalité de Schwarz donne ([ j{t}dt) f 1 dtf Fiehdt, est-a-dire

(f _.rmd:) £{x-x1]ff{l}d! (i)

2) a) Avec f Sty de = flx) —filxg ) onaz

X ]
_.r’lrll=_j'lr|}+f Fliey dt puis f2x) = (j:x,:+f,r'{:jd:) .
xy )

En utibisant (ii), 1l vient :

X 2
FRx) =27 %x )+ 2 ([ ,r‘mcu) .
)

puis avec (i), on obtient :

X
FRix) = 2730y ) + Bix —x]}[ Fitde, (A)

n
fjﬂmd: -af_r"l:t}d:.
Xy ]

1 2 2
b) Avec x €[0.1] et x; € [E‘E}‘ on a |x—x| = g et

Done (A) donne ¢

1
ﬁu:-azrﬂu.ngf S,
o
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c) Alors, en intégrant par rapport i xy sur [é ;] les deux membres de I'inégalité précédente,

on obtient :

1 e 4 4 i
ﬁfftx]f-:a Friede 4= j‘Eit]dx (B)
143 g
2/3
d) Enintégrant sur [0, 1],/ %(x) = 6 Fiode + = szft}d! ona
1/3
273
f_f {t]d:saf ﬁt::duﬁfj"*mdt (0
i}

e) f¥ est continue sur [0, 1). Elle est donc bornée sur [0, 1] et atteint ses bornes.

Soit a]c:r:;yEEﬂ.1],I2ty]=aup{_,|"2[!}. t€[0,11}. (B) donne:

1 213
fﬁum;aﬁiyuaﬁ Frodt+= fﬁmd:
0

1/3
L'égalité dans (I} impose alors :

1 |
fjﬂ[ud! =2y) cest-a-dire f (r¥w) - r*w) de =0,
0 i

Avec '—r_.l"ﬂ[y‘.l _Jri{;} continue et positive, il vicnlfzn} =f2n{y]- pour tout ¢ € [0, 1), ce qui
nous donne que £ 2 est constante sur [0, 1].

La continuité, donc la propriété des valeurs intermédiaires, fait que f ne peut pas prendre des
valeurs de signes contraires, donc f est une constante C.

L'égalité dans (I) donne alors ¢* = 202, donc © = 0 et la fonction nulle convient. Linégalité
(I} est donc une égalité si et seulement s f est nulle sur [0, 1],

3) a) Soitx€[0,1] et xyE[e. 1 —al Onalx — x| =1 — «. En utilisant (A), on obtient :

x 1
jzl{x}u;gp'ﬂ{.rlj+2{1—ujf S2ithdt puis _.I"E'[.!l_'jii_.l"z{x|]+2tl-u}[ S de,
Xy ik
En intégrant sur [o, 1 — al, il vient:

- 1
(1= 2a)f %(x) = 2] SEde 4201 — a1 — Eaj[ SR de,
m i¥

. 2 i L
Pu]j: jz[x:l = m f IE{I}d! +2|:1 —CI]'J’[ J- zl:l]d'-
5 0

On choisit alors P et @ définis par Pla) = %il— 2a) et @le) =201 - a
Gnabl:nF(%) = é et Q(%) -3

Et, en intégrant sur [0, 1], il vient :

1=m 1
f SHd ’Eﬁ‘; SEhinde gl | find (I1)
[

b) Comme en 2)e), l'indgalité (IT) est une égalité si et seelement sif est la fonction nulle sur
[0, 1]
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5 Intégrationdesint/t

On ne connait pas de primitive de x Blrﬁ a |'aide de fonctions usuelles,

Soit f le prolongement par continuité de la fonction x — $ avec f(0) = 1.

X X i {
La pnmitive F nulleen O dej : Fix) = f F. sera aussi noté Fix) = E—!m— de .
0 0

Partie 1

1) Montrer que F est impaire, Dans la suite, on se limitera & Fix) pour x > 0.

2) Etudier les variations de F et montrer que, pour tout n €M°, F admet un point d'inflexion
et un seul sur chacun des intervalles lnew.in+ 1) =|.

| Partie II |

" gin i

mdu pour k € k°,

T gint
On pose Iy = Finm) = Tdt pourn E& et J, =
i L1}

n
1) Montrer que In = Ei—l}"".!g,
k=]

2) a) Montrer que, pour tout k €M, Ji = 0 et que la suite (Ji ), est décroissante.

b) Montrer que (Ji ) converge vers 0. (On pourra majorer &—_%nh sur [0, wl.)

3) Montrer que les suites {Ia,) et (la,.1) sont adjacentes. On notera € = limin,

4) Montrer que F admet £ pour limite en +2c.

Partie III

k-1
1- kx
1) Pourk € Met x SR\ 2= 2, on admet que : Slx) = ; +Y (k- pleospx = _.,E_E_; :
p=1 4sin” =
'
Calculer f Silxide.
Ll
. . 1 1
2) Calculer la limite en O de (‘E - —-—-) .
s 3K
X 450" —
z
"1 1 M
3) On pose M, =[ - - — (1 — cos kx)dx. Montrer que lim X -
0 X 4 ain : k—vvoo K
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[Partie IV

1) a) Montrer que M, = k (L(%E) - E), ol Lix) est défini par Lix) = f!jzuld.!.
1]

b) En déduire la limite de L (?) quand k tend vers +oc puis celle de LiB) quand B tend

Vers +o0o.
2) a) Montre 1 (B) =2 gin2 8 Hﬂinxd.r
) a) Mon rquedL(E)-—Eam 1r+jl; . .
b) En déduire la valeur de €.
Solution
Partie I

1) f étant paire, le changement de variable x — ~x donne :

Xy —&
H.:}:fj{.!]nd!:—f JFitydt = ~Fi—x)
0 i)
F est impaire.

2) La dérivée de F est f. Avec n €M, on a fix) > 0 sur |2nw (2n + 1) = et fix) < O sur
|20 + 1)w. (20 + 2) =], et f s'annule en changeant de signe en nw, n € N°,

Il s'ensuit que F est strictement croissante sur [ﬂn w2+ 1) 'rr] et strictemnent décroissante sur
[(2n + 1w (2n + 2) 7).

— & 1 A
flixr= M e1 X COs X —EII'IIJ‘.'E——IE donne lim f(x) = 0, d'oi 00} = 0.
x

3 X =F

F" g'annule avec changement de signe pour les racines dans B* de x = tanx,

F admet donc un point d'inflexion et un seul dans chacun des intervalles |nw, (n + 1) =[ pour
nEN®,

| Partie II |

e sind

dt. Le changement de variable bijectif

1) La relation de Chasles donne I, = Zf [
o1 J ke~ L

défini par { = u +(k — 1}w donne :

ke . L . - .
gin { sinfu + 1k — 1w gin u N
f —d:=f { }du=t—1,1""f —du = (-1 1y,
k= 1w f 0 (k=111 +u o (k=17 +u

n
Onadoncly = Et e
k=1

. Binx , -
2) a) Sur [0, =], la fonction x ~» e =TT oo o5t continue, positive et non nulle.

Chapitre 5 - Intégration. Calcul intégral ' 253



Hidden page



Hidden page



Hidden page



Hidden page



i k
Avec Piglix) = f coa wt df +f t cos wf dt, une intégration par parties donne :
a ]

X

1 1 Loy gt
Pghx) = - [sinm] + = [I sin -:r.t] - = f sin =t di,
]

i L]

. 1 . 2
et il vient dghx) = — sinmx ~ 7

1
6) Utilisons I'expression ﬁ_fhlthgﬂt}d{—[ (1 —t)fieide.
il x
x 1
Ona |9 x| Eéf !U‘[HIdH-[ (1= t3[fie) di, d'oi :
1] x

X 1
IWHxHEILIII.(f“ :d:+f fl—r]d:},

K 1
puis : | Hx)| = é{ [!E]u - [fl - I]'EL;'IILI' I = é{-’f! + =Pl

1 1 142 1 : 1
En notant que E{IE +(1-xf) =x"—x+ 5 = (x - E) + g et majorée par 3 pour x [0, 1],

il vient || ® (/)| = 57 Il

7 Limite d'une somme d'intégrales

wid
1) Pour tout n € W, on pose Iy = f tan" x dx.
0

a) Montrer gque la suite (I ),e- est décroissante et convergente.

b) Calculer la dérivée de la fonction x = tan™! x et en déduire une expression de I + I,
pour tout n e M, En déduire la limite de ifq e

I 4]
2) FuurrElﬂ. E[et pour n €%°*, on pose mm:f tan” x dx et Snfr]=ZIH{U.
U k=1

a) Pour tout n € M* et pour tout x €[0.¢], vérifier que :

n+l
7 m, _tanx | tan ¥
|t-anr+t-un X+ ... +tan" x 1—tan.r|_1—t-ﬁ.nx et que
0= tan” x - tan" ¢
T 1-tanx 1 -tant’
b) Mont tout n € M suit) = | 220x g Jon™
ntrer que, pour tou .ona: [Splt)= | a——u ol ——,
auep " M [, T-tanx | I - tani

En déduire que la suite (Salt)], _, . est convergente,

3) On se propose de trouver une expression de la limite de la suite {En{t}}ﬂEm_ .
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a) Soit f la fonction définie sur [l}. E [ par fix) = fnicosx — sinx).
Montrer que f est dérivable et calculer sa dérivée.

i ; t
b) On pose J{t]=f — T dx et Hn}=[ T 4
il COBX — BIN X 0 COEY — EINX

Calculer Jit) et Kit). En déduire la limite de la suite (Sa(t)) _ .

So]ution

1) a) Avec D = tanx = 1 sur [0, w/4], donc tan™ x 3= 0, il vient In = 0.

Et on a aussi tan™* " x = tan" x sur (0, /4], donc {,,,, = In.

Décroissante et minorde, (I ) est convergente,

b) La dérivée de x s tan™ ! x est x s (n + 1)1 + tan® x)tan™ x = (n + Litan™ x + tan™** ).
' . i+l e . : 1

Il 5'ensuit [t-ﬂ.n ""],,]. =(n+ Lila + Iy,), Cest-d-dire Iy + 04,0 = =1

1 Ve
Alors Iy =0donne 0 =y = —T d'ol lim In = 0.

2) a) L'égalité classique (1 +u + . .. +u" "Wl =w)=1=u"et0=u < 1 donne:

FTE T 1 kg =

Avec 0 = tanx = 1, il vient alors :

tan.x t&n“”.u:

tanx +tan® x + . . . +tan” x — = .
* * 1 = tanx 1 —tanx

- - ™
La fonction tan étant croissante sur [{II1 I] ,Ofa

tan" x - tan" {
1-—-tanx 1 =tant"

O=tan"x=tan"tetl ~tanx =1 -tant>0 d'ol 0=

b) Soit ¢n définie par gnix) = tanx +tan®*x + . . . + tan" x.

tan . tan"* !
Dna|:p.1 ix)=— i —t-ﬂn.r| = Y pour tout x = [0, ¢].
' tanx ! tanx
Aver Snll) = —— = ( _—) il vi .
{t) ; l—tanxdx [) gn (x) i —fanx dx, il vient
f e+l
tan x tan t
Salty— | —— = .
nft) " l-tanxd'x|m1-mn:
Or0=tant < 1donne lim tan" t = 0, donc la suite {Sa{t)) ., a pour limite :
=g n
' tanx
1 —tanx dx.

[l

3) a) ¢ : x = cosx — sinx est dérivable sur B. En écrivant eosx — sinx = v2cos{x + ;},

¢ est strictement positive sur [ﬂ. E [ Alors [ = fn og est dérivable sur cet intervalle.
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BINX + COSX

¥ ' + + i
—_ - W = ——
Avec ¢ lx) ginx — cosx, il vient fix} ey

[
b) Kit) = Jith =t et Kit) +Jit) = —ff’md: = fi0) — Fit) = — fnlcost — sint) donne
0

1
Jit) = ~3 (Entcost — sint)+t).

#iT X tan.x

La limite de la suite (Salt}) 8% —Binx - 1—tanx"

nenyet E5 JUE) puisque

8 Intégrales et équivalents de suites

L |
1 1
Pnurneﬁd‘,nnpnse:Hn=§ = et S,.=E k—ﬂ.
ksl k=1

fn. b €t g sont les fonctions réelles défimies sur [0, +oof par :
1

Jalx)=) en(1+ E}, pntx) = [Jix + k) et gnix) = m%‘
k=1 k=1
1

1 1/ Ha
On pose In =f gnixidx, U, =f gnixide et Vy =f gnixddx.
1] a 1/vH,

En est l'espace vectoriel des polyndmes réels de degré inférieur ou gal 3 n — 1.

Partie [

1) a) Les suites (Hnlyene €t (Snlyen. sont-elles convergentes ?

2
b) Prouver, pour tout x € R, les inégalités : x — fﬂ_ = fnil+x)=x (1)

c) En déduire que Hy ~ én n quand n tend vers Linfini.

2) a) Exprimer gn(x) & l'aide de _falx) pour tout x € B,

1i+/Ha 5 1/vHa
b} En déduire, & 'aide de (1) f LT PTTS  n f oiHn g
0 i

c) En déeduire que £, ~ Ho Pourn = oo,

3 5n

d) Montrer de fagon analogue les inégalités : 0 = vy < e~V o,

1
e) Montrer que Vi = o 5} pour n — +o0.

3) A l'aide des questions précédentes, &tablir que : I, ~ % POUT R =+ +00.

Partie IT |

Pnix)

1) S0it B = (g heq 1. 7 |2 familie de E, définie par VxR, Wil lnl, gix)= x+] "
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a) Montrer que la famille B est libre.

b) En déduire l'existence de (\)eq 1,0 € B" tel que VxER, nl=) nelx).
J=1

c) Calculer &y en fonction de n et du coefficient binomial [ﬂ:_', .

n
2) Etablir la formule : £y = n 3 (=15 (52} (fnthe + 1) = n k).
k=1

3) Utiliser cette derniére égalité et l'équivalent de [, obtenu dans la partie t 1 pour justifier

n
r— . gyl pike . 1 " .
l'équivalent : Ei 14 [, fnilke + 1) — guand n tend vers linfini.
k=)
Selution
Partie | |
1) a) 5ila suite (Hn )yene était de limite h, alors la suite extraite { Ha, Jpey. aurait aussi b pour
n
+ = AT _ — 1 1 —
limite, d'o0 lim{Hsg,, — He) = 0. Oron a He,, — Hy = kzl v =n 5 = 5
=M+
Alnsi la suite croissante (Hyp )=~ n'est pas convergente, donc elle a 0o pour limite,
1 1 1 - 2 1 1 1
-Iﬂl-"l'ELEE"Em—EFUUFk;‘Epl[ﬂﬂﬂlEn Q]*‘é[:k_l _E] =2—;E21

Majorée, la suite croissante (Spl,ens €51 CONVergente,

b) il + x) = x découle de la concavité de la fonction én (courbe en dessous de la tan-

gente en 1) (1}
.l|:'.2 -'052.2
Lafonctiong : x++fn(l +x) - x + 5 est dérivable, avecgl0) = O et g'(x) = 7 =0etona

donc gix) = 0 pour x =0,

11 K+ 1
c) PuurmutkEN.E--z—kzﬂm T

1 1
= - donne H, - gSn = fnln + 1) = Hn par

. 1 I
sommation pour k€[l Ln L Onadone 0=Hy ~fin+1l)= ES" et, avec Sq = olHy ), il vient
Hn = fnin + 1} = olHn ). Donc Hp ~ fnin + 1), puis Hy ~ fnon.

II k n k LI} -
2) a) Avec gnix)= H TR fngalx) = ;ﬂ‘t el ~falx), d'oil gnlx) = &™),

b) én {1+ %} = %dunnc_ﬁ-.[x! = xHpn en sommant pour k€[ 1 n L.

1V,
On a donc galx) = e * puis f e g =y,
0

&1(1+E)5ﬂ-

X JL"E

2 it
- donne de méme frix) = xHn — - Sn d'olignix) = e T g=at,

=
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a) Montrer que lim In = 0 et que lim nJdy = 0.
Il =<h 750

=30

_ - " ~ 1

b) Montrer que n]-ﬂ b = 0. On pourra utiliser an = sup { [elt)]. t € [1 v 1] }
En déduire que la suite (nKqby=sy- admet une limite réelle K que l'on précisera.

) Déduire des questions précédentes un équivalent de i, quand n tend vers linfimi.

2) Soit f une fonction réelle dérivable sur [0, 1], de dérivée r' continue et telle que :
Fily=0, f'(1)=0,
Déterminer un équivalent de I, quand n tend vers U'infini, cet équivalent &tant de la forme :

;‘}! ol A est un réel non nul & préciser.
n

| Partie II

. 1 .
1) Dans le cas ol fit) = T pour p € W, on pose :
+

a P
1 1
_ _qyk—1 _ _ -1
Up =3 (-1 T S Vp=3 (-1
k=1 k=l

a) Calculer 1y et Iy. Etablir une relation de récurrence entre I et I,,g.
En déduire une relation liant Is, et Un.

b) Mentrer que la suite (Up)yen- admet une limite réelle U que L'on précisera.
Donner un équivalent de I — Up quand p tend vers Uinfini,
) Montrer que la suite (Vplyes. admet une limite réelle v que l'on précisera.
Donner un équivalent de v — Vp quand p tend vers Uinfini.

2
2) Dans le cas oll fit) = sin(wt), pour p €M, on pose ap = IHIFFTJIE! et iy = aply,.

p 2%
Pour tout entier p € M*, on pose Wy = Et —pt e
k=1 '

a) Etablir une relation de récurrence entre In et I,,,3 pour n € M.

b) Pour tout k € %*, exprimer t — t,_y en fonction de ay.
Pour tout p € R*, exprimer tp en fonction de 1y et Wp.

¢) En déduire que la suite (Wplpen. admet une limite réelle W que l'on précisera.

Solution

Partie I |

1) a) SoitA =sup{ [f(t).t €10.17}.

1 1
A o .
On a |In| Ef t" Lru}ldrmf i"dt = ——, etil vient lim In = 0.
o o n+l L — 0
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1-
?E f _ 1 rn+l
unanun|amL : ‘“'nn[l_ﬁ) _

#1
Dna—r&i{mﬂﬂunpﬂﬁEbn > (l_jlﬁ)“ .Alﬂrs.&iun=tn+l}ﬂ1(l—;};-l) donne

1
fn iy -—-% ~ —y/n, donc lim v = —oo puis lim v, = 0 et enfin lim ndy = 0.

b) La fonction £ est continue donc bornée sur tout intervalle fermé inclus dans [0, 11.

Avec lim (1 - ::—) =1, la continuité de e en 1 et &/ 1) = 0, il vient liman = 0.
n

1
1 n
Compte tenu de jin| = n aq '/;-Fla-t" dt =n an —, avec lim ——5 = letliman = 0, on
r

obtient lim 6, = 0.
1

]
On décompose nKa en nky =nf i (i) — 1)) de +rg,f[l,'|[ " dr.
1=

-
1
On anf | e (f(t) = fi(1}) dt = 6, avec &(t) =fit) — f(1), qui est donc de limite nulle, et
VR
1
¢ 1 \n+1
qf(]J.[]_ i di = —._r”]“—{-’n:' d-'l-"ﬁ.-l.i'n—“—?‘;] ‘
?
On a vu que limug = 0 et il vient limnK, = fi1).
. 1
C) In = Jn + Kn, limnJdy = O et limnK, = fi(1) donne lim nly, = (1}, ¢'est-a-dire I —'¥.
2) En intégrant I, par parties, on obtient, avec f(1) = 0:
— 1 <l : 1 ! LEA Y _ 1 : el s
fn—m[l ‘r“]]n_ﬂ+lfu t ju}d:——m | S T
: et S
Avec f'(1) = 0, on applique le résultat précédent : f S il s'ensuit :
o
I ~ S q___fll}
VST
Partie 1 |

Ut n
1) a) Iy = = Arctanl = —.
)2} lo fn 14t° 4
1 o2 1 51! 1
II_E_/;' mdf—i[ﬁ?[1+f }]U—Eﬁ'-li.

1 ,rmed n 1
A 1
In +fn+2=f 5 dr=[ t"dt = .
o 1+t 0 n+l

Pour k €8°, on a done —E% = =1 Mg+ (=1 Mg = =1 Mg gy = (=101,

et il s'ensuit Uy = E (l—llk'lfg[k_ T [—I}k-’gt) =Ip = (=1 12,.
k=]
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b} Aveclimly, = 0, on en déduit la convergence de (Up) et U = lim Uy = ;

Onafil)= %,u —Up = (—1Plgp et Iy, % et par suite, U — Up —{—1]P11—}.

ltin-r! +[2n+3 1 —_— 1
¢) Onal lopeg = | ——————dt= | """ 'dt= :
} M dape1 + 1203 A T+ 2 ﬁ Fn+ 1)

1
Pour keR, nnadnnc;_212.,;_1+212h|pu1s[-1}k 11 — = 1)k 'ng p+ 2= i ligk.ﬂ.

C'est-A- dm‘ = 2—10% g1y — 20—1*Tggeq. Onen déduit Vp = 21 — 2-1Plgp..
On en dédull que {Vp) est -:unwrgente.de limite V = 2I; = fn 2.

-1
L ."IIF = Ei-l:ﬂ:fgp‘,l Et!gp,.l - HE—'—E donne V' — \-‘rp {E—E

2) Onafil)=0etf'it)= weos m doncf'(1) = —w. On est dans le cas de la question 2).

1
a) On lnt&gre[ " gin wt di par parties :
1]

1
R Y. B _L n+l
In-n+1[I 3mﬂ]ﬂ “+1fn i coswi di
1
d'oli Iy = =7 f ¢! cos mt dt et on intégre & nouveau par parties :
o
w 2 ! o l nad .
- [:"* msm] - £ sinwt dt,
(n+1ln+2) i n+1in+2) 0
2
d'on : In = il - kil Isa.
(n+1in+2) (n+1in+2)
Tk k=2

b) Pourk €®%*, onaty —ty_y = t—lJ"'r;—-];H:k - f—l}k_lmfu-z et il vient :
ﬂzk 2 “ﬂ

. - L . .
Avec la relation de récurrence m!ﬂ. + g0 = Bk — TWak)" il s'ensuit :

2& 1

I = Ik ":-UEW

ﬂic

On en déduit, pour tout p E M*, E{Ik ~ gy} = - E ay, cest-d-dire tp = tg = =Wp, d'olr:
k=1 k=1
= fﬂ - WP-.
€) On sait que lim Iy, = 0 et que, par comparaison de suites de référence usuelles, limagp = 0;
on en déduit que limip = 0.
[l s'ensuit que la suite (Wp) est Cﬂmrcrgentc, de limite W = Ip.

1
1 2
Or I =f gin(mt ) df = ——[Eﬂeﬂ*rr!:l] — d::rt‘!c W= =
i
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A Matrices et systéemes linéaires

K désigne Rou .
Ex. 1
01 -1 1
Soit A = g g 0 . Calculer AP pour p € %" et calculer (1, — A)~ g
0 0 0 0

Une premiére méthode consiste a calculer A% AR, ... pour viir.

On peut aussi étudier l'endomorphisme de £* canoniquement associé 3 A.
Soit [ I'endomorphisme de K* canoniquement associé 3 A. On note {e1. €9, €. e4) la base
canonique de K*.
Onafe) =0;f(ez) =& dnnnejz{eg} =0;:fleg) = —e; +eg dunneji{e;] = [ (eg) puis
I (eg) = 0zerf(eg) = ey —eg+egdoif?(es) = <f (eg) + (eg) puiss? (e4) =" (ea) et enfin
JHeg) = 0.
On en déduit que f* = 0 et que, pour tout p = 4, P = 0, donc AP = 0 pour tout p = 4.

L'obpectif est d'exprimer Iy sous la forme du produit de Iy — A par une matrice B qui sera alors
l'inverse de A. Il semble opportun d'utiliser At =0, Rappelons que {!.1, - A]E = Iy sufhit pour

. =1 L , .
avair ||r1'4 = A] = B, meme 51 {]4, = A] et B ne commutalent pas a priort,

Onaly =1y —A* = (Ig — A) {1y + A + A% + A%). On en déduit que (I, - A) " =l4+A+A% + A%,

o0 1 2 I T

"y o , : 2 _ (o o o 1 a_ [0 o 8 o
L'étude initiale a permis de voirquea®= | =~ = = Jeta™={ = o o
o 0 @ 0 > 0 0o 0

etil vient {1y — A) " = ( )
Ex. 2

Soit A € Mn(kK) Montrer que A commute avec toute matrice diagonale de Ma(K) si et
seulement si elle est elle-meéme diagonale.

= —
==
= -
T -K-

Tl est déraisonnable de décrire les conditions sur les ay  pour que A commute avec toule matrice
diagonale. I faut et il suffit que A commute avec les éléments d'une base de S, (1), sous-espace

des matrices diagonales.
Considérons "application ¢ : @a{#) = s (K), D — AD - DA.

Les régles de calcul dans Ay (K) permettent de voir que ¢ est linéaire. A commute avec toute
matrice diagonale si et seulement st ¢ est l'application nulle. Et pour cela, il suffit d'exprimer
qu'elle prend la valeur 0 pour toute matrice de la base canonique (Dy. . . ., Dn) de 3, (K), avec
Dy = diagil, 0, ... . 0)..., D) = diagll, . . ., Lo place jo = » ) €t Dn = dingl0. . . ., 0. 1L

La matrice ADy a la méme j° colonne que A et les autres sont nulles,
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La matrice DjA a la méme j* ligne que A et les autres sont nulles,

Alors ADy = DyA donne ay; = O et ay; = 0 pour tout i =j.

A est donc diagonale et on sait que deux matrices diagonales communent.

En conclusion, A commute avec toute matrice diagonale si et seulement si elle est diagonale,

Ex. 3
0 a a*
L
Etant donné a réel, a » 0, calculer les puissances entidres de M = | a “
1 1
 a "

Il est évidemment sous-entendu que |'on suppose a = 0,

La premiére chose i faire est de calculer M. On notera I la matrice unité,
2
a

Le calcul donne M* = L C'est-d-dire M¥ = M + 2],

Bl= b &

E'JI—I =

2

Une fois cette relation M2 = M +21 installée, le reste des démarches reste vrai pouT tolte matrice
M dans Ma (K}, n € B*, qui vérifie cette relation.

= Puissances entiéres positives. Exemples :
M2 = M + 21 donne M® = M® + 2M = 3M + 21, puis M* = 3M% + 2M = 3(M + 20) + 2M = 5M + 61,

M apparait comme combinaison linéaire de M et I Mk = M & byl
Le plus constructif est alors d'établir une relation de récurrence sur ces coefficients.
Supposons que M* soit combinaison linéaire de M et 1 : M* = ap M + by J.
On en déduit M**! = a, M? + M = ap(M + 203 + beM = (ay, + b )M + 2a,d, doi :
MEH o g1 M + by 1, AVEC gy = Ay + by, b,y = 2ay .

On peut écrire (E::i) = (; ;:] (E:) et calculer les puissances de A = (; ;)

Dans le cas présent, on peut établir une relation de récurrence double sur les ay.

I et M étant linéairement indépendantes, la décomposition M* = ag M + by J est unique.

M =1donneay =Oetby=1; etM' =M donnea; =1eth =0.

Pour k EM, 0N aag.g = ey + Bisy dONC G = A + 2a,. Léquation caractéristique de cette
suite récurrente linéaire double est r® — r = 2 = 0, de racines —1et 2.

Il existe h et p tels que YeEM, a;, = (—10% A +2%p.

Avecap=aletay = l,onak+p=0el =k +2p = 1,:1'1‘:111:—% el = %
. 1 2
Finalement, ay = E[‘EF‘ +{=1"" e, pour k = 1, by = 2ay_; donne by = 5 [Ek" + :-—IJ"‘]-
1
Pour conclure, pour tout k = 1, M* = 3 (125 + (—1FUine 4 20251 4 (1),

. Y 1 .
ce qui peut aussi §'écrire M* = 5 (2%(1 + M)+ (=1)%(21 — M)) et reste vrai pour k = 0,

Cette derniére forme met en évidence M + [ et M — 21,
C'est a rapprocher de ME-M=-21=0 qui s'écrit aussi (M + INM — 2[) = 10,
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o Inversibilité de M

o ‘ ‘ . _ 1
M* = M + 21 donne M(M — 1) = 21 et il s'ensuit que M est inversible, avec M~ = (M ~ 1),

1 1
M~ est de la forme ag M + Byl, avec oy = 5 =a_je By = -3 = b_1 en prolongeant les
expressions de oy, et by aux entiers négatifs.

« Puissances entitres négatives

(M =1, il existe

B =

Pour ke, onaM % = (M~ 1¥. Comme pour M¥, en s'appuyant surM~t =
o et By tels que M K = oy M o+ Byl

Y L T il T I %tukM + Pl M = 1) = %{uEME B oM =Byl et MT =M+ 2

donne MR 2 %M + 2o —PBe 2 o — Pk

- B
Tf,d U K] = ka'ﬂk.‘] = —a -
2Br+z = 20y P €1 2ok, = By donne 2Byis = — Bray +Bk-

y : N : - .1
L'équation caractéristique de cette récurrence linéaire double a pour racines 3z et —1.

. A 1 1 2
Il existe h ¢t . tels que Ve EM, By = oF +i—1FpetBy=1,8; = -5 donne & = 5 b= 3
1
On a donc By = 3-{2 & 4 20=1)%) et on constate que By = b_g.
Pour ke = 1, avec 2oy, = Pr_g = by et Bag = by, il vientag =a_y,

. 1 ) .
En conclusion, la formule M* = 3 (2% + M)+ (—1)%(2r — M), établie pour k €M, reste vraie
pour tout k € £.

Ex. 4

Soit A et B dans 4, (k). On suppose qu'elles commutent et que B est nilpotente,
Montrer que A + B est inversible si et seulement si A est inversible.

Exprimer alors (A + B)~! 4 ['aide de A~ et de B.

Le rile de A + B, avec A et B qui commutent, ouvre la porte i la formule du bindme.
Pour préparer le terrain, on peut examiner le cas oi Bt =0,

Le produit UV de deux matrices est inversible si et seulement si ' et V' sont inversibles.

O note | la matrice unité d'ordre n.

Dans le cas ol B2 = 0, la formule du bindme donne (A + B = A% + 248 = AlA + 2B),

SiA + B est inversible, il en est de méme pour (A + B), donc pour A(A + 2B), ce qui impose que
A (et aussi A + 2B ) sont inversible.

Si A est inversible, il en est de méme pour A®, Avec A® = A% — B et A% — B® = (A + B)A - B)

puisque A et B commutent, il vient alors que A + B (et aussi A — B) est inversible,

DeA? = (A + BNA — Blon déduit A™%(4 - BMA+B) =7 dob (A +B) ' = A~%A - B).

En conclusion, A + B est inversible si et seulement si A est inversible et, dans ce cas
a+Brl=a"1_a"%p,
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Ex. 7

Déterminer le sous-ensemble de JAiy(k) constitué des matrices qui commutent avec

1 2 3
A= (ﬂ 1 2 ) . Déterminer les puissances et les racines carrées de A.
0 0 1

02 0 9 0 3
I}DnaA=r3+(ﬂ 0 2)+(1] 0 1]).
o 0 0 0o 4 0
0 1 0 o o1
Enpma.nh!:(ﬂ 0 1)1:}naJE=(ﬂ ] ﬂ)-ﬂmunsqmda=D.Gnadum:r
0 0o 0 o 0 0

A=lg+ 20 + 3%

a b ¢
Notons aussi que (I3, J. J) est une famille libre. En effet aly + bJ + cJ® = (l} a b) esl

0 0 a
nulle si et seulement sia =h = ¢ =10,

Tout le probleéme gravite ainsi autour de J et de ses puissances.

Pour chercher les matrices qui commutent avec A, on ne s'embarrasse pas de fioritures : un bon
calcul rustique fera laffaire.

M commute avec A siet seulement si M+2MJ +3MJZ = M+20M +302M cest-i-dire 2MJ +3MJ? =
UM + 3J°M ou MI2ZJ + 3J%) = (20 + 30% M.

ay by £ g 2 3
Etantdnnnéhf:(ag bs cg |,avec2J + 3J° ([I- 0 2),una:

K] h3 Lo ] 0 0 0
0 2a; 3ay+2by 200 +3a3 2by + by 200 + 3cy
M(2043J%) = ([I- 2ag  dag +2b2) et (2J+3J7M = ( 2ay 2by 2 )
] 24:!3 EIIE -I-Eh:] '} ﬂ {'

1l vient aisément que I'égalité a lieu si et seulement s :
ag=by=ag=0,a; =bz=caeth =cy.

a; by
Les matrices qui conviennent sont donc les ( 0 o bk )
o0 0 a
Autrement dit, ce sont les combinaisons linéaires de Is, J et J2.

i
2) Pourn €M, n=2,0naA" = (Ig+(2J + 3J%) = ZI:;{EJ s 3hk
k=0
Pour k = 3, on a (2J + 3% = J5(25 + 3J)* = 0 puisque J® = 0.
\ . fn—1 -
Il s'ensuit A™ = Iz + ni(2J + 3% + %jﬁd +30%7 d'ot A" = I3 + 2nJd + ni2n + 1%,
Cette formule est vraie pour n = () avec la convention A = Iy, et aussi pour n = 1,

L'inverse de A commute avec A et on donc a une idée de la forme de A~

U = alz + bJ + cJ? est linverse de A si (alg + bJ + cJd®Nig + 20 + 34%) = Iy, c'est-i-dire si et
seulement si afy + (2a + blJ +(3a + 2b + cW? = Iy,
Comme la famille (75. J.JE] est libre,ilvienta=1,2a+b=0et3a+2b+c =0, donca =1,
b=-2ete =1, et finalement A~ =13 - 27 + g%,
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AlorsA ™ = (4~ 1" = Z [:J;i—ijhjﬂ}k.dunc A" =l +nl-2J+J%) 4 wf—whﬁ}i

k=0
et il vient finalement A™™ = I — 2nJ + ni2n — 1042,

Notons que, pour n € M*, la formule qui donne A™" s'obtient en remplagant purement et
simplement n par —n dans la formule qui donne A",

3) Toute matrice R € Ms(#) commute avec R, Si elle vérifie R® = A, alors elle commute avec

A. Il s'ensuit qu'il existe (a. b, c) € kY tel que R = aly + b + cJ?.

Avec J¥ = 0, on obtient laly + bJ + P L azfa + 2abJ +(b® + 2ach?,

Comme (I3, J, J%) est une famille libre, on a R® = A = I3 + 2J + 3J7 si et seulement si :
a®=1,2ab =2 et b* + Zac = 3.

Les solutions sont alors donnédes para = e € {-L 1L b=getc =&

Les racines carrées de A sont donc By = I +J + JE et Ry = —Ry.

: 1
Notons que la formule qui donne Ry est celle qui donne A" en remplagant n par g

Ex. 8
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n £ M°. Montrer que ¥(E) admet une base
formée de projecteurs.

On pourra considérer, pour { et j dans [ L.n [, t =, les matrices Py = Ey + E;j € Ma(k), o
les E;; sont classiquement les matrices élémentaires de A (k).

Comme I'exprime I'énoncé, la recherche d'une base de F{E) formée de projecteurs équivaut i
la recherche d'une base de My (k) formée de matrices idempotentes.

[2ici & ce que les matrices Py ; soient idempatentes, il n'y a qu'un pas !

En préliminaire, rappelons la régle classique du produit de deux matrices élémentaires.

Etant donné 1, /, k, I, dans [ 1, n 1, le produit des matrices élémentaires Ey jEy est donné par la
formule : EjjEjg = 8;E,; ol 8y est Pusuel symbole de Kronecker.

Soit Py = Er1 + Ej pour i =, on obtient Fﬁ = E-‘rzr +EE, + EEqy + Ey By
On aEﬂ = Ej1, EnEyy = 8;(E)) = Ey, EE‘ = ByE;y = 0 et EyjEqi = BgEy = 0 cari wJ donne :
Byy =0
11 &' ensu PEI =Py pouri=|.
Hyan x (n — 1)matrices P j avec i = J. Il n'y en a pas assez pour une base de Jlq{F) qui est de
dimension n*. 'énoncé ne précise pas Py i, mais il est incontournable d'en proposer une valeur.

Une tentation serait de prendre Py = 2E; en prolongeant le cas { = | & celui ol | = |, Mais
(2E; 1 )* = 4E; | » E ; nous invite & un choix plus simple.

Pour i = j, avec Py; = Eyp, on a Py = Efy = Eyy = Py1. Avec les nin — 1) matrices Pt mjetlesn
matrices Py, on dispose d'une famille de n® matrices idempotentes.
Pour conclure, il ne reste plus qu'a s"assurer que cette famille est libre.

Soit (h ]'fi.l' el e UD€ famille de n® scalaires telle que Z APy = 0.
1)
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Mais les lignes 1 et 2 ne sont pas liées et il s'ensuit rg(AB) = 2,

Pour la composée de deux applications linéaires [ et g, ona:
S =rglgoS) et rgg =rglgof)
En écriture matricielle, cela donnergU = rg VU et rgV = rg VU,
Avec (AB)® = AB, on a J:gfﬂuEF‘J2 = 2, En notant que (AB)* = A(BA)B, on a rgiBA) = rgm.ﬁ}i
On en déduit que rglBA) = 2, Cest-a-dire que BA est inversible.
De I'égalité BA(AB — 13)BA = 0, on déduit alors BA =I5 = 0, Cest-a-dire BA = ;.

Ex. 12

50it A = {a;;) € Ma (k). On suppose que : Vi€l 1.n |, E |-ﬂ]_f| < |ay i
sl La ki)

Montrer que A est inversible.

Un exemple simple d"une telle matrice est celui d'une matrice diagonale i termes diagonaux non
nuls. Et dans ce cas, la proposition annoncée est vraie,

C'est dans cet esprit que de telles matrices sont dites ®a diagonale dominantes,

Procédons par contraposée en supposant que A n'est pas inversible.

Dans ce cas, le noyau de I'endomorphisme de K" canoniquement associé 3.A contient un vecteur
non nul.

Soit alors X = (x) € M, () tel que MX = 0. Notons ¥ = MX et ¥ = (g} € M, 1 (K.
Soitp €0 L. n ] tel que |xp| = max{|x,|. kE[1.nl}

Fl
On a en particulier yp = 0, Cest-d-dire Z ag Xy = 0 ou encore —appxp = Z gy e X -
k=1 k=1 Ln 00 {p)
Avec |xi | = Jxp, il vient |appxp| = | E npkxk| = E |ﬂ,_,,k| £
e=E a1 {p} k] Ln ]V {p}

Dans ce qui préckde, on n'a pas encore précisé X = 0, Si c'est le cas, une av moins de ses
coordonnées est non nulle,

En prenant X = 0 tel que MX = 0, on a |xg| = 0 et il sensuit japp| = z g i |+
kel L I {p)
ce qui est contraire 3 'hypothése donnée sur A,

On a ainsi prouvé que, dans le contexte donné, A est inversible.

Ex. 13

Soit nEM, n =2, et AEGL,(R). On suppose que tous les termes de A et de A~ sont positifs
ou nuls.

Montrer que, dans chaque ligne et chaque colonne de A, il y a un terme non nul et un seul.

11 suffit d'érablir qu'il y a un terme non nul et un seul dans chaque ligne de A.
Pour I'examen des colonnes, il suffira de considérer ensuite sa transposée ' A pour laquelle ona:

(fa)' =t(an).
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On note A = {ay;) etA”! = (biy).
Supposons que deux termes d'une ligne pE [ Ln ]l soient non nuls : il existe rel Lnll et
sElLnlres, tels queag, w0 et aps = 0.

Pour utiliser simultanément les a; et les E!J. on détaille A4~ = In.

Plus précisément, on examine les termes de la p' ligne de ce produit.

Fr
PourtoutjEl L.nlLona E: g kb = By en utilisant le classique symbole de Kronecker.
k=1
n

Pour | = p, on a done Zupkb“ = ).
k=1
Dans cette somme. tous les termes sont positifs ou nuls,
On en déduit en particulier ; aprbrj = 0 et apsbgy = 0. 1l sensuit by = O et by = 0.

Cela signifie que les lignes r et 5 ont tous les termes nuls sauf peut-&tre ceux qui sont sur la
méme colonne J.

Ces deux lignes sont alors lides, ce qui en en contradiction avec rg(iA~') = n.
On a Ainalement prouvé le résultat en procédant par contraposition,

Ex. 14

On considére une matrice A € Mp(k), p € W°, pour laguelle il existe des scalaires ) et p,
Awp, tels que (A — p) (A - wip) = 0. Calculer les puissances A™ pour n € N®,

1) Exploration de pistes possibles
Le premier souci est évidemment d 'examiner Al el preut-£tre aussi A® pour voir de quel coté on
peut s'orienter,
En déﬁ'c]nppant, [.4 — ]'.,.I'p} {A — F.Fp] = 0 donne : A® = (h + [T T Ip = 0, ¢"est-A-dire :
AT = (kA = A lp.
Ensuite, avec A = Aa4% onaa® = (A + pla® = A p A etil vient :
AP = e A = pdp) = ApA =07 e pap®IA = g O+ pip,

Une solution se présente : A" est de la forme A" = apA + balp et on cherche une relation de
récurrence sur les an et les by.

Une autre piste est d'exprimer un lien entre A" et {4 — Mp) (A — pip) en passant par les
polyndémes.

Dans la division euclidienne de X" par B = (X — &}X = u), on obtient :

X" = B@Qw + Rn, avecdegRn = 1.
On en déduit que A" = BIANGn(A) + RalA) et, avec BiA) = 0, on a A" = Rpla),
Le probleéme se réduit done a la recherche du polynbdme Rp.

Une autre piste, moins facile a imaginer, est d exploiter {ﬁ - Hp} {.ﬂ. - ]J.Ip.] = [} pour étudier :
n "
(A= Np)" et (A= plp)
Ona (A - MP}E =A% —2ZhA+ Wy et, avec A” = (h + pld — A lp, il vient :

(A — ”p]'2 = (j — AlA + AMA — plip ouencore (A — iji = — AHA = Mp).
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B Deéterminants

Ex. 15

Etant donné A et B dans My(k), on pose C = AB - BA,
Montrer que, si C est colinédaire 3 A, alors C est nilpotente.

Le résulrat est immédiat si A et B commutent, ou 51 A ou B est nulle.
Soit A £ H tel que C = kA, Il suffit de prouver que A est nilpotente.
Puisque "'on a écarté be cas o1 C est nulle (Cest-a-dire si A et B commutent ), on se limite & b= ().

Dans le but de montrer que A est nilpotente, il faut exploiter les A%, k € W, sans nécessité de

toucher a B. Une piste est de considérer les A¥B — BA® d'ai, plus généralement, MB — BM
pour M € My (R).

Avec I'endomorphisme ¢ : Ma(R) — Ay (R), M~ MB — BM, I'hypothése est ¢(A) = hA.

Pour tester I'efficacité de cette piste, on étudie tpmﬂ"]-
@A) = AZB — BAZ = AIBA + C) — (BAJA = (AB — BAJA + AC = CA + AC = 2 h A%
Avec plA) = AA et ¢(AY) = 2 1 A2, la propriété (A% = k & A* devient crédible.

Supposons que, pour k € M°, on ait g(A*) = k x A¥,
Ona ga®™ 1 = A%ap) — (BAW® = A%BA + C) - (BAW® = (A"BA + A¥C — (BA® A, d'oi
AR = (aA*%B — BAF 1A + AFC = g(a¥ ) + AR
L'hypothése ¢(A%) = k h A% et € = MA donnent alors ;
elA ) = o AaRia 4 aa ! = e+ 1Ak,
En conclusion de cette preuve par récurrence : Y € M", @iA*) = k A A%,

Labjectif est de montrer qu'il existe k € N* tel que A¥ = 0,
I suffit pour cela qu'on puisse choisir k tel que ¢ — k k Id soit bijective, puisque 'on aura alors :
(¢ —kaIdNA*) =0 = a* = 0.

Le déterminant Dikh) de ¢ — k & Id est une fonction polynomiale de degré 3 en kh.

Il y a donc au plus 3 valeurs de kx qui annulent D. Puisque Pon s'est limité 2 A =0, il v a au plus
3 valeurs de k qui conviennent,

Pour tout autre valeur de k, on a Dikk) = 0, donc ¢ — k & Id est bijective et il s'ensuit que
(g — kaTdHA®) =0 = A¥ =0, ce qui montre que A est nilpotente.

Ex. 16
Soit A € AgiC) telle que pour tout M € Mig(C), detidA + M) =detA +detM (1).
Montrer que A = 0.

Etant donné €, C; et €3 les vecteurs colonne de A, on pourra considérer, pour k€[ 1,31,
une matrice M, € Ma(C) dont la k* colonne est C,.

La relation (1) permet d'obtenir detA. Ce sera une premiére étape qui permetira de voir
comment utiliser 'indication.

(1) avec M = A, donne det{24) = 2detA. Or on a deti24) = Bdet A, il vient donc detA = 0.
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a + by #bt=X (1)
bx+ay +bz =Y (2)
by +az +b =2 (3

bx +hz +at =T (4)
En ajoutant les quatre équations, onobtient:la + 2blix + y+z2+ =X +Y +2 +T ().

On considére le systéme d'inconnue (x, y, z. ) € K* :

En formant (1) = (2) + {3} = (4), onobtient : {a — 2blix —y+z—-ti=X —-Y+Z-T id).

1 1
is)etid)donnentix +zl+{y+tl = E_:EEU{ +Z+Y+T)etlx+z)=(y+t)= Eu_-ﬁ{x+z—1-'—7‘}

. . 1 1
etil s'ensuit x +2 = —W(mx +Z)-2b(Y +T)) et y+t = TTJ;E(EW +T)—2b(X +Z)).
n = 7

1 1
(1) =3 et {2)—(4)donnent:x —2 = E-L.t' —ZL y=1I= E{‘f -Th

1
Il s’ensuit finalement, en posant A = ———:
I a ala” — 4b%)
x = h{[a® = 26%)X - ab¥ + 2°Z — abT).y = A(—abX + (a® - 26°)¥ — abZ + 2°1),

z = A(2b°X — ab¥ + (a” - 26%)Z —abT).t = \(—abX +2b*Y — abZ + (a® — 2%)T),

a® -2  —ab 2b° —ab
.- 1 —ab  a®-2p —ab 2b°
L'inverse de Mia. b) est donc
1 rse i1 51 Qond m Ebg —ah {:IE _ Ebi —ab
—ab 2b* -ab  a® - 27

[F | o o

Une étude matricielle serait intéressante, On utilise pour cela N = E g |:| {:

T 0 0 0

Pour simplifier, on notera M = M{a. b) et I la matrice unité.

Dans un premier temps, on explore les propriétés de N et de "N,

Avec la matrice N proposée, onaM = al + BN + "N},

» Un calcul immédiat donne N'N = I. En particulier, N et ‘"N commutent.
¢ 0 1 0

00 1

00 0

1 00

Enfin, on obtient N% = 'V et 'N¥ = N, et il s'ensuit N* = T et '"N* = 1, Cest-a-dire ¢? = 1.

On obtient aussi N° = 'n? = . Notons C cette matrice N2 ou 'N2,

0
1
0

« Etudions maintenant les puissances de 5 = N +'N.
§* = N¥+IN* L 2NN = 20+ C). Etona(l +CPF =1+ 2C+C* = 20 + C),

, 5% = 2% -1y 5 ) — par récurrence immédiate —,

On vérifie alors que, pour k € N
Onas®=8"S=20+CHN+'N) =2(N+'N +CN + C'N) = 2(S + N* + 'N7) = 45,
On véribe alors que, pour k € &, 52I~c+1 = Eik.ﬁ.
» Etudions ensuite les puissances de M = al + bS.
M2 = a®I + 2abs + b*5%, M = a¥l + 30%b5 + 3ab®S% + bS8 = a1 + b(3a® + 46718 + Bab?s?.
Il vient alors M¥ — 3aM?® = —2a®1 + bi4b® - 3a®)s, puis:

M3 — 3am? — (46 - 3a?)M = a(a® - 4®)1.
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Les deux dernitres colonnes sont aussi respectivement :

e =8 —hilec+a+hb) c=a ==
(Lb+c—aj{b+c+n]) =tﬂ+h+fj(b+c—ﬂ)

0 (1]

fc—a—blic+a+h) c—a—b
et 1] =ia+h+c) ]
ic+a—blc+a+hb) c+a—hb

{a+b® ec—-a-b c—-a-»b
OnadoncD =la+b+ch a? b+c—a {0
b 0 c+a=—h
On retranche ensuite les lignes 2 et 3 4 la premi¢re et on obtient :
fa+bf —a®—b*  —2b —2a
If3|=1’f.'.l+hl+v|:']2 a? h+r=a 0
b* 0 c+a—h
c'est-i-dire :
Zab —2b —2a ah —b —i1
D=ta+b+cl|a? b+c—a 1] =Ha+b+c)l|a® b+c-a 0
B 0 c+a—b b* 0 cta—b

Ne vovant plus de combinaison entre lignes ou colonnes qui pourraient apporter des simplifica-
tions, on peut alors développer par exemple suivant la derniére ligne.

ab —b —il
a® b+c—a 0

b* ] c+a—b
ce qui, en développant, est égal 2 abeta + b + ¢). En final, on a obtenu D = 2abela + b +cf.

0 v?| | sl |
noa B b+e—n 0 +leta ]aﬂ b+o—-n

Aveca, b, ¢ non nuls, ona D= 0 si et seulement sia + b +c =0,

Ex. 20

Soit f et g des polyndimes 3 coefficients complexes, de degré p = 1 et g = 1 respectivement.
Montrer que f et g admettent une racine commune si et seulement si il existe des polyndmes
A et B non nuls, avec degA =g~ letdegB=p — 1, tels que Af + Bg =0,

Soit ¢ de C,_ (X1 = Cp_([X] vers Cpq_ (X ] définie par ¢(A. B) = Af + Bg. Montrer que g
est bijective si et seulement si f et g n'ont aucune racine commune.

Soita€C, aw0, fiX)=aX?+X —1etgX)=ax®+ax” + 1. Donner la matrice de ¢ puis
une condition nécessaire et suffisante sur a pour que f et g aient une racine commune,

S ode degré p €M, admet p racines x), . . ., xp dans C, sans se préoccuper de ce qu'elles soient
distinctes ou non.

Sif etg ont une racine commune c, onposef = (X ¢l etg = (X —=cV,avecdeglf = p=1=10
etdegV =g —1=0. Alors Vf — Ug = 0 montre qu'il existe des polynidmes A et B non nuls, avec
degA=g—letdegB=p — 1, tels que Af + Bg = 0.
Réciproquement, supposons qu'il existe des polyndmes A et B non nuls tels que :

degA=g -1, degB=p—1etAf +Bg=0.
Soit xq1, ..., xp les p racines dans C def : pourtout k €[ L p I, flx) = 0.
Bg = —Af donne alors Blx, Jgixe) = 0. Avec degB = p — 1, il y a au plus p — 1 des p nombres
Xy,...,Xp quisoient racines de B. L'un au moins vérifie alors glx,. ) = 0, ce qui montre que f et
g ont (au Moins) une racing commune.
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5i E et F sont des espaces de dimension finie, dimE = m et dimF = n, alors E x F est de
dimension m + .

¢ de Cog1X ] = Gy [X ] vers Cppp (X ], ¢ : (A B)— Af + By est linéaire.
(A, B est dans Ker ¢ 51 et seulement si Af + Bg = 0,
SiA ou B est nul, 'autre 'est aussi puisque f et g sont non nuls.
Si A et B sont non nuls, cela dquivaut au fait que [ et g ont une racing commune.
En conséquence, f et g n’ont aucune racine commune si et seulement si le seul élément de Ker ¢
est (01, 0L
En notant que dimiCy_IX] x Ty 3IXD) = g+ p et dim{Cpq_[X ]} = p + g, l'injectivité de ¢
équivaut 4 sa bijectivité,
En conclusion, ¢ est bijective si el seulement sif ¢t g n'ont aucune racing commune.
ST TR . - R r ) sont des bases de E et F, alors une base de E % F est formée des
lep Oplpour l =i =metdes(Og, fjlpourl =) =n,
La matrice de @ est naturellement donnée dans les bases canoniques de Ly [X ] = Ty [X et

Cpag-11X]

Pour l'exemple étudié, f(X) = aX® + X — 1 et giX) = aX® + ax? + 1, on se place dans le cas o
p = 2etq = 3. La base canonique de C3[X | = Cy[X1est (L 0} (X 0) (X, 0L (0, 1), (0, X)).

Avec pl(1.0) = f, o(X. 0 = XF, (X% 00 = Xf, ¢i0, 1) = g et gl0. X} = Xg, on abtient la matrice
A de ¢ dans les bases canoniques de ColX | = Cy[X ] et C41X ] :
-1 0 0 1 0
1 -1 0 0 1
A=| a 1 -1 a O
0 a 1 a a
(1] 0 a 0 a
F et g ont une racine commune si et seulement si rgA < 5.

Iy a ici a plusieurs démarches possibles :
» ttudier le noyau de endomorphisme de e canoniguement associé d A, ou
w étudier le rang de A suivant lez valeurs de a.

{es deux démarches sont gourmandes en volume et il est plus raisonnable d'utiliser que rg A < &
équivaul a detA = 0.

-1 0 o 0 0
1 -1 0 1 1
En ajoutant la colonne 14 la colonne 4, onadetA=|a 1 =1 2a 0|doh:
0 a 1 a a
0 0 i 0 a
-1 0 1 1
detd = — 1 =1 2a 0
a 1 a a
1] a 0 a
puis, en ajoutant la colonne 1 aux colonnes 3 et 4,
_11 D1 zaﬂn ? ~1ozarl ol
detA = - don detA
a 1 2 2 - ; 2: E:
0 a 0 a
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La particularité de cet exercice est que
cplx) = ejlx), eglx) = c5lx),. .. enlx) =g, _,(x).

Et on sait qu'un déterminant est nul dés que deux colonnes sont égales,

On a done ici Dpix) = det(e(x) calx).. ... cplx)) :

x 1 0 ee e O
o 2 '
] Z

ph =5 b 6

x" "' opta—1x"™% ... ... al
En développant suivant la derniére colonne, on voit que Dpix) = nl Dy _y(x)
Les constantes d’intégration sont détinies par Dn(0) = 0 (car ¢,(0) = 0.

On a Dyix) = x, et donc Dix) = 2x, ce qui donne ensuite Dygix) = x°.

Alors DY(x1 = 31x? donne Dylx) = 23,

Une formule envisageable est que Dpix) = (n — 1x". Essayons |

SionaDy,_ (x) =in—2)x""" alors DY(x) = nlin — 20" donne Dnix) = (n - 1) in - 21 X™,

est  ume  éventualité §  écarter. Elle serait peut-étre plus  vrasemblable avec
Dy ix) = nDy o (x )k mais ce n'est pas le cas ici.

Pour une primitive de x™ ™', on a besoin de nxe™ ™, Dans le facteur nl, il reste (n — 1)L,
m=1

Hypothése de récurrence : Dpix) = x" H Kkl
k=1

4] n
Alors D) (x) = (n + 11Ds0¢) donne D ix) = (n + 1" Hkl,d’uﬂ Dy ypixd = x"*1 Hk!.
i’-] I."t

=1
La formule étant récurrente, on a bien Dypix) = ™ H k! pourtout n € M.
k=1

Ex. 22

Etant donné n et p dans &*, calculer le déterminant de la matrice :
1 s 1

1
1 1 1
En [:n+|. 14 Enq-p
Aln.pl= i i

E‘“‘P*I{H]'

¥

I:::: [::r+|. Efr;m

Pourl=i=p+letl=j=p+]1,letermeiL)de Aln p)est [:L:Jl_l

Confrontés & des coefficients du bindme, il est raisonnable de penser i la formule du tnangle de

Pascal :l:f: = D::: *Eﬁ-[-

En retranchant le terme {6, § + 1) au terme (L J), on a I:L,J.' - [::;;_1 = [::1:12_,, pour i = 2,

288 4 Sujets d'oraux




Avec gy =

/1
Crey

Gt

\

\¢2,,/

ﬂg:

[ 1
[:n+;—1\|

-1
] =1

.

Une précaution est indispensable.
51 on soustrait la colonne 1 i la colonne 2, la nouvelle colonne 2 ne permet plus d'exploiter le
résultat ci-dessus,
En revanche, si on commence par soustraire la colonne p a la colonne p + 1, la colonne p reste
inchangée et on peut alors envisager de soustraire la colonne p — 1 & la colonne p avec la méme
formule.

(

0
[:21-_]'—1

-2
=1

\e

Sl vient gy, = ¢ =

/

Pour k variant de p+ 1 & 2 (dans ["ordre décroissante ), on retranche la colonne k — 1 4 la colonne

k.

Ces opérations élémentaires sur les colonnes ne changent pas le déterminant de Ain, p).

On a donc det Aln, p) =

1 0 0 e 0
L1 1.1

E 1 1 1
[:r: [:n E:u-l Err-l-p—l
: :—1 SRR 1
m ﬁ ﬁﬁl nap=|

En développant suivant la premiére ligne, il vient que det Ain, p) = det Ain, p = 1).

On en déduit que det Aln, p) = detAln, 1) =

Ex. 23

= 1.

1 1
E:a [::nl

Etudier le systéme dinconnue (x, y. z) € #2, selon (p. q.ns) ER*

[ 2y+2z=p
—-2x+z=¢q
-2 —y=r

¥ =2y +2zmg

s Premiére solution

Powr ce sysiéme & trods inconnues (x, i, 2} € R le plus immédiat est de considérer le svstéme
formé par les trois premidres inconnues et de voir éventuellement la compatibilité avee la
quatridéme,

Le déterminant du systéme

y+2z=p 0 2 2
—Ix+z=q e5t|=2 0 1|=0
Ok —y=r -2 -1 0

Ce n'est pas un bon choix initial. Prenons alors le systéme formé des trois dernigres équations.

Le déterminant du systéme X' =

-qx+2 =4

=2 0 1
—2x—-y=r est | =2 —1 =09
x=2y+2z-=3 1 -2 2

%' admet une solution et une seule,
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Le calcul brutal du déterminant n'est pas difficile, mais on peut aussi commencer par retrancher
la premiére ligne a la seconde.

(p+ 1

2
Alors det Maip) = izpp+ I 2pe3

| puis on retranche la premiére colonne a la seconde

pour obtenir det Mg(p) = 2 ; ! [ et il vient det My(p) = ~2p” — dp — 1.

o

2p+1
1 . s .

—2p® — 4p—1 = 0 équivaut a p* +2p+5 = Oouencored (p+ 12 = %,uqumapasdcmiutmn

dans M,

On a donc det Mg(p) » 0 et Mz(p) est de rang 2.

On ne change pas le rang d'une matrice en retranchant une ligne a chacune des autres.

Le terme (, f) de Mpiplest{p +1 4 f — 1° l:':rma!l:J!;|-+\t+j]'E —(p+isj-— 17 = 2p+i4fi-1.

Alaligne n, on retranche la ligne n — 1, puis ala ligne n — 1, on retranche la ligne n — 2, et ainsi
de suite pour retrancher enfin la ligne 1 4 la ligne 2.

Pour n = 3, le rang de M, (p) est donc aussi celui de :

p p+1F ... (p+n—17
2p+1 2p+ 3 ce. 2p42n -1

My(p) = : . :
p+2n-3 2p+2n-1 ... 2p+dn-5

[rans cette matrice, a la ligne n, on retranche la ligne n — 1, puis i la ligne n — 1, on retranche
la ligne n — 2, et ainsi de suite pour retrancher enfin la ligne 2 i la ligne 3.

Onal,-L) =L, —-L, a=...=sLy—Ls=(2 2 ... 2}
P p+1® ... (p+n-17
2p+1 2p+3 ... 2p+2n-1
donc Mj{p) a méme rang que M/ (p) = 2 2 o 2
2 2 2
pz ip+ 1% ip+mn— 1?2
Elle a aussi méme rang que My'(p) = (Ep+1 p+3 .. 2p+2n—l)-
2 2 2

A ce stade, onarg Mnlp) = 3.

Examinons une matrice carnée extraite 3 ordre 3.

P p+1? (ps2?
Soit Naip) = (Ep +1 2p+3 Zpsb ) .Mz R} |a matrice extraite de My (p) en considérant

2 2 2
les éléments des trois premiéres colonnes et trois premiéres lignes.

pE [;:J+1]-2 [p+2}2! p2 2p+1 2Zp+3
OnadetNolpl=2|2p+1 2p+3 2p45 [ =2(2p+1 2 2 |=-8
1 1 1 ' 1 0 (V]

Nnlp) est alors de rang 3 et il s'ensuit que

pour tout a2 3 et tout p = 1, Mpip) est de rang 3.
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C Changement de base

En préliminaire, donnons brigvement quelques notions élémentaires.

Notion de valeur propre et de vecteur propre

Ces notions sont d'un usage constant en algébre linéaire.

Les mots en eux-mémes ne fBgurent pas au programme de premigre année et pour pallier ce
manque de vocabulaire, on est contraint d'utiliser des périphrases qui ne contribuent pas 4 la
clarté d'un énoncé.

Valeurs propres

Soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel E, réel ou complexe.
Un scalaire A est une valeur propre pour f si:
il existe un vecteur x non nul tel que fix) = he.
Cela équivaut a dire que qu'il existe x = O tel que :
Sixd=hIdix) ouwencored (f — AIdix) = Og.
Et cela équivaut & dire que le noyau de f — & Id n'est pas réduit au vecteur nul.
Cela équivaut enfin i dire que f — & Id n'est pas injective.

Vecteurs propres

Un vecteur non nul x est un vecteur propre pour f si :
il existe un scalaire & tel que fix) = hx,
Soit A une valeur propre pour f. 1l est immédiat que {x € E, fix) = hx} est un sous-espace
vectoriel de E non réduit a {0g}.
C'est le sous-espace propre pour [ associ€ 4 la valeur propre k.
Ce sous-espace propre n'est autre que le noyau de f — A Td.
Si b est une valeur propre pour f, la restriction de f au sous-espace propre V), associé  k est
I'homothétie vectorielle de rapport h.
Motons que siun scalaire p n'est pas une valeur propre pour [, alors {x EE, fix) = px} est le
sous-espace nul {0g } de E.

Recherche des valeurs propres en dimension 2 ou 3

A est valeur propre pour [ si et seulement si det{f — A ld) = 0.
SiA estlamatrice def dansune base de E, les valeurs propres de £ sont définies par det(A—n) = 0.

Le fait de disposer de ces éléments, faciles a assimiler, permet bien souvent de décrypter des sujets
dont on ne voit pas toujours clairement le fil conducteur,

Ex. 25

Exemple de mise en pratique des notions de valeurs ou vecteurs propres
Lespace vectoriel E = B® est rapporté 3 sa base canonigue %. On considére I'endomorphisme
Fi 2 =2
| de matrice A = (2 4 -1),
-2 -1 4

Déterminer les réels A tels qu'il existe x = O vérifiant fix) = hx.
Pour chacune des valeurs obtenues, déterminer l'ensemble des x £ E tels que fix} = hx.
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Clest le style de rédaction que l'on peut trouver alors qu'il s’agit simplement de chercher les
valeurs propres et les sous-espaces propres pour f.

Il s"agit alors dans un premier temps de chercher les valeurs propres et I'usage d'un déterminant
est tout indiqué.

T—=XA 2 -2
2 4-x -1
-2 -1 d4—X

lation de ce déterminant.

Onadet(f —Ald} = . Les valeurs propres de [ sont les valeurs d’annu-

En I'sbsence de remarques particuliéres, on peut appliquer la régle de Sarrus.
On obtient det(f — A Id) = — 2% +15 4% —63 h +81 = P(A),

Il est bon de remarquer qu'une racine entitre éventuelle du polyndme PLA) est un diviseur de 81.
On essaie alors 3, 3. ..

3 est racine de PiX) et on peut factoriser par (x — 3): POA) = —(h = 300% — 120 +27) et les racines
de P{x) sont 3 (racine double} et 9 [racine simple}.

On awrait pu remarquer que, en notant ¢, € et ¢ les colonnes de A — A, le déterminant de
(c). Cp, ©3) est égal a celui de (£ — 3 4 €3, €2, £3) et on obtient

3-x 2 -2 1 2 -2

detif —Ald)=|—(3-2) 4-% =1 [=i(3-a)[-1 4=n =1
3= -1 4=k 1 -1 4=k

1 2 -2

Dees opérations élémentaires sur les lignes donnent ensuite P(A)} = [0 6 -1 -3
0 =3 6=

En conclusion les valeurs propres de f sont 3 et 9.
» Les vecteurs propres relatifs a 9 sont les éléments du noyvau de f — 914,
-2 9 _% —3x +2y -2z =10,
OnaA-9i= ( 2 -5 —1). On résoud alors le systéme ¢ 2y — 5y —z =10,
-2 -1 -5 2r w1+ 5z =0
En ajoutant la premiére équation aux deux autres, on obtient un systéme équivalent :
—2x+2y—2z=10
X=y—z
-3y —-3z=0 Ou encore { dont les solutions sont (2y, y, -y
z=—y
dy+dz=0

(e noyau est le sous-espace engendré paru = (2, 1. —1).
= Les vecteurs propres relatifs & 3 sont les éléments du novau de f — 31d.

4 2 3 dx +2y—2z=10
OnaaA-3 = (E 1 -1).0[1 résoud alors le systéme ¢ Zx+y-—z=0
-2 -1 1 %k yizm0

qui se réduit & 2x +y — z = 0. Clest 'équation d'un plan vectoriel dont une base estv = (0, 1, 1),
o= {1, =32 0}

Onaflu) = Bu, fiv) = v, flw) = 3w Bt si par hasard (. v, w) était une base ?

En complément, le déterminant des vecteurs u, v, w est égal 4 8, done &' = (u, v, w) est une base

9 0 0
de E et dans cette base, la matrice de f est A’ = (l} 3 [ll)-
0 0 3

Voild, sur un exemple, un apergu du fil conducteur de nombreux sujets en algébre lindaire. A
miéditer !
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Ex. 26

211
Soit f € #(R") dont la matrice, dans la base canonique ® est A = (1 2 1 ) .

1 1 2
Déterminer une base &' dans laquelle la matrice de J est diagonale.

[hire que la matrice de f dans une base B = (uy, ug, ug) est diagonale revient i dire que uy., ug
et Uy sont vecteurs propres pour f.

Les valeurs propres de [ sont les racines de I'équation :

2-x 1 1
Pih)=0, avecPir}=| 1 2-1 1 |
1 1 2-=h
En ajoutant les deux derniéres colonnes i la premiére, on obtient :
4 =& 1 1 1 1 1

Pirl= |4 =n 2=} 1 1 2—X 1
- 1 Z—h 1 1 2 =X

Dans le dernier déterminant, on retranche la premiére ligne aux deux autres et il vient

puis P(h) =14 — k)

1 1 1
PiAd=14—-x)10 1-X 0 puis Pl = {4 — kN1 - W,
U 0 1=Xx

Les valeurs propres de f sont ainsi 4 et 1.

On peut s'occuper maintenant des vecteurs propres. Cest parmi eux que 'on choisira les éléments

d'une nouvelle base,

o Les éléments v = (x, y, 2) vérifient fiv) = v si et seulement si x + y + z = 0. Une base du plan
vectoriel ainsi déhini est {uy. ug) avecuy = (1, =1, 0)etug = (0, 1, =1

—2x+y+z=0
o Les éléments o = (x, y, z) vérifient flv) = 4o si et seulement si € x ~ 2y + 2z =0,
x+y—2=10,

Sans chercher & résoudre ce systéme, on voit que ug = (1. 1, 1) est solution.

Mowus disposons de trois vecteurs. 11 reste 4 voir si ils constituent une famille libre.

1 o1
Onadetgiug. ug. ugl=|=1 1 1|[=3.
0 =1 1

Il 'ensuit que B’ = (u), ug, ug) est une base de R,

1 0 0
Dans cette base, la matrice de f est A’ = (D 1 l}) :

0 0 4
1 0 1
Motons que P = ( -1 1 1 ) est la matrice de passage de 3 4 &',
0 -1 1
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Ex. 27

Dans I'espace vectoriel E = R, on considére la base canonique @ = (1), k), avec i = (1,0, 0),
j=100,1.0) et k =(0,0, 1), et 'endomorphisme f dont la matrice dans la base @ est :

-2 =1 2
= (—15 -6 11).
-14 -6 11

Onpose u=i+/+2k, v=3+2k et B = {u v k.
Montrer que &' est une base de E. On note P la matrice de passage de ® a @',
Déterminer la matrice T de f dans la base @' et exprimer A™ 3 Uaide de n, I, A et A%,

(Juelques remarques pour voir...

On obtient aisément f{u) = { +J + 2k : le vecteur u est invariant par f.
En revanche, fiv) = 27(j)+ 37 (k) = { + 4/ + 4k n'a rien de remarquable pour instant.
1 O 0
La matrice de @' dans & est ( 1 3 i}) . Elle est triangulaire, de termes diagonaux non nuls.

2 21
Elle est donc de rang 3 et &' est une base. Cette matrice P est la matrice de passage de @ 3 &',

La matrice de f dans la base B et T = P~ ' AP,

Pour calculer P~ 1, on peut passer par la résolution d’un systéme linéaire PX = X',

-
. - HE 1 0 0
1, 1, ) 1 1
x+3y =y donne { Y= —gX + ¥ etilsensuitP~!=| -3 3 ¢
4 2
2x + 2 =z' 4 2 - -
+2y+z=z 2= —gx' = gy +2' 5 -3 1

1 1 2
Un produit matriciel donne alors: T = P~ lap = (l:] 1 3 ) .
001
T est de la forme Iz + N. Comme N est strictement triangulaire, elle est nilpotente.

Comme elle commute avec Iy, la formule du bindme donnera aisément T3,

0 1 2 0O 0 3

ﬁwzcﬂ=(l] 0 3).ilvientm2=(u 0 ﬂ)puisw3=i}dun.:nr'=upuun;-3.
0 0 0 o 0 0

N étant la matrice dans la base ®' de f - 1d, il en résulte que g = f - Id est nilpotent et donc

A — Iy = matg(f — Id) est nilpotente : (A - Iajk = () pour k = 3.
Posons B = A — I3, B et I3 étant permutables, la formule du bindme s"applique et donne :

A" = (13+B)" =1y +nB + "M p2 mitﬁ"=J3+n[ﬁ-1‘3}+n{"_ (AT = 24 + 1)
et finalement :

A" = {‘_'E“‘_n — s nin -2+ "_E_'[” AZ,
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B fimes d'étude - Problemes

1 Changement de base pour un endomorphisme

E est l'espace vectoriel R? rapporté 3 sa base canonique .
I désigne la matrice unité d'ordre 3.

1 1 -2
¢ est lendomorphisme de E dont la matrice dans la base B est A= (2 1 —2) .
31 -4

1) a) Montrer que A est inversible et calculer l'inverse de A.
b) Déterminer les réels & pour lesquels la matrice A — AI nest pas de rang 3.

¢) Déterminer, pour chacune des valeurs de & ainsi rencontrées, le noyau de ¢ — & Id.

1 0 0
d) En déduire une base dans laquelle la matnce de g est D = (ﬂ -1 0 )
¢ o -2

2) a) Vérifier que A% = —24% + 4 + 21,

b) Montrer que, pour tout n entier relatif, il existe des rationnels an, bn et cn tels que
A" = apA? + bpA +cal.

L FTTs | tln

¢} Ecrire la matrice ¢ telle que ; (bml) =C (bn )
Cr+l Cn

3) Soit ¢ U'endomorphisme de E dont la matrice, dans la base @&, est C.

a) En sinspirant de 1), montrer qu'il existe une base de E dans laquelle la matrice de & est
diagonale.

b) En déduire ¢ et calculer les nombres an, Brn et yo en fonction de a.

Solution

1) a) Une solution : on utilise les opérations élémentaires sur les lignes par exemple.
Aprés avoir prouvé que A est de rang 3, on poursuit pour en calculer Pinverse,

1 1 =2 I o 0
A:(E 1 —E) f=(|:l 1 III)
d 1 —i o o 1

1 1 -2 1 0 0
Lg #= Ly — 2Ly et Ly « Ly — 3L (n =1 2) (-2 1 ﬂ)
1] -3 2 =3 [} 1
1 1 —g 1 L1 0
Ly + Ly — 2Lg (u —1 2) (-2 i u)
0 0 -2 S |
1 1 i L1 2 =1
Lo 4= Lo 4+ Ly et Ly += Ly -~ Ly (1} -1 I'J') (—1 -1 1)
0 0 -2 1 -2 1
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1 0 ]
Ly + Ly +1Ls (‘} -1 i )
-2
0
a

1 1 0 =1 1 L]
LE = _LE I'.'TL;] = _EL'E (ﬂ 1 ) il. 1 —11 = _.q._l_
o 0o 1 -5 -
7 7

Autre solution : on calcule detA puis on cherche Uinverse de A par résolution d'un systéme
linéaire.

1 1 -2 11 -2
En retranchant la ligne 1 aux deux autres, il vientdetA =2 1 -2|=|1 0 0 |=2
31 -4 2 0 -2
x+y—-2z=a x+y—-2z=qa
Le systéme { Zx +y—2z=h équivaut & « x =b—a en retranchant la premiére
dx+y—4dzac dx —2z=¢c—a
équation aux deux autres.
. -1 1 0
I.amlutiﬂnc&tx=—u+1':.l,y=n:+b—c,z=E|;_.u+2b_c3.d‘uuﬂ—1= 11 1 —-i
7tz

1-»h 1 -2
b}ﬁ—lﬂ=( 2 1= -2 )
3 1 —4 —
Ure solution met en ceuvre des opérations élémentaires.

En effectuant successivement Cy « € + Cg + Cg €1 Cg + C3 + 205, on obtient :

=k 1 L1
(1—1 1=h —35, )-
=k 1 - 2=k

—b 1 o
En faisant maintenant Ly # Ly = L;, on obtient (I—I. 1-a -1 )
i} 0 —2-k
- 1 (1]
En effectuant enfin € « €y — Cy on obtient ( 0 1=k = )
0 0 —2-k
On en déduit que A — M n'est pas de rang 3 si et seulement sih € {1, -1, —2},
1=k 1 -2
Autre solution avec detid = A} =| 2 1-x =2 |.Onajoute les colonnes 2et3ala
3 1 -4 — &
—A 1 -2 -k 1 -2
premiére: detlA - M)=|1-x 1-h -2 [(=|1-A 1-x -2 |enretranchant
—A 1 —id - A (1] 1] -2-h

la ligne 1 & la troisiéme,
lvient alors det(d — af) = —(h+202% = 1), donc rglA — M) < 3si et seulement siaS {1, =1, =2}

y-2z=0 =2z
€) u = (x, y. ) est invariant par ¢ si et seulement si 2x =2z =0 soit: {
dx+y—5Sz=10
Ce sont les vecteurs du sous-espace RT', avec T' = (1.2 1),
x+y-2z=10
u =[x,y z) vérifie @lu) = —u siet seulement si § 2Zx + 2y — 22 = 0 Cest-d-dire {y i
dx+y—3z=0 *
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Les vecteurs changés en leur opposé sont ceux du sous-espace RT L AVEL T ={1,0,1).

dx+y—22=10,
Les vecteurs u = (x, y, z) tels que @lu) = —2u sont caractérisés par ¢ 2x + 3y — 22 = 0,
dr+y—-2z=10.

=]

)

—
Ce sont ceux du sous-espace B k , avec * =(4.2,
— —
k

d) Ona det( 1, T %) = —6 done gl il T } = 8, Dans la base (1. T ?J, la matrice de
0 0
0

1 1 1 4
gestD= ({l -1 ) Notons que la matrice de passage est P = (2 0 2) .

o o -2 11 7
2) a) AvecA" = PP~ onaa®+24% — A~ 21 = (D 4 20 — D - 21)P~! et on voit aisément
que D + 20° - D - 2 =0, et il sensuit A% = —24% + A + 21,
b) Avec A" = I, posons (ag, by, cp) = 10,0, 1), {ay, by, ) =10, 1,0), (ag, b, ca) =(1,0,00
Onaiag bsy.cgl =(—2,1,2)
En supposant, pour n = 3, qu'il existe {an, bn. cn) tel que A™ = apA® + bnA + cal, il vient :

A 2 g, A% s AR benA = an(—24% 4 A+ 214 bn A% #enA = (—2an +bn A% +(an +cn A+ 2an]

d'olt (A541. Bret. Cgt) = (=2an + by, an + cn, 2an). Lexistence des suites (an), (ba) et (cn)
est ainsi prouvée par récurrence.

L. | —E 1 '} By iy
) U’ﬂprﬁh].nnapuurn?E:(r_:n,j)=( 1 0 l)(m):ﬂ'(m).
Crsl 2 00 en En

in ﬂ
Et cela convient encore pour n £ {0, 1, 2}, d'oi (b,, ) =" (l}) .

frl 1
~Z-x 1 0
3) a) OnadetiC— A= 1 ~x 1 | =—=(h+20A" = 1), les valeurs propres de C sont
0 =i

donc 1, —1et -2,

b) Les vecteurs propres de la matrice C, relatifs & 1, —1 et —2 sont caractérisés respectivement
par :

~3x+y=0 ~x+y=10 y=10
x—y+z=10 x+y+z=0 x+2y+z=10
2x—z=0 2x+z=10 2x+2z=10
Les sous-espaces propres sont dirigés par @ = (13,2}, ¥ = (1, 1, =2)et wl = (1.0, -1).
1 1 1
Dnadeuﬂ'.?.ﬁ:detg:—Eavccgr=(3 1 n).
2 -2 -1

Il s'ensuit que C = gpg !, puisC" = op"g-!.
x+y+z=a

1 1 1 .
dx+y="h donne x = gla+b+ehy= Et—ﬂ+h—ﬂelx= -E'HE—EIJ-I-I:‘}' d'ob

x-2y—z=¢
1 1 1
LI P
9 '=z| - -3 |.
5 -4 B

Il s'ensuit an = %{1 +3(=1/"1 = (=2)"*1), b = %(14.[—1;"*'],:,, = %{14,3{—1}“—{—2]“},
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4 Inversion d'une matrice

0 3 0

Soit A = (3 i 4) € MsiR) et f lendomorphisme de B® de matrice A dans la base
1 1 0

canonigue de R,

1) a) Montrer que A est inversible,

b) Calculer le déterminant de A — Alg, ol A est réel et Iy est la matrice unité d'ordre 3.
Préciser les valeurs d'annulation de la fonction polyndme Py : &~ detia — Ag).

c) Pour chacune des valeurs d'annulation précédentes (ky < kg < k), donner une base du
noyau de f — A1d, oi Id est l'identité sur 13,

1 3 12
2) a) Soit P = (—1 -1 ]E) & Alg(F). Montrer que P est inversible.
o -2 7 x+dy+12z=a

b) Etant donné (a.b,c) € B, résoudre le systéme (xyz)€ B : { —x—y+16z=b

o " _I
et en déduire P~". —2y+Tz=c
3) a) Calculer la matrice D = P~ AP,

b) Calculer A™ pour tout n € M*, Justifier que D est inversible et calculer A",

4) On considére les suites (pn), ign) et (rq) définies parpg =0, gy = 1, ry = O et :

PiH'l 1 B
pourtout n €084, | gpyeq | = HA gn |-

Fre+1 Fre
Calculer les limites des suites ipa ), {ga) et (rq .

Solution

1) a) En développant suivant la premiére ligne, on obtient det A = 12, donc A est inversible.

-x 3 0 -\ 3 0
b) det(a —ng)=| 3 -—x 4 =‘ 3 —A 4 | enajoutant les lignes 1 et 2
1 1 =i —h+d —h+d = h+d
-k 4 0 =M 3 0
i la troisieme. Ainsi, det{A — Mgl =(4=2)| 3 -~k 4[=d—-A}| =1 —A-4 4|puis:
1 1 1 ] L] 1

detiA — Ma) = (4 — ANAZ + 40 +3) = (4 — AA + 1) +3)

) ix, y. 2)E R? est dans Ker(f + 3 1d) ou dans Kerif + [d) ou dans Ker{f — 4 [d) si et seulement
si , respectivement :

dx + 3y =10 x+3y =0 —dx +3y =0
dx + 3y +dz=0 dx+y+dz=0 dx —~ dy + 4z=0
X+y+3z=0 x+y+rz=i x+y—4dz=10

ces sous-espaces sont donc des droites vectorielles dirigées respectivement par :
u={L-.0}), v=i(3 -1,-2) , w={12167).
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1 3 12 1 3 12
2)a)detP=|—-1 -1 16|=[0 2 28|enajoutant L1 i L2. Il vient detP = 70, donc
o0 -2 7 o0 -2 7

P est inversible, En notant que P est la matrice dans la base canonigue des vecteurs u, v et w,
il vient que ® = (w v, w) est une base de B®. P est alors la matrice de passage de la base
canonique i B,
x+3y+12z=a x+dy+12z=n
b) { —x —y+16z=b etdl2onajoutell: y+ 28z =a+b
—2y+Tz=¢c —2y+Tz=r
x+3y+12z=a
puis a L3 on ajoute L2 : dy+28z=a+b

dJz=a+b+e

Onen déduit z = %m +h+c)puisy = Tl{.-fu+b—-|-c}ttx = %Eﬁu — 8+ 12c), d'oli ;

1 25 -—-45 60
P_l=m(7 T —EE).
2 2 2

3) a) La matrice D = P~ AP est la matrice de f dans la base (u, v, w), [ vient alors ;

-3 0 0
0= (ﬂ -1 ﬂ)-
L] 0 4
1

b) Pourtoutn €M, ona A = PDP ! et il vient A" = pp"p~ 1,

{—3" ] ]
Avec D" = ( 0 i-1" 0 ).nn obtient :
0 0 4"

(—1" 21 +25 x 3" +24(—4)" 21 — 45 x 3" + 24(—4)" B4+ 60 x 3" + 24(—4)
A"=—7n—(—'?—2513“+321—4}" ~T+45 = 3" + 30 —4)" 28— 60 x 3" 4+ 32 —4)" )
—14 + 14(—4)" —14 + 14(—4)" 56+ 14(—4)"

La matrice diagonale D est inversible puisque ses termes diagonaux sont non nuls. On a
A~1 = PP~ et le résultat précédent s"applique avecn = —1.

L T70/3 )] =70 -1/3 0 1
l]vientalarsﬂ_l=~m(—'?{lf3 1] 1] ) =( 1/3 0 0 )

-35/2 -35/2 105/2 1/4 1/4 -3/4

Pn 0
4) Avec Uy = (qn ) etlly = (1), omally.g = %Aun, d'on:

Fir ﬂ
1 (—11" 21 — 45 > 3" + 24(—4)"
Uy = Eﬂﬂ"”g = W —T+45 = 3" +32(—4)" |.
—14 + 14{—4)"
an 1 12 16 i

Avec lim :'i“ =0 etlim oy =0, il vient limpy, = gz, limgn = g¢ etlimm = ¢.

On peut noter que pr + ga + fn = L.
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5 Puissances entieres de matrices d’ordre 3

Quelques questions peuvent &tre traitées avec I'emploi de déterminant, Le texte o'y fait pas appel
a l'intention des étudiants qui souhaiteraient un probléme sur les matrices sans avoir encore
étudié les déterminants, Leur usage n'est toutefois pas prohibé |

Mz(R) est le R-espace vectoriel des matrices carrées réelles d'ordre 3.

1 0 0 0 1 0 o 0 1
'[]I‘IFIEISEI=({I 1 {]).-E=(l 0 I)Etl::(ﬂ 1 D).
o 01 0 1 0 1 0 0

il h C
Pour {a, b, c)€ R, on note Tia, b, c) la matrice (b a+c b) et on considére l'ensemble :
P [ i1

¥ = {Tla.b.c) (a.b.c)ER"}.
1) Montrer que ¥ est un sous-espace vectoriel de Jl3(#) ; en préciser une base.

2) Exprimer B, C*, BC et CB a laide de 1, B et C.
Montrer que ¥ est un sous-anneau de Alg(R). Est-il commutatif ? Est-ce un corps ?

3) a) En étudiant le rang de Tia.b, ¢) par opérations élémentaires sur les lignes ou les
colonnes, montrer que Tia b, ¢} est inversible si et seulement sia —c=0 et (a +0)* — 2b% =0,

b) Farmer un systéme de trois équations, d'inconnue (a’, &', ¢")ER?, qui exprime que T(a. b, ¢)
admet T{a', b', ¢') pour inverse,

) Calculer, quand c’est possible, a’, &' et ¢’ en fonction de a, b et c.
§) Avec K = El'i.-‘ﬁ et n&M°, calculer K2, K2 puis K" en distinguant n pair et n impair.

5) a) On pose M = Ti1, v/2, 0). Exprimer M & 'aide de I et K.

b) Montrer que, ¥n € N®, M" =1+anK + buk®, aveCan =y % 2%, by =Y Ck gk,

I=k=n ixkein
k impair E pair

c) Expliciter an et by, en fonction de n (on pourra former 1 +an + bn et 1 — an + ba).
d) Exprimer M™ comme combinaison linéaire de 1, B et C.

Solution

1) Avec Tia.bc) =al + BB + oC,onaF = Vect(L B.CL Et T{a.buc) =0 = a=b=c=1
montre que (1, B, C) est libre ; C'est une base de & qui est donc de dimension 3.

2) On vérifieque B2 =1+C,c* = 1,BC = CB = B.
Il s'ensuit que IF est stable pour le produit matriciel et que deux ééments quelconques de &F
commutent. BC = B donne BIC — ) =0;avec B w D et C — I = 0, ¥ n'est donc pas un corps.

c—4 b oa

a—¢ b ¢
3) a) En retranchant €3 4 C1, T(a. b, ¢) a méme rnngquf( 0 asw b )
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Solution

Partie |
1 3
2-M -5 b P _é g
1) Le déterminant de A = M est | 2 S\ -3 | = | 0 1-A 1-a
1 5
2 -k
c'est-a-dire :
2-A -5 2
(L—-a} o 1 0 | =101 =RHA* — 4h)
|
. 5 2-X
Les valeurs propres de A sont donc 0, 1 et 4,
s Sous-espace propre Vg = Ker A
1 3
EK—EH+EE=U
1 3 . ) dx — i+ dz = 0
Le systéme { _ e xp= uivaut a
¥ et gy—5z=0 € {u+y+ﬁ:=l}.
1 5
EI'I-EH'I'E'E:D
Clest le sous-espace engendré par v = (1,1, -1,
» Sous-espace propre Vy = Ker(A — 1)
i 1 4
I_EH+E==D
1 3 , _ v —y+3z=10,
Le systéme ¢ _9y — —y— 2z = équivaut i
g e-zy-gzz=0 {4.:+y+3:=ﬂ.
2x+%y+§z=ﬂ
C'est le sous-espace engendré par vy = (1. =1, ~ 15
= Sous-espace propre Vy = KerlA - 4/)
[ 1 3
—Er—Ey+E:={}I
7 3 . dx +Ty+3z=0
Le systéme § 9y — gy = =2z = (0 Equivaut a
syst Ly~ gy =gz=0 quiy {{t+y—ﬂz=ﬂ.
1 4
| 2:+Eyn-i-:=ﬂ
C'est le sous-espace engendré par vg = (1, =1, 1).
1 1 1
« Les vecteurs vy, vy et vy ont pour déterminant | 1 —1 —1| égald —4.
-1 -1 1
1 1 1 0 0 0
Lama.lric:d:paﬁiachu=( 1 =1 -—l)dunnrﬁ=PuDuP_1,ﬂﬂ=(ﬂ 1 ﬂ),
-1 =1 1 0 0 4
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X+y+r=u 2y =y 4w y 1 1 0
x—y—z=v équivauti —2y=v+w etilvient P'._-|_l=§(ﬂ -1 _1)
—X—y+z=w Dz o=y 4w 1 0 1
. ttn + P = 1 .
2) Df = anDg + BaDf  équivaut & noH de solution :

41:1“ +lEBr,| = 4]1

4.—.:]."_! -II-H_]—-.L
i = T El Hﬂ = —ﬂ_l

Avec A" = PUDHFEI. cela donne A" = anA + ﬁnﬁi.
3) On en déduit que P est engendré par I, A et AZ,

Ces trois matrices sont lindairement indépendantes (vérification sans souci) ; ainsi @ est de
dimension 3.

Partie 11

1) M —AM - MA est un endomorphisme de M et € en est le noyau ; ¢'est donc un sous-espace
vectoriel de M.

Toute puissance A" de A commute avec A donc ® C 6.

2) Avec AM = MA, il vient AMX = MAX = AMX . Ainsi MX appartient au sous-eéspace propre Vi
de A. Or v, est de dimension 1 et, puisque Xest non nul, V, = Vect X. [l s'ensuit MX = pX, avec
1 € B Ainsi, tout vecteur propre pour A est vecteur propre pour M. Alors la matrice Py Lmpy
est diagonale puisque P est une matrice formée de vecteurs propres pour M.

. } =1 . 1
3) On a vu que si M commute avec A, alors P MP est diagonale, Réciproquement, pour

toute matrice diagonale D, la matrice PaDP,, ! commute avec A = PaDyoPy : puisque D et Dy
commutent. On a ainsi une bijection entre € et I'ensemble % des matrices diagonales.

Le sous-espace % étant de dimension 3, il en est de méme pour €.

Avec P C € et dim P = dim %, 1] vient 6 = 2,

&) SiM* = A, alors AM = M*M = MM? = MA. 1l existe donc D €% telle que M = PyDP; .

o O 0
M2 = A équivaut alors 3 0¥ = Dy, d'ol D = (ﬂ g O ) avec ey = +leteg = +1.
0 0 Zes

0 0 0 o o o
Posons Dy = (1] 10 ) Dg = (U 1 0 ) Les racines carrées de A sont donc :
o o 2 o o =2

(/2 -1 L /-2 -1 -3
Rl=Pun.P;]=§(—2 1 —1), R2=F{.D2P,|;'=E(E 1 3 )
2 1 3 -2 1 -1

Ry = =R el By = =Hg.
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Partie II1

1) OnaB = Ry = PyDyP; . En particulier, B* = A. Notons que B* = R} = pyDip; 1.

0 ] {0
n . {2k
. 0 Y UG 0 »
11 vient alors Crit) =1 + Py k=1 Pg
0 0 n{ u“m”Elr
(2K
k=1
1 0 L]
DnendéduitqueC[IJ=Fu(ﬂ cos [ o )F‘;1=Fuei1{l}?[;].
0 0 cos 21
1 1 +cos 2t l —cost —cost+cos 2t
i) = 1 —cos 2t 1 +cost cost — cos 2t
—1+ecos2t —1+cost cosi+cost
0 0 ]
De méme, Sit) = Py (El sinf 0 )Pu_l = Py Az (e, 1
0 0 gin 2t

1 gin®t —gint —sint+zin 2t
S“]'E —8in2t sint gint —sin2r |.

sin 2t sint gint + 8in 2t

10 0 0 0 0
z}c*nhs“m:pu(n cos®t 0 )Pn‘t+Pﬂ(1] sinft 0 )PU_'
2

0 0 cost2 0 0 sin?
=PRylP; ! = 1.
La réduite diagonale de C(t + ulest :
1 0 0
(ﬂ cos | cosuw — 8ind sinu 0 )
0 0 cos 2t cos 2u — sin 2f sin 2u

Il s'ensuit aisément Clf +w)h = ClECIe) — S1ES(u)
De méme,ona S0 +uw) = 5000w+ Clt IS,

1 1] LH
3) La réduite diagonale de Cit), & savoir A,(t) = (1] cos ¢ 0 ) . est de classe 0™,
1] 1] cos 2t

0o 0 0
Ona Aj(t) = (n —sint 0 ) = =Dy Ag (1) d'ob
0 0 —28in 2
C'ith= Py &) ()P, 1 = —PyDyP; 1Pg Az itiP; 1 = —BSt).
De méme, on a $'(t) = BCit) et on en déduit C"(1) = —B3Ci0) et 8"(1) = —B28(1),

4) C(1)Z = lim Calt)Z et, avec BZ = 0, donc B*Z = 0 pour k € M°*, il vient Calt)Z = Z puis
C(t)Z = Z ; de méme, $(t)2 = 0.
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7 Endomorphismes et base
formée de vecteurs propres

E est un espace vectoriel réel de dimension 3, muni d'une base & = (e,. e5. e5).
[ et g sont des endomorphismes de E dont les matrices dans la base 3 sont respectivement :

5 2 4 4 0 1
A=(12 3 a) et E=(ﬁ 2 3).
=12 =4 =9 -6 0 -1

1) Préciser f* et donner les éléments propres (valeurs propres et vecteurs propres associés)
de r.

2) Donner les éléments propres de g et montrer qu'il existe une base ¥ = (v, V3. V) formée
de vecteurs propres  la fois pour f et pour g.

3) Soit a et b des réels. Donner la matrice de af +bg dans la base V" et déterminer les valeurs
propres de U'endomorphisme af + bg.

4) En déduire les fonctions réelles x, y et 2 définies sur | - E E [, dérivables et qui vérifient :

x'u)= (5+dtanu) xlu)+ 2ylu)+ (4 + tanu) 2(u)
(:F) y'lul= (12 +6tanu) xlu) + (3 + 2tanu) ylu) + (8 + Jtanu) ziu)
giu)= —(12+6tanu) xlu) — dylu) — (9 + tanu) 2(u)

On pourra considérer ce systéme différentiel comme écrit dans la base @ et Uécrire alors dans
la base V" ; la résolution se raméne alors & celle de trois équations linéaires ordinaires du
premier ordre.

Solutien

1) Le calcul donne A2 = 1y doncs? = Id,
[ étant une imnvolution, alors Inv [ & Oppf = E.
xsy+2z=10
Les vecteurs invariants par f sont donnés par { Gx +y + 4z = 0
Bx +2y+5z=10
On adonc Invf = RV, avec Vy = (1, 2, - 20
Les vecteurs changés en leur opposé par [ sont ceux du plan G d'équation 3x +y + 2z = 0,

Les valeurs propres de f sont ainsi 1 et —1, correspondant aux sous-espaces supplémentaires
tormés des vecteurs x tels que fix) = x ou flxh= —x.

4 — A 0 1
2) Les valeurs propres de g sont donnéespar | 6 2 — 3 | =0, est-d-dire :
-6 0 =1 —X
(2 - MAE =31 +2) =0 ouencore (x - 1xx - 2)% = 0.
dx—z=0
Le sous-espace Invig) est déterminé par :
Gr+y+3z=0

Il est engendré par Vp = (1.3, =3) : g(Va) = V3.
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&) Soit T = [ty € GL,_ () et T ' = 1] son inverse.

0
0
a) On considére 5=(1E' “l:”)= T : | E MalC)
0
00 ... 01

Montrer que S est inversible et donner son inverse  Laide de 71,

On admettra qu'un prodwit de matrices par blocs s'effectue comme un produit de matrices
usuelles & condition :

1) de respecter ['ordre des facteurs dans les produits matniciels de blocs,

2) de veiller & ce que les tailles des blocs permettent d'en faire les produits.

b) On pose M’ =[my|=sMs .

-1
m:; : ) (M' est écrite par blocs, de fagon

analogue & (o matrice S c-dessus) ol D = diaglby. . ... by JE M, (T} et od U et V sont
dans M, g (T) et My, 11C) respectivement.

m—1 mn
¢) Calculer Y " mi, & laide des by ainsi que » mj; a laide des a.

I=l I=1

Montrer que M’ est de la forme M’ = (

d) Guelles sont les valeurs propres de m" ?

5) Montrer — par récurrence — qu'il existe une matrice carrée d'ordre n avant ay, ... an pour
eléements diagonaux et k., ..., A, pour valeurs propres si et seulement si :

[} L1
z oy = E k.
t=1 =1
Indication. On pourra commencer par prouver que dans un espace E de dimension n, si un

endomorphisme f admet n valeurs propres distinctes, alors il existe une base de E formée de
vecteurs propres de f.

Solutien

1) a) Avec la lindarité de la dérivation et la distributivité du produit par rapport 4 la somme,
il wient :

AP+ @) = i(p? — X2HAP + @)+ 2inX + adAP + @) = A g (P)+ @l@).

Onadeglp® - X*P' = 1+ degP et deg2(nX +alP = 1 + degP,
o SidegP < 2n,0n a donc deggiFP) = 2n

» SiP est unitaire de degré 2n, le coefficient de X*™*! dans (p® — X2)P’ est —2n et dans
2nX +a P cest 2n ; donc deg ¢(P) = 2n,

En conclusion, ¢ est un endomorphisme de E.
b) P = 0 est vecteur propre pour A si et seulement si (P ) = AP, C'est-a-dire :
(p® — X% + (2nX + 2a — WP = 0,
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o qui équivaut 4 :

F 2nX + 20 — A
™ -
P X% - p

d

A

5 5 décompose dans CiX) en somme de fractions

Etant donné un polyndme A, on sait que

Fx

du type oo avec les r, entiers naturels.

La décomposition :

ZnX+2a-A Znp+2a-h Znp-—32a4+h

X T R —p t X+ p)
et I'unicité de la décomposition d'une fraction rationnelle en éléments simples montre alors
que k est valeur propre si et seulement si ¢

2np +Eia —4 et 2np _Esﬂ +A sont dans &,

) 2np +2a - A Znp - 2a + A 2np +2a -k
Sik = , alors =2n - =2n - k.
2p 2p Ip h

Ainsi, Ay est valeur propre si et seulement si Ay = 2(n — k)p + 2a, aveck [0, 2n .

- . P fe 2n —k
P unitaire est vecteur propre pour k. si et seulement si FEX-p + -

P=(X —p]'t'f.h' +p]2"_p,

. c'est-a-dire :

€} ¢ n'est pas bijectif s et seulement si il existe x € E, non nul, tel que gix) = 0g = 0 - x,
c'est-d-dire si 0 est valeur propre de .

Ainsi g est bijectif si et seulement si 0 n'est pas valeur propre, ¢est-i-dire si a n'appartient pas
i I'ensemble des (k — nlp pour k €010, 2n ].

2) ¢(1) = 2aX + 2a conduit & choisira =

1
5
Nors: {21~ kip+1 / kel0.2n1} = {2k'+1 / k'€l -n.n1} donnep = 1.
Avec ces choix, on obtient :
gl(l) =1+ 2nX,
PX)=1+X +(2n — 11x*,
pour k €12 2n — 11, @X*) = kx* 1+ x5+ (2n — kix**! e,
(X2 = 2px il yin
Les termes diagonaux de la matrice de ¢ dans la base canonique de E sont effectivement tous
g a 1.

3) a) Le quotient dans la division euclidienne de P par @, unitaires, de degrés respectifs n et
n—1,estX —r.Onadonc:
P=(X—-ri@+R,avecdegR <n— 1.

48 rl
Dans P, le coefficient de X"~ ! est —EL, = Eq._
i=1 i=1

n—1
Le coefficient de X™ ™! dans (X —r)}Q + R est le méme quedans (X —r)@, Cestdone —r— E by.
=1
11 vient alors r = an.
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Pi
La partie polaire relative au pdle simple by est —b”,—

(X = by ) iby)
n=1
Oin a donce ——x—nn+Z Plby)
X —ni@ )
Ibl - & i3]
by — A (0] ag
b] detiM — W)=
(0)
B — & apog
=1 =1 =1 an — A

En développant par rapport 4 la derniére colonne, on obtient :

n-1 n=1

det{M — M} = {an — A) ['[u.-r.. A+ Zf—l]"" ar A
i=1 i=1

by—h O 0 0
0 by—h
- (0)
| o U T S 0
wec A=) g 0 0 by —A
{uy 0 0 .
h‘n-' _'h.
=1 =1 =1 -1 =1
c'est-a-dire , en développant suivant la i* colonne, & = (—1)"" H[b_; — k.
J=t
Il vient alors : detiM — W)= (=1"Q(x) | A - a..+z = (=1"F(r),
b — bJ
1=l
. T () =1 (0 T 0 : _
&) a]prmdu:tdes_([m . :]par(m] . )est [: ® . :]_I,q:equudnnne-
~1
S [‘r n}})
3 () 1/

h] Aver M ={ﬂ JI"r‘).,l.n'ul:
1-"1 an

-1 —1
SMS_|=(T rm)(n ul)(r [{I})=(TDT {JJ)1

olonaposé U =TL et V = 'I.s'.':l""1

c) Ona:

Zm”-Tr (tor~') = TrD = Etn

r-!

et imu- Tr (TDT l]|++:|,.-Zl'.|u+|::n th:u.-z:u.
i=1

I=1 i=] =1
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d) M = sMs~" donne M’ — M = sM5 ! - ass ! = s(M - AsTL
On en déduit que detiM’ — M) = det 5 detiM — Al det 51 = detiM — M.
Les valeurs propres de M’ sont donc celles de M.

5) En préliminaire, montrons le résultar donné en indication. Celui-ci va se déduire naturel-
lement du suivant :

si xp, «« » . Xp SO0t p vecteurs propres de [ € FE) associés 4 des valeurs propres distinctes
Ao -+« o A, alors (xq. - -, xp) est libre.

On procéde par récurrence sur p,

Pour p = 1, la propriété est vraie car x; = 0 donne que la famille réduite 3 x; est libre.
Supposons cette propiété vraie pour p € W° et soit xy, « .« - Xy Vecteurs propres de f associés
ARy, - oo A,y valeurs propres distinetes.

Considérons des scalaires o, - - -, ap,g tels que:

prl

z axy = 10, (1)
i=1

En composant (1) par f, compte tenu de fix ) = hxy pour tout i EF 1. p + 1 1, il vient :

S wnw=0,  (2)
I=1

et, en formant la combinaison (2)-hp,; (1), on obtient ;

P
E | t A= Apst }.1:'.| = 0. (3)
=1

D¥apres hypothése de récurrence, (3) donne Yt €[ Lpl o M = hpyy |} = 0 done
VielLpl o = 0 car les hy = Ay avec 1 = { = p sont non nuls, et enfin (1) donne
alors ap,y = 0.

Chn a ainsi montré que la famille (x. . - . . xp41) st libre, donc que la propriété est récurrente,
ce qui achéve la démonstration.

Dans le cas ol f € F(E), avec dim E = n, admet n valeurs propres distinctes Ay, -+« , Aa, toutes
famille (xy, - - - . xn ) de vecteurs propres associés respectivement i ces valeurs propres est libre
d'aprés le résultat précédent et maximale car dim E = n, c'est donc une base de E.

Les propriétés qui viennent d'étre établies relévent du programme de deuxiéme année.

Soit @y, ag, Ay et hg tels que ag +ag = Ay + Ag.

ay  apds = hjhg

Etant donné la matrice Ms = [: ) ona:

1 LE k]
] — & dyds — Ajha

Mo = ki) =
det(My — Ap) | 1 SN

|=:-~2 —{ay +ag)h + A hg = AZ = (hg + Ag) A + g Ag.

Les valeurs propres de M3 sont donc &y et ks,
On a ainsi montré que la propriété est vraie pourn = 2,
Hypothése de récurrence :
n-1 a-1
Etant donné a;, ..., a,_1, Ay, ....hy- tels que E ay = Z;u, il existe une matrice M, _

f=1 1=1
dont les termes diagonaux sont les a; et dont les valeurs propres sont les .
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mn n
S01t ag,. ... f@n, hjs.... Ae tels que Em 2 Z.?u,
i=1 i=1

n—1 A-1
Il existe by, ..., by_y deux & deux distincts tels que Z by = E -

i=1 1=1
L'hypothése de récurrence nous donne |'existence d’'une matrice M, € M,_,iC) dont les
termes diagonaux sont @, ..., ap_y et dont les valeurs propres sont by, ..., by_j.
[Yaprés la propriété montrée en préliminaire, puisque les by sont deux & deux distincts, il existe
une base de "~ formée de vecteurs propres de M, .. Dong, il existe une matrice inversible T
telle que T~ 'M,_ T = diagiby.....by_,) = D.
On construit la matrice M comme en 3/ et la matrice § comme en 4/,
La matrice M' = SM5 ™! répond alors  la question.
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B Sjcts dooraux

A Equations différentielles

Ex. 1

Soit £ une fonction réelle continue sur & telle que :

pour tout x € R, _,r{x:=—1—/q:2:—r1r{udh (1}
0

.t't

Déterminer une telle fonction qui soit de la forme fix) = hixle Z.

La fonction [ est supposée continue. 5a dérivabilité est assez visible. Une fonction définie par
intégrale {dont une borne est variable) de fonction continue est dérivable.

K x
Avec fixi= -1 —irj Fitidi +[ iritidi, on voit que [ est dérivable et (1) équivautd:
0 0

3y
Y ER,['ix)= —Efjiijdt —2xfix) + xfix) = —Ef SFlerde —xfix) , fi0)==1.  (2)
¥ LI

Il vient alors que f* est dérivable puis que (2) équivant a :
Flixy= =3 lx)—xMx) , FlO)=—1, F0)=0 (3)

Méme si cela n'a pas de grande utilité pour la détermination de [, il est aisé de montrer que f est
de classe O™ sur R.

Ainsi f est solution sur B de I'équation différentielle :
(Ly:y" +xy' +3y =0, avecyl0)=—1lety'id=10.
Cette équation du second ordre n'est pas a coethcients constanis.

La seule ressource disponible est d'en trowver une solution particuliére.

Une solution polynomiale de degré n €M devrait vériher n+3 = 0 { par I'examen des coefficients
dominants), ce qui est absurde. Utilisons I'indication donnée.

K
Soit h la fonction définie sur B par fix) = hix)e 2.0Ona:
. _xt
Sixi= (R —xhix))e” T et fMix)= (R"(x) - 2eh'lx) + (x* — Dhix))e 7.
1l s'ensuit que f est solution de (L) si et seulement si h vérifie A" (x) = xk'(x) + Zhix) = 0.

OIn est confronté i une équation différenticlle qui ressemble fort a (L), mais qui présente 'intérét
d'avair une solution polynomiale !

Considérons I'équation différentielle (D) : y" — xy’ + 2y = 0,
L'examen des coefficients dominants montre qu'une solution polynomiale est nécessairement
de degré 2, et on vérifie qI.IExI-—-xE &+ ox + [ est solution de (D) si et seulement sia = Oetp = —1.

i3

Avec hix) = x¥ = 1, une solution de (L) est définie par f{x) = (x% =1 7.

Il reste & vérifier que I'on a bien F(0) = =1 etf (D) = 0 pour conclure.
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Ex. 2

Equation d'Euler

Etant donné a et b constantes, on considére lequation differentielle :
(E): x*y" +axy’ + by = 0.

Justifier que la résolution peut se faire par changement de variable x = &',

Sauf cas particuliers, on s'attache aux équations différentielles sous forme résolue, cest-i-dire du

typey” = Fix, y. y'). Il estalors indispensable de distinguer les intervalles 1 — oo, Of et 0. +o0cl.

Un premier point est & éclaicir : x = ¢’ semble oublier x€] — oc, 0[.

Le changement de variable t = —x donne :
dy __dy, dE _d%y

et I'équation devient (en dérivation par rapport a I}l :
5" v aty’ + by = 0.
La résolution sur | = oo, Of se raméne alors & celle sur |0, +a20].
x =" est un changement de variable bijectif de H sur J0, +0cl.

Avecx = e, onatl = énxetyix) = yle') = zit).
dy dz dt 1de . d'y  1dz 1d%
ME':_-:I%=_&?T:E = o gp Puis E _i'_d_ T3 + l'équation (E} devient :
a2z

(L): —r_;+h1—1}—a—+hz =10

qui est une équation différentielle linéaire du second ordre 4 coefficients constants, donc
classique.

Ex. 3

Résoudre l'équation différentielle x4 + 4xy’ + 2y = fnlx + 1).

Léquation est déhnie sur | - 1, 4o,
Pour avoir une forme résolue, on distingue les intervalles 1 =] — 1. 0 et J =)0, +20f.

L'équation sans second membre .l:!E " 4 dxy" + 2y = 0 est une équation d'Euler (voir 'exercice
précédent).
Toutefois une remarque permet d'éviter le recours a une méthode générale.

Notons -:.lm.-.!:2 " + dxy' + 2y est la dérivée seconde de x?y.
Les solutions sur I ou sur J de x® y'" + 4y’ + 2y = 0 sont les fonctions de la forme ¢

1 b
H= e + ;a;. avec q el b constantes,

O utilise une solution de I'équation sans second membre pour faire un changement de fonction
INCONNUE.

1 .
x> — est une solution de x®y" + duy" + 2y = 0 sur J ou sur J.

. i 1
On effectue le changement de fonction inconnue défini pary = — =.
x
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Avecy' = -_253+-151‘ ety = Ep: - %:‘ + -lgz", ona:
x x x x x

oy Ay + 2y = 2"

On est alors ramené 4 résoudre 2" = @il + x)
Une primitive dex =+ fnx estx —x fnx — x.

Les primitives de én{x + 1) sont les fonctions :
ix + 1}#nlx + 1) — x — a, avec a constante,

Avec une intégration par parties, les primitives de (x + 1)dnix + 1) sont les fonctions

1 1
3lx + 1% fnix + 1) — E“‘E +2x) — b, avec b constante.

Les solutions z sont alors :

1 a
2= plx+ 1P e+ 1) — Sx% + hx + p, avec , p. constantes,
E 4 B P

Les solutions sur I ou sur J de I'équation proposée sont finalement les fonctions :

a
(x + 1) 3 o A
y:x'—F-—-E—;ﬂﬂ—ﬁ'IfI+l}—al~F+;.

Ex. 4

Equation de Bernoulli
Trouver les solutions ne s'annulant pas de y' +y —y® = 0. (E)

Une équation ditférentielle est dite de Bernoulli quand elle est de la forme ;
y' +alxiy + bxiy" =0,
ohva et b sont des fonctions continues sur un intervalle I, avec r réel, r & {0. 1}.
On cherche alors les solutions dérivables sur I' et qui ne prennent pas la valeur (0 sur .
La méthode classique est simple : on divise par y'.

On recherche les solutions dérivables sur B qui ne prennent pas la valeur 0.
Pour ces solutions, 'équation équivant & ;

]

7] 1
= =1=1}
T

r
En posant z = % Lona Ef = —z , ce qui raméne & la résolution de
Y

=z-1
Les solutions de cette équation sont les fonctions ;
x =1 +ke', avec k constante.

Pour revenir en g, il faut que £ ne prenne pas la valeur 0,

Lensemble de définition d'une solution dépend alors de la constante k.

« Pourk =0, la fonction x — 1 + ke* ne prend pas la valeur 0, tandis que

1
s pourk <0, 1+ ke® sannule pour x = Er:[—E]-
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Soit f une fonction vérifiant (3t).

Dievx informations sont immédiates :_i"2 = 1etil +_.I'"'}2 = 1.

Ona L,rf = 1, done la fonction f est bornée, & valeurs dans [-1, 1]
On a également (1+7'7% =1 etdone:

—1=14+f"=1 cest-d-dire -2=f"=0,
La fonction ' est donc négative et f est alors décroissante sur H.

la foncrion § est bornée et décroissante. [ y a donc une information sur les limites en oo
el g —20,

Le théoréme de la limite monotone montre que f admet une limite L en +o0o et une limite L'
en —oc.
En outre, ces imites vérifient: —1=L=L" =1,

w Supposons L < 0.
L L*
Il existe o = H tel que, sur [o, +20], L =flx}< 5 donc 1 —jz{x]l& 1- e

Alors (1 +j‘]2='= 1 —r* donne pour x € [, +ocl :

L2 L2
]+__,r“'|fx]=5=||+l,|*"[xﬁl|=EE I_T done fix)= .'la—T—l.
2

L , .
Avec A=14/1 -~ T- 1 = 0, le théoréme des accroissements inis donne :
pour x € [o, #20] @ flx) = flal=Alx — ol et lim file)= —oo.
Fa T =

On arrive ainst 3 une contradiction, doncL = 0.

= On montre de méme que L' = 0.
Il vient alors L = L' = 0 et la fonction f est la fonction constante nulle sur B,

Ex. 9

Résoudre sur B ['Bquation différentielle (E) 1 x®y" + xy' — dy + 4x® = 0.

On a déja rencontré une équation d'Euler. On a ainsi vu Putilité du changement de variable

défini par x = e'.

En posant x = ¢, ou encore t = fnx, il vient :

dy 1 dy dzy_l dzy dy
TeTxqw T GET I\ @ A

L'équation (E) devient ainsi :
2
d
(Ey): EE —dy+4e¥ =0,

Nous voila en situation confortable : équation du second ordre i coetficients constants et second
membre en exponentielle simple.

T d’ . -
L'équation homogéne (E}): dj!y- —dy =0 a pour équation caracténstique rt—g4=0

Les solutions de (E}) sont les fonctions @ yit) = aett 4 pe 3,
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L'équation (£ ) admet une solution particulitre de la forme y = ate™.
Par identification, on obtient « = —1.

Les solutions de (Eq) sont donc les fonctions
t(h = te® & pe™ ¥ avecin, plER®,

Celles de (E), sur R}, sont donc les fonctions :

xer(h—fnxl?+ 5, O, ueRE
X

Ex. 10

Montrer que toutes les solutions de I'égquation différentielle :
{E): y”+e‘=y =

sont bornées sur K.

En multipliant par 2y', on fait apparaitre 2yy’ = {yﬂjll.

Soit y une solution sur K de (E). Pour toutx € ®, ona:
Zylely' () = —2y' Gy xde
[1 vient alors, pourtout t E® :

t '
f 2yixhy () dx = —f 2y ey’ ede ™ dx.
0 i

4 [ L 2
f 2yixly'(x}dr = Eyiixl]n = y%(1) — y*(0) donne y?it) = y¥(0) - f 2y (x )y (x)e ™" dx (E)
i 4]

Comme y est continue, il en est de méme pour i et une intégration par parties du second
membre est légitime.

¢ i g
Intégrons par parties : —f Ey"tx}y'{.:}e"i dr = [ - yﬂ[x}e'”i] - f Exyrzlfx]e_xi dx
0 v Ja
¢ est-d-dire :
¢ t
_f Ey"i,.:}y'ix}f_rj di = yrEfU] _ HJE[”E—!* _ f Zlyﬂ[xle_xadx-
0 1]

t \ t
Avec f mm{xh—: dx =0 pour tout t € &, il s'ensuit —f '.!g,l”Uu:}_t,p"{_a:,'m;'"rr dr =y *(0).
o 0

Et en reportant dans (E), il vient y*(t) = g®(0) + y"3(0) pour tout t € R, ce qui montre que
toute solution de (E) est bornée sur R.

Ex. 11
Soit a une fonction réelle continue sur B et de période 1.

On considére l'équation différentielle y" — ay = 0 (E).

Montrer quiil existe un unique réel o tel que, pour toute solution non nulle ; de (E), la
fonction F : x = e7"fix) est périodique.

Les solutions de (E) sont les fonctions multiples réels de f = ¢, oi1 A est une primitive de a,

X
par exemple Aix) = f alt)dt,
il
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(On peut utiliser la période 1 de a pour examiner Alx + 1) puis pour exprimer f(x + 1).

1 k<l
Dnamx+1:l=f a[{:ld:+f ait}di. En notant que:
o 1

1 s x5
f’ alt}d!:f alf + 1yde =f alt)de,
1 0 0

il vient : Alx 4+ 1) = A1)+ Alx),
On obtient alors fix + 1) = gMIHAED 5 pAMLegy
1l s'ensuit que Fix + 1) = e e~ eMix) = e~ *MUp(y),

En choisissant & = A(1), alors F est de période 1.

Pour a = Al 1), il est vrai que F' n'admet pas 1 pour période. Mais ce n'est pas la question : il faut
montrer que F n'admet pas de période

Une fonction continue périodique est bornée ; cela peut étre une bonne approche pour montrer
que F n'est pas périodique.

Pour e = A1), posons P = All) — o et considérons Je cas B> 0.

Fix + 1) = ePF(x) donne aisément Fix + n) = e"PFix) pour tout n €MW",

La fonction f ne prend pas la valeur 0, donc F ne prend pas la valeur 0.

Pour Fix)>0,ona lim Fix+n)=+xetpourFix}<0,ona lim Fix+n)= —oo.
L= 00 T = e

Ainsi F n'est pas bornée et n'est done pas périodique.

On obtient facilement la méme conclusion lorsque 'oma g < 0.

Ex. 12

—&x
Résoudre l'équation différentielle 4" + 6y’ + 8y = f— .
x4

—3x
E 1
X 7—;—-—- étant de classe ™ sur K, les solutions sont de classe O™ sur #&.
x=+1

Classiquement, on commendce par chercher les solutions de |"équarion sans second membre,

Léquation r € C, r* + 6r + 9 = 0 admet ~3 pour racine double,

Les solutions de I'équation sans second membre sont les fonctions x — (hx + ple~3%,

Le second membre n'étant pas de la forme classique x +— ™ Pix), ol P est polynomiale, il n'y
a pas de méthode standard pour trouver une solution de I"équation compléte.

Dans ce cas, un changement de fonction inconnue permet de se ramener & une équation d'ordre

inferseur 4 2.
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Posons y = ze % 1 alors y' = (2 = 32)e ™ gt y' =(z" - 62"+ Oz e~
. . . . 1
Léquation différentielle devient alors 2" = :
;xz +1
'est effectivement plus simple, il ne s'agit plus que d'une question de primitives.
On adonc ' = Argshx + o, puis une intégration par parties donne :
[

¥
.e’i.l‘gsh.!d[=xﬁ|.rg'ahx—f dt
fl:l VIRV |
d'ol z = x Argshx — V%2 + 1 + ax + B, avec (. B)E R? et les solutions cherchées sont :
X oy + Ele_h + (x Argshx — VxZ 4+ l}e"'h-

Ex. 13

Déterminer les fonctions réelles, deux fois dérivables sur &, telles que :
pour tout x ER, f"(x)+f(—=x)=x +coax. (E)

Ce n'est pas une équation différentielle au sens usuel du terme.
La seule piste naturelle consiste i faire aparaitre f "' =x).

Pour tout x réel on a aussi f"(—x) + fix) = —x + cosx. (E')
Avec (E) et (EM, il vient :
(r(x) +‘,|""l:—x]} + Utx}+ff—xfl] =2cosx £t frr"{xil —Mi=x)) - {I’t:}—_ﬂ -x)) = 2x.
Les fonctions ¢ilx) = flx)+f(—x)et dix) = flx)— F{—x) viennent tout naturellement. Notons

1
que, au coefficient 3 pris, ce sont les parties paire et impaire de .

Avec glx) = filx)+ f(=x}, ona:
gl = ") — f'(—x) puis ¢"(x) = ")+ (—x)
et, avecix) = fix} - fl—x),ona:
W) = e = M —x),
On a donc ¢"(x) + glx) = 2eosx et (x) — dx) = 2,
& est une solution paire de y" + y' = 2cos x et b est une solution impaire de y'"' - y = 2.

» Les solutions réelles de " + y = 0 sont les fonctions x — h cosx + p sinx.
Notons que (x sinx) = sinx + x cosx et (x sinx)" = Zeosx — x sinx, donc :
{xeinx) +xsiny = 2c08x
et on a une salution particuliére de I'équation.
Les solutions sont y = A cosx + psinx + x sinx. Les solutions paires sont les fonctions :
§ X hCDRX + X DX,
= Les solutions réelles de ¢ — y = 0 sont les fonctions x «— achx + fehx.
Notons que la fonction x = —2x ¢st solution de " — y = 2x.

Les solutions sont donc les fonctions x — achx + Bshx — 2x. Les solutions impaires sont les
fonctions :
dixr— fehx = 2,

Les fonctions [ s'obtiennent 4 [aide de leurs parties paires et impaires.

On a done fix) = %I[q:th dix)) = %{hmx +pshx +xsinx — 2¢).

Pour conclure, il reste & vérifier que ces fonctions conviennent, ce qui n'est qu'une simple
formalité.
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B Courbes planes, étude affine et métrique

Ex. 15

d 2

. i t
Etudier la courbe paramétrée par  x(t) = T Wil = vy -

La fonction §»» {xtt,‘l. wit)) est de classe C™ sur B\ { - ;} et on ag- = ?

L'étude des branches infinies donne une idée ®généralen de la courbe,
Elle permet d avoir rapidement une ébauche qu'il restera ensuite 3 confirmer et & affiner.
e 1
a Branche infinie en — 3

Il ¥ a une direction asymptotique d'équation y = —9x,

Avect = —5 +h, il vient 3t = ~1+3n, d'ot y +9x = 32 = ;{—1+3h}2= é ~ 2h +olh):

la droite d'équation y = —9x + % est asymptote.
La courbe est au dessus de I'asympiote pour h < 0 et en dessous pour h = 0.

» Branche infini¢ en +o00

Il ¥ a une branche parabolique dans la direction de 'axe Ox puisque lim Yoo

1 [— oo X
Avech = prona:

4
y 1 R h* KO .
et I—ﬁ—ﬁ(l‘*ﬁ-l-'g-—ﬁiluih]

g 1 2h  KY am® 2 o 1 2 n
Alors iy 'F(I_T+T_W+Hh} donne y —M_—EH+§—-§+9{M_

y 1 1 h . s 1 1 2
Dr—E =—gptg- mi-mh]etl]wfm&::y = gy =g + gyh +olh.
1 1
La parabole 83X = v? - F¥ — g ¢t asymptote,
La courbe est en dessous pour ¢ voisin de —oo et au-dessus pour ¢ voisin de +o0.

Entrons un peu plus dans les détails par I'étude des variations de x et de y.
Omn dégagera 'existence (éventuelle) de point stationnaire.

« Dérivées
)= 331 + 20) et glin) < H2+30
Cass? U T Qe

o Pont stationnaire

L'examen des variations de x et y montre que, pour ¢ = 0, on a un rebroussement (en lorigine,
avec tangente verticale) de 1™ espce.

On peut améliorer le tracé en s'aidant de quelgues points supplémentaires.

Points particuliers : pour ! = L1 . 3- __2 _8 _ 4
parti Ip ==X = Y=g i pourt = g, X = gm. U =
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a Tableau des variations

2 1 1 0
tj™™ "3 "3 ~3 e
x' — - 0+ + +
00 +00 00
x Sy " e A 0.7
B 1 — o0
a7 4
y' + 0 - - - 0 +
4 o0 +00
-3 .
y P EER-AN N
— —o 0
s Courbe représentative
u
i
|
Ex. 16
cog B

Etudier la courbe de représentation polaire rif) = T+ cosHcos 00"

La fonction r est de période 2w, elle est paire et = n'est pas antipériode.
On étudie la courbe sur 'intervalle [0, =] et on complétera par la réflexion d'axe Ox.

Avec coa 20 = 208”0 — 1, le dénominateur est (cozf + 1}[21:}523 — 2eoaf + 1), il s'annule
en . La fonction 60 r(8) est U™ sur [0, =l.

Notons aussi que 'on a rif) = 0 pour 6 = ;

Aprés cette étude, qui a pour objet de préciser lintervalle utile auquel on peut se limiter, 'examen
de la branche infinie permet une éhauche du tracé de la courbe.

s Branche infinie en =

cos h sin h
B=zw+h.Onarig+hlenh = - )
1+ cosh —Ems_!-l:

334 a4 Sujets daraux



Ona—coshsinh ~~h etl h—-2cosh=1+1 n 2(1 3n’ [h“]r—l'iJItE
T 4 COE N BN £ =+ CiS - i CO8 = + -T- —T & T,

donc lim riw+ hisinh = +00.
=0

La courbe présente une branche parabolique dans la direction de Ox.

1 . . . ; .
Notons que r{l) = 5 et quil ¥ a en ce point une tangente verticale (par symétrie) puisque ce
n'est pas un point de rebroussement.
L'examen des points d'inflexion est rarement aisé. Un des cas ol cette étude est plus facile est

1
el o T est facile & dériver.

o Etude des inflexions
2 1

cosc ) 080

2+ Feos” # — Geos” 0
cos” @ )

Les variations de f - x— 2+ 3x7 — 6, avec S (x) = 3x%(3 — 10x%), montrent que, sur [— 1, l},
S s'annule en changeant de signe en xg = 0,95,

'y a donc une inflexion pour o = Arccos ;- 0, 33.

Une ébauche laisse penser & des points douhles.

w Poirits doubles autres que O :

— 4cos20 d'oi ;

= ! - 1 Mooy _
pO) = g7 = ooag +C08 26 donne p"(0) =

plel + p‘”['ﬂ} =

rifb+w) = —r{ll) pour ﬂ-; équivaut & 1—cos cos 20 = 1+cos 0 cos 20, c'est-a-dire cos 0 cos 26 = 0,

Avec cos B e 0, il reste f = E ou i = ETﬂ, ce qui donne les points doubles :

e (3) = (-3)

o

-
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Ex. 17
cos Ji

Ftudier la courbe dont une équation polaire est @ p(6) = R

La premi¢re chose i faire est de préciser ['ensemble de définition.
La parité, périodicité ou antipériodicité raménent 3 un intervalle utile détude qui réduat
beaucoup les développements techniques utiles.
X - CEN
La fonction p est ™ sur B {E +Ic§, IEEE},
Elle est de périnde 2= ¢t paire, et = est antipérinde.
. w .
On étudie la courbe sur [ﬂ. f] et on compléte par la rétlexion d’axe Ox,

Le plus important est d'étudier le signe de plB). Les informations ( secteur angulaire, passage par
I'origine) qui en découlent sont importantes, Les variations de p sont souvent plus ditficiles 4

déterminer.
™ ™ k)
B B 3 3
plEy | 1+ 0 — cof+0o + 0
« Origine

™ . ¥ ' L .
0= p{ Ej} : le signe de p monitre que c'est un point ordinaire,

T - , . .
0= p{ E) : la symétrie d'axe Ox montre que ¢'est un point ordinaire.

» Branche infinic a.*n;
cos(3w /4 +3h) V2 cos(3h)+sin(3h)

coslm/ 2+ 2h) 2 Sinl2h)

. V2 cosl3h) + sin(3h)
piisinh = T ok

plfi) = pim/d+h)= donne :

cosldh )+ 8ini3h) = 1+ 3k + olh) et Elj; = 1 + oth) donnent :

V2 32

p(ﬁ) =g+ Th +olh)

] = 5 i “ o ¥ =
Dans le repére orthonormal direct associé 3 langle polaire 7, la droite d'équation

V2 : : : 1
¥ = - estasymptote., Dans le repére fixe, cette droite a pour équation x — y + 5 = 0.

Avant % la courbe est en dessous de Iasymptote ; elle est au-dessus apris ;

o Tracé de la courbe

Utilisez une calculatrice pour controler votre interprétation graphique ! Un tracé est proposé a
la fin de I'exercice.
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s Autres points

Pour affiner un tracé i [a main de la courbe, quelques points sont faciles & placer.

En pl(0), la tangente est verticale par raison de symétrie de la tangente par rapport 4 Ox, en
sachant que ce n'est pas un point de rebroussement.

= est antipériode et Ja courbe est symétrique par rapport @ Ox. [l n'y a donc pas d'autre point
double que l'origine.

Ex. 18

Ftudier la courbe paramétrée par: x(1) =2t +¢2 , yiti= 2t — t_];‘r

Toute étude de courbe paramétrée commence par une analyse des fonctions :
teexit) et £—ylr)

Cest & la suite de cette éiude qu'apparaissent les situations qui demanderont une étude particu-

liére.
Fitrs [ﬂﬂ. yft,'l]l estC™ surR*. etona:

2
=201+, yliti= F” + 0% = 1w 1),

La courbe '€ ne présente pas de symétrie apparente.
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s Parabele asymptote

1

4
yiie) = 4% - T +a[:?) d'ol y*(t) = 4x(t) - Bt — % H}(tl) et, avec 2t = y{{}+o(%), il vient :

4 1
yP () + dylt) = dx(t) - i +a(FJ.

Done la parabole () d*équation v + 4y = 4x est asymptote 4 €,
En +00, dx(t) = y2it) + 4yit) montre que ‘€ est i droite de (P). Ef6 est a gauche de (#) en —oo.

L'équation de (#) se lit aussi (y + 2)? = 40x + 1), ce qui permet de marquer les éléments utiles.

L'occasion est donnée de montrer que les coniques restent dans votre domaine de connaissances,
méme si ce n'est pas |'objet premier du sujet.

Le sommet est § = (—1, —2), le paramétre est 2, le foyer est (0, =2},

Pour le tracé de la courbe, faites une ébauche avant de vous précipiter sur votre calculatrice, c'est
plus utile pour vous roder & ces questions.

» Représentation graphique

T

u

iy

s Auires points

4t + 1)

Pourt = —1, onadet(F'(). F"it)) = —5— |
t

1 1 ‘ 4f + 1)

; =——r,|—[ﬂ+mi—r+1}}.

_;+1 —_—
r
B+t —t+ =" =240 +3 =00+ 10t — 2t + et ¢% — 2t + 3 n'a pas de racine réelle,

Tous les points, sauf F(—1), sont biréguliers.
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L

2
) Venons-en aw segment [MN |, Pour une équation de la tangente, il y a lieu de distinguer le point

particulier A = M {E) = (0, 1),

A= M(%) = {0, 1) et la tangente en A coupe (Ox) en O, donc AQ = 1 est la valeur de MN pour

la valeur E du paramétre.

Pour t € ] 0. % [ la pente de la tangente est tant.

La tangente en M{t} a pour équation ¥ — yl(t) = (X - x(t)) tant.

o B ylt) an® 2 {H‘“)ﬂ_
L'abscisse de Nit) est donc X = xit) — T done MN* = y*(t) + tani) = 1.
Cos |
- Ii“}= El'-ﬂ-_-! cns
3} La restriction de M 2 ]'I]. %5 [ est réguliére et
r .
gty = %-‘:'ﬁ gint
A_uus! 0 0.® d ds  cost _q int)
\"E'Lmb su.r] .E[.ﬂﬂﬂ nnc—ﬂf—?ﬁ ¢t =ieosf, sant ).
Langle polaire ¢ = {T ?] est done t modulo 2=,
Les coordonnées du centre de courbure sont :
y dy t
I]'-I[!:l—d— I“]—E ﬁ'-l( TLE)
r dx |: dx . cos® ¢ 1
el HIIHIJ+E Iy!:llll-'irr = SInt + pr = m
ds ds  cost . , . .
Le rayon de courbure est R = ﬁ = I = Eni Mais, comme dans ['exercice précédent, il

test pas utile de &'y attarder. Réservons la formule ! = M + RFJ* AUx cas ol @ ne s'exprime pas
simplement en fonction du paramétre.

Ex. 21

Equation intrinséque

Donner un exemple de courbe paramétrée telle que : R?+s? = a?,

R é&tant le rayon de courbure, s une abscisse curviligne et a = 0 un paramétre réel.
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Une paramétrisation de courbe présente une connotation de cinématigue oh vitesse et accéléra-
tion sont sous-entendues en méme temps que [a trajectoire.

Les données 4 caractére géométrique (on dit : intrinséque) sont la position do point fixée par s,
le rayon de courbure R et 'angle ¢ du vecteur normé tangent.

La clé de tout exercice de ce type est d utiliser 'angle ¢ comme paramétre,
On admet que ¢est possible pour tout arc birégulier de classe 2,

Un paramétrage de la courbe consiste alors & exprimer les coordonnées (x. y) en fonction de ¢.

s Conditions nécessaires
Soit I un arc birégulier de classe C* paramétré par ¢~ M(g), ¢ €1, solution du probléme.

La condition R® + 5° = a® donne R = £/a? - 52, recherchons donc I tel que :

pour tout g €1, R = /a? - 52,

R ne s'annulant pas sur un arc birdgulier, on a nécessairement Y€l —a < 5 < a, €t la condition

_ ds .
R =+/a? — 52 s'écrit = dg ce qui donne :
a? — s?

. . .
Aresin g =9 %) puls s=a sinlg = gqpl
Limitons-nous alors i la recherche d'un arc tel que gg = 0, 0on a:

. ds
s =asing donc o = 1 008 .

Sachant que % = cod ¢ et % = ging, il en découle :

de dr ds 2 dy .
HE=HEHE=“¢°B ¢ et, de méme, dp = asinpeosy.

Avec %% = %fl + cos 2¢), on choisit ;

X = ;(¢+;§Ein2{p] = ;(2¢+siu2¢:)1
et avec j‘% = %ainﬂq:, on choisit :
u =-;-ﬁ:|32q:.

En posant ) = 2¢, on a aussi x = Ehluainmaty: —%mw-

Tout cela ressemble fort 4 une paramétrisation de cycloide, courbe classique incontournable, 11
reste & mieux la mettre en évidence.

Posons = ¢ 4 . [l vient x = '-:—Im-lrt —gintlety = %mst.
Un changement de repére va miraculeusement faire apparafire la paramétrisation usuelle d'une
cycloide.
) . o} a
Dans un repére od les coordonnées (X. ¥ sontliéesa ey parX =x — gwet¥ = z —y,ona:

[
4
Remarquons de plus que pour avoir un arc birégulier de classe €%, il faut se limiter &

X = =(f —sint) et ¥ = %{1-.3:.5:}.

= ] 2w, 2k + 1w [. par exemple & ] 0.2 [. et on obtient une arche de cycloide.
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e type de courbe est particuliérement usuel. Au besoin, votre calculatrice permettra de retrouver
son allure.

O vient ainsi de montrer que les arcs solutions du probléme sont nécessairement des arches de
cycloides, Il faut maintenant vérifier que de tels arcs sont effectivement solution.

« Condition suffisante

Considérons la courbe paramétrée par t — Mit) = (Eu - sint), Ei 1 — cos E]), e, 2.

Ona x'it) = % sin? % y'ity = dfsin % COs % et, cet arc étant orienté dans le sens des t croissants,
ilﬂenr% = %sin% et T = (sin%;m%) ce qui donne ¢ = % - %

[¥aprés les conditions nécessaires, s doit s'annuler avec ¢, on prend donc l'origine des abscisses
curvilignes en A = M{w). On obtient alors :
{

) a ud ~
i) = ’Emni u-—amsi

_R_ds_zds_ in L il vient :
£, avec ——dE—— E——ﬂ.ﬂﬂ.ﬂi—,l'ﬂll‘nt.

vie]o. 2= Riti® + st = a’,
d’od la conclusion.

Ex. 22
t-1.
‘ _ ‘ ¥ =fn [—r_;! T
Etudier la courbe paramétrée définie par
T % %t — 6)

a) xit)est de classe O™ sur | — oo, 00U W, 20U ]2, +0ol . ylt) est de classe O™ sur R,

20— 4)
xit= m—_é‘ip

ity = 3 tit - 4)
u =5 .

y'iey 3 4
()= —— = — (%t — 2),
muiE) s 10

lﬂ

6
En®, xit)~4dénle| et yity~ —gcz:

asymptote y = 0, avec Ime = Iuirnx = —oo,

16
En2, xit)~ <2dn|t - 2| et H[r]—_?}_;

16
asymptote y = ——, avec limx = limx = +a0.
ymptoley = =g 2, 2.
9 )
En —oceten —oce, xlf)~2én|t] et yit)~ £ : branches paraboliques verticales.
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c) Tableau des variations

+ " - ] +

- = D 4

16 a2

0
0

x | #00 M —m“—m A+l 4o v, G2 S +00
0 w ~F A +0C

y [—oe

Notons quelques points particuliers :
32

Mi-2) = (u. —F). M) = (0, —1), M(4) = (6&12. —‘55—2) M(6) = (43, 0).

d) Point stationnaire, pour t = 4, dont les coordonnées (approchées) sont (4, 16 ; =6, 4).
Les variations de x{({) et y{t} montrent que ¢'est un point de rebroussement.

mit) ne présente pas d'extremum ¢n 4. Clest donc un rebroussement de premiére espéce. La

48

pente de la tangente en ce point est m{4) = .

) Les variations de m(t) montrent qu'il y a un point d’inflexion pourt = ; . Les coordonnées
{approchées) de ce point sont (1, 96 ; —1, 66)

y

W
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T} Poine double
Pour t) = tg, les relations yity) = yltg) et alty) = x{ig) donnent, avec P = hjig et S = ) + I :
P=5"—65et SP® —4P(5° — P14+ 45(5° = 2P) =0 Cest-a-dire
P = 5% = B5 et SP* - 24PS + 45(65 ~ P) = 0.
S = 0et done P = 0 est & écarter et il reste
P=5"—65 et P*—28P+245 =0,
1l vient alors $%(5 — 6)% — 285(5 — 6)+ 245 = O et donc 505 — 6)" — 28(5 — 6) + 24 = 0 puisque
S =0 ou encore (S —6)° + 6(S — 6)° - 2BIS - 6)+ 24 =0
Les racines de X¥ + 6% — 28X + 24 sont 2 (apparente) et —4 £ 2v/7. On a donc:
S=8 ou §=2(1% 7).
5 =Bdonne P = 16 et conduit 3 X2 — 8X + 16, qui a une racine double, C'est & écarter.
5 =201 — /7) donne P = 20 + 447, mais X% — 201 — v/TIX + 20 + 4+/7 est sans racine réelle.
I} reste enfin § = 2(1 + VT et P = 20 — 47, ce qui conduit 8 X* — 201 + T) + 20 — 4/7, de
racines réelles 1+ 7+ m. ayant pour valeurs approchées 1, 7 et 5, 6.
Calculons les coordonnées x4 etya du point doubleenfonctionde S = 21+ T)et P = 20—-4+/7.

+ +
(tytg) 1 P
2 5 donne x=4,33,

1 ]
¥a = = |xlty)h+ xltz)] = = fn =—_f —
A= gl ) 2 (4 =2fle-2° 2 (P-2544)

(6F — PS) donne gy - —2, 43.

[ ]

1 1
Ha = 3 [y“t:' +y“g}}| = m{ff + i% = E“f +IE:I]I =

C  Fonctions de deux variables

Ex. 23

Déterminer les fonctions réelles de classe €2 sur B* x & qui vérifient :
a8y
at at X

On pourra utiliser x =u +v et y=u —w.

Une étude de changement de variable pour des dérivées partielles dordre 2 est traitée en théme
d’étude, Voir le théme d'étude 5 de ce chapitre.

[3¢ la sorte, le changement de variable proposé n'est pas l'effet d'un titonnement et de hasard.

Pour le changement de variable bijectif défini paru = é—{x +yletp = %[x —yhona:

il 1y i
ax E(ﬂ'u * ﬁ'u)'

il 1 ] i

gy E[E B E)

i 1, a° i a?
;;‘EIE(F"' ﬂuau'ra_f:]'
¥ 1( i it ﬂ"’)
;,yz T 4 ﬂuz T ,-_h_,z
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et il vient :

atat ot
e ayt  Audu’
En posant glu, o) =[x, y) = f{u + v, 1 — ©), on est ramené aux fonctions de classe ¢* sur le plan
privé de la droite u + v = 0 telles que :

ﬂzg T 1 2p

T .[u“_,]a - .[u.HJ]E a {u+u]a'

dg 1 T
= - +
e ute (g4 p)

+ riv) oit r est une fonction de classe ¢'.

1] importe de cerner les qualités des €constantes d'intégrationn,

'ﬁﬂ% est de classe (1, la constante d'intégration r est donc de classe ¢l

] L
- = ——— + riv) donne glu, v) =
oy (U +uv) g u

une fonction de classe C°.

=+ Riv) + 5(u) oll R est une primitive de r et 5 est

En conclusion, les solutions sont les fonctions [ déhinies par:

Flxyl= % +Alx +y)+ Blx -y} ol A et B sont des fonctions de classe 2 sur R.

Ex. 24
Déterminer les extremums de la fonction f : (e y)e= [x® - y) (3x® - y).

La fonction f est de classe O™ sur R, Les extremums sont nécessairement des points oi grad
est mul,

ﬂ[.11.'.1,r:l = itl[ﬂ-xi - Ey}
Le gradient de f en (x. y) est : i

if 2
ﬂ—y{x.y'.l = —dx” + 2y
Les points ou f peut présenter un extremum sont ceux qui vérifient :
x=0 3x? - 2y=0
ou
—dx® 2y =0 —4x?+2y =0
Il est facile de voir que l'origine est le seul point o0 f peut présenter un extremum.

Onaf0,0) =10

La forme particuligre de fM(x, g} invite & examiner des paraboles.

Sur 1axe des abscisses, on af(x, 0) = 3x* qui est strictement positif pour tout x = 0.

Sur la parabole d'équation y = 2x%, on a fix. 2¢%) = —x* qui est strictement négatif pour
tout x = 0.

1l s'ensuit, qu'en (0, 0}, la fonction ne présente ni maximum ni minimum.
Il est en fait aisé de voir ot ona fix, yl = Detononaflx y) < 0.
« La parabole # d'équation y = x* partage le plan en deux régions.

Au-dessus de ®, onay > x%, done x% — y < 0.
Au-dessous de P, on a x% — y = 0.

Chapitre 7 - Equations différentielles. Courbes paramétrées. Fonctions de deux variables| | » 347



Hidden page



f y de [ y ooz b di
1+tan® 0 + y2 \/1

yamtl

iy cos b
i db sin @
I cos _ l; dunnff i (H’ )
\./1+y2—y23i112ﬁ 1Y sin” v/ 1+tanf + yE Vi1+y?
l+y

-m -
VIL4+ 2201 + y2)

x
En notant que sinfl = 7—.-nnaf‘[:, y)= Arcsin
1+x2

Par symétrie des rdles jouds par x et y, la condition :

X

I{l +_:,|IE}I n,.-"'rl + x2 +5||2

aF
-ﬁg {:xl' y} =
est satisfaite.

P P ol . Xy I ale
Aingi, 'application F : B = R, (x y)— Arcsin n_f11+x2]tl+yﬂjegtd“]mc ,elle a pour

différentielle dF = w.
Ex. 26

Déterminer sup .
(el 1P [l + L Hl + U ]

U+

{1+u:}+{:+ o7}

La condition nécessaire d'extremum concerne les fonctions définies sur un ouvert.

I R R (w o)

est définie et continue, positive sur [0, 115

De ce fait, on étudie les extremums éventuels de [ sur 10, 1(2, sans oublier d'étudier aussi ce qui
se passe sur le bord de [0, 11%,

Sur l'ouvert 1) = 10, 112, F est de classe ¢! et > 0.

Lhre que f présente un maximum en (ug, vy} équivaut 4 dire que g = €nof présente un
maximum en (uy, vy

La fonction g = fn f est encore de classe 1.

Une condition nécessaire pour que f {ou g) présente un extremum en (u, v) est :

ag g
E{u' vl = -:E{u. )=

Avec glu, v} = fnlu + v) = f (1+u®) — én (1 +0%), 1l vient :

ag 1 2ui g 1 2
it UL Jay? " 00 MAU ] ppf
- . . u [ E]
En un point de gradient nul, on a donc nécessairement g = -
1+u l+u

. x . . .
La fonction ¢ : x == P étant strictement croissante sur [0, 1], il en découle que 1 = v,
+x

1
La fonction @ atteint son minimum O sur [0, 1] en 0 et son maximum g €n L
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Alors EIF = I—fa-%g donne 3u® = 1,doliu =v = Jlﬁ .
Le seul point critique sur {lest A = (?15 ?1-5] etona: flA)= g—}-ﬁ
Etudions f sur la frontiére de [0, 1)

flw0) = # = glu) donne 0 = f{u, 0) = % eton a % < FlA

u+1l 33 2 4 )
{uw, 1i= t {Al—Ffilu, li= +1-= w+1)}.
Sl = oo sronasid i aql—ﬁ( A"

2
2 4 4 4
Hutunsqun:ﬂ— fﬂﬁ“ = (u - m) - etqueC=1- m -5 = (I, et on a donc :

3v/3 2 \*
‘rta'ql.}".'f‘!iqulm((u-m) +C)'.'ﬂﬂ.

Par symétnie, on a aussi ({0, vl < flA) et Sl oh < flA)

La suite des calculs n'est guére enthousiasmante ! Le plus sage serait d'admettre un résultat
classique pour les fonction réelles de variable réelle : une fonction continue sur un segment
est bornée et atteint ses bornes. Uanalogue donne que [ continue sur le pavé fermé [0, 1 est
bornée et atteint ses bornes. Avec ce résultat, le probléme est résolu ; le minimum est atteint en
(0, 07 et le maxinum en A.

Cette démarche conforme au programme de 2* année serait acceptée lors d'un oral !

J présente un maximum absolu et strict en A si et seulement si :
SUA) = fiu, 1) > 0 pour tout (u, ) € [0, 1% 1 {A).

/3 U+ v 33

A (1+ HEHIHJE]I ) 8(1+u")(1+ uﬁ ({IHEH““E} B E;_-E{u+u])

raméne & l'étude de 8u, v) = (1 +u®)(1 +0%) - &;—.ﬂ'ﬁm +u), pour établir que & présente un
minimum nul strict en A. Ce qui n'est pas immédiat !

Conclusion

En admettant le résultat évoqué ci-dessus, [ présente en A = ( : ;1;-) un maximum absolu

3

e

et strict sur [0, l]z, de valeur %ﬁ

Ex. 27

Etudier les extrema de la fonction réelle f définie sur B? par :
Tl )= %+ y® = 20 — y)2.

La fonction f est de classe ™ sur B2,

FE2 étant un ouvert, les extrema sont nécessairement des points de gradient nul.

af 4. af a3
ey =4 —dix —w) Ty[.\‘.y]—qy + 4ix — Y.
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af a af _ . 3. .a_ a3 e L
-ﬁ;myl-ﬂﬂﬁgu.y}-ﬂéqumutax + " =0etx” -y — 2(x — y) =0 'est-d-dire :

y=-x el x(x® - 2)=0,

d'oi les solutions :
(0.0}, AWZ —v2) et B(—vZ V2

Examinons maintenant quels sont, parmi ces points, ceux ol f présente un extremum,

« Onaji0, 0)= 0. Montrons que [ ne présente pas d extremum en O,

Il suffit d"hexiber, dans tout voisinage de O, des points ol prend des valeurs de signes contraires.

En effet, [{x, x) = 2x* et fix, —x) = 2¢%(x* — 4) montrent que, dans toute boule de rayon r < 2,
onaflx.x)>0el fix, —x) <0, dés que x est non nul.
s EtudeenA
Ona fiA)= —B. Posonsx =h+v2ety=k — 2. Ona:
Six g = =8+ 10n% + dhie + 10k% + 4V (h? k) + 0t + it
Cest-d-dire flx, y) = F(A) + Bih® + k%) + 2th + k)* + 4v/2(h® — k) + h* + kH, donc
Fixy) = (A =8(h* + K*) + 42 (1" - k%),
4v2(k* - k%)

En posant —e—~ = glh. k), 0N a ) klim{l.lh elh. k) = 0, donc il existe a = 0 tel que:
(k= 0,00

sup{|h|. lk|) <a = |elh. k)| <8,

Ainsi, 5up[|h|1 |irf] ca = fleyl—filAl= {h2 + !4.'2} (8 + &lh, b)) = 0, ce qui montre que f
présente un minimum €n A.
s Avecfix yl=f(y. x), on voit que f présente aussi un minimum en B,

Ex. 28
Un ouvert U de B2 est étoilé par rapport & a € U lorsque, pour tout v € U, le segment [a, v]
est inclus dans U,

On considére une fonction de classe ' sur U, ol U est un ouvert étoilé par rapport da €U

et on suppose que gradfy = 0 pour tout v € U,
Soit u € U. En considérant la fonction ¢ de variable réelle définie sur [0, 1]1< R par :

@lt)=fa + tlu —a)),
montrer qu'il existe #=)0, 1] tel que :

Sluy=fla)= {Erﬂiﬁlr—ﬂ”u _'ﬂ}

et conclure.

5if est constante, ses dérivées partielles sont nulles en tout w € U, <est-a-dire que le gradient
de [ est nul en tout point de U7, Clest la réciproque qui est objet de 'exercice.

Pour une forme plus familiére, on pose a = (xp. yo) etu = (x4 ).

Alors,ona (t) =f{xp+ t{x) — x). o + t {1 — yo)).

il

Il s'ensuit ¢'(t) = {x; — ru}%[u +tu —al) + [y — yo) %I{n +tlu —a)).
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Comme [ est de classe ', il en est de méme pour ¢. Ona:
Slu)=Jila) = ¢(l) — 0
La formule des accroissements finis donne ¢(1) — ¢(0) = ¢'(8), avec 0 < 8 < 1, soit :

a i
Slul—jfla)=lx; —xm%m +Bu —all+(y - yu}-}%fﬂ + B —all

Ol encore : fiu)—fla)= Iigm;irﬂ.,_m“_dﬂu ~a).
I s'ensuit flu) = fla) donc f est constante sur U,

Comment ne pas faire le paralléle avec le théoréme usuel pour une fonction réelle, dérivable sur
un intervalle de B et de dérivée nulle ?

Ex. 29

Etant donné une fonction f de classe ¢ sur | — 1, 11, on considére la fonction g définie sur

2x
Jo.5 [ xpars ot =s (Shgg )

.2 .2
1) Exprimer le laplacien de g, Ag = t—;% + Ez a laide des dérivées premiére et seconde
X Yy
cos Lx
'I:lE'_f 2n -EHE .
. . . cos 2x
2) Déterminer parmi ces fonctions f celles pour lesquelles Ag = P
i

1) Pnurtnutf.:,y]E]ﬂ, E [ * H,ona %E]— 1, ll:t][ll. g[ % B est un ouvert de RZ,

_ag _ siny cosly i o cosdxsh2y , F cosdx
'Dl'ld E[x.y]—_z E‘lﬂy‘f ( chzy) Fl_yt-g nhzgy ELE; .
Il s"agit 1a d’un simple calcul de dénvation de fonction composde,
Il en est de méme pour les dérivées partielles secondes.
=3 = 2
iy ~ cosdx , f cosiy sin” Zx _,, [ cos 2y
m{x.yj- _4_ﬂ_ﬂ y_f ( chﬂy ) + c;h_ﬂ Ey"r ( l:hﬁy 5
.-‘rgg‘ dc0s2¢ Bsh’ 2y cos 2 I cos 2x . 4Eh22ym-32 h_i’" cos 2y
= —_ + =
Ayt Y ch 2y ch” 2y chiy ch® 2y chZy

Et ces dérivées partielles sont continues.

1l s"agit dans un premier temps de prendre connaissance de ce laplacien.

sin® 2x  sh® 2y cos’ L o | cos2x
Toy : h2
ch™ 2y ch™ 2y ch 2y

8 cos 2x shzﬂymh I cos 2x
ch 2y ch® 2y chly |

sin® 2x ch® 2y + sh” Eymsz 2x 1% co8 2x
ch? 2y ch 2y

Aglx. y) = 4(

o cos2x ch® 2y — sh® 2ycos2c | , [ cos2x
,,_.],323 ch2y |~
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1 X
1) a) fix 0= 5 (Eutfo u{stS) = uix).

Attention a la dérivation d'intégrale dont les bornes sont variables.

gixl

X = I apuurd&rivérx'—iw'{x!.r{qpix}}»
a
i

mais x — g apuurdérh*fcx-—h—qlrfxlf{ﬂxi}l.

wlx)
"rt_: t = ! (u'll_: w1 =l — )+ pix +t)+pix - IJI) donne en particulier a—'rl[.r 0) = pix)
At 3 pa Fras :
q 1
'—"r:_r_. = 3 (u:"ix +th+u"lx — O+ e+ ) —vix— :,'IJ.
r'l't
af e, i
— i, ) = -(u:.:+:3+ul.:-tj+u{x +!]—u[.t'—t}).
A 2
f-'f{r 1 i i ‘
il —?{x ()= -( s tien (x— tj+u[.r+t}—u1x—!])
i 2
1 2
:Jl_f ﬂ‘j
donnent : —lx i) — _E'[’"”' =
ix Rl

2) = Aveculx) = sinx et vix) = sin 2x, la fonction définie par :

1 +[
yplx. th = 3 (utr +1)+ulx — !J+f! uts}d.s)
x—I

vérifie les quatre conditions (1), (2), (3), (4).

= Les conditions relatives 4 z sont alors :

2 2
i~z A"z
(1) : —gixt) - —xt)= 0 sur [0, 7] = K
ix i

(2) : 2zl t)=zim ) =0 pourtout { ER,
(3) :z(x, 0} = 0 pourtout x € [0, %L

it
(4) : T:{_:. 0y =0 pour tout x € [0, =]

Pour la résolution de |"équation du second ordre aux dérivées partielles, on reprend la démarche

wue dans exercice 23,

Enposantp=x+tetgq=x—1t etzix ) =Zip. q):

2 2 1"125'.'
1 (x.1)— xt)=0d t ——=0,
(1): :;!x} —!-.r} EvIEn FTXT

ce qui donne Zip, g) = pip)+dig), d'ob zix, ) = gix + )+ bix — ), avec ¢ et § de classe c? surR.
o zix. 0} = 0 donne @lx) +lx) = 0, dob ¢"(x] + Jix) =

i
. -i-u 0) = 0 se lit g"(x) — d'ix) = 0,
et ces deux relations donnent ¢' = ' = 0, done ¢ el constantes et ces constantes sont opposées,
compte tenu de ¢lx) + ilx) = 0.

On en déduit que = est la fonction nulle et il s'ensuit que yg est 'unique solution.
: 1 . "
3) Dérvons yg définie par yplx, £) = 3 (sin{.: + 1)+ sinix — )+ f sin 2s d.s) .
x i
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5i la formulation de la question fait un peu peur, il suffit de 'analyser rapidement pour que les
difficultés disparaissent. 1| faut porter un soin particulier a la dérivation, par rapport a x ou par

I
rapport 4 t, de 'intégrale f sin 25 ds.
¥=[
K 1 .
Ona -.fT':'.(x, ()= 3 [mutx 1) —eosly — )+ 5in 20x + ) + 2in 2w — IJ)., C'est-d-dire
i
ETE':H"[AL'. t)= —sinx sini + sin2x cos 2¢

et il vient ensuite :

2
i . 1- 2 1 - dx -
T ——

Les intégrales sur [0, =] de cos x, cos 2x, cos 3x et cos 4x sont nulles,

. g 2 L 2
Il s'ensuit _/:(_EII'”) dx = EEEm t+eoa” 21,

i . o .
On a de fagon analogue %EL 1) = cos x cos { +cos 2x ain 2t et il vient ensuite :

2
Y g l+coslx . o COSX +C083x 4 14cosdx
(a—x{x.t]) = o8 r—2—+3mI51n£rT + 8in EET'

F:
o
Il s'ensuit f (%EL!}) dy = gfl‘:ﬂsﬁ! +3in22!:| et finalement, I(t) = .
0
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B hires d'étude - Problemes

1 Equations différentielles du second ordre,
raccordement de solutions

On considére les équations différentienlles sur K :
(E}: (l+chxl" —y'shx—y=1, (F}: (1+4chxy” -y shx-y=0, (G}): y"-y=0.

1) En exprimant les solutions de (G) & I'aide des fonctions sh et ch, déterminer les solutions
communes a (F) et {G) et les solutions communes a (E) et (G).

2) Pour résoudre |'8quation (E) :
a) sur K et sur B” , on effectue le changement de fonction inconnue défini par :

iy = chx + zshx.
Former l'équation (H) du premier ordre vérifiée par z'.

b) Résoudre {H) sur B et sur B® et donner les solutions de (E) sur ces deux intervalles.

c) Trouver les solutions de (E) sur K.

Selutioh

1) Les solutions communes a (F) et (G) sont caractérisées par le systéme différentiel :

{ y'=y

ychx —y'shx=0 (F)

Les solutions de (G) sont les fonctions x— = ae™ + fe” " avec (a, BIE R?, ou encore :
y = hshx + pchx avec(h, pie w2

L'ne telle fonction est solution de (F') 51 et seulement 51 = 0.

Les solutions communes & (F) et (G) sont donc les fonctions y = hshx, avec AER.

Les solutions communes 4 (E) et (G) sont caractérisées par le systéme différentiel :

{y” =y

ychx —y'shx=1 (E)

Les solutions de (G) sont les fonctions y = Ashx + pchx avec (v, pi € R,

LUne telle tonction est solution de (E') 51 et seulement 5 4 = 1.

Les solutions communes 4 (E) et (G) sont donc les fonctions ¥ ~schx + Ashx, AER.

2)a) Ona y=chx+zshux, y' =shx+zchr+z' shy et y" =chx+zshx+22 chx+z2" shx.
y est donc solution de (E) sur Iy ou sur I3 si et seulement si
shx(l+chx)z” + (2(1 + chxichx - gh® x)z' =0,

c'est-a-dire shxil + chx)z"” +i1+chx¥z' =0 soit:

(HY 2"shx +(!+chxk’ =0 ouencore z"ah%+z’~:h;=ﬂ.

2
b} Les solutions z; et z; de (H) sur I; et sur iz sont z;, = Tk d'od = =k, Py .
sh? - th =
2 2
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On en déduit que les solutions y; et yg de (E) sur 1y et sur Jg sont :

Yk =ch.r+i:5,rshx—4ukch3%-

¢) Pour que des solutions se raccordent, il est nécessaire que :
i) = yal ) &= w; =y et y{tﬂ] —-_u'lz'mj = B1 = P
Ces conditions sont évidemment suffisantes, donc les solutions sur ® sont :

IHEhI+ﬂHhI+.ﬁ.EhE%-

2 I:unatiun differentielle du second ordre,
de type Euler

Soit a un nombre réel non nul.
On considére ['équation différentielle, de fonction inconnue y réelle, sur )0, +aof :

(Ea): x*4" +12a + 1% + a2 1y = ~1.
1) On suppose a = 0. Donner les solutions de (Eg).

2) On suppose désormais a > 0.

a) Vérifier que y =x"" est solution de I'équation homogéne :
(Ha) : .r""lg" +(2a + 1"y’ +ﬂi_r“_ly = ().
b) En effectuant, dans (Es), le changement de fonction inconnue défini par :
y=zx 7,
former U'équation différentielle vérifiée par z et intégrer cette équation.

¢) En déduire les solutions de (Eq ).
d) Exemple. Résoudre sur R U'équation d'Euler (E;) : »%y" + 3y’ +y = 1.

3) On suppose a = e.
a) Déterminer la solution f de (E.) qui venfie : fil)= —1etf(1)=2e — 1.

b) Soit ¢ la restriction de f & M. el
o

Montrer que ¢ admet une fonction réciproque g et calculer f qiy)dy.
1

Selutien

1) (Ep)estéquation : xy" +y' = =L
En notant que x+—sxy" +y' est la dérivée de x —ay’, les solutions sont les fonctions qui vérifient :
. . A
xif = —x +MAER cest-a-dire ' = -1+ Pl
ce qui donne les solutions x ~— hfnx — x + p, (A, p) ERE,

2)a) Avecy =x"% onay = —ax"? Vet y" = ala + Lix =%, 1] vient aisément :
.:'"'y" + (2 + l}.r"y' * ngxﬂ']y = 0,
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b) Avecy = zx~ conay = —ax " lzex "% ety = ala + 1 " — 2ax " g 4 x "0,

Il vient alors xz" + 2 = —1, C'est-i~dire que z est solution de (Eg).

€) Alorsz = hinx —x+pdonney =x""(hfnx —x + ph

. in x
d) Dans le casa = 1, les solutions sont y = A— + % - 1.

3)a) Onafix)=x "(hénx —x +pb, puisf'ix) =x~" (; - 1] —ex " Uhdnx —x + pl

Avec (1= =1+ petfill= —elp— 11+ h — 1, la solution vérifiant f{1)= =1etf{11=2e -1
estdonnéeparp=0eth=e.

C'est la fonction définie sur BI par fixi = x (e fnx — x).

b) ¢'lx) = x'f(g - 1} —ex ety —x)=x"""ie -1 - e tnx+e) = x " Tulx)

1 2
¢ de—=1lx—e
uix)=le - lix — e*fnx + e donne w'ix)=e—~1- e
. e e’
-'E L L] ¥ i E
Ona u'ix) li}l.mr]lilI E—_—]-] dong sur 10, e] puisque 0 < e < =1
Avec ule) = 0, il s'ensuit que g est strictement croissante.

Avec lim ¢ix) = —oc et gle) = 0, @ est une bijection de |0, e] sur | = oc. 0],

x —=il)
Rappelons que ¢(1) = —1.

0

Pour le calcul de I'intégrale [ glydy, effectuons le changement de variable déhni par:
-1

y=glx) ou x =gyl

L
J'=f gty}dy:fxq;‘l:x}dx.Dninlégreenjuimparpartiu:
1 1

= &
I= [x¢1xi]f—/e¢{xbdx=l+f x]_ed.r—ef x % fn x dx.
1 1 1

e D
-1
ﬂnaf xl_"l:l.r=e
1

2—e

En intégrant 4 nouveau par parties, il vient :

@ El—f 1 & L —& 1 |
- - _ - - _ -
J{x ﬁ'l.vrul:l.nr—1_“‘1l l-c*_/;x d.t—l_e ]2{-& 1).

2-e 1 E:.!—.e

T-¢ e-1

Onaamsil =14+

e l—e , :
e' 7% = 1}, c'est-a-dire :
(¢ — 1]2{ }

e 1

I=1+—E-
(2 —ele - 1)
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3 Equation de Legendre, solutions polynomiales

Soit y une fonction deux fois dérivable, de la variable x.
n étant un entier naturel, on considére 'équation différentielle :

(En) f_:E—lJyr"+2xH'—n[n+]]y =,
appelée «équation de Legendre d'ordre n».

1) Etude du cas n =10
On considére donc (Eg) ¢ (x% — Liy" + 2uy' = 0.

a) Déterminer, pour x appartenant 3 l'un gquelcongue des intervalles | - o0, =11, | = 1 1[,
11, +=l, la solution générale de (Eq).

b) Quel est 'ensemble ¥y, des solutions sur B de (Ey) ?
Déterminer celle de ces solutions, py, telle que pp(1) = 1.

2) Ftude du cas n = 1

On considére donc  (Ey): (x® — 1y" + 2xy’ — 2y = 0,

a) Déterminer l'ensemble ¥y des polyndmes solutions de (E ) sur B et en particulier I'élément
m de ¥y tel que py(1) = 1.

b) Soitr une fonction définie sur D =] = s, =1 U] = 1, 1[ U]L, +ocl et z une fonction définie

sur 0* =Dy {0} par z(x) =“@.

Montrer que sif est solution de (Ey) sur chacun des intervalles J—oo, —1[, 1-1, 11, 11, +acl,
alors, pour tout x € D*, z vérifie une équation différentielle du second ordre, soit (E]), que
l'on écrira.

Donner alors, pour x appartenant i lun quelcongue des intervalles - oo, —1[, 1- 1. 1[,
1, +0cl, |a solution générale de (E, ).
3) Etude du cas général

On considére (Eq) : (x* - 1y" + 2xy" — nin + Ly = 0 et on suppose n = 2,

On se propose, dans ce cas, de déeterminer l'ensemble Y, des polyndmes solutions de (E.)
sur K.

Soit P défind sur B par:
Plx)=agx? +ag_1x97 "+ ... +apx +ag, avec ag =0
a) Montrer que, si P appartient & ¥,, alors g =n et a,_; = 0.
b) Trouver, pour tout entier k €[ 0. n — 2 |, une relation de récurrence entre ag et ag,s.
c) Expliciter, dans le cas ol ay, est non nul, a;, en fonction de a,.
d) Déterminer pa EYs et ps €Yy tels que poll)=1 et psil) =1,

Solution

1) a) (Eg): (x* —1)y" + 2y’ =0 équivauta ((x® - Liy') = 0, s0ity’ = _'l-'&_l sur chacun
x —
des intervalles | — oo, =1[, 1= 1L 1, JL +2cl.

x—=1
| + 1 avec (h, prERZ,

Alors la solution pénérale de (Eg) est y = hén | w71
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b) Les solutions sur B de (Eg) sont les fonctions constantes.

En particulier, py est la constante 1.

2) a) (Ey): x® — 1" + 2ay" — 2y = 0. Les polyndémes solutions de (Eq) sur R sont né-
cessairement de degré 1 (par I'examen des coefficients dominants de (x* — 1)y", de Zxy'
et de =2y).

Alors Px) = x +a est solution de (E; ) sur R si et seulement si 2x — 2(x + a) = 0 pour tout x

réel, c'est-a-direa = 0.

Les éléments de Y| sont donc x — hx ; en particulier, py @ x —x.

b) f = xz donne ' = x2" + zetf" = xz" + 22’ ;alors (x* — 1|f" + 2¢f" — 3f = 0 devient :
x(x® = 1)z" 4--2|:2.=r2 -1)z' = 0.

Avec - 2(°-1) 2 1 1 u“f_ﬂihi—l} _En| 1 |
{xﬂ—] x x+l x-1 x(x* =1) xz{.ri—l}

. 1
Les solutions de (E ) sont données par 2’ = A——5——.

x*(x" - 1)

1 1 s
Ave —ﬂ— + ———, il vient :
¢ {x —1] .?“‘r =1

x—1
Z=X (— +'§&le+1 |) s, L ERY
1l en résulte que sur chacun des intervalles | — oo, —1[ et 11, +ocl, la solution générale de (Ey)
sl :
x=1
x+1

Une solution sur | = 1, 1] provient du raccordement en 0 :

xl—rh(1+;ﬁi

) + LY, a'm:{.h.pleE:.

. -1
= d’une solution x — &y (1 i E[ﬂ. x

) + pyx sur ] —1,0[ et

x=1

e ) + pax sur |0, 1.

s d'une solution x — Ag (1 + Edh

On voit facilement que ce raccordement exige Ay = Aa, iy = pg, et il en résulte que la solution
générale sur | — 1, 1[ est encore de la forme :

el (1 + % fn
En seconde année, on dispose de théorémes permettant de prévoir la forme de 'ensemble des
solutions et on pourra alors retrouver les résultats précédents, sans probléme de raccordement.

x =1

rrel ) + K, avecih.p}EHE.

3) En): (x® —1)y" + 2y ~nin+lly=0etn=2

Pix}) = agx® + ag_yxT beosapx 4 ag avecag = 0.

a) Si P appartient & Yn, alors les termes dominants de {xE — 1)P", 2xP' et —nin + 1)P sont
respectivement glg — Llagx¥, 2gagx? et —nin + Lagx9.

Pour que P soit solution de (En ), il faut donc que :

qlg — lhag + 2qag — nin + llag = 0.
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Comme on a ag = 0, il vient glg + 1) = nin + 1), ce qui donne g = n car g et n sont entiers
naturels et n = 2.
Le coefficient de x" ™! de (x® — 1)P" + 20" — nin + 1)P est alors —2na,,_,, et il S'ensuit :

Ap—-1 = 0.
"
b) Soit P =Zﬂp:";ﬂn a donc :
kwi}
Fl
P = Z kr:i.;t.:k_l.
K=l
n—2 it
P =Ytk Dik + 2agox® =tk — Dkagx™ %,
k=0 k=0l
Il vient alors ;
n n—2
(x* = 1)P" + 2P — nin + 1P = Y "tk ~ Dkage™ = Y "l + 1tk + Zhaj.px”
k=l k=0
n ]
+Ez}mk.rt —-nin + IJZukxk.
kil k=0
Aveca,_q = 0, il reste ;
n—=2
(x* =~ 1}P" + 2xP' — nin + 1P = Z (I:ﬁ:{ir + 11— nin + 1)ag — Gk + Lik + zmﬂ)xk
k=i

Alors, pour ke compris entre O etn — 2, on a:
(ktke + 1) = niln # Lhjay = (k + 1)k + 2)ag,g.
€) Avecayy =0 onaa, g (=0 Pourk€l0,n - 2], posons k = n — 2h.
La relation de récurrence donne alors :
(n—2h+1)in—2h+2)a,, _ap.a = ([n—ﬂh in—=2h+1)=nin +l}:|r.1rj _an = =2h{2Zn-2h+1da, _gp
et il s'ensuit :

P p
H[n = 20+ 1)(n — 2h + Dag_gnez = (—2P [] h(2n - 20 + Day g

h=1 h=l
c'est-d-dire ;
p=1 P
[Ttn - 20 — 10 - 2n)a,_on = (=2 [ ni2n - 2h + Vag_g
h=i) hwl
p=1 P
puis  an H{n —2h — 1)in — 2h) = (-2 ay, _gpp! H{En — 2h + 1) et finalement :
b=l h=1

il (=1/P(2n - 2p)!
Un-2p = 90 7GoT 5n — pilin —pil -

d) polx) = agx + ap etag = _'132_" Et poil) = 1 donne ag = % puis paix) = %{3::3 — 15

a 5.
palx)= bg.t‘s +byxeth) = —Ebg. Et pg(l} = 1 donne by = 5 puis palxl= %fﬁx‘? — dx).
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a) Montrer que s est un endomorphisme de E; .
b) Suivant les valeurs de k £ R, préciser les fonctions u € E, telles que siu) = k.
3) On considére l'application i définie par :
YuEE;, flu): x— Zxulx) - u'lx).
a) Montrer que f est une application linéaire injective de E; dans Es .
b) Etant donné v € E5 , montrer que l'équation différentielle :

Zxyix) — y'ix) = vix)
admet une solution unique dans E; .

o
Exprimer cette solution i l'aide de j vitle™"" dr et définir Uapplication s —*.
0

4) Tout u € E s'écrit sous la forme u = uy +uy avec u; €E; et ug EEs.
On définit 'application & de E dans E par :

D) = suy) +flug) +F ~ Hug)
Déterminer les couples (A u)E R x E tels que &(u) = hu, en utilisant 1.3).
On exprimera u a l'aide de f et des solutions de ['équation (1).

So]ution

| Partie I

1) a) « 5o0it p la projection sur E; parallélement a Eg et g la projection sur E; parallélement

iEl.

Lapplication F se décompose en F = sop +f op+f~ ! aq. Somme de composées d'applications

linéaires de E dans E, F est linéaire.

= Si Flx) = 0, avec fix;) € Eg et slx; )+~ xg) EEy, alors By M E; = {0} donne fix;) =0

done x; = 0 puisque f est bijective ; il vient ensuite f ~(xg) = 0 donc xg = 0, d'oli x = 0.

D¢ noyau nul, F est injective.

h‘ll Snity = iy + Yz, [yl.yg] EE; ¥ Ea.
Pour avoir Fix) = y, il faut et il sutht que yp = filx ) et y; = slx) + " Yaxa)

I vient xy = f " ysg) puis xg =_fly,) = o5 of " Myg), ce qui montre que F est surjective et

o a
F-l =(ld—f ns,‘lnj_inqﬂ" o,
2) a) Pour x = 0, l'injectivité de F donne Fix) =0, donc b = 0 puis A = 0.
Avecx = x) + xg,(x), 23 EEy x Eg, Ey M Ez = {0}, Fix) = Ax équivaut i :
Slxy) = hag et stxg)+7 " Vixg) = Axy = 0.
Sixy =0, alors hxe = 0d'oli xg = 0 puisx = 0,
Sixg = 0, alors fix)) = 0 d'ol x; = 0 puis x = 0,

En conséquence, ni x; ni xs n'est nul
1 Ag

b) Fix) = hx donne aussi s(x;) +f " ixg) = hxy,
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Or fixy) = hey donne f ~Hag) = %x..d’uﬂs{x.}: (}u - %) x) @ ce qui donne :

1
b= L—I.

3} A nouveau, on a Fix) = Ax si et seulement sifix;) = kg et s(xy ) +F~ eg) = hoey.
. 1 o s
T vient alors f ~xs) = X1 ek avec sl ) = oy, il vientf~Mxg) = (A — pleg.

. 1 . 1
On choisit done A tel que T = A—ppuisx =x + I_.I"ixl .

Partie I1
dy dv dt 1 Cdly dg 1y de L1 . simty 1
1} i} . = I d= =T—';6-E—i- PLI]SL-E = HT(Y?IE}E = [YI:.'I:IH! +fm'5-r) 05 [

donc ¥ vérifie :
Y+ AYi =0, {2)

. Y
O note souvent (comme en cinématigue]) Y an lieu de d_l'll'_

b} Les solutions de (2) sont classiquement les combinaisons linéaires de :

s (sl eti—t> sihm0,

n feeshy/—Aett—=ch=ht sik<,
w {—sgin/Al elf—cos Al sih=0.
2) a) La linéarité de s est banale.

(s be Fait que 5 envoie Ey dans Ej qui est important,

5i u est impaire, alors u’ est paire et u” est impaire.

11 s'ensuit que x = (x® — Lu"(x) + xu'(x) est impaire.

Ainsi s est un endomorphisme de Ey .

b) Les fonctions u € Ey telles que s{u) = Au sont les solutions impaires de (2).

Ce sont les multiples réels de :
s x+— Arcginx sih =10,
. xn—rah{-..-"—hhmﬁinx} ik =0,
. r'—rnin[ﬁhr:ﬂinx] sih=0,

3) a) f est linéaire et, pour u impaire, f{u) est paire : alors on af & F(E;. Eg).

u est dans Ker [ si et seulement si elle est solution impaire de I'équation :

(3) u'lx) = Rauix).

Ces solutions sont x — ae® avec o € R. La seule solution impaire est la fonction nulle.
Ainsi f est injective,

b) Utilisons la méthode de variation de la constante :

yix)= -.::ﬂ.lv:Jms""H est solution si et seulement si a'ix) = —utx}n"s, C'est-a-dire :

X
alx) = -fuu;«e‘*’d: +k, avec k E n,d‘uny[xnz-e"f pite=" dr +ke® .
L] L]
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A
= —_ 1 ] 1 5 1 [ ]
La foniction x — —e* f withe ™" dt est impaire. Et c’est a seule solution impaire.
0
1 " a s . a | = _!1
7% est la fonction qui, 4 v impaire, associe x = —e* f vithe ™ dt.
0

&) On écarte u = 0 ainsi que k = 0 et pour A € B, on pose :

1
p.=]'u.—I.

Avec 2), on détermine les solutions uy € By de sluy ) = pay.

1
Les éléments u de E tels que ®(u) = hu sont uy + 1.-”“1?'-

5 Equation aux dérivées partielles
du second ordre linéaire

1) On désigne par a, b et ¢ des réels, avec a » 0.

Etant donné / de classe ¢2 sur B2, on pose D(f ) = o 9k % a*f
J L3 ur ==, P ooy _Er'];z-'- ﬁrﬂy+fﬁy2'

a) A quelle condition, portant sur les couples (a. 3) de réels, la fonction ¢ définie par :

e, gl = (ox + . P+ y)
est-elle un changement de variables ?

b) Etant donné s telle que Dif ) = 0, former 'équation différentielle vérifiée par la fonction :

1

g=leg .
2) On suppose b* —ac = 0.
2
Montrer que U'on peut choisir « et B de maniére que Difj = 0 &= a':' gu = 0.
3) On suppose b — ac = 0,
2
Montrer que U'on peut choisir « et B de maniére que Dif} =0 = ':—'g = 0.
i
4) On suppose b? — ac <0,
, . . a’g  ag
Montrer que l'on peut choisir « et B de maniére que Dif} = 0 = e
ol [l B

5) Résoudre les équations suivantes :

2 2 .. 2
a Fi

3) T — 4t #3220,
i ﬂ.h’f']y ﬂH

.3 2 2
rl ar o Ar
R R TR A
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5) a) Avec b® —ac = 1, on choisita =3 et f = 1,
F.Igg
du dp

= [ donne glu, v) = Flu) + Gle) Cest-d-dire :

Sl y) = Fide + y) + Glx + y),
avec F et G de classe 2 sur B.

b) Avecb® — ac = 0, on choisita = é et B = 0 (par exemple).
42

i

=0 donne giu. v) = oF (u) + Giu) c'est-d-dire :

2

jtx,y]=yF£%+yh+Gt; +uyh

avec F et G de classe %2 sur R.

Ainsi on a Ag = 0 si et seulement si ¢ est solution de I'équation différentielle
(1+3) ")+ 2t " (1) =0,
ce qui équivaut d (1 +12) ¢ (1)) = 0, ouencore (1+¢%) ¢' (t) = k, avec A E R
Les solutions sont les fonctions définies sur K par
@ii) = hAretani + p, avec (h p) € R,

6 Facteur intégrant

Objectif. On considére une forme différentielle w = Pdx+{ dy +R dz de classe C' sur un
ouvert U © R®, Cest-d-dire que P, @ et R sont des fonctions de & dans R, de classe ¢!
sur U,

On dit quune fonction ¢ de B® dans R, de classe ¢ sur ©, est un facteur intégrant de w
lorsque la forme différentielle gw = ¢P dx + ¢ @ dy + ¢ R dz est exacte.

1) Soit w = P dx +@ dy la forme différentielle définie sur U = R® par:
Pixyl=1+e ¥, Qlx.y)=sx — 2.

a) Vénfier que w n'est pas une différentielle exacte et déterminer une fonction g, réelle d'une
vanable reelle, telle que la forme différentielle wy = giyil + e Y)de +glyix — 2)dy soit
exacte,

b) Déterminer alors les fonctionsf : R* — R telles que w; = df.

2) Soit w = P dx +Q dy +R dz la forme différentielle définie sur U = (R3)7 par :
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a7 _ dT
TEI_‘ Ol encone T-

T.

K| =
=]

dN

an
Lre méme, avec ' = —?,ﬂﬁqm  Fia

=) =

b) I' étant de classe C¥, R est de classe .

Onal=M+ RF 1 en dérivant, on obtient %rg =3 F-lr +R d?

Alors % =7 et d_di"; = —% T donnent % = R'N, donc, puisque R’ ne sannule pas, la

tangente ¢n § 4 % est dirigée par V.

2) Comme R" ne s"annule pas, on peut se placer dans le cas ol R’ » 0. Le repére de Frenet de @
enl est alors (L, N, ?}

Dna E'reta—& HET h'.-fec-&;-ﬂ"ﬁ’,jlvient£=&l;.

La courbure v de % en I est donnée parg=~p{—?}.
dv  dsdW 1 ( 1

o e 1
Avee v = qeqe = o -ﬁ?)1 il vient y = = le rayon de courbure en I

pour & est RR',
3) Avec MP = %ﬁ = %Rﬁ, onaP =M+ %Rﬁ'-

En dérivant, il vient %g = dﬁ";’ + én‘i" + %Rgg— =T 4 gRN = 5T = 5(T + KW,
Le centre de courbure J est défini par il = ~RR'T etavec Ml = R, il vient :

M) =RI-R'T + N,
(}nendedult(m|3—:] (?+RE"|—R? ﬁ)

Avec (T |?l= (N | Ni=le(T | N =0, il vient (J‘-ﬂ|15—) = 0, ce qui prouve que la
tangente en P 3 A est perpendiculaire 4 la droite MJ.
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B <jets d'oraux

A Espaces euclidiens

Ex. 1
Dans un espace vectoriel euclidien E, de dimension 3, on considére un vecteur 7 normé,

Etudier lapplication f: @ P A(T A ') de E dans E.

En considérant I'application g : il F M Tf, onaf =geog.
MNotons qu'il n'est pas dit que [ est linéaire ; il faut donc s'en changer.
Lapplication g : @+~ P A W est linéaire, par bilinéarité du produit vectoriel.
Alors [ = g o g est linéaire.
Pour toute application linéaire, le noyau et I'image sont instroctifs.
Omn profite de F normé pour le compléter en une base orthonormale directe. On prend un

vecteur normé ' orthogonal 3 T et on forme ensuite 7 = 7 A 7.

Soit (F. 7. 7 ) une base orthonormale directe de E.
On ilﬂ'l:?.‘r}} = ﬁ, g[?}= T et g[_r.}= —?. Il s'ensuit :
FipI=0. flgl==q etfiri==r.
Il s'ensuit que le noyau de J est la droite Ry, et que l'image est le plan engendré par i?. )
¢'est-i-dire .
En fait 'information sur Im [ est facile 4 préciser.
Limage de f est plus précisément le sous-espace des vecteurs changés en leurs opposés par f.
On est plus a "aise avec des vecteurs invariants.

L'endomorphisme @ = —f est la projection orthogonale sur le plan ™.
J est donc la composée (commutative) de ¢ et de — Id.

Ex. 2

L
E = RalX ] est muni du produit scalaire défini par (P|G) = [ Pie)Q(t)sint di.
0

Former une base de £ qui soit orthonormale pour ce produit scalaire.

Bien que |'énoncé déclare que 1'on dispose d"un produit scalaire, il n'est pas inutile de confirmer
cela.

La symétrie de (P. Q) — (P|@) vient de Pit)Q(t) = Q(tIP(t) pour tout { réel.

La linéarité de P~ (P|Q) découle de la linfarité de I'intégrale sur un segment.
La bilinéarité de (P, @)~ (P|@) en résulte.

Pour tout ¢ [0, wl, on a P*(t)gint = 0, donc (P)P) = 0 pour tout P EE.
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Etant donné P € E, comme la fontion t — P*(t)sint est continue et positive sur [Ow], 'égalité

f PEt)gint dt = 0 implique P*(t)gint = 0 pour tout ¢ € [0. =],
i

On a donc P%(t) = 0, d'oi Pit) = 0, pour tout r=}0, =f.
Admettant une infinité de racines, le polyndme P est nécessairement nul,

En conclusion, (P, @)+~ (P|@) est un produit scalaire sur E.

Pour une base orthonormale de E, on applique le procédé de Schmidt & partir de la base
canonique l[l. X, xﬂ) pour obtenir une base [Fﬂ. Py. Pg} telle que :

Wk [0, 2] degPy = k.

Soit Py = @ » 0 un polyndme constant. || Py || = 1 s'écrit :

Tr i
f o sintdi = 1,
i

" o .. 1 1
donc avec Iy = sint di = 2, il vient 2a® = 1. On choisit o = T.dum:F =7
. b
e Py dedegré 1 s'écrit: Py = aX +£:-Fu=n.!r.'+ﬁ1 avec a =,

(P1|Pg) = 0 donne a (X |Py) + bl Fy ||* = 0, 'est-a-dire 2 f fsinddt +b =0,
V2 Jy

Enintég:a.ntparpnnies.h:[j Isintd!:[—tms!];irfﬂ m5!d1=11.d’n-£lb=-u§§-

L 2
On a alors Py = u[x - ;) et ||P |I* = 1 donne aif (t - E) gint dt = 1, 'est-A-dire :
i

2
-EIE(IE =l + “Th}) =1,
=
uﬂunapusé.pnurmurnEN,In:f t" gine de.
]

=
F::-uru:B-E,nnah;:[—r"ma!];mf ["_lmﬂtdl=1="+nf t" " eost dt.
0 0

Puisf "1 coat di -[!"'l E]'.I'll]; - (n - l}f (" gintdt = —(n - 1)i,,_g donne :
] i
In=w" = nin = 1My_a.

_ . n®
Avecly = 2,il vient Iy = =* — 4, et ||Py || = 1s'écrita® (7 —4) = 1

On choisit a = z Aot py = i :

;2(1#—3} ;Ehri—ﬂ}
s [Py Py, KE} étant une base de Fo[X ], on a maintenant : Py = uX® + vP| + wh.
Les conditions (Pg|Pz) = O et {P|P;) = 0 donnent :

w+u{X2Py) =0 et v+u(X%P) =0

at —d =4

1 1'r 1
Ave REF = 2 infdi = —fa= —— . 03 = = .
':{ | D}I ;2./; ¢osmidt w.-"riz u"ﬁ Lond . EE
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2z — =i
Puis, avec (X*|Py) = f (26* — mt?) sintdt = —————
il."n.' 2w - 8)

ﬂ]'3==r3—ﬁl| = o° — G, il vient :

2 2
[ =% — ] -8
{KE]P]_]I =n HTE puls v=—uw ‘-“1—

On a donc Py = u{}a:2 — wX +2). Alors || Py i* = 1 s'écrit :
u“['k.i,, — iy (P +d)lg — 4wy +d¢n] =1,

et, avec Iy = m* — 1205 = = — 12 o° +48, il vient :
du?{10-%%) = 1.

2
1
Ot chodsit w = Jd'on Py = )
24/10 — =2 2/10 — =2

Finalement, une base orthonormale de E est ;

2% — = X mx+2
T Vaa?—8) 2/10 - =t

Ex. 3

On considére E = B7 euclidien canonique orienta,
'objet du sujet est I'étude des applications ¢ de E dans E telles que :
Viw v) EEL, (gplulje) + (ul ¢ ) = 0.

Montrer que ¢ est linéaire et donner sa matrice dans la base canonique (e, es.e3) de E.
Montrer qu'il existe un vecteur w € E tel que ¢lu) = w A u pour tout u EE.

Pour qu'un vecteur soit pul, il suffit qu'il soit orthogonal & tout vecteur de E. Clest un moyen de
prouver que @i + pu) = k@ u)+ pg (v,

On a donc
[q:lihu + ].L.I.'I]'lw}l = —[hu + LLL?iiF-ELH_:l}l ==k {ul q;fw}} - y.I[l.J| l.pfw}}
= h[q:fu liw} + J.LI[m[ullw:I = I[Mp'[uH p.q:l[u]lu.r}-
Pour (. p) € B et iu, v) € E? fixés quelconques, on a :
(lhu + ped — A g lu) — p g (o)w) =0 pour tout w EE,
On en déduit glhu + ped = A @ lul+ p g (v), et il s'ensuit que ¢ est lindaire.

On a besoin de ¢ley ) et pour cela, il est utile de connaitre |:::|:|If£'1 }|-E'1}| . {1.|:-{£*| ]|Eg}...

Notons que, pour tout u €E, on a (glubu) + (u] ¢ w)} =0, done (glulju) = 0. Ona donc:
|IFF':'E-'1 :'|'E-‘1]| =1, |[¢EE¢J|-EQII =1, l:tp{li'gl]ea} =10,
On pose {gle)lleg) = v, (¢leglles) = a, (plegller) = . Alorsil vient :
(glealler) = —v (wleglles) = —a, (@le))es) = —B.

0 -y B
[l s"ensuit que la matrice de ¢ dans la base (eq, eq, e3) est A = ( v 0 —u)

- o 0
On considére alors w de coordonnées (o, B y). I vient :

whe sy, =Blhwhess{—yv.0aletwAe; =B —a il
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I est maintenant plus facile de déterminer I'orthogonal de ce sous-espace.

1 1 1
1 -1 0| =2 montre que 1 & Vect(ll, V}.
1 1 0

2
Le projeté orthogonal de 1 sur Veet(l, Viest R = (I|IN + (J{LL!, soit R = I_sﬂ

Alors (Veet(U, V)~ est la droite dirigée par 1 =R = é{d - x?).

Um st dans un espace de dimension 3. Lorthogonal de Vect(U, V') peut aussi s'obtenir par un
produit vectoriel,

Mais pour cela, il faudrait connaitre les coordonnées de U et V' dans une base orthonormale et
non pas dans la base canonique IIL X, XEJ .

Ex. 5

Soit E un R-espace vectoriel muni d'une norme ||. || telle que :
Vi EEL, |x+y|®+|lx -yl =2(Ix 1 + 1y ).

. 1
Soitf : EX 4 R, (e y) tesg (llx+yl® - e~y ).

On admettro que, pour x et z fixés, ['application de K dans B : ¢ = fitx, ) est continue,
Montrer que :
Wix.y 2} EEY, fix +y. 2) +Jx -y, 2) = 2f(x, 2),
puis que : Wix, 2) EE2, f(2e z) = 2f(x, 2),
et que : Wiu, v, 2) EE?, flu. 2} +[iv, 2) = fu + v, 2}
En déduire que ; est un produit scalaire sur E.

Connaissant un produit scalaire, on lui associe une norme, Le probléme inverse qui consiste 4
examiner si une norme donnée est associée 3 un produit scalaire est plus difficile.

Dans le cas présent, la norme est assortie d'une propriété par ailleurs familidre. Clest & partir
d'elle que I'on souhaite installer un produit scalaire,

Il st bon de dire ce qu'est une norme pour voir de quelles propriétés on dispose. [application
x == || x || est une norme lorsque cette apphication de E dans H vérifie :

» Yo EE, | x| =0et| x| =0siet seulement six = 0,
o VOLX)ER®E, || Ax|l =l lix |,
o Vic gl EE lx+ull= x|l +ilyll

o fiy.x)= ,,1 (My+x 1% =y —xi*) ety — x|l = || x - y|| donne fiy. €)= fix y).

J est donc symétrique.

= Montrons que Wy y.zle E.':t,j[x +y 2+ filx —yzh= 2f(x z)

4 ryzdefic—yz) =llesy+z|P—llxsy—zP+llx—y+z|=|lx~y-z|
O onoas

a 2 i ] z
lx+z+y|"+llx+z—u|" =2(|x+2|"+ul").

et fx—z+ylPex-z—ylF=2(lx=z)®+ )yl
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B Transformations et matrices orthogonales

Ex. 6

Soit £ un espace euclidien orienté de dimension 3, et @ = { T T & ) une base orthonormale

directe de E.
On considére l'endomorphisme ¢ dont la matrice dans la base & est :

1 8 & ~—10
ﬁ(-lﬂ ] 1] )
6 -8 &

1) a) Vérifier que Ker ¢ est de dimension 1. Soit u une base de Ker¢.

b) Montrer que tout élément de Im ¢ est orthogonal a .

2) a) Former une base &' = {F.} E,E] orthonormale directe telle que El} appartienne
a Kerg.

b) Former la matrice dans la base %' de ¢.

3) a) Etudier la restriction & de ¢ au plan e, *.

b) En déduire une description de ¢ comme composée de deux endomorphismes classiques.

Bx + 6y — 10z =0
1) a) Le systéme ¢ —10x + 6y =0  équivaut a:

G — By +hz=10
dx +83y — Gz =10
Y= 2x
2y —y=10 ou encore 4 {
E=ix

By —By+bz=10
Le noyau de ¢ est la droite Ru, avecu =(1,2,2).

. , — — — —
b) 11 est aisé de voir que @f 1 ), ¢ j ) et ¢ k ) sont orthogonaux a w .
Tout vecteur du noyau est donc orthogonal & tout vecteur de l'image, 1 vient alors :

L
Kerg®Ime = E.

2) a) On prend :

! 1Ifl 2. 2),
er=3u =3
1
eq = —A(—2,0. 1) quiest orthogonal & e;.
2 "."'E q EL I
i A ! (2, —5.4)
uis =e = ——(2, -5, 4.
P €3 =€ M€ 375
, [ VB -6 2
b) La matrice de passage de ™ & &' est P = e (2-.,-"3 0 —5)
G 3 4
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La matrice de ¢ dans la base B = (ey. £3. £3) ¢5t B = "PAP ¢t on obtient

1 0 0 0
E=§(ﬂ & 4).
0 -4 3

3) a) La restriction de ¢ au plan Vect(eg. e3) a pour matrice :

1
E (—34 ;) dans la base {E-; E_';;].

C’est la rotation d’angle & tel que cos @ = g et ginf = - E done:

4
# = - Arcsin g modulo 2.

00 0y , /1 0 0
b) En écrivamt B = ({I 1 1]) E ( 0 3 4 ) .l vient que ¢ = peor, ol p est la projection
0 01 0 -4 3

“ - .4 . ..
orthogonale sur ;; et r la rotation d'angle — Aresin = autour de 'axe dirigé par ey.

Ex. 7
1 2 1 2
La matrice A = -2 2 1 est-elle orthogonale ?
-1 -2 2

Soit f I'endomorphisme de B® dont la matrice dans la base canonigue est A.
Cet endomorphisme est-il une rotation ?
Déterminer une base orthonormale dans laguelle la matrice de f est d'écriture plus simple.

Ce sujet est fort classique et ne présente pas de difficulté. Comme quoi on trouve aussi, aux oraux
de concours, des sujets confortables,
Notons que la formulation €plus simple® signifie en général quune (an moins) des colonnes

compaorte un ou deux termes 0.

Il est aisé de voir gue les vecteurs colonnes de A sont normeés et deux a deux orthogonaux. Ainsi,
A est orthogonale,

Pour émdier si A est une matrice de rotation, on peut calculer son déterminant ; ce n'est pas
le plus simple. On peut aussi voir st f transforme une base orthonormale directe en une base
orthonormale (ce qui est déji fait) également directe.

En notant ey, ez, e3 les vecteurs de la base canonique, ona :

1 2 1 1 2
jteljﬂf{ﬂ;':g (—2) J"'t( 2 ) =5 (1) = fleq).
-1 —2 2

Alors [ est bien une rotation.
Pour une base mieux adaptée 3 f, il n'y a qu'on vecteur invariant normé qui présente de intérée.
—x+y+2z=10
u = (x, y, 2) est invariant par f si et seulementsi ¢ —2x —y+z2=0

-x—2y—z=0
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=x+y+3z=ul

esy—z=0
Elle est engendrée par le vecteur produit vectoriel de v = (=1, 1, 2} et w = (2, 1, =1}, Cest-d-
dire d = (-3.3. =3).

Inv(f) est alors la droite définie par {

Un vecteur normé invariant par f est doncu = %t 1. -1 1k

Déterminons 'angle, autour de u, de cette rotation.

. 1
Si B est ]'angl-l: de la rotation f,onal + 2eosf = TrA, donc cosf = 7
Pour préciser &, il suffit de préciser le signe de sin #,

Le vecteur n ={—1,0, 1) = —ey + e3 est orthogonal & u. On obtient :
Sfinh=1(0,1 1

-1

0

1

0 1
1 -1}
1 1

Le signe de sin B est celui de Det(n. f(n), u), c'est done celui de

Ce déterminant vaut —3. On a done sin® = 0 et finalement, 0 = —; modulo 2.

La restriction de f au plan orthogonal i u, orienté par le choix de u, est la rotation d'angle 6.

Avec ny = ::E[ 1. 0. =1} orthogonal i u et normé, on forme ng = u A ny pour obtenir une base

orthonormale directe de 82, On obtient :

1 3
g 7 0
Dans la base (ny, ng, ul, la matrice de fest A’ = Vva o1
-z 7
0 o 1

“Towt autre choix d'un vecteur ny normé et orthogonal & u, et avec ng = u A ny, donnerait la
méme matrice dans la base (my. ng, wl.

Tout au plus, peut-étre un choix différent de ny donnerait une matrice de passage plus simple,
mais cela ne change rien au résultat demandé,

Ex. 8

Dans un espace vectoriel euclidien orienté, rapporté 3 une base orthonormale directe
@ = (ey. e, 3}, Etudier lendomorphisme f dont la matrice dans & est :

1 (13 -2 —3)
A= -2 10 -6 |].
1 -3 -6 5

Un réflexe incontrdlé est d’affirmer d'emblée que A est orthogonale, en se laissant bercer par un
environnement famalier.

Les vecteurs colonnes ne sont ni normés ni deux & deux orthogonaux. La matrice A n'est pas
orthogonale par surabondance de contre-indications.

En revanche, A est symétrique.

Une ressource est de chercher des vecteurs propres pour [ et ¢'est souvent un bon moyen pour
chercher des informations.
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C ' Géométrie dans le plan et dans l'espace

Ex. 9

Dans le plan, on considére trois points A, B, €, non alignés, d'affixes respectives a, b, c.
Soit G le centre de gravité du triangle ABC et A', B', C' les points od les médianes (GA),
{GB), (GC) recoupent le cercle circonscrit au thangle.
En notant a’, b, ¢, g les affixes de A', B, €', G, montrer que :

1 1 1

g—a'+g—h'+g—r'=u'

On pourra exprimer {G_}A |G? ) & U'aide du rayon du cercle circonscnt.

[dans ce sujet, les questions métriques sont présentes ce qui rend inévitable I'usage du produit
scalaire. Par ailleurs I'appel aux affixes est explicite. Rappelons un lien entre ces deux outils.

Etant donné des vecteurs U et V, d"affixes u et v, le produit scalaire {El' | ?] est égal a la partie
réelle de ul ou de T o,

Le déterminant Det (U, V') est la partie imaginaire de T v.
Ainsi, lorsque T et V' sont liés, on a {E" | ?} = D Ou aussi {E"! ?]I = uw.

Pour voir comment intervient A', on note que A, A' &t G sont alignés. Lintervention du cercle %6
circonscrit & ABC passe par le centre et le rayon.,

Notons O le centre et R le rayon du cercle % circonscrit au triangle ABC.
En notant P le milieu de [AA'], ona {ﬂ |GT} = [(ﬁ +PT’L|G + ﬁ].d’uﬁ :

(GA|GA") = (GF + PA| GF — PA) = GP? - PA%.
Les triangles OGP ¢t OAP étant rectanglesen P, on a:
6P? = 0G* — 0P® et PA? = 0A® - OP?
et il s'ensuit que:
—_—f =
(GA|GA') = 0G* — 0a® = 0G% - R®.
Notons ¥ ce nombre 0G* — R
Le réel OG* = R* est indépendant de A. On a donc deux égalités analogues pour les deux autres
sommets B et C,
— —
Avec de méme (G | {Iﬂt} =y el {GG‘IG?] =+, il vient :
— — — — —
I:ﬂﬂtﬁ.?] = |[r:.ﬂ|§’}| = (GC|GC") = v.

—
Mous voilh en mesure de passer aux affixes en tenant compte de GA, H liés.

On en déduit quea —gfa' - g) =b—glb' —~gi=c —g(c' - g) =+
Mais av fait, G est le centre de gravité de ABC. 11 v a lieu de 'utiliser !

GA + GH +E=ﬂs’expﬁm€p&r:

ia—-gl+lb—glsic—gl=0 oupara—-g+b—-g+c—g=0.
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Il vient alors :
Y Y b

‘ ¥ = + = = (.
a-g b-g ¢-g
Le centre de gravité n'est pas sur le cercle circonscrit donc le point G n'est ni A" ni B’ ni C.
Motons aussi que vy = 0G% — R? west pas nul.
. - 1 1 1
Et finalement, il vient r+ -+ r =0,
g-—a g-b g-c

Ex. 10

Dans le plan rapporté & un repére orthonormal direct (0. T, TJ. montrer que l'application f
qui & tout point M = (x. y) associe M' = (x', y") défini par :

, 3 4 13
I=-'5I+§'_l,r+-5-

ot 3,.8
YERTTEYTS

est la composée commutative d'une réflexion et d'une translation.

Les guestions de péométrie analytique dans le plan se prétent bien 4 I'usage des nombres
complexes. 5i tout va bien, on met en évidence une similitude 2' = az + b, mais...

En posant 2’ = x" + iy’, le systéme équivaut 4 2’ = _—354-—‘“1 + Eﬁﬂ y+ Eg

4+ 31 —d+4i - 4 .
En remarquant que +5 = =i _5+_,nn ag' = #{x— iy + iagﬁi,ﬁ'tﬁl-ﬁ-dlm :

z,_—ﬂ+4:,+lﬂ+ﬁl

T8 "TTE
- 3+4 . 13+68i , _

On notera que a = ——— est de module 1. Posons aussi b = —p— 12 =aZ +b,

WECZ = x + Iy,

Plutot que d'aller & la devinette, cherchons des informations sur la décomposition {éventuelle)
de .
supposons qu'il existe une translation £, de vecteur «, et une réflexion, d'axe &, telles que :
S=s50cl &t f=tos.
Alorsfof =tosesotdonnefof =tet,doncf of estla translation de vecteur 2%,
fofizi=alaZ+b)+b=adz+ab+b=2z+ab +bmontre que:
[ of estla translation d'affixe ab + b,

Laffixe u du vecteur de la translation ¢ est done nécessairement i = %—‘[:IE + b

- —3+1ld . - .
'Dnaa!}=T+,pulsa!}+b=2+4I.I]wtmdunfu=l+2l.

Une seule translation est possible. Examinons si elle convient.

5"l existe une réflexion s convenable, ¢'est-3-dire telle quef = tos, alorss =t~ of.
L'expression analytique complexede s =t~ of est siz) =aZ + b — (1 + 21}, cCest-d-dire

i = B-—4i
SIEZ =4Z+C aveg E=T.
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5i H est intérieur au triangle BCD, alorson a ;

HA(BHC) + sliBHD) + :{CHD) = A(BCDY),
et si H est extérieur strictement a ce triangle, on a :

ABHC) + Al{HBD) + AiHCD) » AiBCD).
On a done sliBHC) + AllBHD) + AICHD) = sI(BCD) et il s'ensuit que:

SABC) + si(ABD) + SA(ACD) = {BCD).

D' Coniques

Ex. 14

Déterminer l'ensemble des centres, des sommets et des foyers des ellipses d'équations :
Ax” + _uz - & =0,

ol & décrit lensemble des réels strictement positifs.

k= 1 est un cas particulier. 5i le centre existe bien, et si tous les points sont des sommets, la

notion de fover est hors de propos,
. . 142
}'v..uj"+_|j,|E ~ 2x = [ a pour équation réduite AE( - E) +.h.y2= 1.

1 . . : - .
Le centre est {1, = (I : ﬂ) s il décrit le demi-axe positif des abscisses,

2 . . -
Les sommets sur (Ox) sont O et Ay = (I .D). Le sommet A, décrit le demi-axe positif des

abscisses,
Les sommets de "axe vertical sont B, = (1 L )ct B = (1 - I ]
A -:"l ' FI & :'|| . :.'"; -
Ils décrivent la parabole d'équation y” = x, privée de 0.
1 1,
s Pourh<1,0ma T 7 et 'axe focal est (0x ).

2 2
¥
Omn a une équation réduite de la forme —5 + o = l,aveca = b= 0,
i

. 1 1 1 1
Les foyers Fy, et Fy, ont pour abscisses § —eet g te avec ¢l = K
L'abscisse de F, est 1_ 311 Wl=hl= !
MR A AR TR Y
Alors F, décrit 18, €[, avec B = ( 0) etC =(1.0)
e L1 11 1
L'abscisse de F, est 5t TR yil+ v'1 = &b Alors F, décrit la demi-droite JCxl.

1 1 ,
s Pourh>1l,ona T < 7 et I"axe focal est (1, y)
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Ex. 16

Etant donné a, b, c réels non nuls et ¢ réel, on considére les plans d'équations
{1} ex —azcost = —acsint, (2) cy—bzsint = bceost,
(3} cx +azsint=aceost, (4) cy— bzeost = besini,

Mantrer que ces plans ont un point M, en commun et donner U'ensemble des points M; quand ¢
décrit H.

— = —
Sans autre précision, l'espace est rapporté 3 un repére (O, 1, J . k ). Rien n'interdit en outre
de se placer dans un contexte d'espace euclidien et de supposer le repére orthonormal,

Les plans (1) et {3) ont des équations fortes de ressemblances, et il en est de méme pour les plans
(2)et{4).
Om obtient un systéme équivalent avec ( 1)-(3), (2)-i4), (1) et (2).

Avec les équations (1} et (3}, il vient :

az(sint +cost) = ac{sint + cos )
et avec (2) et (4), il vient :

bzicost — sint) = beleost = sint),
Commeonaaw=0,bwe0etquecost —sint et gint + cost ne sont pas simultanément nuls, i
vient que z = ¢ équivaut au systeme (1)-(3), (2)-(4).
Le systéme de quatre équations équivaut alors 4 :

cx —azrcost = —acsint, oy —bzsint = bcoost, z =c.

Il y a une unique solution pour My : x = alecosi — sini), y = bisin{ + cos(), z =¢.

L'ensemble des points M; est inclus dans le plan z = ¢.

L'ensemble des points M; est une ellipse du plan d'équation z = ¢.

En effet, on a cost — sint = v2cos (i+;) et cost +sinit = /2 &in (I+ E)

Ex. 17
Etudier la courbe @ d'équation x2 + 4xy + 4y? — 5y = 0.

On se place dans le plan euclidien usuel, qui est rapporté 2 un repére orthonormal
—r =

A=1(0, 1.])

Malgré la présence d'un terme trectangles en xy, il o'y a pas de difficulté.

Notons que x2 + day + 4yﬂ =lx + ﬂy}ﬂ, donc # a pour équation (x + E_t,iil2 - by = 0.
On choisit un nouveau repére orthonormal #' = (0, 7.7

L'objectif est que les tormules de changement de repere soient de laforme Y = Mx+2y), X = ..

Pour avoir un changement de repére orthonormal, on prend p-l=y (f —21 ) .

. . 1 .
Pour avoir detP~! = 1, on choisit A = 7 et P~1 est alors orthogonale. 11 vient donc :

P“EI'E(—El ;)

Chapitre 8 - Espaces euclidiens. Transformations orthogonales. GEométrie et comigues' | » 388




Non () 77 (2) 0 (£) = (3) dome

1 1
= —=ix +2y) et y=—=(-X+2¥)
G e v=g
Dans &', la courbe ® a pour équation 5% — B(-X +2¥) =0,

Uin reconnait une parabole ; on en donne une équation réduite.
2

BY? — 24/BY + BX = 0 se lit aussi (‘r’ - ;%E) = -?lg (x - :3.3)

Avee y° = 2px, le foyer est [f% l}).ladirmriue el x = —g ‘

Le sommel est § = (;lﬁ ;].'.E) , le foyer F a pour abscisse EIE oW 435. et la directrice &
a pour équation : I
VB

1 1 .
X — = soif X = —.
v 4B 1
1l reste 3 revenir au repére initial en otilisant P,

Dans &, le sommet est 5 = (g é), le foyer est F = [:% %).cl la directrice a pour équation :

2~y - 3=0.
On remarquera de plus que la parabole est tangente en O 4 (Ox ). En effet, en posant :
Sixy)=x? + day + 4y° - 5y,
on a f{0, 0} = 0 et grad (0. 0) = (0. —5), donc le vecteur T est normal en O & 3.
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Ainsi, dans &', la courbe a pour équation :

ax'? — Tyt - %%x’ + %EE-'H' +3=0,

8
cest-a-dire 3(1:’2 - %x"] - 'i'(y"? - Ey"] +3 = 0 ou enfin:

7 32 4 42
4 — - I — - 4_
3(” Eﬁ) ?(y F5)
On arrive alors & une équation réduite d'hyperbale,

Il reste @ en préciser le centre, un foyer, la directrice associée et excentricité.

7 4
Pour faciliter I'écriture, on peut noter e = 7 et o= 7

. T 4 a
Soit {1 = (?E' :?-5-) dans 5.
Avec les formules de changement de re-
pére, il vient {1 = (2, 3) dans .
L'hyperbole a pour équation réduite : y
(x' —a)® {J-ﬂﬁ‘l
a” br._ -
2 2
awn:n=?§r:th=ﬁ. 1

L'axe focal est ({1, T;l. EE“—-‘:._—-;_-_.___‘

{40 !
O pu&tciﬁn§+h§= 37
v b este = & o 10 1
EXCeEntrone o5 E_E_ T' 03 1 .If}-

Un foyer F a pour coordonnées :
(e + ¢, B} dans &',

et la directrice associée a pour équation :
r 'IE
X =gk ——,
I'_'

Il reste & utiliser les formules de changement de repére inverse :

' =xcosb+ysinh, y = —xsinfd+yeosh
pour avoir une équation de % dans &,
x=x"costh —y'sinf, y=x"sind + yeosd permettra d’avoir F dans A,
Ces derniers calculs sont laissés i votre initiative.

Dans |'exercice suivant, on metira en ceuvre une méthode qui est basée sur la mise en évidence
d'une matrice carrée symétrique,

Cette méthode se révélera bien efficace quand les lignes trigonométriques de O seront numéri-
quement lourdes,
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Lensemble des points I est donc une parabole 2, de sommet (3-'5 ﬂ) .

Elle est intérieure 4 % et de paramétre E

)
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B 1 himes détude - Problemes

1 Endomorphismes d'un espace euclidien

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3, et ® = (], &2, #1) une base orthonormale
directe de E.

On considére un vecteur @ normé, de coordonnées (a. b, ) dans @.
1) On considére 'endomorphisme q défini par g (%) = (¥ ¥) %,
a) Prouver que g est un projecteur, Préciser le noyau et limage de q.

b} Donner l'interprétation géométrique de g et former sa matrice @ dans la base @.

2) On considére lendomarphisme ¢ défini par ¢(%) = ¥ A &'

a) Exprimer t* & l'aide de g et exprimer ¢? en fonction de «.

b) Donner le noyau et I'image de ¢. Montrer que Kert et Im¢ sont orthogonaux.
¢) Former la matrice T de ¢ dans la base ®. Calculer T et T9,

3) Soit ¥ un vecteur normé de Tmt ; on pose ul = —¢t( 7).

a) Vérifier que &' = (7', . &) est une base orthonormale directe de E.

b) Former la matrice T* de ¢ dans la base B'.

¢) Justifier que ¢ est la composée d'une projection orthogonale et d'une rotation que lon
précisera.

4) Montrer que l'endomorphisme f = t +q est une rotation dont on précisera laxe et langle.

5) Soit A un réel non nul.
Mantrer que 'endomorphisme { + & Id est inversible.

6) On considére lendomaorphisme g = (¢ + A 1d) " o (=t + A [d) et la matrice G de g dans la
base &,

a) Justifier que G = (T + A1 1T + A ; en déduire que G est orthogonale,

b) Montrer que g est une rotation dont on précisera ["axe,
7) On considére le polyndme P = 2x7 + (1 = 3%)X + & (1 +2%).

a) Vérifier que P(t)= {1+ hjg{ —t+rId).

b) Effectuer la division euclidienne de P par X + A et en déduire une expression de g de la
forme Qit), ol @ est un polyndme de degré 2,

8) Ecrire la matrice G’ de g dans la base &', En déduire le cosinus et le sinus de l'angle & de
la rotation g.

Exprimer & en fonction de A, en précisant l'ensemble des valeurs prises par #.
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B) x est dans Kerlt + A Td) si et sculement six Au + hx = 0, c'est-d-dire u A x = hx.
Orthogonal a x et colinéaire & x, dx est nul. Avec A = 0, il vient x = 0, donc:

Ker(t + A1d) = {0}
et f + & Id est bijectif puisque 'on est en dimension finie.

6) @) Ona'T=-T,donc —T + M ="T + M) puis G = (T + k)" LHT + Al
G = (T + M) =T +Al) donne 'G = (T + m[‘w + M) "l a(r e M=T + M) donc;
GG =T + M)y Y=T + MNT + MN-T + M)~ L,
Notons que (=T + MNT + M) = =T2 + A3 = (T + MN-=T + M),
Alors G'G = (T + M7 NT + MN=T + MN=T + 1)~ " =1 e1 G est orthogonale,
b) OnadetG = det(T + M) ' detiT + Al = 1.
La transformation orthogonale g est donc une rotation.
Avec tHu) = 0, on obtient (t + AldNu) = hu puis il vient :
ft+ aldy Hud= 2" la,
ce qui donne glu) = w. U'axe de g est donc Bu.

7) a) Avect? = —ronaPit) = —(1+ ¥ e+ a{142%) = (142%)( -t +01d).

b) Notons que P{=A) = 0, donc P est divisible par X + . On obtient aisément :
P=(X +h){2%% 20X + L+a5).

On a donc P(t) = (¢ + A Id) 2" — 2 1 + (1 + A% 1d).

Alors (1427} =t +nld) = (i +ud}[m2 ~2at+ (1 +ﬁ}|m) donne :

g =+ A1) -1 + 1 1d) = 1_1;,[2:2 -2hes (1422)1d).
+

8) Dans la base &', la matrice de ¢ est T', Celle de g est donc :

1 .
G = ﬁg(ﬁr‘“—zh T’+[1+HH).
+

-1 0 0
On obtient gl ( (LI | ﬂ) pis
0

0 o0
1 - »? 2\
\ A -1 =2 0 T T
ﬂr=m§( Zh Al -1 02)= 2x _l—.i'lL2 0
0 0 1+ 14+A% 1+ A%
] 0 1
. - I S 2
L'axe de g étant orienté par w, on a cosf = T et sin® = T
+ +

Posons o = 2Arctan h. On a a=| - = wl {0} et b = tan %.

[l wient alors cogf = —coso et gind = sing, ol 6 = = — .
Finalement, & = w — 2 Arctan A.
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2 Base orthonormale

1) Montrer que (f.g) Hf Sixiglxide  définit un produit scalaire sur l'espace vectoriel
réel E des fonctions réelles continues sur [0, 1].

2) Donner une base orthonormale du sous-espace G engendré par les fonctions gy, gs et gs
définies sur [0, 1] par g lx) =x, galx)=x? et ggix) = x°,

3) Soit 5 la fonction continue sur [0, 1] définie par fix) = x énx, prolongée par continuité
en 0,
Déterminer la fonction h projetée orthogonale de f sur G.

4) Déterminer la borne inférieure de Uensemble des nombres réels :

1
Dia, b, c) =f x?{ fnx —ax” — bx — E‘}Elﬂ‘ lorsque {a. b. ¢) décrit B2,
0

Selutien

1) Clest quasiment une question de cours.

. 1
2) |l | =[ x%dx = 3 conduit 4 prendre f; = 3g; pour premier vecteur normé.
i

1
hg = gg + Agj est orthogonal & g, si et seulement si f xlx® + ho)dx = 0, ce quidonne h = —%
1]

? 3

3

1 1 3

— 2 — — [
= fu (x 4:) de = 50 conduit 4 prendre fp = 45 ( 491) pour

vecteur normé, fp orthogonal 4 f,.
hg = g3 + Ags + pg est orthogonal 4 g; et g2 si et sculement si :

3
a 491

+

WT caE

1 1
f x{.:3+h.x=+|.|_t]dx=l} et f xﬂlx3+hx2+u.:}dt=ﬂ s0it
] ]

H
=

+* #+

= N
il
=

o o | B
+

- 4
d'oi h=-z , p=g-

~ 42 s [ a 1 1
hg = g3 — 702 + gg1. Aol || hg]| =J£ (r - 3% +Er) dr = 1575 tilhall = =

puis :

..-fﬁ = IE'V'I? (Ia — ;-E'E'F 23)1

3) La fonction h est égale a U L+ (F L2 iz + (F Lfa L.

1
On calcule les intégrales In = f x" tnxdx pour n = 1. En intégrant par parties, il vient :
[

1
1 1
- Ifxndxn_ 3
n+lto (n+1)
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et on a donc
3 4 2 4 2
hix) = Jlax + 80 (13 - 3_{2) (.l:2 - 11’) + 1575 (Iq - 3.‘3 + E'fg) (Ia = EIE + E.‘I.')

2 .
donc hix) = —%x +% (xﬂ - g:) - ; (.r3 - ;#2 + Ex), Il vient alors ;

hl:i=—§xa+4x2— %Ex-

Calculs annexes :

3l = - 3.
W3 1.1 1
LT AR TR
i ; EI l+1 2 1
¢T3 TERE T T3 T a0

4) Cette borne inférieure I est le carré de la distance de f au sous-espace G : ¢'est le carré de la
norme de f — h.

Avec(f —h |h}=0etf =f — h + h, le théoréme de Pythagore donne :
IF =R =02 = 1hR

1, 1 i 2 1 2
- )l 2,9 _ 3,2 2 .
On a, en intégrant par parties, L x" dn xdx_a_ [_E in x]ﬂ_a..fu x“ fnx de 57"

. . 199 .
On obtient, aprés des calculs attentifs, [|h[|? = TG Il vient alors :

[ = 1
= 3700

3 Transformation orthogonale

Soit E un espace vectoriel euclidien et u, v des vecteurs normeés tels que :
{u|e)=cosh, avec 0 < B«

Pour & et u réels, on considére Uapplication § de E dans E définie par s :

Jleh = x| + pix [l

1) On suppose que [ est une transformation orthogonale de E.

a) Montrer que E est de dimension 2

b) Montrer que |A| = |pl.

€) 51 h=p, montrerque k=1 et costi=10

d) Si A+ p =0, montrer que / est une réflexion.

2) Quels sont les endomorphismes orthogonaux de la forme ;
Fixd=nx ) + plx | o ?
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Se]ution

1) a) Avec |(u|o)| = ||ufl |||, la famille (u. ©) est libre et donc dim E = 2,
Pour tout x EE, fix)E Veet{u, v} et donc dim f(E) = 2. Avec f(E) = E, il vient dimE = 2. On a:
Fli) = hti + picosfie et Fled= icos i + po,

b) La conservation de la norme par f implique || f(u}|| = |fie}]] = 1, 'est-a-dire :
Maepeos® B+ 2apeos®i=1 et Woos?b+ pt+ 2N peosti =1
d'od, en soustrayant membre 3 membre, { A — 1* }(1 - eos® 8) = 0.
Aveccos® B w 1, il vient A% = pZ,
¢) Avec gin i » 0, on définit le vecteur w par v = (cos #u + (sin 6w
llw |* gin® 6 = [ o || + [|u |* cos® & — 2(u | v)cosd = sin® @ donne ||w | = 1.
Alors sin 6 {u | w) = (u |v) = cosf (u | w) =0 montre que B = (u, w) est une base orthonormale
de E.
La matnce de f dans cette base orthonormale B = (. w) est :
A = (l+|.l.cﬂr52'f:|' p.msElsi.n-El)
peosfgind  psin®a S
[ est orthogonale si et seulement si A est une matrice orthogonale, c'est-3-dire :

IrIflJ: J'LE+;.|.2m3"il'+Ehpmﬂzﬁ+uﬂﬂiniﬂmﬂzﬂ=1
¢ (2) : psin®boos? 0+ psinto =1
| 3) : ApsinBeost+ p?sindeos® 0+ p?sinbeosd = 0
(1) : 12+u2:nszﬂ+2hpmsiﬁ=1

ce qui équivauta: 4 (2) : p¥sin®e=1

L{3) ¢ peindcosBh+ pi=10

s Premmer cas: h = p.
(1) : A%(1+3cos?i)=1

(2): xsin0=1
(3): 2xsinficosd=0

{2)donne & = 0 et, avec gin =0, (3) donne cos i = 0 et donc sint = 1.
(1) donne alors A? = 1.

o Demxiéme cas: h+ =10,
La condition se réduit en A% sin®6 = 1, d'oi -
A=“in“( gin b —ffnau)
—coal  —snb

, . . . 1]
) gl hginfi=1  Festla réi]mundaxeﬂk.ﬂvec:u‘khpg - ;,
et on obtient ; 0
gl hsinfh= =1 [ estla réflexion d'axe Bk, avee (u, k') = g+ } .

2} En conclusion, f est orthogonale si et seulement si f = Id ou — Id ob f est une réflexion,
d'axe Ric ou d'axe Rk'.
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4 Matrices symétriques ou antisymétriques

On considére 'application définie par ¢{M. N} = TriM 'N ), pour M et ¥ dans U'ensemble Al (R)
des matrices carrées réelles d'ordre n & W*, (TrU est lo trace de U € My(R) et 'U en est la
transposée. )

1) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur A, (R).

2) Montrer que les sous-espaces F et s formés des matrices respectivement symétriques et
antisymétriques sont supplémentaires orthogonaux pour ce produit scalaire ¢.

3) Etant donné A =a;;] € M,(R), déterminer la borne inféreure de l'ensemble des réels :

) S (ay ~ my)” lorsque M = [my] décrit o ;

T
b) S~ (ary — miy)” lorsque M = [m,] décrit ai.
T
Solution

4] R
1) Avec [pyy] =MV, pyj = menmﬂnﬂm: = Z ey g d'oil =
i.".j 'ﬂ'l'l

TI‘{M I:l"ll::l = Zﬂtuﬂu.
1J
Avec cette expression, la symétrie et la bilinéarité sont évidentes.
Pour M € Ma(R), on a (M[M)= Y mj =0.
i
Alors (M | M) = 0 implique ¥ )€1 L. 15, my; = 0, donc M =0,
La forme bilinéaire symétrique étant définie-positive, nous sommes bien en présence d'un
produit scalaire.

2) Il est bien connu que les ensembles ¥ et A des matrices symétriques et antisymétriques,
sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans Mq(H).

1 1 1 1
Pour AE MyiRLona A= 5lA + A+ FlA ~'A) avecB = (A +HAEY etC= gl ~tA)E A,

Etant donné U EF¥ etV Esd, ona:
(U VIi=eTrU W= =TriUV) et (U |Vi=V|U)= TV U) = THVU) = TtV
Il s'ensuit (U | V) = 0. Les sous-espaces ¥ et o sont donc orthogonaux.

3) Ona|M|? =Y mf donc inf 3 (ay-my) = inf 4~
I |
SoitBEFeICE .-.-J'-rt:]]es que A=B+ i’"
a) Pourtout MEF, ona A-M={B-M)+C,avecB-MEFetCE M.
Cin ap-pl:ifp:n: alors le théoréme de P}rﬂ‘lagﬂrez
lA-MIF=1B-M*+|CI®

Om en déduit que || A — M ||° est minimum quand M = B et que ce minimum est || C ||2
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i A
Avec C = 5(A — Ay, il vient

) 1 2 1 2
J;g';ﬁ;%'[ﬂu—ﬂu] =5 2 lay-ay).

I=igsn
b) PourtoutMEd, ona A-M=B+([C-MlavecBEFetC - M 4.
On applique alors le théoréme de Pythagore :
lA=-MIF=|IBJ+]C—MI°.
On en déduit que || A — M ||* est minimum quand M = C et que ce minimum est [| B ||°.

AvecB = %{A + 'a), il vient

, 1 1
IS e’ T (wea)’ S

L sifz=in

5 Produit vectoriel et fonctions

Notations
« E est un espace euclidien orienté de dimension 3.
» {(a|b) ou ab désigne le produit scalaire de a et b
=« a A b est leur produit vectoriel.
s [a. b, c] désigne le produit mixte de a, b et c.
= [ est un intervalle de K, non vide et non réduit & un point (d'intérieur non vide).
= & est 'ensemble des fonctions de classe 0™ de I dans E.
« FEtant donné F €%y, W(F)=[FF' F"] est la fonction :
=R, t= [Fe)Fi F ).
» @ est U'ensemble des F € % telles que WiF) ne prenne que des valeurs strictement
positives,
» On utilisera sans justification que : si Fy et Fy sont des fonctions dérivables de I dans E,
alors Fy AFg : I = E, t = Fyit) A Falt) est dénvable sur 1 et :

(Fy AFa) =F} AFy+Fy AF),
gih @ f— H est dérivable et si F : 1 — E est dérivable, alors aF : | — E, t == A{F(1) 8st

dérivable et iaF) = A'F + AF',
1) a) Montrer que ¥ia b, c)EE?, laAblAc=la|clh-(b|cha.
b) Etant donné (a. b, c)EE?, exprimer(a Ab)Ala Ac) sous la forme va, en précisant yER.

2) Soit FE@; et AEC™L R
Onpose G=F AF' : I =E, t=Fit)AF'(t). Etablir les formules suivantes :
(1) WOF)=AWF)L  (2) GAG = WF)F, (3) wiG) = (wir).

3) a) Soit FE® et G=F AF'. Montrer que G est dans @,
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) Avec W(hF) = AWIF) et WIF) > 0, on a nécessairement A > 0 pour avoir bF £ %),
Avec(NFY = M'F + AF', il vient (\F) A (WF)' = (WF) A VF + AF') = (WF ) A OF) = W2S(F).
On a vu que, pour G €%, ona:

GAG
s-Ngy= SAG [ _SG
VWIG)  VWIG)
Avec G € Py et h = 0 (nécessaire comme dit ci-dessus), il vient :

S(AG)
5-lnG) = .
VWIAG)
Or SIAG) = A*S(G) et WIAG) = A3Gi(G). On en déduit ;
s oGy = Vs lig).

6 Forme générale des matrices orthogonales
en dimension 3, avec 4 paramétres

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 4,

Il est rapporté & une base orthonormale & = (e, €5, €5.24).

On note E' U'ensemble E \ {0}, Ey = Vect {e) et F = Vect (ez. e3. 4.

F est muni du produit scalaire induit par celui de E et on U'oriente en choisissant (eg, e3. €4
pour base directe.

On considére p = ae; + bey + ceq + dey € E', pour {a, b. . d) € RY,

On définit alors les endomorphismes Jj, et g, par leurs matrices 4, et B, dans la base & :

il =h = = a =b - —d
B a —f e b a a -
- By =
Ap ¢ d a -b P c —d a b
d —-¢ b a d ¢ -—-b a

1)} a) Montrer qu'il existe A ER tel que AAp et ABp soient orthogonales ; préciser alors leurs
déterminants.

En déduire Af:,'! gt B;'.

b} On considére les ensembles & et 4 formés par les endomorphismes f; et g, respectivement,
lorsque p décrit E.

Montrer que, munis de la loi de composition des applications, ces ensembles sont des sous-
groupes du groupe (GL, o) des automorphismes des E.

2) a) Soit pEE \E;. Montrer que gp‘" ofp est une transformation orthogonale qui laisse
invariants E; et F.

b) Soit hp Vendomorphisme de F induit par g5 o fp .
De létude du noyau de gp — fp . déduire les vecteurs invariants par hp.

3) Montrer que hp est une rotation de F et en déterminer 'axe et l'angle autour de cet axe.

4) Montrer que, pour toute rotation ¢ de F, il existe p= E' tel que ¢ = hy .
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5) Soit A une matrice orthogonale d'ordre 3.
Montrer qu'il existe (a. b. . d) € B tel que al+bi+cfrdwiet:

41 a?+b? - ¢ —g* 2he = 2ad 2bd + Zac

Am —p———— 2( 2be+2ad  a®-bPac® —d®  Zed - Zab
a“+h” +c° +d 2 2_ .2, 8
2bed = 2ac 2eel + Zab a“=h" =ec"+d

Solutioh

1) @) Les vecteurs colonnes de Ay sont deux i deux orthogonaux.

Chacun d’eux i pour norme | p || = vaZ + b2 + ¢ + d%. Et il en est de méme pour Bp.

1 : 1 :
Alors, avec A? = —, SOILA = £ » les matrices kA, et ABp sont orthogonales.
e T2
— -1 I- _1 l t

On cabcule le determinant de Ap en développant par exemple suivant la premidre ligne, ce qui
raméne au calcul de quatre déterminants d'ordre 3.

Pour ce développement, les régles de caloul sont analogues & celles d'un déterminant d'ordre 3.

i1 - i =h = =i I S | = = =d
detAg =a| d a —b|—-b|d a =bl+cla =-d ¢ \-d|a -—d r:‘
=-¢ b a - b i —c b vl d i —b
On obtient :
a -d ¢ Y —
ald a -<bl=a%alsb*sct+d?), —bld a -b|=bla®s+b®+c?+d?),
- b i ] — b a
b —c —d b - -
cla —-d e |=scta?+bi+c?+d?, —dla =d ¢ [=d¥a®+b®+c?+dh),
- b i o a =b

g 2
etil vient detap = (a® +b% +¢® + b%) = |Ip|I*.
On obtient la méme chose pour Bp.
b) Lidentité a pour matrice Ap avec p = (1.0, 0, 0).

1 : : . 1
Ay I = —— ' Ap permet de voir que cest la matrice de fg, avecqg = ——gla. =b, —c, —d).

irq el

De méme, B, ! est la matrice de gq.

En formant le produit ApAg, on voit que c’est la matrice de fg associé au vecteur :

g=faa’ —bb' —cc’' —dd' ab’ +a'b+ed’ —de’.a’c+ac’ +b'd = bd', ad’ +a'd + b’ - bc).
[e méme on a BpBy = By.

Remarque. Avec det ApAy: = detAg, il vient | q |I° = [|p * || p’ |IF = 0.

2} a) Onap=(a.b.edhavecb® + ¢ +d” = D,

Aveck = _li Mp et hgp sont des transformations orthogonales. On a:
P

H
ap ' ofp = {Aap) To (Afp) ="{Agp) o (nfpl

406 « Thémes d'étude - Problémes



Composée de transformations orthogonales, g, ' o fi; est orthogonale,

De gple1) =fpler) = p, on déduit g7 " o fpler) = e et il s'ensuit que By = Vect () est
invariant par g * o fp.

AvecF = ef, il s'ensuit que g, ' o fp laisse F invariant.

b) u est invariant par hy lorsque u € F vérifie fplu) = gplu), soit u € F N Kerlgp —fp).
u=lx y 2.t} Kerlgp — fp) s'exprime par —dz + ¢l =0, dy — bi =0 et —cy + bz = 0.

Cela équivaut  (y. 2. 1) A (b, c.d) = 0, C'est-d-dire (y, 2. t) € Rib, . d).

En posant py = beg + ceg + dey, on a Ker (gp — fp| = Vect (ey. pg), puis Inv hy = Vect (pg).

3) Induit par I'endomorphisme orthogonal g5 o fp, hp est un endomorphisme orthogonal
deF.
En question 2)b), on a vu que Invihy) = Bps.
Il s’ensuit que hp est une rotation d'axe dirigé par pg. Et 1)b) donne :
1
By'Ap = ——5—g—yC
poF a +b" +c” +d
ol C est la matrice :

at+b® +c° +d° ] 0 0
. 0 a®+b* —cf—a® 2he — Zad b + 2ac
- 0 Zhe + 2ad a® — b+t - d* Zed — 2ab
0 2bd — Zac Zed + 2ab a® - p? — ¥ 4 g?

La matrice de hp dans (eg. eg. e4) est:

1 a’+b? —¢f —g? 2be — 2ar 2bd + 2ac
Hp=ﬂ:,r Zbe + 2ad a® —b? +cf - a? 2ed — 2ab )
p 2bd - Zac 2ed + 2ab a? - p? -4 g?

DS S B
T ar

1+ 2Zcoef = Tr Hp donne cosl = —5——y
a"+h"+¢

@ étant mesuré autour de pg, le signe de sin 6 est celui de det (eg, hpleg), pe ) il n'est pas nul,

2u1_|c2+d2t
|

el

1 EE_bE_EE_dE ']
0 2be + 2ad C
0 2bd — 2ac d

1
On adet (e3.hp(e2).p2) = oz

Pour a = 0, avec ¢ + d = 0, le signe de sin # est celui de a.

Sionac® +d® = 0, on étudie le signe de det (g, hp (e3). p2) ou celui de det {eg, hp (e4). p2)s
pour la méme conclusion.

Poura = 0, hy est le demi-tour d'axe Rps = Bp.

4) Tout demi-tour d'axe R(b. ¢, d) est hp avec p = beg + ceg + dey.
51 ¢ est une rotation, autre quun demi-tour, d'axe dingé par u = beg + ceg + dey, |Jull = 1,

z 1+cosh

[ v . - . [
et d'angle 8 autour de u, on choisit a tel que a® = I —eosp A¥ec a de méme signe que sin .

Mur:i-.p=hpavﬁcp=rm] + beg + ceg + dey.

5) M est dans O3 (R) si et seulement si —M € 05(R). 1] suffit done de connaitre les éléments
de O3(R).

Les matrices de rotations sont les Hp, 5% + ¢ + d® = 0 ; la matrice de Id vient de p = e,.
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7 Produit scalaire et polynomes

E est l'ensemble des polyndmes réels, muni de ses structures de R-espace vectoriel et
d'anneau commutatif. Pour n entier naturel non nul, E. en est le sous-ensemble formé des
polynomes de deqré au plus égal a n.

1) a) Justifier que Ex E — R, (P.Ql—(P|Q) =f PG ) dt est un produit scalaire sur E.
-1

b) Justifier que @ : E x E — W, (P. Q)+~ (XP |@) est une forme bilinéaire symétrique sur E.

2) On suppose qu'il existe un endomorphisme ¢ de En tel que :

V(P G)E En x En, (P| ¢(@)) = B(P.Q).
a) Montrer que, pour tout @ € En, (@) — X@ est orthogonal & tout P € E.
b) Montrer que, si deg@ = n - 1, alors ¢(@) = XQ.
¢) On se place dans le cas n = 2. On vient de voir que ¢(1) = X et g(X) = X,
Posons ¢(X%) = ax? + bX +c.

En exprimant que ¢(X*) — X* est orthogonal 4 1, & X et 3 x°, montrer que ¢(x?) = gx.
Former la matrice M de ¢ dans la base canonique (1, X. x2) de Eq et calculer, pour AER, le
déterminant de M — AJy oi I3 est la matrice unité d'ordre 3.

En déduire les réels x pour lesquels M — Mg n'est pas inversible.

On admettra dans lo suite que, pour tout n € M*, il existe un endomorphisme ¢ de En et un
seul gui convienne,

d) Montrer que YIP. Q)€ En = En, (P| ¢(@)) = (P} @). On dit alors que ¢ est un endomor-
phisme symétrigue,

3) On admet qu'il existe une base orthonormale [u.;..- s Unj de En et une famille (o lpcicn
de réels tels que :

Vicel0.nl, ¢(Uyx) = oyelly.

a) Montrer que YiP, Q) EE, x Ey, ®P Q)= Z e (Ui | P) (Uk 1@)-
k=0

On pourra pour cela utiliser les coordonnées de P et @ dans la base (Up, Uy, .... Un).

b) Montrer que Yk €[0.n 1, |og| < 1. On pourra pour cela étudier ® (U, Uy ).

4) On pose v, = (1| U] ol (Ug..... Un) est la base de E, annoncée en question 3).
a) Monitrer que, pour tout k €[ 1. ni ]| et pour tout t€ 00, n 1, ona (X5 |U) = af .
En déduire que, pour tout P EE, et pourtout i €00, n 1, (Ui |P) = wPla)

b) Montrer que, pour tout ( [0, n §, le produit + Uiley ) est différent de 0.
En déduire que tous les v, 0 = i = n, sont différents de 0.
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¢) Soit p + 1 = Card{oq. 0 = i = n}. On réindexe les o; de maniére que les p + 1 premiers
soient deux a deux distincts. Ainsi tout oy d'indice j > p est égal & l'un des oy d'indice 1 = p.

p
On pose alors Ru(X) = [ [(X — a).

1=
En considérant les produits scalaires (Uj | Rn ), montrer que les réels ay, 0= = n, sont deux
d deux distincts.

En déduire que Ry, est de degrén + 1.

Rn(X)
d) Pourj €1 0.n 1, on pose LX) = xﬂ— 5" H (X — oyl
ke=l] Ot 1%}

Montrer que, pour tout j 0. n 1, il existe un réel u, tel que U = pl,.

] (111y)
Montrer les relations v Ljley) = 1 et v = L‘rl’laj] ;

5) Les réels a; et w, 0 =i=n, sont ceux qui ont été définis précédemment.
1 n

a) Montrer que, pour tout P EEg.q, 0N 3 f P(t)dt = Z\rﬁ‘{ur] (E).
-1 [=il

On pourra établir I'égalité pour le polyndme 1 puis pour les X, 1 =k =2n + 1.
b) Montrer que cette égalité n'est vraie pour aucun polyndme de degré 2n + 2.

n
6) a) Etant donné P € En, calculer le produit scalaire de P et R, = Htx - oy ).
Tl

b) Soit Vi un polynéme de degré n + 1 et de coefficient dominant éqal 4 1.

Montrer que, si Vi est orthogonal & tout P € En, alors Vi = Ra.

En déduire que l'on peut déterminer Ry par un systéme de n + 1 équations 3 n + 1 inconnues
(ce qui évite de rechercher au préalable les o, 0 =1 = n).

¢} Etablir une relation simple entre RniX) et Rul~X).

d) Exemple. n = 2 : déterminer Ry puis les ;. 0 = = 2 ; en déduire les polyndmes L; puis
les réels ', 0=y =2,

' So]ution

1) a) Cest une banale question de cours.

1
b) MR @h= f tP{t)@it)de : bilinérité et symétrie sont évidentes.
-1

2) a) YiP.@)EE% (P| ¢ (@) = (XP|@) = (P|XQ) donc(P|¢(Q)—XOQ)=0.
Alors ¢(@) — X@ est orthogonal 4 tout P € E,, Cest-d-dire p(Q) — XQ@ € E;.

b) 5iQ est de degré =n — 1, alors ¢(Q) — XQ EEg, et ¢(Q) — XQ, orthogonal 4 tout P € En, est
nul car Ea N Ex = {0} ; donc ¢(@) = XQ.
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€) Pour@ = X2, lorthogonalité de ¢(@) — X@ = ax? + bX +¢ — X% 81, X et X? exprime par :

1 ] 1
f rm1+b1+c—t3}d:=f m:hhzhm-:"‘}d::f (at* + bt® +ct® = P)de = 0
-1 -1 =1

ey e b 1 a ¢ . 3 2

c:st—l-d1r:3+c—ﬁ - §_§+E—D.m:ta _c_ﬂ-etb_E.IJuncq:{x )=
a0 0 0

La matrice de ¢ dans la base (1, X, X?) de Eg est M = (1 0 %).cl on obtient ;
o 1 0

|

det (M — M3} = - h( ——)

Daone M — Ada est non inversible pour b € ‘/7 \/—

d) La symétrie de ¢ découle de la symétrie de la forme bilinéatre @,

f
3) a) La base étant orthonormale, tout § € E, 8'écrit Zimur]nuh donc:
=0

i i
el = Efmm]q—, (th) = Z arl @IU UL

flmill 1=

i
Pour tout P de En on aalors ®(F.Q) = (P|¢(Q)) = (F | E QU }m) =3 " alQIUPIUL).
il =l

b) En prenant P = @ = Uy, I'égalité précédente se réduit i :

1
= DU, Uyh = LU U = Jf e i) .
—1

] 1
Donc | ;| = Jf le|u it ) dt e:f Utde = (h|Uy ) = 1.
=1 =]

Et I'inégalité est stricte car les fonctions ¢ — |t|Uy*(t) et t — Uy *(1) sont continues et 'ensemble
des t ol elles prennent la méme valeurest fini (t = lout = —1 ou t zéro de U,.)

4) a) La formule est vraie pour k = 0 par définition de ;.

n
Pourk €l Lnlona (X i) = 3 ap (Up" ) (Uplti) = e {Ue)x*~")  (formule 3)a)).
=l
[You, par récurrence sur k ;. pour tout k entre D et n, on a {x"ti.u} =of y.

n " L e
Soit P = Eakxk £ En. Alors (L |P) = E“" IIIkIUJ} = E"" c:f Y=Y Eak u:' . Donc:
k=) k=l = -

¥P € En. (Ui|P) = yiPloy).
b} En particulier v Unler ) = (Uf|Ls) = 1 donc les v sont non nuls.
) Rp est & racines simples : Uensemble de ses racines est 'ensemble des oy,
5Si les oy ne sont pas deux & deux distincts, on a p < n ou encore Ry (x) € Eq.
Alors, pour tout { €10, n §, on obtient (Uy|Rn ) = viRnlo) = 0 car oy est racine de Ry.

Les coordonndes {Uﬂﬂn} de By sur la base I{U.] sont done nulles, donc Ry = 0,

dei=in
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La contradiction avec R = 0 montre que les o sont deux i deux distinets et que le degré de Ry
est n + 1.

d) Ly appartient & En, donc, pouri €0 0.n I, (UiLy) = wilylo ), qui est nul dés que oy est racine
de L, donc pour tout | =},

Les composantes de Ly sur la base (UJ sont donc nulles, sauf peut-étre la j-iéme.

}Dnrnn
Autrernent dit :  L; est colinéaire au polyndme U,

Puisque Ly n'est pas nul, cette colinéarité peut s'écrire Uy = yly ; on a donc :
1= (uluy) = (LU} = wy o Lyley).

On a done aussi v = (1) = (1) gy Ly) =y {1Ly) = 1_1|.£_ Finalement :

_ ()

5) a) SiP = 1, alors P* = P, donc :

1 n
f Pit)dt =f PA(t)dt = (P|P) = ZIPW.} = me P = Z"ﬂ Z yi-Plag),
- 1=l

1 f=i)
SiP=x"lkeEl1 2+ 1], on peut écrire P =xxpx“q,pttqdnns[[ﬂ.nl,cequidunne:

1 1
f Pit)dr =[ tP T dr = pixP, x Ty
-1 -1

n

i
d.-nnc[ Fit}dt-Em{mP{p LI'||P|:":J Zm 11, ¥i u‘ Wi = Zuq i —Z‘g‘r Pl ).

1 1=0)

1
Les formes linéaires sur Egqq,q quia P associent f Pit)de et Z Vi Ploy) prennent la méme
-1
ped)
valeur sur la base usuelle de Eq,, .y, elles sont donc égales, pour tout P E Eqpp g, 0m1 2

1 n
f Pit)dt = Ewgf"im] (E).
-1

f=i)
b) 5'il existe un polyndme P de degré 2n + 2 tel que la relation (E) soit vraie, alors :
(Lx....x* p)

est une base de Eg, .2 et la relation (E), vérifiée par tout vecteur de cette base est done vérifide
{raisonnement déja fait) par tout vecteur de Eg 0.

I n
Notamment, avec (Rpix))* on obtient f (Rnlt fIJE dit = Z 1F{Hnmr}}2 = 0. qui est absurde
=1

[ =l
puisque Ry n'est pas nul,

La relation (E) est fausse pour tout polyndme de degré 2n + 2,

6) a) P = E, implique PRp € E 4 et on apphique (E):

1 n
(P|Rp) = j P(ORA(t)dE = z ¥ 2Pia Raloy) = 0 done (P|Rp ) = 0
=1 fwil

b) Dans £, . 'orthogonal du sous-espace Ep est une droite vectorielle.
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On vient de voir que Ry, est dans cette droite. Comnme il est non nul, tout autre vecteur de cette
droite est de la forme kRp.

En particulier: 5i Va aX™! comme terme de plus haut degré et est orthogonal  tout polynéme
de Eq, alors Vi = Rn.

Ra est donc le polynome unitaire @ de degré n + 1 qui vérifie :

|
Y[ 0.n I‘J{ t*@irde = 0.
=1

i1
Avetr Ry(X )= X1 4 E epX P, on obtient ainsi un systéme de n + 1 équations pour les i + 1
p=0
INCONNUES €. ©. . ... Cn .

€) Pour P € Eq, on 4, en appliquant a) au polyndme P{-X} qui appartient 4 Eq.,

I
f P{={IRsiE ) de = 0.
-1

1
Aprés changement de variable u = —t, cela donne f PlulRn(—uldu = 0. Alors Rn(=X) est
-1

orthogonal & tout élément de En, donc colinéaire 3 Rp(X).
Son terme dominant étant (—1)"* XL i vient Ral—X) = (— 1™ Ry (X)),

d} Ryl =X ) = —RgiX ) ; Ry est impair : Rgl(X ) = X7 4 eX.

! 4 & 1 [ . 3 . - 3 ax
Alors (t" +ct Jdt=ﬂdunntﬁ+g=ﬂpuwc=—ﬁ,duu RgiX)=X" — &
1
' -y =0t wg={fo
puls oy = 5" m) = e mg= 5
. 2 3 g 3 g 3
puis LplXi=X" =X 5 , LX) =X —g et LolX)i= X" + X E-
. ! 1] 2 ! & 3 8
On obtient alors (1|Lg) = (1|Le)= [ odi ==z, (1|Ly)= [ (17— -)dt = ——.
, 3 . B 15

(i 3 . .
Et avec Lylag) = E = Laloa) s Lyl b = ~E il vient donc:

51 B
"'I"E'—'"I'EE= g H '”2= g

8 Podaire d’une conique

—

‘% est une conique d'éguation polaire p = dans un repére orthonormal (F. T i

ol F est un foyer de €,

La podaire de ‘€ par rapport a F est U'ensemble des projetés orthogonaux de F sur les tangentes
i,

1+ecozb
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— -4 . = = — -
Pour 8 E K, on pose uy =cost | +8inb j et vy = —8inf [ +cosb | .

1) a) Calculer les coordonnées dans le repére (M(6), s, vg ) du projeté orthogonal P de F sur
la tangente d € au point M(@).

En déduire une représentation paramétrique dans le repére (F, T, T]. de la podaire de € par
rapport d F.

2) Etudier cette podaire quand € est une parabole,
Retrouver ce résultat par les propriétés géométriques d'une parabole,

3) Préciser la podaire de *¢ lorsque ¢ = é ol e = 2.

Selution

1) a) Le vecteur MP est le projeté orthogonal de MF sur la tangente en M.

; esinf do — .= —
= nc un vecteur fangent en M{B)a € est | =esinfug +(1 +ecos g .
P {1+emaﬂF’ s

Ona:

||_!"||E =14+ +2ecosd = (e +cos b +gin® 0.

T est nul si et seulement sisin® = 0 et e + cos 8 = 0, ce qui exige e = 1 (€ est une parabole) et
f = mmod 2w. Puisque dans ce cas p n'est pas défini en w, on en déduit que pour tout § €D,

(ensemble de définition de p), on a T,

. MF| T
P est défini par MP = _,—l T,

s

1 — , — e sin @ .
Amm = —ml[ﬂ-p 0mn ﬂbt!fﬂt [ﬂTl':l £ )= ~{+ecosh puis :
1 —F esind —* —+
P — = esintug + {1 +ecostilug .
T+ecosf ° fl+emsﬂ]-:1+eg+:3.'.ems-ﬂl[ ¥ v)
1 — . —+
OnadoncP = 3 (i1 +ecosbiug —esinbuy ).

1+e° +2ecosl

— —+ —s -+ = 4 L= —+ ..
Revenons au repére(F. §, J havecug =cost | +s8inf | etwoy = —sin® | +cosf J il vient:

1

P= 2
1+ +2ecns

{(e + cos 0 +sinﬁT].

e+ cost 0 = sint
l+t=.'2+2-|=:l:~|:m:1HI C 1+e° +2ecost
Mis & part le cas ol e = 1, objet de la question suivante, ® est de classe C™ sur R

Elle est périodique, de période 2.
Comme t = x{t} est paire et que ¢ = yit) est impaire, la courbe est symétrique par rapport &

Considérons la courbe P paramétrée par x{1) =

I'axe (F, _i}} et on peut réduire I'étude & Nintervalle [0, = 1.

Des exemples sont étudiés en derniére question.
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. -+ .
M est double quand & est dirigée par u = (—a®yy, b xp) et a done pour équation :
X = Xy _%Eyﬂ =0,

y—u bixyp

cest-a-dire (en utilisant & nouveaun ngz +a? y =a*b?):

LI

b® 2 *b? soit finalement % + Eﬂ— = 1.
e §

xxg + a“yyo = a
b) La tangente en M € € de paramétre &y est dirigée par W =(—asin tp. b 03 Ly,

Elle a done pour équation :
|x —acosly —asinip

=0 "est-d-dire by co8 Ly + ay 8in iy = ab,
y —beinty beosty fo+ayfinty

Avec cos lp = Fﬂ el sin fp = %ﬂ on obtient _!!‘ + y—:; L.

2} » Condition nécessaire

La tangente en un point de  ne passe pas par @, d'oi w = 0.

_— , u v . -
La droite d'équation - R oy = 1 est tangente en M = {xg. g} E % si et seulement si cette

. xp v
équation est auss _E' HfE—D = 1. On a don¢ nécessairement — = — — et gT“ . En
il

reportant dans wey + vyg + w = 0, il vient aful+ bt -t =0

« Condition suffisante

Supposons que aZu? + b%? — w? = 0, avec |u| + |v| = 0, ce qui implique w = 0.

. e Xy W e © ,
Sullalura&i-u.].ynJﬂWLE- EIT w.l'.}na.

4 2
a uw

w

by
kg +Bhp = = —?=—Lﬂ1

2R T od

- T - x au  be
donc M appartient 4 la droite d équation ux + oy +w =10 et —DE+ zﬂg =—g+—7 =10t
(] L L

par suite M appartient a €.

Enfin, I'équation 1— + "'%:I!E 1 de la tangente en M & ¥ se lit aussi ux + vy +w = 0.

3) Soit My = (Zacosty, Zbsinty ) et Mz = (2a cos tg, 2b sinty), des points distincts dans &,
cest-a-dire avec ty — tg = 0 mod{2w).

. — 2acostly 2alcost; —cosly)

(MyMa) a pour équation . .
- 1Mz) 4 pour eg y—2bhgint; 2blsinis —suni;)

gty g+l : . g —t fy+1t
Avec cosly — cosly = ~2gin 22 L sin 22 L, sinty — sint; = 2sin 22 - cos 22 L,

. . . . b =1
puisque {y — iz = 0 modi{2+) implique sin E—E— = ), en notant de plus que :

ta + I . S ty — Iy
EI‘.'IE!IE'GE-T +E-1I'.I.I|BII.'|T =EﬂST:

la droite (M M) a pour équation :

ta + 1) fa — [y

L la+ly
bxr:uu—ﬂ—-rugmnT Zab cos T =
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l:l} Quand M' = M, le point § = M = M ¢st celui o0 la paralléle en E 4 la tangente en M 4 %
recoupe 3.

€) 5 =M +M estégal 2 E' quand (MM") est paralléle a (0, T, Cest-a-dire quand M’ = M;.
—
{Voir question 1).) Clest-a-dire quand MEM'E = 0,

4) a) (PE) est paralléle & (AB) et (QE) est paralléle a (CD).

Il s'ensuit que, si [AB] et [CD] sont perpendiculaires, les vecteurs PE et EI:.! sont orthogonaux.
La question 3)c) donne alors A+ B+ CeD=P+Q = E".

Avec la commutativité, ona A+ C+ B+ D =E' Posons U =A«Cet V=B D,

De U +V = E', on déduit UE 1 VE

Avec (AC) HUE) et (BD)/ /(VE), il vient (AC) L (BD). De méme, on a (AD) L (BC).

b) A« Aestle point X tel que (EX ) est paraliéle & la tangente en A 3 %, SoitY = B « C.
Lorthogonalité de (AB) et (AC) donne (voira})A =B+ A=C = E'

Mvientalors AvA+B+C = E', "est-i-dire X + ¥ = E'. Comme en a}, on déduit que la tangente
en A est perpendiculaire 4 (BC).

O étant centre de symétrie de 3, la tangente en A" & W est parallele a la tangente en A. Elle est
done perpendiculaire a (BC) On en déduit :

AsA'+B+C=E puis A'sB+A"+C=E,
ce qui montre que (A'B) et {A'C) sont perpendiculaires.

Ainsi A" appartient aussi au cercle de diamétre [BC].

11 Une famille de courbes

Le plan est rapporté & un repére orthonormal (O, T T}.

1) Quelles sont les courbes Iy et I'y d'équations respectives
x-2% -4y =0 et dx?-(y-3°2=07
2) Pour k € i, on considére l'ensemble €, d'équation :
(x = 2 — 4y” + k(4x® — (y - 3)%) = 0.

a) Montrer que les courbes % ont en commun quatre points dont on précisera les
coordonnées,

b) Pour quelle valeur de k € R, la courbe €, est-elle un cercle ?
En préciser le centre et le rayon.

¢) Pour quelles valeurs de k les courbes %, sont-elles des paraboles ?
En préciser alors foyer et directrice dans chacun des cas.
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s Etude du cas oitk = —4

15(.1:'.2+ ;Ex) + 24y — 40 = 0 pu encore (J-.‘-Ir%)i = —g(y— %)

. 2 23y .

Sommet {1 = [— % %) axe de symétrie (£}, T}. foyer F = [: - 15 _E) directrice
187

D= 55

d) Pourk @ { — 4, —i b, € & pour équation :

4x Bk
(1 +4k;(ﬁ - m) -{4+k}{gf - ﬁ%} +4 -9k =0,

nuenmre:ih-!rk:l[:x-1—4—_?1—;)2—(4+H(y—%)2+4(1 )+E—]k(4+h_ ):

Ak )E 4k(7 — 32k)

k) *ivaoder - %

2
et enfin : {1+-1.|:}(.r— 1+2 k) —H+kj(y
“fy est la réunion de deux droites quand k = 0 (avecy = I'}) ou quand k = E?E :

2 2
‘€ 7 a pour équation : 4(.:' - l—ﬂ) - 9( - l) = 0, c'est la réunion des droites :
=

15 V- 15
bx — 9y -5=0 et 10x + 15y — 13 = 0.
1 7 o oxT oy
3) a) Pour k & {11 -4, ~3 E-E}.';ﬂk a pour équation ic * e = 1, avec :
ke 4kc(32k - T) 4k(7 - 32k)
X, Y, Ulk}= s Vikl = :
TTia TV TIT (1 + 4k)°(4 + k) (1 +4k)4 + k¥
Le centre de symétrie est {1 = (lfﬁ 43%)
b)
1 T
k -4 -3 0 e
Uik} - + || + 0 - 0 +
Vik] + + || - i} + 0 -
nature hyp. ell. hyp. hyp. hvp.
2 3k

4) Les coordonnées du centre sont x = T2k oY = Tk

Notons que l'onax =0 et que k= —4 donne x = ~1§

2 — x = 4k donne k = Euj zen reportant dans y = 3 — %. il vient y = E{g—f 15?

En prenant en compte les centres de %, et de € - |, V'ensemble des centres des courbes € est
iz

I"hyperbole d'équation y = % privée du point (0, 3).

T 44k Stk + 1
5}Pcru:-d:ka:-:.nnﬂl.r{k]:-[retv{k]bﬂﬂ—1[3"}“1' "1_+Tr'"1 “T++Iic}‘

k = —1 correspond & un cercle. On distingue -4 <k <« —-let -1 <k < —41.
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2
. C Lrik) d+kk Hl+k)
3 _ 2 _ _ _ =
Dans le premier cas, C° = Vik) - Ulk)ete® = Vi = 1 VR < 1+ a3k = T5ic

2
[ Vik) l+dk B{1+k)
e e 2 B 2 _ -1 - _

12 Composée de deux réeflexions

£ désigne 'espace usuel.

P; et P; sont deux plans de € ; on note S, et S5 les réflexions de plans Py et Py respectivement.
Les parties linéaires de 5, et S sont notées oy et og.

On note [1, et [1; les plans vectoriels, directeurs de P, et Py respectivement.

1) On suppose que P, et Py sont paralléles.
Les réflexions S, et 5S¢ commutent-elles ?

Dans la suite, les plans Py et Py ne sont pas parafléles.

2) Soit D = Py NPy et w0 un vecteur directeur normé de D. On note [1= u * le plan vectoriel
. — . —
orthogonal 3 u et ce plan est orienté par u .

Euit{e_:. ;'f! et [?g, E: des bases orthonormales directes de I1, avec E_:El'li et e_r_': € [lg. On

note 8]0, 2 = [ Uangle orienté dans 1T des vecteurs F: et 5;,
a) Former la matnce M, de o, dans la base lrE':..-_Tf. L_}}.

b) Exprimer er et H en fonction de eg, 33' et o.
Former la matrice Mg de og dans la base {E-T : ;f . :}.

3) a) A quelles conditions sur @ les réflexions o; et o5 commutent-elles ?

Quelle est alors o 0.0y 7

b) Dans ce cas, 5, et So commutent-elles ? Reconnaitre S, o Sa.

4) Exemple. A la lumiére de ce qui vient d'étre vu, étudier la composée des transformations de
# définies par leurs expressions analytiques dans un repére orthonormal direct {0, T T ®)
de ¥ :

, 1 2 2 8
I-FEI'—EH+E!+E

' 2 2 1 4

gy = fﬂf‘g=—gx+-ﬂy+53+5

, 2 1 2 4
S A LA |
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Selutioh

1) a) Siona Py = Py, alors §) = 55 et comme toute réflexion est une involution, il vient :
Sg085;=5; 085 =1Id.

b) La partie linéaire de 8 0 §; est oz o oy, Comme les plans 114 et [T sont égaux, on a og = og.

Alors og o 0y = Id montre que S5 o $ est une translation T.

Pour préciser le vecteur de cette translation, on considére un point Ay de Py et son image By

— . T ——
par Sz ¢ §;. Le vecteur ¢ de la translation est ¢ = A;H;.

. —
Alors By = Sg 0 5)(A1) = 53(A) ) permet de construire le vecteur ¢ .

OnaT !=(S308;)" 1—5 1:-53.'" = 5y o 83, ¢e qui montre que 5; o Sp est la translation de

—

vecteur = 1 .
| ] 4 [] —

Comme Ay n'est pasdans Po,onaBy=A;, donc ¢ =0puisT=T ", et finalement 5208, =S; 054.

En conclusion, dans le cas ol Py et Py sont paralléles, les réflexions 5y et 53 commutent si et
seulement si les plans sont égaux.

<+ 1
2) a) Dndajl{eﬂ—m Tyley) = —ey tlﬂ'1[u]— u, et il vient My = (1] -1 {I)

b) {e_;, ;‘;] se déduit de I;l'r. ;f} par la rotation d'angle 8, donc [51 e ] se déduit de 1-&-’2 'Eg-}
par la rotation d’angle -8 :

—+ —+ e
E3=ED-EHE|+SIII'|3;I: . g:—mnﬂel +ﬂ'l:l3|3-E711I.
—F -+ .=
e.:maﬂea—amﬂe_': . ::I:smﬂez +mHe_§.

Onaoyles) = &5 etogles) = —ef.

Gnaduncugl;;}m:r-;{mﬁa —Einﬂg} =mﬂﬁg+sin&£.

Il vient alors dgf;f} = (c0s® @ - sin? EII]I.-:_L|r + 2 gin 0 cos IZI;‘:., ¢'est-d-dire :
aale)) =cos 2B o +sin20 e,

On obtient de méme crztg]I:sinEEl E{—mzu ﬁ

. cos286  sin2d 0
Avecoglu )= u,ilvient Mg = | gin28 —coa20 0
L1 0 1

3) a) oy et op commutent si et seulement si on a MyMz = MyM,. Formons alors ces produits
matriciels. On obtient :

cos28  sinZ20 0O cos20 —sin20 0
M|M3=(—a:ini‘ﬁ cos 26 l}),MgM|= (si.nﬂﬂ cos 26 U)-
] 0 1 0 0 1

Il 'ensuit que oy el o commutent si et seulement si sin 20 = 0,

. . 3
AvccﬂE]'El.Efr[.Ll}ratruwcmi:E:-:r,El-:gctE=Tﬂ.

Chapitre & - Espaces euclidiens. Transformations orthogonales. Géométrie et conigues | » 423



s Le cas § = «w donne E; = —E,} et implique que [1g = [1y, ce qui est contraire aux hypothéses,

= Dansles casf = E et i = :—? ?"2 est colinéaire 3 e;, donc E_'{ et ?'2 sont orthogonaux. Les
plans vectoriels 1T, et Iz sont perpendiculaires. Dans ce cas, on a:

=1 0 0

MMz = MaM, = ( 0 -1 l}),

0 0 1
et = mgory = 0y oy est lasymétrie orthogonale par rapporta la droite A = H:E}.c':st—hi!ire]e
retournement d'axe A,
b) o3 0 vy = oy 0 g est une condition nécessaire pour que Sg 0 5 = 5y 0 Sg.
Pour obtenir S5 0 §) = 5, o 5y, il suffit alors de voir si elles donnent la méme image pour un
point de &,
Tout point de D = Py M Pg est invariant par 5 et par S;. [l est donc invariant par 8§ ¢ S ¢t par
Sq 0 57,
En conclosion de cette étude, les réflexions S, et S; commutent si ¢t seulement s1 Py = P; ou
s1 Py et Py sont perpendiculaires,
Dans le cas ol Py et Py sont perpendiculaires, la composée S o S5 est la symétrie orthogonale
par rapport a D.

4) a) Les parties linéaires de [y et fo ont pour matrices respectives :

1 3 0 -4 1 -1 -2 2
4“11=E(ﬂ' i1 ﬂ)ﬂﬂg:g(—ﬂ 2 1)-
—4 0 -3 2 1 2

Il est aisé de constater que A) et Ag sont des matrices orthogonales.
Comme elles sont symétriques et de traces égales a 1, ce sont des matrices de réflexions.
Les ensembles des points invariants par fy et par fo sont précisés par :

3

. 1 2 2 B
x=§x—gz+§ T=ETgiogutyrty
L W=y 4 y=—§x+§y+éz+;
4 3 12
(Z=-pX~gZ+ g 2= x4 3y+ 223

Cesontlesplans x +2z =3 et Zx sy —z = 4.

b) f; est la réflexion de plan Py : x + 22 = 3 et f; est la réflexion de plan Py : 2x 4y — 2 = 4.
Il est aisé de constater que ces plans sont perpendiculaires.

1l s'ensuit que f; et fz commutent,

Leur composée [ = fy o fz est la symétrie orthogonale par rapport a la droite D = Py 1 Py,
Avec les vecteurs ;}1 =(1.0.2)et ?2 = {2, 1. =1}, normaux A P, et i Py, la droite D est dirigée
par mi A ma=(-251)

1l suffit de constater qu'en choisissant 2 = 0 par exemple, le point (3. -2, 0)appartient 4 Py NPy
pour achever la détermination de D.
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13 Coniques en sections planes

E est l'espace R® euclidien canonique, rapporté 3 un repére orthonormal direct

R=(0T. T ). On considére l'ensemble Q des points M dont les coordonnées (x, y, z),
dans R, veérifient :
2x2+y2—-1ry—4y3+2:c+2y—4:+2=ﬂ (1)

1) Changement de base

On note :
Mx, y. z) = 2.~:1+y2 - dwy — dyz (2)
X
a) Soit U la matrice ( g) des coordonnées d'un point M, dans R.
F

Former A, matrice carrée symétrique réelle d'ordre 3, telle que, pour tout point M,

dix,y.z2) = 'UAU. (3)

b) Déterminer les valeurs propres et une base orthonormale 8 = (7. 7. ®) de R? formée
de vecteurs propres de 'endomorphisme ¢ dont la matnce dans B est A.

Ces valeurs propres seront rangées dons (‘ordre décroissant et pour chacun des trois sous-espaces
propres, on cheisira un vecteur directeur normé dont la premiére coordonnéde est positive.

c) Soit P la matrice de passage de 5 = T T 'Yy

Justifier que P est une matrice de rotation et caractériser géométriqguement cette rotation.

2) Equation réduite de Q

a) On note (x', y'. 2’} les coordonnées de M dans le repére R' = (0, T. 7. K
Montrer que dvx, y. z) s'écrit, en fonction de x', y' et 2" :

Plx,y. z) = dx™? 4 y’ﬂ ~ 22 (4)

On pourra utiliser une matrice diogonole D, semblable & A.

b} Montrer qu'un point M appartient & Q si et seulement si ses coordonnées dans ' vérifient :

4x? & !,rjE -2z E.11"' * %’-y" - gz'

- +2 = 0. (5)

c) Etant donné un point {1, on note R, le repére (2, T, 7. K)eton désigne par iX. Y. Z)
les coordonnées dans &, d'un point M.

Déterminer, par ses coordonnées dans R et dans R un point {1 tel que :

M appartient 80 = 4x? +y? _2z% % -0, (6)
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b) U = PU' donne x =%{ﬂx'+2y'+z'},y = %{ -' vy +22'), 2= %I[.r'— 2y’ +22').

: 4 14 2
vient alors fix.y.z) = 2x + 2y =4z + 2 = -Ex'l-ln Tg" - Ez'+2.

M =ix y. z)appartient & Q si et seulement si: ®ix, y, 2z)+ [z y. 2l =0,
- . . 14 2
Cela équivaut alors 4 " +g —2e Er + -3*5,- - 3 +2=0,

) Soit 1} de coordonnées (a. b.c)dans R, Posons x’ = X +a,y’' =Y +b,z' = Z +c.
Alorsona:

4 14 2
4sz+yr2-23r2- Hxl+Tyr— 5:‘+2:u“+r“~2f

+(aa—;)x+(ﬂn+!§)v—{4“§]3+4u2+b2—2c2—§u+};-h~§:+2.

. 1 7 1
On choisit alors a = g b= ~3 €= —g

. s 4 14 2 7
. 2 2 IS T P
On obtient alors 4a~ + b* = 2¢ vﬁa+Th-Et+2- 3

Dans le repére Ry, on a donc M = (X, Y, Z)€ Q si et sculement si 4X% + v? - 227 % = 0.

Les coordonnées de {1 dans ' étant [: % - ; —é) . la formule de changement de coordonnées
U = PU" donne alors ( - % -1, g} pour coordonnédes dans R,

3) a) Dans(f}, T, 7, lensemble € a pour équation 4% 2 + ¥? = ;

] 2
Clest I'équation réduite EE + y—g = 1 d'une ellipse de centre {1, dans laguelle :

el ol
Avec ¢ = b? —ug.nnac =4 F = E\'IIT

L'axe focal est (L '), les foyers sont F = {1 sed etF =f-c7,

2
o e V3 bt 14 o ~ -
Lexcentricité est e = =0 et avecd = - = -E—,I-E'i directrices somt Y s d et ¥ = —d.

b} Dans ifl, 7. K, lensemble % a pour équation 4x% — 22% = ;
x? z?
C'est l'équation réduite — — —5 = 1 d'une hyperbole de centre {1, dans laquelle :
i v
ViV
u = 3 ol = P
Va2
Avecu? =u? +0fonaw = 3
L'axe focal est ({2, T}, les foyers sont G = {1 swl et =fl-wT.

u® V2

. . s "—E— el B & : — - A
Lexcentricité est e’ = i vaetavecd' = T Les directrices sont X = d' et X = —d’.

. v v v
Les asymptotes ont pour équation Z = Ex o7 = _Ex. avec - = V2.
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