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Avant-propos

Cet ouvrage rassemble 50 problémes qui couvrent une large part de I’ Analyse mathé-
matique que 1’on rencontre au cours de la Licence a 1’Université et dans les classes
préparatoires aux grandes écoles scientifiques. Il s’agit de 1’analyse mathématique de
base que doivent maitriser les étudiants en Master ainsi que les candidats aux CAPES
et a I’ Agrégation de mathématiques.

A la section 1, 46 des problemes sont énoncés de maniére « économe » afin que
le lecteur puisse réellement s’exercer a chercher plusieurs voies d’attaque pour la
résolution de la question posée. Si ces recherches sont infructueuses, des indications
(question apres question) sont fournies a la section 2. La section 3 du livre étant quant
a elle constituée par des corrigés détaillés ol 1’on insiste particulierement sur les
méthodes classiques en Analyse. A cet effet, un paragraphe intitulé « Commentaires »
complete chaque corrigé afin d’y apporter un éclairage supplémentaire.

D’autre part 4 des problemes de la section 1 (numérotés 10, 24, 36 et 45) sont des
problemes dont I’énoncé est extrémement détaillé et de ce fait ils ne nécessitent pas
d’indication. Ils sont tout autant corrigés en profondeur et ce corrigé est encore suivi
de commentaires.

Il est a noter que les 50 problemes sont entierement indépendants tant au niveau
de leur énoncé que de leur solution. Il est donc possible (et conseillé) de les aborder
dans un ordre arbitraire.

Il ne s’agit pas d’un livre d’exercices, il ne s’agit pas non plus (loin s’en faut)
d’un livre de cours. Il s’agit d’un manuel pour apprendre des mathématiques et étre
capable d’en comprendre certains des ressorts.

En effet, il est séduisant de croire que les mathématiques (a condition parait-il
qu’elles soient « correctement » présentées) peuvent s’apprendre linéairement. On
commence par les définitions, puis les théorémes en passant par quelques lemmes
et propositions, on observe quelques exemples, on fait quelques exercices et ensuite
on passe a une autre lecon. Il n’en n’est rien (heureusement), les mathématiques -
comme toutes les autres sciences - s’apprennent et se comprennent par des allers et
retours incessants entre théorie et application, calculs sordides et réflexion.

Nous souhaitons que ceux qui travaillerons a I’aide de cet ouvrage (complété par
un cours de base d’ Analyse) pourrons ainsi en tirer utilement partie.
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Le principe de la numérotation est le suivant. Le premier numéro se rapporte a
I’énoncé, le deuxieme est le numéro de la section alors que le troisiéme indique la
question traitée.

Cet ouvrage est une version révisée et augmentée du volume « Petits problemes
d’analyse » paru en 1999 chez Springer et aujourd’hui épuisé. Je tiens a remercier
Véronique Almadovar qui a assuré la réalisation technique du manuscrit et Emma-
nuel Lorin pour sa relecture attentive et critique de son contenu. Ce travail n’aurait
certainement pas été possible sans le support intellectuel que procure 1’ambiance
créatrice du Centre de Mathématiques et de Leurs Applications, laboratoire com-
mun a I"Ecole Normale Supérieure de Cachan et au Centre National de la Recherche
Scientifique (CNRS).

Jean Michel Ghidaglia
jmg@cmla.ens.cachan.fr



Enoncés des 50 probléemes

Nous donnons ci-dessous les énoncés. Bien que fotalement indépendants entre eux,
ils ont été regroupés par theémes principaux.

1.1 INEGALITES FONCTIONNELLES

Un point de vue tres fécond consiste a considérer les fonctions (d’une ou de plusieurs
variables réelles par exemple) comme des éléments d’un espace vectoriel normé,
ou parfois comme des points d’un espace affine normé. L’idée de base consiste a
essayer de transposer a ces espaces, en général de dimension infinie, les résultats
« habituels » dans R" pour en déduire des résultats sur les fonctions auxquelles on
s’était initialement intéressé. Un exemple classique est le théoréme du point fixe de
Picard qui permet, lorsqu’il est invoqué sur un espace vectoriel normé complet de
fonctions, de montrer I’existence de solutions pour une équation différentielle (voir
par exemple le probleme 36). Ces espaces vectoriels ou vivent les fonctions en ques-
tion — C([a, b];R),C'(R,R"),... — sont de dimension infinie. Deux différences
essentielles apparaissent alors :

e ces espaces ne sont pas forcément complets, c’est justement cette propriété qui est
cruciale pour I’application du théoréme de point fixe de Picard,

e on dispose sur ces espaces de plusieurs normes qui n’ont aucune raison d’étre
équivalentes entre elles.

Dans cette premiere série de problemes, il s’agit d’établir diverses relations entre
normes sur des espaces de fonctions réelles d’une variable réelle. Le probleme 5
est consacré a certaines inégalités de Sobolev pour les fonctions définies sur R”".
Ces inégalités sont des outils trés puissants pour 1’étude des équations aux dérivées
partielles, notamment celles de la physique mathématique : équation de la chaleur,
équation de Schrodinger, équations de Navier-Stokes, etc. Nous renvoyons aussi aux
commentaires a ce probleme a la page 76.
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Enoncé 1
Soit u € C'([0, 1]; R) avec u(0) = u(1) = 0.
1.1.1. Montrer que [, u?(x)dx < 4 [} u'(x)* dx.

1.1.2. Notons 3 = {u € C!([0, 1];R), u(0) = u(1) = 0, fol u'(x)*dx = 1}. On admet
qu’il existe v € 3 tel que

weS

1 1
/ v2(x)dx = rnax/ w?(x)dx. (%)
0 0

Expliquer pourquoi I’existence d’un tel v n’est pas immédiate.

1.1.3. Montrer que seules deux fonctions v € C>([0,1]) N Y peuvent vérifier (x).
— rl.2
Calculer alors ¢y = [ v*(x)dx.

1.1.4. Montrer que pour tout # € C'([0, 1];R) avec u(0) = u(1) =Oona

1 1
1
/uz(x)dxg—z/ u'(x)*dx.
0 T Jo

1.1.5. Montrer cette inégalité sans faire I’hypothése qu’il existe v € 2 vérifiant (x).
En déduire alors qu’il existe v € C>([0, 1]) N Y vérifiant (x).

Enoncé 2

Soit u une application continue et 277-périodique de R dans R. On désigne par uy
le nombre complexe u;, = % f()z” u(x)e~**dx pour k € Z. On note alors Q(u) =
> kez lkllui]* € [0, +00].

2.1.1. Montrer que Q(u) peut étre effectivement égal a +oo.

2.1.2. Pour ¢ € R, on désigne par ¢(r) le nombre fozw lu(x +t) — u(x)|?dx. Montrer
que ¢ est continue sur R.

2.1.3. Montrer que fooo %d t = aQ(u) ou « est une constante indépendante de u.

2.1.4. Montrer que si u € C'(R, R) alors

2 2 2
0°w) < B / W2 (x)dx / (%) (x)dx )
0 0

ou B est une constante indépendante de u.

2.1.5. Quelle est 1a meilleure constante dans (%) ?



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

1.1 Inégalités fonctionnelles 3

Enoncé 3
Soit u une application continue et 27-périodique de R dans R. On désigne
par u; le nombre complexe % foh u(x)e’**dx pour k € 7. On note alors

1/2
] = (Seer [1x?) " lul| = Cpenl + K ueH)!72 et
[ul = 3z (1 + [k])|ug|?)!/? (certains de ces nombres pouvant étre infinis).

3.1.1. Montrer qu’il existe C; indépendant de u telle que [u] < C|u|'/?|[u||'/>.

3.1.2. Montrer qu’il existe C, indépendant de u telle que

sup [u(x)| < Calul'?[[u]|'/2.
x€R

3.1.3. Montrer que I’assertion suivante est fausse : il existe C3 indépendant de u telle
que

sup |u(x)| < Cs[u].
xeR

3.1.4. Montrer qu’il existe C4 indépendant de u telle que

( ( Huu>>‘/2
sup |u(x)| < Cyqlu] (log ( 1+ — )
xeR [u]

Enoncé 4

A toute fonction f continue et 27-périodique de R dans R (on note alors
f € Cpe (R,R)), on associe la suite de ses coefficients de Fourier notés

f (n) = % fozw f(x)e"™*dx. Soit alors A I’ensemble des fonctions f telles
que ) .y \f(n)| < 00.

4.1.1. Montrer que A, muni de la norme || f{[a =,z | f(n)|, est complet.

4.1.2. Montrer que A est une algebre pour la multiplication.

4.1.3. Montrer que A est dense dans C,., (R, R) muni de la norme de la convergence
uniforme et que A # C,.r(R, R).

4.1.4. Soit a € 10, 1]. On dit que f € C,. (R, R) appartient a Lip, si

1, — sup LR SO
¢ XFYy |x _y|a

On munit I’espace Lip, de la norme
1£1la = [£O] +[fla-
Montrer que pour tout & € ]%, 1], Lip, C A etqu’il existe C € R tel que
Vf € Lipa, ||flla <Cl|flla:
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Enoncé 5

N

On désigne par D I’ensemble des fonctions C* a support compact dans R” :
D={feC”R",R);3IR >0, V|x|<R,f(x)=0}.

5.1.1. Construire un élément non nul de D.

5.1.2. On se donne deux réels p > 1 et g > 1 et on cherche a savoir si

(Ipg) 3Ceq <0,Vf €D, ||fllg <CpgllVLll,

ot |lgllr = (fy lg@Irdx)"", Vr>1.

Montrer que si (I, ;) alieu alors p < netg =

np
n—p’
5.1.3. On suppose que n > 2 et que ;= a lieu. Montrer que pour tout p > 1 avec

p <n,(I,,)alieu pour g = n’f’p. -

5.1.4. Montrer (I, 2) dans le cas n = 2.
5.1.5. Montrer (/;, »_) dans le cas n > 3.

n—1

5.1.6. Etudier le cas n = 1.

1.2 TOPOLOGIE DANS DES ESPACES VECTORIELS NORMES
DE DIMENSION INFINIE

En directe continuation du theme des problemes précédents, nous proposons 5 pro-
blemes illustrant les propriétés topologiques de certains espaces vectoriels normés.
Dans les problemes 6 et 7 I’accent porte sur la compacité alors que les problemes 8
et 9 font appel a la convexité (ce dernier point n’est pas transparent a la lecture des
énoncés aussi nous renvoyons aux commentaires pages 84 et 88). Une des propriétés
essentielles de la topologie usuelle sur R” est son caractere localement compacte :
tout point y posséde un voisinage compact. La compacité est un outil redoutable pour
montrer [’existence de solutions a certains problémes. Par exemple, étant donné un
compact K toute fonction continue, f, de K dans R y posséde un minimum qui de
ce fait est solution du probleme d’existence :

trouver y € K telqueVx € K f(y) < f(x).

En dimension infinie deux voies de généralisation sont possibles. Etant donnés un
espace vectoriel normé et un fermé borné dans cet espace, on peut

e soit montrer que cet ensemble est compact en mettant en évidence d’autres pro-
priétés de cet ensemble,
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e soit affaiblir la topologie, c’est-a-dire avoir plus d’ouverts. Dans ce cas cet
ensemble peut devenir compact. Mais alors il faut s’assurer que 1’on ne dégrade
pas trop les propriétés de continuité, pour cette topologie affaiblie, des fonctions
qui étaient continues pour la premiere topologie.

Les problemes 6 et 7 releévent de la premiere catégorie alors que les problemes 8 et 9
relevent de la seconde.

Finalement le probléme étendu 10 est consacré a I’étude de formules d’intégration
numérique.

Enoncé 6

Soit (A,),en une suite décroissante de réels strictement positifs convergeant vers 0.
On désigne alors par E et F les espaces vectoriels normés suivant :

)
E = {(un)nEN S RN, Z |un|2 < OO} 5
n=0

o
F = {(un)nEN S RN, Z/\n‘unF < OO} 5
n=0

munis de leurs normes naturelles
. 1/2 . 1/2
|u|E=(zrun|2) etuuqu(zAn\unv) |
n=0 n=0

6.1.1. Montrerque E C F et E # F.
6.1.2. L’espace E est-il fermé dans F ? Quelle est I’adhérence de E dans F ?
6.1.3. Montrer que K = {(un)nen € E,> re |un|* < 1} est un compact de F.

Enoncé 7

On désigne par k une fonction continue et 277-périodique sur R. Soit alors K 1’opé-
rateur linéaire

2
Foo Kf 2 (Kf)(x) = / k(x — ) f(dy
0

pour f € E={f € C(R;R), f(x+2m) = f(x),Vx € R}.
7.1.1. Montrer que K est bien défini sur E et qu’il est continu lorsque 1’on munit £

_ 1/2
de la norme || f|| = < 02 fz(t)dt> :

7.1.2. Majorer la norme de K en fonction de ||k||.
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7.1.3. Exprimer les coefficients de Fourier de K f en fonction de ceux de k et de ceux
f. Quelle analogie y voyez-vous ?

7.1.4. Soit (f(p))pen une suite d’éléments de E. On suppose que cette suite est
bornée dans E : sup .y || f(p)]| < oo. Montrer que 'on peut extraire de la suite
(K f(p))pen une sous-suite qui converge dans E.

7.1.5. Soit L une application linéaire et continue de £ dans E (muni de la norme
||-1]). On suppose que pour toute suite bornée de E, (f(p)),en on peut extraire une
sous-suite de ((Lf)(p))pen qui converge dans E. Montrer que pour tout A # 0, le
noyau de L — Ald est un espace vectoriel de dimension finie.

7.1.6. Cette derniere propriété subsiste-t-elle pour A = 0 ?

Enoncé 8

On se donne sur un espace de Hilbert V réel une forme bilinéaire continue a. On
désigne par ||.|| la norme V et par ((., .)) le produit scalaire sur V.

8.1.1. Soit K un convexe fermé non vide inclus dans V. Montrer que pour toutu € V
il existe un et un seul élément de K, noté Pgu, tel que

llu — Pgu|| < ||u —v||,Vv € K.

8.1.2. On désigne par V' = L(V,R) le dual topologique de V. Déduire de la question
qui précede que pour tout / € V', il existe un et un seul f € V tel que

YveV, [l =((f,v).

8.1.3. On suppose que a est coercive, ¢’est-a-dire qu’il existe « > 0 tel que a(v,v) >
al|v]|*,Vv € V. Soit! € V', montrer qu’il existe un et un seul u € K tel que

[l(w—u)<a(m,v—u),Vv € K. (%)

Enoncé 9

Dans un espace préhilbertien H, on dit que la suite (u,),en Vérifie (F) s’il existe
u € HtelqueVv € H, lim,_,o((u,,v)) = ((u, v)).

9.1.1. Montrer que si (u,,) vérifie (F) alors u est uniquement déterminé.
9.1.2. Montrer que si lim,, .o, ||u, — u|| = 0 alors (u,) vérifie (F).

9.1.3. Donner un exemple de suite (u,) vérifiant (F) mais telle que ||u, — u|| ne tend
pas vers zéro.

9.1.4. Soit (u,) vérifiant (F). Montrer que (u,) est convergente si et seulement si
limy,— oo [[tn || = |[u]].

9.1.5. Soit (u,) vérifiant (F) et telle que lim,,_, ||u,|| = I. Montrer que [ > ||u||.
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9.1.6. On suppose que H vérifie la propriété suivante. Toute suite bornée possede
une sous-suite vérifiant (F). Montrer que pour tout v € H, la fonction w — ||w|[*> —
|(w, v))|3/2 atteint son minimum.

9.1.7. Montrer que de toute suite bornée de I* = {(u,)neny € RY, > 42 < 0o}, muni
du produit scalaire (((u,), (vy))) = >_ u,v,, on peut extraire une suite vérifiant

(F).

neN

Enoncé 10

Notations (les résultats énoncés ici seront admis).

On désigne par & = C°([—1, 1];R), I’espace vectoriel formé par les applications
continues de [—1, 1] dans R. On munit £ de lanorme || ||o : pour g € &,

|lglloc = sup{lg®)], 7 € [1,11}.
Pour m € N, P,, désigne I’espace vectoriel des polyndmes de degré inférieur ou égal
am.
Dans le probleme, w désigne un élément de £ vérifiant : Vx € [—1, 1], w(x) > 0.

Pour f et g dans &, ((f, g)) désigne le réel :

1
(f,) = / g, (1)

ce qui définit une application bilinéaire symétrique de £ x £ dans R.

» Premiere partie

10.1.1. Montrer que ((.,.)) est un produit scalaire sur £ (il suffira de montrer que si
((f, f))=0pour f € £ alors f =0).

On se propose de construire une suite (p,),cy d’éléments de £ qui vérifie :

(i) p, estun polyndme par rapport a la variable x, de degré n et dont le coefficient
de x" est 1,

(i) pour toutn > 1 etpourtoutqg € P,_ on a ((p,,q)) = 0 (c’est-a-dire que p,
est orthogonal a P,_1).

10.1.2. Montrer qu’il existe au plus une telle suite.

10.1.3. Montrer que po = 1 et pj(x) = x — %

10.1.4. On suppose que n > 2 et que p,_; et p,_, sont connus. Soient alors 3, et «,,
les nombres réels

~ ((pn—1, Pn—1)) ~ ((xpn—1, Pn—-1))

Bﬂ B ((pn—Zapn—Z))’ " ((pn—l,pn—l)) ‘
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Montrer que

Pn =X — ap)Pp—1 — BuPn—2 2)
vérifie (i) et (ii) si les p,, pour m € {0,...,n — 1} vérifient (i) et (ii). Conclure a
I’existence des (p,).
10.1.5. Application. On suppose que w(x) = 1. Calculer py, p1, p2, p3, et pa.
On revient au cas général ol w est quelconque.
On désire montrer que p,, possede n racines simples et réelles. Prenons doncn > 1.

10.1.6. Montrer que pour n > 1, p, posséde dans ] — 1, 1[ au moins une racine réelle
de multiplicité impaire (on pourra remarquer que fil Pr(X)w(x)dx = 0).

10.1.7. On fixe n > 1. Soient alors xy, ..., x,, pour m > 1 les racines de p,, qui appar-
tiennent a | — 1, 1[ et qui sont de multiplicité impaire. En considérant le polynome
7 . mwx) = (x — x1)...(x — x,,) et I'intégrale ((p,, 7)), montrer que m = n et
conclure que p, possede n racines réelles distinctes qui appartiennenta | — 1, 1.

» Deuxieme partie

Une formule d’intégration approchée sur [—1, 1] est la donnée de k + 1 éléments de
[—1, 1] notés {x,-}f.‘zo et de k + 1 nombres réels A; : {/\I-}f.‘:o. On écrit alors

1 k
/ FOuadx > A fx). 3)
- i=0

Dans cette définition k est un entier naturel arbitraire, on dira que (3) est une formule
a k + 1 points. On associe alors a (3) une application E de £ dans R définie par : pour

feg,

1 k
B = [ Fwueds - Yk fo) @)
-1 i=0

(E pour erreur).
On dira que (3) est d’ordre m € N si

Vp € Py, E(p) =0. &)

10.1.8. Montrer que E : £ — R est une application linéaire continue de I’espace
vectoriel normé £ dans R.

10.1.9. En évaluant le nombre de parameétres et de contraintes dans la définition d’une
formule d’intégration approchée a k + 1 points d’ordre m, justifier heuristiquement
que m < 2k + 1.

On se propose de montrer qu’il existe une formule d’intégration approchée (3) a k+1
points qui soit d’ordre 2k + 1.
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On désigne par xg, ..., x; les k + 1 racines de py4; (voir la question 10.1.7). On note
I; pouri € {0,...,k} le mondme de Lagrange :

et on introduit les réels
1
A= (i 1) = / 1 GOw(x)dx. ©)
—1

Soit alors pour f € £, p(f), le polynome d’interpolation de Lagrange de f aux
points xg, . . . , X.

10.1.10. Montrer que p(f) = Zf:o .
10.1.11. Montrer que

k 1
S s = [ ppwue )
i=0 -

10.1.12. En déduire que pour ce choix de x; et A; la formule d’intégration approchée
(3) est au moins d’ordre k.

10.1.13. Soit p € Py41. Montrer qu’il existe g € Py etr € Py telsque p = gl +r ou
[ est le polyndme ]_[i.‘zo(x —x;).

10.1.14. Montrer que (avec les notations de la question 10.1.13)

1 1
/ pxw(x)dx = / r(x)w(x)dx.
1 1

10.1.15. Conclure que si les (x;) sont les racines de py.; et les (A;) sont donnés par
(6) alors (3) est une formule d’intégration approchée a k + 1 points qui est d’ordre
2k +1.

» Troisieme partie

Dans cette partie on suppose que w(x) = 1 pour tout x € [—1, 1] et on choisit pour
(x;) et (A;) ceux obtenus a la question 10.1.15 de sorte que (3), qui s’écrit ici

1 k
/ fydx =" A f(x), ®)
-1 i=0

soit d’ordre 2k + 1 (k est un entier naturel arbitraire).
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On admet alors I’estimation d’erreur suivante. Pour f € C**>([—1,1];R)ona

2253 ((k+ D)?

a2y e ©)

|E(f)] <

10.1.16. En utilisant que p3(x) = x> — %x, montrer que (8) s’écrit pour k = 2 :

! 1
/ fx)dx ~ 6(5f(_\é) +8£(0) +5f(\é)). (10)
—1

10.1.17. Ecrire (9) dans ce cas.
10.1.18. Calculer I’intégrale f_ll V2+x dx.
10.1.19. Montrer que (9), dans le cas k = 2, s’écrit pour f(x) = vV2+x :

3 _
[E(OI< 5755 = 9,375 10 ‘.
10.1.20. Avec combien de chiffres significatifs faut-il évaluer le second membre de
10)?

10.1.21. Evaluer le second membre de (10) et E(f). Conclusion ?

10.1.22. On rappelle la formule d’intégration approchée de Simpson (formule a trois
points) :

1
1
/ S(x)dx ~ g(f(—l) +4£0)+ f(1)). (11)
-1

Comparer, sur I’exemple précédant f(x) = v/2 + x, les valeurs approchées obtenues
par (10) et (11). En étudiant I’ordre de (11), expliquer ce que vous avez constaté.

1.3 AUTOUR DES FONCTIONS IMPLICITES

Le théoreme des fonctions implicites est un outil de base pour montrer I’existence
de solutions a certaines équations non linéaires. Il est la généralisation naturelle du
résultat classique affirmant qu’un systéme linéaire de n équations a n inconnues pos-
sede une et une seule solution quel que soit son second membre lorsque son déter-
minant est non nul. Ainsi lorsque I’on cherche a résoudre un systeme de n équations
non linéaires par rapport a n inconnues, la premiere tentative a faire est de tacher
d’appliquer le théoréme des fonctions implicites. Deux questions se posent alors.

e Dans le cas ou ce théoréme s’applique est-il possible de calculer effectivement
cette solution (a 1’aide d’un ordinateur par exemple) ?

e Dans le cas ou le théoreme ne s’applique pas, que peut on dire sur I’ensemble des
solutions ?



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

1.3 Autour des fonctions implicites 11

Nous commencons par le probleme 11 dont I’objet est de justifier grace au théoreme
des fonctions implicites une relation (voir le numéro 11.1.2.) courante en thermody-
namique. Le probléme 12 propose I’étude de 1’algorithme de Newton qui se rapporte
a la premiere question alors que le probleme 14 propose la description d’une situa-
tion qui reléve de la seconde. L’ objet de le probleme 13 quant a lui est de relaxer (i.e.
remplacer par une condition moins forte) une des hypotheses du théoréme des fonc-
tions implicites. Le probleme 15 envisage une situation ou le théoréme des fonctions
implicites ne peut s’appliquer car un des ensembles ol I’on cherche une des incon-
nues est d’intérieur vide (il s’agit de O(n)). Finalement, le probléme 16 est consacré a
la construction (a I’aide du théoréeme d’inversion locale) d’une application vectorielle
qui étend la normale unitaire sur une courbe du plan.

Enoncé 11
Une loi d’état est une fonction f : (P, V,T) — f(P,V,T) € Rou f € C(R¥)*, R)

telle que D oro
% 8_{: a—i ne s’annule pas.
11.1.1. Etant donné R, constante strictement positive, montrer que
fRo . (P,V,T)l—> PV—R()T
est une loi d’état.

11.1.2. Résoudre fg,(P,V,T) = 0 en exprimant P = P(V,T),V = V(T,P) et
T =T(P,V) et montrer que

(), (7)),

11.1.3. Généraliser a une loi d’état arbitraire.

Enoncé 12

On désigne par ||.|| 1a norme euclidienne sur R”, m > 1 et on considére une applica-
tion G de classe C! sur R™ vérifiant G(0) = O et les trois propriétés suivantes :

(i) 3B,v,p > 0tels que pyB < 2/3,

(i) 2E(0) est inversible et || 22(0)~!|| < B,

Gii) 1126 (v) — 98 || < yllv — wl| pour [Jull < p et |[o]| < p.

12.1.1. Montrer que pour tout u € B,(0) = {v € R™, ||v|| < p}, I'application 2% (u)
est inversible et que || 2% (u)~!|| < %.

12.1.2. Soit u, € B,(0). On désigne par u,,; I’élément de R™ :

—1
Upy1p = Uy — (a_G(“n)> G(uy).
ou



12 1+ Enoncés des 50 problémes

Montrer que ||un1|| < allun|?
Upsl € Bp(O)

12.1.3. Etudier le comportement de u,, lorsque n — +00.

avec a = By/(2(1 — pBy)) et en déduire que

Enoncé 13

On se donne G : R” x R”™ — R" et on suppose que G est de classe C' dans un
voisinage d’un point (#g, Ag) € R" x R™ et que I’application linéaire %—g(uo, Ap) de
R" dans R" est inversible.

13.1.1. Montrer qu’il existe § > 0 et p > 0 tels que si ||G(up, Ag)|| < 8, il existe une
application u définie sur un voisinage de Aq telle que (u(A), A) soit la seule solution
dans B, (uo, Ao) de I’équation G(u, A) = 0 avec ||u — up|| < pet||A — Ao|| < p.

13.1.2. Montrer que I’application A — u(A) est continue.

Enoncé 14

Soit F une application de classe C*° de R? dans R vérifiant :
F(0,0) = 0,%5(0,0) = 0,2£(0,0) = 0 et det My < 0 od My = M(0,0) avec

) 8_)62
2 . )
M(xy,x0) = (% matrice hessienne de F.

>1<i,./<2

14.1.1. Vérifier que F(x,y) = x> — (1 +x)y? satisfait & ces hypothéses et représenter
graphiquement I’ensemble {(x, y) € R?, F(x,y) = 0}.

14.1.2. On note A(x, x,) la matrice

1
A(xy,x0) = 2/ (M(txy,txy) — My)(1 — t)dr.
0
Montrer que A(xy, x») est symétrique et que
1
F(m) = E(Mo.m + A(m).m).m.

14.1.3. Montrer qu’il existe C, une fonction définie sur un voisinage ouvert de (0, 0)
dans R? a valeurs dans 1’ensemble des matrices 2 x 2 telle que

'C(m)MoC(m) = Mo+ A(m),
{ cO)=1,

et C est une fonction C°° de m.

14.1.4. En déduire qu’au voisinage de (0, 0), on a

1
F(xi1,x) = E(Moéo(xbxz), e(x1,x2)),
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1.3 Autour des fonctions implicites 13

ol ¢ est un C*°-difféormorphisme, de ce Voisipage de (0, 0) sur un voisinage de (0, 0),
vérifiant ¢(0,0) = (0,0) et D(0,0) = Id. Etudier dans cette optique I’exemple de
la 1™ question.

14.1.5. Quelle est la nature géométrique, au voisinage de (0,0), des solutions de
F(x1,x2) =07

Enoncé 15

On désigne par S*(n) I’ensemble des matrices symétriques définies positives n x n
et par O(n) I’ensemble des matrices n x n, orthogonales.

Soit alors ¢ : O(n) x S*(n) — M, (R) définie par ¢(R,U) = RU.
15.1.1. Montrer que ¢ prend ses valeurs dans GI,,(R).
15.1.2. Montrer que ¢ réalise une bijection de O(n) x S*(n) sur GI,(R).
15.1.3. Montrer que ¢~ est continue de G/,(R) dans O(n) x S*(n).

Enoncé 16
Etant donné ¢ € C*°(R, R), on désigne par I son graphe :

I'= {(QD()Cl),Xl),)ﬂ € R} C ]Rz‘

On munit R? de la norme euclidienne usuelle ||.||.

16.1.1. Montrer que pout tout x € R?, il existe y € I tel que
x)  Vzel, |y —x| <z—x]

16.1.2. Montrer que y n’est pas forcément unique mais que dr(x) = ||y — x|| ne
dépend pas du y obtenu.

| " (x1) |

(1 +¢'(x1)?)3/?
vérifie k dr(x) < 1 alors (x) posseéde une et une seule solution y.

16.1.4. Montrer que T = {x € R? kdr(x) < 1} est un ouvert de R>.

16.1.3. On suppose que K = Supy, cr < 00. Montrer que si x € R?

16.1.5. On désigne par Q0 = {(x¢,x1) € R?, xo < @(x1)}. Montrer que la restriction
de dr a T N Q peut étre prolongée sur T en une application C*°, notée 8, telle que
(V8)(x) soit un vecteur unitaire normal a I" lorsque x € T
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1.4 CALCUL DES VARIATIONS

Le calcul des variations est une des disciplines les plus anciennes des mathématiques.
Elle est toujours trés active et sans cesse renouvelée. Il s’agit le plus souvent de
déterminer une (ou des fonctions) qui vérifient une condition d’optimalité. Un des
problemes les plus célebres est celui qui consiste a déterminer quelle est la courbe de
longueur donnée qui entoure la plus grande surface (il s’agit du probléeme isopérimé-
trique). La réponse (le cercle) était connue des grecs dans I’antiquité. Le probléme 22
présente la solution a cette question proposée par Hurwitz en 1902 (nous renvoyons a
ce propos aux commentaires a ce probleme a la page 121). Ainsi certains problémes
du calcul des variations sont d’origine géométrique (le probleme 23 fait aussi partie
de cette catégorie). D’ autres sont d’origine physique, le plus souvent en relation avec
le principe de moindre action (minimisation de 1’énergie, du chemin, ...). C’est par
exemple le cas des problemes 19 et 20 qui sont li€s a un probléme qui se rencontre
en électrostatique alors que le probleme résolu au probleme 21 est en rapport (par
exemple) avec la répartition de la température dans un milieu au comportement non
linéaire. Du point de vue mathématique la difficulté provient du fait que I’on cherche
a minimiser (ou maximiser) une quantité - 1’énergie par exemple - par rapport a une
fonction (c’est-a-dire un élément dans un espace de dimension infinie). Nous sommes
donc confrontés aux problemes déja évoqués (pages 1 et 4), a savoir la difficulté de
mettre en ceuvre des arguments de compacité.

Nous commengons par deux problémes (17 et 18) consacrés aux problemes d’ex-
trema liés dans R”, c’est-a-dire qu’il s’agit de trouver des conditions nécessaires
lorsque 1’on minimise une fonction sur un sous ensemble de R” défini par des rela-
tions de type égalités et qui par conséquent n’est pas en général un ouvert. La section
se termine par le probleme étendu 24 qui a pour theme I’étude de la minimisation
de certaines fonctions convexes sur R” ainsi que la convergence de I’algorithme du
gradient a pas optimal.

Enoncé 17

Soit ) un ouvert de R",n > 2et¢; € C'(;R) pour j = 1,..,g > 1. On désigne
alors par E 1’ensemble

E={veQ¢yjw)=0pourj=1,..,q}.
Pour u € E, r(u) désigne le rang de la famille de vecteurs de R”,

{Vi ), ..., Viw}.

17.1.1. Montrer que si r(«) > n alors u est un point isolé de E.

17.1.2. On suppose que Vif((u), ..., Vify(u) est une famille libre et que g < n — 1.
Montrer qu’il existe une application w € C!'(O,RY) ot O est un ouvert de R?,
p = n — g, contenant 0, telle que pour &g > 0, E N B(u, &) soit le graphe de w.



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit
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17.1.3. Montrer que si E est non vide et si u, avec r(u) < n — 1, minimise une
fonction J € C'(Q; R) sur E, c’est-a-dire que Vv € E, J(u) < J(v), alors il existe g
nombres réels A; (), ..., A;(u) tels que pour tout k € {1,...,n}

o, < o,
o =~ ; A ) 5o w).

Enoncé 18

On se donne g fonctions ¢, ..., ¢, continues sur R", n > 2 et on désigne par E
I’ensemble

E={veR" y;vy=0pourj=1,..,4q}
On suppose que I’ensemble E est non vide.

18.1.1. Pour J € C°(R" R), montrer que si J est minorée, la fonction f
R — Min,>rJ(v) est croissante.

On suppose dorénavant que limg_,,o f(R) = 400 (on dit que J est infinie a
I’infini).
18.1.2. Montrer que J atteint son minimum sur E.

18.1.3. Pour m € N, on désigne par J,, la fonction v — J(v) + m Z‘j’.:l(l//j(v))z.
Montrer que pour tout m € N, J,, atteint son minimum sur R” en un point u,, € R".

18.1.4. Montrer que la suite (u,,),,cn €st bornée.

18.1.5. Montrer que si u* est une valeur d’adhérence de cette suite, #* minimise J
sur E.

Enoncé 19

Notons Ey = {f €COR,R); f(x+2m) = f(x),Vx € R}et E; = C'(R,R)N Ey.
Etant donné f € Ey, on introduit la fonctionnelle / sur E| par

2 2
I1(v) = %/ V' (x)*dx —/ v(x) f(x)dx.
0 0

19.1.1. Montrer que si u € E; vérifie I(u) < [(v),Vv € E; alors

21

21
(*x) Yw € E; / ' (xOw' (x)dx = fOwkx)dx.
0 0

19.1.2. Montrer que si (x) a lieu alors fozw f(x)dx = 0, ce que I’on suppose désor-
mais.
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19.1.3. On désigne par f, le nieme coefficient de Fourier de f :
1 21

fo== f(x)e ™ dx.
277 0

On suppose que ) |, ., | fu| < oo. Déterminer toutes les solutions u de (x) en fonction
de f.

19.1.4. Montrer que les fonctions u ainsi déterminées sont les solutions de :

I(w) < I(v), YveE.

Enoncé 20

On désigne par E, 1’ensemble des fonctions continues de R? dans R qui sont 27-
périodiques par rapport a chacune des deux variables :

V(xi,x2) € R? f(xi,x2) = f(x1 +27,x2) = f(x1, % +2m).

Etant donné f € E;, on construit une application / : E; — R ot
E, = C'(R%*,R) N E en posant

I(v) = % / / |V (x)dx — / / F)v(x)dx,
o )

ou Q = [0,27]%.
20.1.1. Montrer que si u € E; vérifie

I(u) = min I(v),
vEE,

Yw € E; // Vu.Vwdx = // JF@wlx)dx. (*)
Qo Qo

En déduire que [, 0 f(x)dx = 0, ce que I’on supposera désormais.

alors

20.1.2. Montrer que, réciproquement, s’il existe u € FE; vérifiant (%) alors
I(u) = minyecg, I(v).

20.1.3. Soit 2 € R?\{0}. On note D}, I’application qui associe a2 v € Ey la fonction
th .

ou || = y/h3 + h2.

Montrer que D), € L(Eo) N L(E}) et que pour tout v € E;

/ / | Dyv(o)Pdx < / / Voo Pdx.
0 0

v(x +h) —v(x)

(Dpv)(x) = ] ;
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20.1.4. Montrer que si u € E| est solution de (x) alors

// |V Dju(x)|dx < // | f(x)|*dx.
(@) (0]

20.1.5. En déduire que si u € E est solution de (x) alors la série Y, 52 (kf +k3)[ux |
est convergente ou 1’on a noté :

Uy = // u(x)e *F¥dyx.
0]

On se donne une fonction continue de f de R dans R. Sur I’espace
E = {v € C'([0,1];R), v(0) = v(1) = 0} nous définissons une fonctionnelle £ par
la formule £(v) = 1 [/ v/(x)%dx + [, f(v(x))dx.

21.1.1. On suppose que f est convexe. Montrer qu’il existe au plus un u € E tel que

(*x) YveE Eu)<EW).

Enoncé 21

21.1.2. Soit u € C*([0, 1]; R) vérifiant (x). On suppose que f € C'(R,R) (mais pas
forcément convexe). Montrer que
d’u

W+f/(u):0.

21.1.3. Toujours pour f € C'(R;R), montrer que si u € E est solution de (x) alors
u € C3(R;R).

Enoncé 22

Une courbe plane fermée paramétrée par son abscisse curviligne s est la donnée de

deux fonctions de classe C!, x(.) et y(.), qui sont périodiques (i.e. IL > 0, x(s+L) =

x(s) et y(s + L) = y(s), Vs € R) et telles que ﬁ—;‘)z + (Z—“SV)2 =1, Vs € R.

Le périmetre de la courbe est le nombre L et ’aire qu’elle enserre est le nombre
_rL dy

A= [ x(s)F(s)ds.

22.1.1. On désigne par x,, et y, les coefficients de Fourier de x et y : pour n € Z,

1 [t s
In = —/ z(s)e_’szs,z € {x,y}.
L Jo

Exprimer A en fonction des x, et y,.
22.1.2. Montrer que 47 A < L2,
22.1.3. Etudier le cas d’égalité.
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Enoncé 23

On considere les courbes dans R? : C = {(x, y(x),0),x € [x0,x1]} ol y(-) est une
fonction réguliere a valeurs positives ou nulles.

23.1.1. Montrer par un raisonnement géométrique simple que I’aire de la surface que
I’on obtient en faisant tourner C autour de I’axe des x dans R> est :

X1
277/ y(x)V/ 1+ y'(x)?dx.
X0

23.1.2. On se donne deux réels positifs yg et y;. Quelles sont les courbes C, vérifiant
y(x9) = yo et y(x1) = y; qui minimisent I’aire de la surface précédente ?

Enoncé 24

Dans tout I’énoncé ||.|| désigne la norme euclidienne usuelle sur R” et (., .) le produit
scalaire qui lui est associé. On rappelle qu’un sous ensemble U de R" est convexe si
pour tous u,v € U et € [0,1]on a v+ (1 — @)u € U. On rappelle aussi qu'une
application ¢ : U — R est convexe si pour tous u,v € U et 6 € [0, 1],

e(Ov+ (1 —0u) < 0p(v) + (1 — O)e(u).

24.1.1. Etant donnée une application F de classe C' de R” dans R, montrer que la

relation
F(u+ev)— F(u)

&

Yu, v € R" (D

(F'(u),v) = lim

définit une application continue F’ : R” — R” et montrer que pour tous u, v € R"

1
Fw)— Fu) = / (F'(tv+ (1 —tu), v — u)dt. 2)
0

24.1.2. Dans tout ce qui suit on suppose qu’il existe & > 0 et M > 0 tels que pour
tous u, v € R”

(F'(u) = F'(v),u = v) = allu — v, 3)
[|F'(u) — F'()|| < M||u —v]|. (4)

Etant donnée A, une matrice a coefficients réels n x n, et b un vecteur de R”, donner
une condition nécessaire et suffisante portant sur A pour que

1
F(v) = E(Av, v) —(b,v) )
vérifie (3) et (4).
24.1.3. Etant donnés u,v € R*et 6 € [0, 1], on pose
af(1 — 0)
——||v

5 Il —ul = 0F () = (1 = OF ).

(@) =Fv+(1 - u)+
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Montrer que ¢’ est croissante et en déduire que pour tous u, v € R" et6 € [0,1] on a

Fw»wl—mm+3ﬂ%iﬁuu—ﬂﬁg0Fwyu1—mFm) (6)

24.1.4. Montrer, en utilisant (2) et (3), que pour tous u,v € R”"
F) > F)+(F'w), v =)+ 3o — | )

24.1.5. On se donne un sous ensemble convexe, fermé et non vide R”, noté U, et on
étudie le probléme de minimisation
Trouver u € U tel que
F(u) = min F(v). ®)
velU

Montrer que (8) admet au plus une solution.
24.1.6. On dit que la suite (u™),,cn de points U est minimisante si la suite F(u™)
converge et
lim F(u™) = inf F(v). )
m— 00 velU
Montrer que si (u™),,cn est minimisante et converge alors sa limite est solution de (8).
24.1.7. Montrer qu’il existe des suites minimisantes.

24.1.8. Montrer que si (u™),,en €st minimisante alors elle est bornée (on pourra uti-
liser (7)).

24.1.9. Montrer que (8) admet une solution.
24.1.10. Montrer que toute suite minimisante converge vers la solution de (8).

24.1.11. On suppose que U = R", montrer que la solution de (8) est caractérisée par
F'(u) = 0. (10)
24.1.12. Caractériser de maniere similaire la solution de (8) lorsque U # R”". Traiter

le cas ou U est un espace vectoriel.

24.1.13. On suppose que I’on dispose d’une fonction ¢ convexe et continue de R”"
dans R, = [0, oo] qui vérifie ¢(v) = O si et seulement si v € U. Montrer que pour
tout & > 0, le probleme

Trouver u® € R” tel que
Fo(u®) = min F,(v) an
veER?
ol :
Fs(v) = Fv) + — () 12)

possede une solution unique.
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24.1.14. Montrer que u® est bornée indépendamment de € € ]0, 1] et que u® converge
vers u, solution de (8), lorsque ¢ tend vers 0.

24.1.15. On suppose que U est de la forme
U={veR" gv<0,i=1,..,p} (13)

ol les g; sont des fonctions convexes et continues de R” dans R. Donner une fonction
¢ qui vérifie les conditions de la question 24.1.13.

24.1.16. On revient dans les questions qui suivent au probleme (8) avec U = R” et
on part de v° arbitraire dans R”. Supposant que v* est connu, on pose le probléme :

trouver p; € R tel que
(14)

F(v* — pp F'(v%)) = min F(v* — pF’(v%)).
pER

Montrer que si v; n’est pas solution de (8) alors (14) posseéde une solution unique.

24.1.17. Si v est solution de (8), on prend vg,; = v, sinon
Vi1 = v — pi F/(0F). Montrer que (F/(ves1), F'(v)) = 0.

24.1.18. En déduire que
F@%—F@“U>%wﬁ—w“w. (15)

24.1.19. Montrer que la suite (v¥) ainsi construite converge vers la solution de (8).

24.1.20. Dans le cas ou F est donné par (5), et A est symétrique, écrire explicitement
la relation qui fait passer de v¥ a v**!. Commenter cet algorithme.

1.5 EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Sous le vocable équations différentielles, nous avons regroupé 8 problemes (numéro-
tés de 25 a 32) consacrés a des équations différentielles ordinaires et 3 (numéros 33
a 35) consacrés a des équations aux dérivées partielles. Le probleme étendu 36 étant
quant a lui consacré a I’étude géométrique du comportement pour les grands temps
de systemes différentiels de type gradients.

La théorie d’existence de solutions du probléme de Cauchy (probléme aux valeurs
initiales) pour les équations différentielles est essentiellement résolu - théoreme de
Cauchy-Lipschitz et théoreme de Peano (ce dernier est I’objet du probléme 25) -.
Pour les équations aux dérivées partielles le contexte est bien plus ouvert. C’est
d’ailleurs un des domaines de recherche les plus actifs en analyse, voire en mathéma-
tiques. Les équations différentielles foisonnent et la puissance actuelle des outils de
simulation numérique (seule méthode a ce jour permettant d’obtenir dans ce domaine
et sur des problémes non académiques des résultats quantitatifs) font que de plus en
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plus I’étude du monde qui nous entoure (météorologie, économie, technologie avan-
cée, télécommunications, ... voire santé) produit sans arrét de nouveaux modeles a
base d’équations différentielles pour lesquels on souhaite disposer de résultats quan-
titatifs (comme par exemple en météorologie : quelle température fera-t -il demain ?,
etc.). L’analyse mathématique préalable de ces modeles s’avere essentielle pour leur
simulation. Du travail en perspective pour des générations de mathématiciens ... ! Il
y a un lien tres profond entre équations différentielles et géométrie. La nature géomé-
trique de I’ensemble des solutions est souvent le probleme clef lorsque 1’on souhaite
faire une théorie qualitative. Les problemes 27 et 36 en sont de bons exemples.

Enoncé 25

Pour m € Reta < b, on désigne par E ’espace affine

Eqp ={f €C’a,b;R), f(a) = m}.

Etant donné ¢ € C°(R?,R) on lui associe 1’application 7 de E,; dans lui-méme
définie par : pour f € E,

(T)1)=m+ / o(f(s). 5)ds.

25.1.1. Montrer que 7 (E, ) C C ([a, b]; R) et que les deux problémes suivants sont
équivalents.
Trouver f € E,ptelque T f = f. (P)

Trouver f € E, NC'([a, b];R) tel que (9))
f/(t) = ¢(f(t)at)7 vt € [(l,b].

25.1.2. Soit r > 0 arbitraire et M = sup{|e(y, )|, |y —m| < r,a <t < b}. Montrer
que si 6 vérifie0 < § < b —aet 6M < r alors 7 envoie

E={f € Eqass,Vt €la,a+8] |f(t) —m|<r}

dans lui méme. On suppose dans la suite que § remplit cette condition.

25.1.3. BEtant donné n > 1, on définit la fonction fn sur [a — %, a + 0] par récur-
rence comme suit. Sur [a — %, al, f,(t) = m. On suppose que f, a été construite sur
la+ L a+%[,k >0, etonprendsur[a+% g+ &L
n n n

fu) =m+ [ o(s, fuls — 1))ds. Montrer que f; |ia,a+s1 € E-
25.1.4. Montrer que pour f; et t, dans [a,a + 8], | f(t1) — fu(t2)| < 2M|t; — 1o].

25.1.5. Montrer que 1’on peut extraire de ( f;;) une sous suite qui converge uniformé-
ment sur [a,a + 6] vers une solution de (Q) avec b = a + 6.
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Enoncé 26

Etant donné une fonction H de classe C*> de R? dans R, on désigne pour chaque
C € R par E¢ I’ensemble de niveau de H :

EC = {(-xay) € Rz)H(xvy) = C}

On étudie alors quelques propriétés du systeme formé par les deux équations dif-
férentielles :

dx  OH

) E = 8—y(x’ y),
dy OH
E = —a—x(X,Y)-

26.1.1. Soit A une matrice 2 x 2 a coefficients réels. A quelle condition nécessaire et
suffisante, existe-t-il une fonction H telle que le systeme différentiel

al3)=2(3)

puisse se mettre sous la forme (£) ? Cette condition dépend-elle de la base choisie sur
R? ? Déterminer les fonctions H dans le cas ot la condition nécessaire et suffisante
est remplie.

26.1.2. Discuter I’existence de solutions de (E) lorsqu’on prescrit les données ini-
tiales x(0) = xg et y(0) = yo olt (xo, yo) € R?.

26.1.3. On dit que la fonction H vérifie (P) si pour tout C € R, lorsque E¢ n’est pas
vide, ¢’est un ensemble borné.

Montrer que si H vérifie (P), les solutions maximales de (E) sont définies pour
t € R

26.1.4. On définit les deux fonctions :
2 4 2
X~y X
H =—+-—, H = — — .
1(%)’) D) + 47 2(%)’) D) Cosy
Les solutions maximales de (E') (respectivement (E?)) sont-elles définies pour
teR?

Enoncé 27

On désigne par g une application de classe C*° de R dans R telle que g(0) = 0. On
note alors w = g’(0) et G(x) = f(f g(y)dy. L’objet de ce probleme est I’étude de

I’équation différentielle

d*x

(E) W"'g(x):ov

que I’on écrit aussi

dx dy

§) —- =y =80
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27.1.1. Discuter brievement 1’existence de solutions de I’équation (E).

27.1.2. Montrer que toute trajectoire est incluse dans un ensemble

_ L, _
5c—{2y +G(X)—C},

c € R, et discuter la forme de ces ensembles au voisinage du point (0, 0).

27.1.3. On désigne par I" le graphe de la fonction G : -
I' = {(x,y) € R}, y = G(x)} et on choisit ¢ € R tel que I’arc AB C T avec
A = (a,c)et B(b,c)soitsous y = c: G(x) < ¢ pour x € la, b[ (voir la Figure 1.1).

Y

Figure 1.1 Arc AB sous y=c

On suppose aussi que g(a) et g(b) sont non nuls. On forme alors la courbe plane
C = {(x,y) € [a,b] x R?;y* = 2(c — G(x))} (voir Figure 1.2).

Y

Figure 1.2 La courbe C
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Montrer que C est une trajectoire périodique de (S) de période

b
X
T=2 —_—.
/a V2(c = G))

27.1.4. On suppose désormais que g est un polyndme impair a coefficients positifs,
c’est-a-dire que G(x) = az42x>" + ... + axx? avec ap, > 0. Soit alors £ € R*
et ¢ = G(£); notant H la fonction polynéme : H(x) = %, montrer que la
période d’oscillation est

T = 2\/_/ \/H(smﬁ

27.1.5. Montrer que T est une fonction décroissante de ¢ > 0 et en déduire les
périodes possibles. Discuter 1’unicité.

Enoncé 28

Etant donnés trois parametres réels L, a et a, on s’intéresse a I’équation différentielle

(E) fl%+ad—);+ax+sinx:L,
que I’on écrit aussi
dx
ar Y,
(S)
Z—); = —ay—sinx+L —ax.

28.1.1. Montrer que les solutions maximales de (S) sont définies sur R.

28.1.2. On suppose que a > 0 et a > 0. Montrer que les solutions de (S) restent
bornées lorsque t — +00.

28.1.3. Montrer que sia > 0 et @ > 0, il existe une constante M = M(a,a, L) telle
que V(xo, yo) € R?, 3Ty tel que V¢ > Tp, x2(1) + y*(t) < M.

Enoncé 29
Etant donnés deux réels a < b et deux fonctions ¢ € CO(R,R) et p € C'(R,R), on
considere pour A € C I’ensemble des fonctions y € C?([a, b]; C) qui vérifient

d? d
") ﬁ + pﬁ +qy = Ay sur]a, b,

y(a) = y(b) = 0.
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29.1.1. En introduisant un changement d’inconnue de la forme z(x) = y(x)e"™ ol r
est & déterminer, montrer qu’il existe o € C%(R, R) tel que (F) soit équivalent &

2
(E) % + 0z = Az sur Ja, bl,
z(a) = z(b) = 0.

29.1.2. Montrer que s’il existe une fonction y non identiquement nulle solution de
(F) alors A € R.

29.1.3. Montrer que les solutions de (F') forment un C-espace vectoriel de dimension
Ooul.

29.1.4. Montrer que si (y1, A1) et (y2, Ap) vérifient (F) et y1(x) > 0,

yo(x) > 0,Vx € la, b[ alors A} = A; et y; et y, sont proportionnelles.

29.1.5. On suppose que la fonction x +— g(x) — # - %Z—i(x) est négative ou nulle
sur [a, b]. Montrer que s’il existe y Z 0 solution de (F') alors A < 0.

Enoncé 30

Soit P un polyndme de degré 3 a coefficients réels. On souhaite connaitre toutes les
solutions définies sur R et bornées de I’équation différentielle

& (E) < pw

— | = P(x).
dt

30.1.1. Etudier le cas ot P posséde une racine triple.

30.1.2. Etudier le cas ol P ne posséde qu’une racine réelle.

30.1.3. Etudier le cas ot P posséde une racine réelle simple et une racine réelle
double.

30.1.4. Etudier le cas ol P posséde trois racines réelles distinctes.

Enoncé 31

On étudie le systeme différentiel suivant

dx N
- T TX Xy,
dt

)
d_y = 2y — x>
dt

31.1.1. Montrer que les solutions maximales de (S) sont définies sur R et que
1imt—>+oo(x(t)7 y(t)) = 0
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31.1.2. Montrer que si (x(0), y(0)) # 0 alors (x(2), y(¢)) # 0, pour tout ¢ € R.

31.1.3. On se donne (xg, yg) # 0 et on désigne par (x(¢), y(¢)) la solution de (S)
x()” +2y(t)?

W tend vers une
x y

vérifiant x(0) = xq et y(0) = yo. Montrer que A(t) =
limite lorsque ¢ — +00.

31.1.4. Quelles sont les valeurs possibles pour cette limite ?

Enoncé 32

32.1.1. Soit f une fonction de classe C*>° de R dans R. Caractériser les fonctions
qui sont telles que 1’espace vectoriel engendré par toutes les dérivées de f est de
dimension finie (on dira que f vérifie la propriété (D)).

32.1.2. Soit f une fonction continue de R dans R. On désigne par f;,7 € R, la
fonction définie par f,(x) = f(x + 7),Vx € R. Caractériser les fonctions qui sont
telles que I’espace vectoriel engendré par les f; lorsque 7 décrit R est de dimension
finie.

Enoncé 33

Soit f une fonction de classe C? de R dans R et vérifiant :

Ja > 0,Vx € R, f(x) > a.
33.1.1. Montrer que f’ est une bijection de R dans R et que b = (f’)~! est de classe
Cl.
33.1.2. On se donne uy € C(R,R,) tel que ffoo up(x)dx < oo et on note g(z) =
f;,(o) b(o)do. Enfin pour x € R, > 0Oety € R, on note

Gx,y,t) = />‘ uo(s)ds +tg (g) .

Montrer qu’a x et ¢ fixés, la fonction y — G(x, y, t) atteint sa borne inférieure.

33.1.3. Montrer que si u( est croissante, ce minimum est atteint en un seul point
y = y(x,0).
33.1.4. Montrer que si u est croissante et de classe C', la fonction y(., .) est de classe
C! sur R x R%.
33.1.5. En déduire que si uq est croissante et de classe C! alors u : R x R — R
définie par u(x,t) = uo(y(x,t)) vérifie :
ou N of(u)
ot Ox
33.1.6. Montrer que pour tout R > 0, lim, o sup|, < lu(x, 1) — uo(x)| = 0.

=0pourx € Rett > 0.
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Enoncé 34

Soit f une fonction C> de R dans R vérifiant

Ja > 0,Vx € R, f(x) > a.

On se donne une fonction uy € C'(R,R) et on suppose qu’il existe une fonction
u € C'(R x R%, R) telle que

ou Ofu)
E-‘- o =0pourx € Retr >0, (12)
u(x,0) = up(x) pour x € R. (13)

34.1.1. Montrer que pour tout xo € R et tout s € R,, il existe une fonction ¢ — (),
de classe C' sur R, telle que

d
EZ(I) = fw@),1), t >0,
{(s) = xo.

34.1.2. On désigne par {(¢; s, xp) la fonction construite a la question précédente. En
utilisant la fonction ¢ +— v(t) = %({ (t; s, x0), t) montrer que I’hypothese d’existence
d’une fonction u € C'(R, RX) solution de (12) - (13) est absurde lorsque o n’est pas
une fonction croissante.

Enoncé 35

Pourn > 1, on se donne n + 1 fonctions continues sur R” a valeurs dans R, aj, ..., a,
etbavec b(x) > by >0, Vx e R"

On considere une fonction u € C*(R", R) vérifiant u(x) > 0 et
- 8)6,’8)6,‘
i=1

pour tout x € () ou () est un ouvert non vide et borné de R”.

. 0
() + Y ;)5 = () +bu) <0,
j=1 /

35.1.1. On désigne par J() la frontiere de () : O} est le complémentaire de () dans
son adhérence, 02 = Q\().

Montrer que max g u(x) < max,cgq u(x).

35.1.2. En déduire que s’il existe un ouvert non vide w C  tel que u(x) < 0 pour
X € Ow alors u est nulle dans @.
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35.1.3. On se donne une famille de n> fonctions a;j €C I(R", R) et on considére une
fonction u € C*(R", R,) telle que

_ZZ <alj(x) (x)> Za](x) (x)+b(x)u(x)

i=1 j=1
sur un ouvert ) non vide et borné.

Généraliser le résultat de la question 35.1.1. en donnant une condition suffisante sur
les fonctions «;;.

Enoncé 36
Préambule, notations
On notera :

e ||.|| 1a norme euclidienne usuelle sur R” et ((.,.)) le produit scalaire qui lui est
associé,

o &1 = C([0, T];R"™), I’ensemble des applications continues de I’intervalle fermé
borné [0, T'], T > 0, a valeurs dans R", espace que 1I’on munit de la norme naturelle

oo,
e pour f € &, || flloo,r = sup{|[f@)[|;2 € [0, T},

o £ = C([0,+00[; R"), ’ensemble des applications continues de R, = [0, +o0[ a
valeurs dans R".

On rappelle le résultat suivant. Soient A et B deux réels positifs ou nuls et w une
application continue de [0, T'] dans R tels que

t
Vi€ [0,T], wit) <A+ B/ w(s)ds.
0

Alors pour tout ¢ € [0, T], ona w(t) < Aeb.

» Premiére partie

Soit F une application de classe C' de R" dans R". Pour uy € R" fixé, on définit 2
I’aide de F et de ug une application 7 de £ dans I’ensemble des fonctions de R dans
R" par la formule :

t
(Tu)(t) = ug +/ F(u(s))ds, t > 0. (D)
0
On suppose que F vérifie

L >0, Yu, v e R" ||F(u) — F()|| < L||u — v]|. ()
36.1.1.a. Montrer que pourtoutu € £, 7u € £.
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36.1.1.b. Montrer que pour tout 7 > Oetu,v € £
NTu = Tolloor < LT||u = vf|oo,r-
36.1.1.c. En déduire par récurrence que pour tout m € N*,

LI’I‘L Tm
m!

| T"u = T"vl|oo,r < |t = vlfoo,r

(7™ désigne la composée 7 o T o ... o T m fois).
36.1.2.On fixe T > 0.

36.1.2.a. Montrer qu’il existe my € N tel que pour tout m > my, I’application 7"
admet un point fixe et un seul dans 7.

36.1.2.b. En déduire que 7 admet un point fixe et un seul dans £r. On notera uy ce
point fixe.

36.1.3. Montrer que si T > S > 0 alors uy et ug coincident sur [0, S].

36.1.4. Déduire de ce qui précéde que I’équation
Tu=u 3)

admet une solution et une seule dans £.

36.1.5. Montrer que cette solution u est de classe C! de R, dans R" et qu’elle vérifie
(4) et (5) ci-dessous :

Z—L;(I) = F(u()) ,Vt € R,, “4)
u(0) = uy. 5)

36.1.6. Montrer que, réciproquement, si u € C'(R,;R") vérifie (4) et (5) alors u est
la solution de (3) dans £.

36.1.7. Soient uy et vy € R” et F vérifiant (2). On note u la solution de (3) et v celle
obtenue en prenant dans (1) vg au lieu de uy, c’est-a-dire que ‘CIZ—': = F(v)etv(0) = vp.

Montrer que pour tout ¢t > 0,
() — v(@)|| < e™||uo — vol|. (6)

» Deuxiéme partie

Soit f une application de classe C*> de R" dans R. On désigne par V f 1’application
gradient de f qui va de R” dans R” et qui est définie par :

O0xy

Pour u € R”, on désigne par F, I’ensemble de niveau de f :

Fu={veR", fv)< fw}.

Vx e R", Vfkx)= (g—){l(x), s of (x)) .
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Notant B(u, R) = {v € R", ||[v — u|| < R}, la boule fermée de R", centrée en u
et de rayon R > 0, on dira que la fonction f vérifie la propriété (P) si pour tout
u € R" 4R > 0tel que F, C B(u, R).

36.1.8.a. Montrer que f définie par f(v) = ||v||* vérifie (P).

36.1.8.b. Montrer que si f est définie par f(v) = ((Av,v)), ou A est une matrice

carrée (n,n) symétrique a coefficients réels, alors f vérifie (P) si et seulement si A
est définie positive.

36.1.9. Les applications fi(v) = —|[v|]?, f2(v) = ||v||* — ||v]|* vérifient-elles (P) ?
Dans ce qui suit on fixe une fois pour toutes une application f € C*(R",R) véri-
fiant (P).

36.1.10. Soit uy € R" et Ry > O tels que F,, C B(ug, Rp). On désigne par € une
fonction de classe C? sur R telle que #(o) = 1 pour ¢ < 2 et 8(c) = 0 pour
o > 3 (on ne demande pas d’établir I’existence d’une telle fonction). Soit alors fj la
fonction définie par

T
Yo € R", fov) =0 (L R’;‘O” ) F@).
0
36.1.10.a. Montrer que fy € C2(R",R).

36.1.10.b. Montrer qu’il existe L (pouvant dépendre de ug et Ry) tel que F = —V fy
vérifie (2) avec L = L.

36.1.11.a. Soit alors u de classe C! de R, dans R”" la solution de (4)-(5) avec
F = —V fy obtenue au cours de la premiere partie.
Calculer la dérivée de I’application de R, dans R ¢ — fo(u(?)).

36.1.11.b. En déduire que
Vi 20, fou(®)) < fo(uo) = f(uo).

36.1.12. Montrer que pour tout r > 0, u(t) € B(ug, Rop).
36.1.13. En déduire que u est solution de (4)-(5) avec F = —V f.

36.1.14. Montrer que pour tout uy € R”, la limite de f(u(¢)) lorsque ¢t — co existe.
On la note I(ug).

» Troisiéeme partie

Soit uy € R”, on désigne par u € & la solution de (3)-(4)-(5) obtenue a la question
36.1.13 (on rappelle que dans ce cas F' = —V f) et on définit une famille d’applica-
tions {S(7)};>0 en posant

S(Hup = u(t), t = 0. @)



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

1.5 Equations différentielles 31

36.1.15. Exemples.
36.1.15.a. Montrer (vérifier) que si f(u) = %HMHZ alors S(H)ug = e "uyp.

36.1.15.b. Montrer que si f(u) = §||u||*, S(t)ug = m

On revient au cas général
36.1.16. Montrer que
36.1.16.a. S(0) = Id (I’application identique de R" dans R"),
36.1.16.b. pour tous #; et #, dans R,

S(t +1) = S(11) o S(t2) = S(12) o S(1).
36.1.17. Soient uy € R" et Ry tels que F,, C B(uo, Ro). Montrer que V¢ > 0,
HS([)M() — MQH < Ry
36.1.18. En déduire que pour tous u et vy de R”, il existe My € R, tel que

1S(ug — S(t)vol| < ™' ||ug — vol|.
36.1.19. Soient s € R, et uy € R”". On note O(s, up) I’ensemble
O(s,up) = {St)uo, t € [s,+00[}.

Montrer que S(t)O(s, ug) = O(s + ¢, ugp).

36.1.20. Montrer que 1’ensemble w(u) définit par w(ug) = Ny~o adh (O(s, ug)) est
un compact connexe non vide de R” (pour X C R”, adh (X) désigne 1’adhérence de
X dans R” pour la topologie usuelle).

36.1.21. Montrer que pour v € R”, (i) et (ii) ci-dessous sont équivalents :

1) v € w(up),

ii) 1l existe une suite de réels positifs (¢,),ecn Vérifiant lim,, .. f, = 400 et
v = lim,, oo S(tn)uo.

36.1.22. Montrer que pour tout ¢ > 0, S(t)w(ug) = w(up).

36.1.23. Expliciter w(u) dans les exemples de la question 36.1.15

» Quatriéme partie

36.1.24. Soit uy € R" et v € w(uy).

36.1.24.a. Montrer que f(v) = I(up) (qui a été définie a la question 36.1.14).
36.1.24.b. Montrer que V f(v) = 0 (on pourra considérer v(¢) = S(¢)v).

36.1.25. Cette question est indépendante de la précédente. On désigne par N I’en-
semble des zéros de V f :

N ={veR" Vf) =0}
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Pour v € R”, on notera J(v) le déterminant

2
J(v) = det (87]0(1))).

1<i,j<n \ Ou;Ou j
On suppose que

YveN, J(v) #0. (8)

36.1.25.a. Montrer que N est formé de points isolés (on pourra utiliser le théoreme
d’inversion locale).

36.1.25.b. En déduire que I’intersection AN B(0, R) est de cardinal fini quel que soit
R > 0.

36.1.26.a. Déduire des questions 36.1.20, 24 et 25 que pour tout ug € R", w(ug) est
un singleton.

36.1.26.b. Que peut-on dire que lim; _, o, u(t) ?
36.1.27. On prend f(u) = (1 — ||u||*)>.
36.1.27.a. Expliciter V. Est-il fini ?

36.1.27.b. La propriété (8) a-t-elle lieu ?
36.1.27.c. Soit ug € R”, expliciter w(uy).

36.1.27.d. Que pouvez-vous conclure ?

1.6 SERIES DE FOURIER

La théorie des séries de Fourier est fascinante et les mathématiques et la physique
s’y mélent a souhait. La nature méme des problémes posés par la convergence des
séries de Fourier' a conduit en 1909, A. Haar 2 la théorie des ondelettes?, théorie qui
s’est ensuite développée grace a de nombreux physiciens et mathématiciens. Ainsi
la découverte, par Yves Meyer, il y a 25 ans environ, des bases orthonormées d’on-
delettes a été un saut qualitatif considérable (les ondelettes remplacent les fonctions
Sinus et Cosinus de I’analyse de Fourier). Nous n’aborderons pas ce sujet ici et nous
renvoyons le lecteur intéressé a I’ouvrage d’Yves Meyer, Ondelettes paru chez I’édi-
teur Hermann.

Nous donnons ci-apres 9 problemes dont certains sont liés a la relation entre la vitesse
de convergence vers zéro des coefficients de Fourier, de fonctions 27-périodiques, et
la régularité de ces fonctions : il s’agit des problemes 38, 41, 42, 43, 44. Le probleme
39 propose une inégalité optimale entre la norme sup d’un polyndme trigonométrique

1. On fait ici allusion au fait que la série de Fourier d’une fonction continue peut diverger en un point
donné.

2. Les ondelettes de Haar sont encore utilisées aujourd’hui pour des applications pratiques en traitement
du signal.
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de degré n et la norme sup de sa dérivée (inégalité de Bernstein). Le probleme 40 est
quant a lui le classique théoreme de Fejér. Cette section se termine par un probléme
étendu consacré a la transformée de Fourier discrete et a la transformée de Fourier
rapide, le probleme 45.

Enoncé 37

Soit N un entier supérieur ou égal a un. A tout 2N + 1 — uplet de C?N*+!
(C—N, ..., €0, -.., i) On associe la fonction CV : R — C par la formule

N
CNx) = Z cje"jx.

j=—N

37.1.1. Montrer qu’il existe une constante K > 0 telle que
N
Y(c_n,...,cy) € CHNH Z lcj| < Ky sup |CV(x)].
=N x€R

37.1.2. Peut-on majorer K y indépendamment de N ?

Enoncé 38

On se donne une famille finie {A; }7:_ y d’entiers relatifs vérifiant
At >0, A_j=Ajettelsqu’ilexiste g > 3tel que Aj.; > g A; pour
j=1...,N—1

38.1.1 Etant donnés ©1, - @y, N nombres réels arbitraires on note

N
P(t) = JJ(1 +cos(A;t + ¢))).
j=1
Calculer fozw P(s)ds.
38.1.2 Caleuler [;7 e~V P(s)ds.

38.1.3 On considere une fonction f(r) = Z]].V:_ v €cjeit ot ¢; est une famille arbi-
traire de nombres complexes vérifiant c_; = ¢;. Montrer que

N N
> el <2suplf)] <2 > eyl
J=—N teR j=—N

Enoncé 39

A tout 2n + 1-uplet (A, ay, ..., an, by, ..., b,) on associe le polyndme trigonométrique

Tx)=A+ Z (ar coskx + by sinkx) .
k=1
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39.1.1. Montrer qu’il existe C, tel que pour tous (A, ay, ..., a,, by, ..., by,),

sup | T'(x)| < Cysup [T ().
x€R x€eR

39.1.2. Montrer que C,, > n.
39.1.3. Montrer que I’on peut prendre C,, = n.

Enoncé 40

Soit f une fonction continue de R dans R et 277-périodique, on lui associe ses coef-
ficients de Fourier :

1 2 1 2 1 2
ay = — fdt, a, = — f(t)cos ptdt,b, = — f(t)sin ptdt
277' 0 T Jo T Jo

p = 1.0nnote Sy = apetpourn > 1,

Sa(x) =ao+ Y (aycoskx + by sinkx).
k=1

Soit alors o,,n > 1, définie par

1 n—1
ou@) =~ Si(x).
k=0

40.1.1. Montrer que si S,, converge uniformément vers f, il en est de méme pour o,.

40.1.2. Montrer que o, converge uniformément vers f.

Enoncé 41

A toute fonction continue f sur [0,277], on associe les nombres complexes
N 1 2 .

fky= 5= [37 f(e *dz.

On note alors

Sn(fat) = Z f(k)eikta

k=—n
=S s
Oy ) = 7 s )
n+1 ¢
k=0
41.1.1. Pour quelles valeurs de « a-t-on :

Ve > 0,31 > 1 tel que lim E — < g?
n—+00 a
n<m<An
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41.1.2. On suppose que « est I’'une de ces valeurs et que f est telle que
sup ||| f(m)] < 0.
nez

Montrer qu’a ¢ fixé, S,(f,t) et o,(f,t) convergent simultanément vers la méme
limite.

41.1.3. Etudier sous les mémes conditions la convergence uniforme simultanée.

Enoncé 42

Soit (a,),>1 une suite de nombres réels. On étudie la série

S): Zan sinnx.

n>1
On suppose que la suite a, est décroissante et converge vers zéro lorsque n tend vers
I’infini.
42.1.1. Montrer que si (S) converge uniformément sur R alors la suite na, tend vers
z€ro lorsque n tend vers 1’infini.
42.1.2. Que pensez-vous de la réciproque ?

42.1.3. Soit a, une suite décroissante de nombres réels, montrer qu’il existe une fonc-
tion, f 2m-périodique et continue de R dans R telle que

2 . . ..
a, = % fo f(x)sinnxdx si et seulement si lim,,_,, na, = 0.

Enoncé 43

Etant donné une suite de réels (a,),cn, on note

Aa, = a, —ay. et A%a, = Aa, — Aayy.

43.1.1. on suppose que (a,) vérifie :

(i) a, converge vers zéro,
(ii) n(Aa,) converge vers z€ro,
(iii) la série de terme général n(A%a,) est absolument convergente.

Montrer que la suite s, (x), s,(x) = %a0+2',::1 ay cos kx, est simplement convergente
pour tout x # 0 modulo 277. On note f(x) sa limite.

43.1.2. Montrer que f est continue sur ]0, 27[ et que

1 27 —e¢
a, = lim —/ f(x)cosnxdx

43.1.3. Montrer que (ii) est superflue i.e. (i) et (iii) entrainent (ii).
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Enoncé 44

Soit f une fonction intégrable au sens de Riemann sur [0, 1] et a valeurs dans R. On
note f(k) le nombre complexe fol f(x)e 2™ dx pour k € Z.

44.1.1. Montrer que limy_o, f(k) = 0.

44.1.2. On suppose que f(0) = 0 et on désigne par F la primitive de f qui s’annule
en zéro : F(x) = fox f()dy. Montrer que F peut étre étendue a R en une fonction
continue et 1-périodique.

44.1.3. On suppose que :Tf(k) > 0etque f(—k) = — f(k), pour tout k € N.
a. Donner des exemples de telles fonctions f.

b. Montrer que la série de terme général % est convergente.

44.1.4. En déduire qu’il existe des suites (a;) tendant vers géro et telles qu’il n’existe
pas f intégrable au sens de Riemann pour laquelle a; = f (k).

Enoncé 45

Préambule

Ce préambule comprend divers notations et résultats que I’on pourra utiliser sans
démonstration. On désigne par E 1’espace vectoriel sur le corps des complexes C
formé par les fonctions continues définies sur R a valeurs dans C et qui sont pério-
diques de période 27.

Pourn € Z, e, € E est1’élément e,(x) = ¢™*, x € R. A f et g dans E, on associe
le nombre complexe :

1 [ .
(fr9)=5_ [ f@)gxdx,
(L

eton note || f||» = V/(f, f). On admettra que (., .) est un produit scalaire qui fait de
E un espace préhilbertien sur C.
On désigne par ||.|| la norme de la convergence uniforme sur E :

1 flloe = sup{|f ()], x € R}.

On admettra que £ muni de cette norme est complet.
Pour N € N, Ey désigne I’espace vectoriel engendré par les e, pour n € Z,
n € [N, N]. On désigne par Dy I’élémentde Ey : Dy = Z,],v:f/v e, et on pourra
utiliser que, pour x € 10,27,

sin (N+ %)x
X
2

D) = sin

Pour m € N*, on désigne par [, I’anneau Z/mZ des classes d’équivalence dans
Z modulo m.
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Etant donné une suite (#,),cz, on dira que « la série de terme général (u,),cz est
absolument convergente » (en abrégé (u,),cz est une S.A.C.) si la série de terme

2.z +0o0
général (|u_,| + |u|)nen est convergente. On notera alors ., u, ou Y = _ u,
la somme de cette série ou :

Zu” =ug+ Z(u_,, +uy,).

nez n>1

On admettra sans démonstration que tous les résultats sur les S.A.C. indexées par
N s’étendent aux S.A.C. indexées par Z et par exemple si (a,),cz et (b,),cz sont
telles que (|a,|? + |bn|*)nez est une S.A.C., alors (a,b, ),z est une S.A.C. et

D anba| < (D lanl’ > 1bal? (inégalité de Cauchy-Schwarz).
nez nez nez

Dans tout le probleme, N désignera un entier supérieur ou égal a 1 qui pourra
varier.

» Premiere partie

A f € E, on associe la suite de ses coefficients de Fourier ( f;,),cz :
1 7 —inx
Jo=(en, )= f(x)e dx.
27 J_,

45.1.1 Soit f € E, montrer que (| f,|*),ez est une S.A.C. et que sa somme est
27 S | f 0.
45.1.2 Soit (u,),ecz une S.A.C., on désigne par Sy ’élément de E :

N
Sy = g Upe,.
n=—N

Montrer que (Sy),>1 converge vers un élément u de E pour la norme ||.|| .
Quels sont les coefficients de Fourier de u ?

45.1.3 Soit (4,,),ez définie par u, = Opourn < 0, u; = —letu, = ﬁ pour
n=2.

Montrer que 1’élément u de E obtenu par le procédé de la question 45.1.2. n’est pas
dérivable en x = 0 (on pourra écrire pour N > 2 arbitraire et x # 0,

[e.e]

m Sy(x) — Sy(0) N Z sinnx

I nn — 1)x

u(x) — u(0)
m =1

X X
n=N+1
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Im z désignant la partie imaginaire de z € C et conclure en prenant x = %).

45.1.4. On désigne par 3y I’élément de E : 2y = ZN ‘.

n=1n
Montrer que la suite (2 ) est de Cauchy dans E pour la norme ||.||,.

N>1
45.1.5. Montrer que si la suite (EN)
alors pour tout x € R,

v converge vers o € E pour la norme |[.|[2,
=

u(x) = (¢ — Do(x)
ou u a été définie en 45.1.3.

45.1.6. Déduire des questions 45.1.3. et 45.1.4. que E muni de la norme ||.||> n’est
pas complet.

» Deuxieéme partie

45.1.7. Btant donné f € E, montrer qu’il existe un et un seul élément g de Ey tel
que ||g — f||» réalise le minimum de ||z — f||, lorsque & parcourt E .

On notera Py f au lieu de g.

45.1.8. Montrer que Py est un projecteur de E sur Ey et que pour tout f € E,
1Py Il < N f]]2-

45.1.9.a. Montrer que pour tout x € R,

(Py f)(x) = % /_7; J()Dn(x — y)dy.
45.1.9.b. Montrer que pour tout x € R,

Pupw =5 [ = pDynay,

45.1.10. On désigne par ay la borne supérieure de I’ensemble des nombres || Py f || oo
lorsque f décrit la boule unité de (E, ||.||oo0)-
Montrer que ay < V2N + 1.

45.1.11. On désigne par Ly le nombre Ly = % f:r |Dy(x)|dx,
et pour € > 0, %, I’élément de E défini par :

Dy (x)

1/8+D]2V(x),

Montrer, en utilisant les %, que ay > Ly (on pourra montrer que pour tout y € R,

y gyl
0< |yl — = < Ve).
Y Vei+yr e+ y Vet y +|y)

45.1.12. Montrer que lorsque N tend vers I'infini, Ly est équivalent a % log N.

Yn(x) = x € R.

45.1.13. Que pouvez-vous en conclure (en vous inspirant de la question 45.1.8.) ?
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» Troisiéme partie

On désigne par H; le sous-espace de E formé par les éléments f tels que
(1 +n?)| f,]*) est une S.A.C.

1
On note alors pour f € Hy, || f]l1 = (X,ez(1+nd)| ful?)* .

45.1.14. Montrer que si f € E est de classe C' sur R, alors f € H; et
11 £113 = || £115 + || £']13- Réciproquement si f € Hj, f est-elle de classe C! sur R ?

45.1.15. Montrer que E; = C'(R,C) N E est dense dans H; pour la norme ||.||;.
45.1.16. Soit f € H;, montrer que :

1

Pyf—flh <
1Pxf = flle < o

£l

45.1.17. En écrivant, pour g € Eq, x et y dans R,
X
£ - g0 =2 [ sgar,
y
montrer qu’il existe une constante K; € ]0, +oo[ telle que pour tout f € Hj,

1 1
1 f llse < KAl FIZ AT -

45.1.18. En déduire que pour tout f € Hyet N > 1,

K
VN +1

et expliquer brievement I’intérét de cette inégalité en terme d’approximation de fonc-
tions et justifier I'introduction de I’espace H.

IPv S = flloo < ST

» Quatrieme partie
45.1.19. Montrer que si f € Hy, || f|l2 < || f]1-

45.1.20. Montrer que ||.||; est une norme sur H; et que H; muni de cette norme est
complet.

45.1.21. Montrer qu’il existe une constante K telle que pour tout f € Hj,
1 flloo < K[l f1]1-
45.1.22. Soit (g”) pen une suite d’éléments de H; telle que :

lg”[l <1, Vp eN.

45.1.22.a. Montrer qu’il existe une application strictement croissante ¢ de N dans N
telle que pour tout n € Z la suite des produits scalaires ((g¥?, e,)) peN SOit conver-
gente. On note alors /,, la limite de cette suite.
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45.1.22.b. Montrer que la suite de fonctions Sy, ol Sy = 25:7 ~ Inén, converge vers

une fonction / € E pour la norme ||.||oo-
45.1.22.c. Montrer que ! € H,.

45.1.22.d. Montrer, par un exemple, qu’en général ||g¥”) —[||; ne tend pas vers zéro
lorsque p tend vers +oc0.

» Cinquiéme partie

On désigne par x; le point 212\,’:1 j pour j € Z. On observe alors que pour

f €E, f(x;) ne dépend que de la classe de j modulo 2N + 1, ce qui permet
de parler de f(x;) pour j € Fon,.

45.1.23. Montrer que la matrice carrée d’ordre 2N + 1 : (e"*1)o<;<on a pour inverse

0<j<2N
1 e—il)Cj
2N +1 0<I<2N

0<j<2N

la matrice :

45.1.24.a. Soit f € E. Montrer qu’il existe un unique élément de Ey (noté Cy f) tel
que :
(Cn)xj) = f(x)), Vj € Fanyr.
45.1.24.b. Montrer que Cy est une application linéaire de E dans Ey.
45.1.24.c. Montrer que Cy # Py (on pourra remarquer que Cyean.1 = €p).

45.1.25. On désigne par &,x4+1 I'ensemble des applications de F,y. dans C, on note
(zi)keF,y,, ces applications.

45.1.25.a. A z € 41, on associe I’application Z : k +— Z; de Z dans C définie par :

A 1 —ilxk
T oD DR

k€Fan41

Montrer que Z; ne dépend que de la classe [ modulo 2N + 1. Ceci nous permet de
considérer Z comme un élément de E 1.

45.1.25.b. On dit que Z est la transformée de Fourier discrete (T.F.D) de z. On note
¢© = (@1)keF,y,, la TFD de Iapplication j — f(x;). Montrer que

N
Cvf= Z Prek

k=—N
ol k est de classe k modulo 2N + 1.
45.1.26. Soit h € E,y, montrer que :

N

1 (7 1
%/Wh(x)dx = SN ‘ZNh(xj).
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45.1.27.a. Pour f et g dans E, on note :

1 -
DD Tapga).

2N +1
JEFan41

[fvg] =

Montrer que si f et g sontdans En,[f, gl = (f, )-
45.1.27.b. Montrer que pour tous f, g dans E,

[f_CNf7g] = 0.

45.1.27.c. Calculer [e,, e,,].
45.1.28. Soit f € H, etl € Z. Montrer que (frron+1i)kez st une S.A.C. et que :

Cv(H)= D CnvilPe

[€FN+1

ol
Cna(f) =) fisansin:

kEZ

45.1.29.a. Montrer que pour tout f € E,ona:
f—Cnf=gn—Cngyvavecgy =f—Pynf.

45.1.29.b. Montrer qu’il existe une constante K3 € ]0,+oo[ telle que pour tout

f € Hy,
K;

et

45.1.30. Pour quelle raison pratique préfere-t-on Cy a Py ?

I|f —Cnfll2 <

» Sixiéme partie

On se donne un entier M > 1 et on désigne par w un nombre complexe tel que
oM = 1. A tout élément z de &y, (£ est I'ensemble des applications de Fj; dans C),
on associe 1’élément Z de &y, défini par :

PN ki
it = E W Tk
keFy

et on note Z = T.ED. (w, M)(2).

45.1.31. En considérant que les w'* on été calculés une fois pour toutes, quel est
le nombre d’opérations (additions et multiplications) nécessaires pour obtenir Z en
fonction de z ? On notera S;; ce nombre.

k
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45.1.32. On suppose que M est pair : M = 2M,. En remarquant que :

A 2%l 2r— 1)l
3 = E ™" 208, + E W@l

ki €Fp, k2 E€F u,

montrer que T.ED. (w, M) peut s’effectuer a 1’aide de deux opérations T.E.D.
(@?, M)).

45.1.33. On suppose que M = 2", n € N. On désigne par %, le nombre d’opérations
pour effectuer T.E.D. (y,2") ot y € C vérifie yY* = 1. Montrer que

En < 22n—1 + 2n+l
et en déduire que :
2, <2Mlog, M

(ol par définition log, M = n).

45.1.34. En supposant que les calculs sont effectués sur un ordinateur faisant 108
opérations par seconde, comparer le temps calcul correspondant a Sy, avec M = 2"
et 2, pour n = 20,25 et 30. On représentera les résultats sous forme d’un tableau.

45.1.35. On suppose plus généralement que M = PQ ou P et Q sont deux entiers
supérieurs ou égaux a 1. Montrer que T.E.D. (w, M) peut se faire en 2M(P + Q)
opérations.

45.1.36. Appliquer ce qui précede au calcul de Cy f pour f € Hj.

1.7 SOMMES INFINIES

Les séries et les intégrales sont des objets mathématiques treés proches que la théorie
de I'intégrale de Lebesgue permet d’envisager dans le méme cadre. Toutefois il ne
s’agit pas de notre propos ici.

Nous proposons ci-dessous 5 problemes. Les deux premiers (46 et 47) portent sur des
séries entieres, le probléme 48 porte sur des propriétés de base des produits infinis,
le probléme 49 est consacré a la construction de I’intégrale de Stieltjes alors que
le probleme 50 examine, du point de vue de 1’analyse de Fourier, les fonctions a
variations bornées.

Enoncé 46
On se donne deux matrices a coefficients réelsn x n : A et B.

46.1.1. Montrer que la série de terme général (?—f)keN est convergente dans M, (R).

A _ oo A
On note alors e” = ) ;= 47
46.1.2. A-t-on en général eA*8 = ¢4eB?

46.1.3. Etudier la limite lorsque n tend vers I’infini de (efeg ).
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Enoncé 47

Etant donné une suite strictement croissante de nombres réels (A,),>1, suite tendant

vers Iinfini, on considére la série de terme général a,e "% pour z € C.

47.1.1. Montrer que si zg est tel que la série de terme général a,,e~*% converge, alors

quel que soit 6y € [0, 7 /2[, la série de fonctions Zn>1 aye M converge uniformé-
=

ment pour | arg(z — zo)| < 6o.
47.1.2. Appliquer ce résultat a une série entiére arbitraire »  a,z".

47.1.3. Etudier la fonction de Riemann :z — > °° L.

Enoncé 48

48.1.1. Montrer que pour toute suite de nombres réels (a,),cn il y a équivalence
entre :

(i) lasérie ) |a,| est convergente
et
(ii) quel que soit o bijection de N dans N, la série ) a,() est convergente.

Lorsque (ii) a lieu on dit que la série > a, est commutativement convergente.

48.1.2. Montrer que si (a,),en est telle que Y a,, soit commutativement convergente
alors la somme >~ a,(,) ne dépend pas de la bijection o

48.1.3. Que pensez-vous du cas (a, ),y € CY ?

48.1.4. Soit (Cy)pen € CN. On dira que le produit [] C, converge si la suite de
nombres complexes (H:;:1 Cplnen converge dans C\{0}. Comme pour les séries,
un produit est commutativement convergent si quel que soit o bijection de N dans N,
le produit [ [ Cp,) est convergent.

Montrer qu’il y a équivalence entre :
(i) le produit [ [ C,, est commutativement convergent
et
(i1) la série de terme général (C,, — 1),cn est absolument convergente.

48.1.5. Montrer que le produit Hn>1 (1 — %) est convergent quel que soit z € C

2

qui n’est pas de la forme n’7? avec n € N*,

Enoncé 49

Etant données g et h deux fonctions croissantes sur un intervalle compact [a, b], on
note @« = g — h.

Par ailleurs on désigne par 3, 1’ensemble des subdivisions finies de [a, b] et pour x €
S, x=(a=x0<x; <..<xp,=D>b)ondésigne par 5(x) = max;<;<m |Xi — Xi—1|.



44 1+ Enoncés des 50 problémes

Etant donné f : [a,b] — R, on dit que f est a-intégrable si :
3l € Rtel que Ve > 0,38) > 0,Vx € 2, x = (X1, ..., Xpn),

Vé € R" avec &; € [x;,xiy1]ona

m—1

D FEalxpn) — alxy) — 1| < e.

p=0

On note alors [ = fab fda.

49.1.1. On suppose que g et k sont continues et strictement croissantes. Montrer que
si f est continue elle est a-intégrable.

49.1.2. On ne suppose plus que g et i sont continues. Montrer que si f est continue
elle est a-intégrable.

Enoncé 50

Soit f une fonction localement intégrable sur R et périodique de période 277. On note

alors
R 1 21

foy=o— | fle™dx,
w

0
lorsque n parcourt Z.

50.1.1. On dit que f est a variation bornée sur [0, 277] s’il existe une constante C
telle que pour toute subdivision x de [0,27] : x = (0 = xp < x; < ... < xpp, = 27),

iy [ f ) = fla—n)| < C.
Soit alors V( f) le nombre

V() = inf{c € RaVE, Y [f0) — fluon)| < c} .

k=1
On admettra (ce qui ne représente aucune difficulté) que

V(f)=su {Z | f () — f(xk1)|} :
k=1

X

Si f est a variation bornée est-elle continue ?
50.1.2. L’application f — V() est-elle une norme ?
50.1.3. On suppose que f est donnée par

Fl) = /O sy,
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ou g est localement intégrable sur R. Montrer que f est a variation bornée et que
sup,,cz, [n f(n)| < oo.
50.1.4. On se donne f a variation bornée, montrer que pour tout n € Z,

Vi)

|an(n)‘ < o



Indications

Voici quelques indications pour la résolution des 50 problemes. Les énoncés étant
généralement arides, ces indications sont souvent indispensables pour démarrer la
solution.

Indications 1

du

dx

1.2.5. Observer que 2, est une sphére unité.

1.2.3. Montrer que pour tout w € C'([0, 1]; R) avec w(0) = w(1) = 0,

t— [fol(v +tw)’dx/ fol(v’ +tw’)?dx] posseéde un maximum local en ¢ = 0.

1.2.1. Ecrire que £ (u?) = 2u

1.2.4. Considérer u/y/ [ u’(x)%dx.

1.2.5. Utiliser les coefficients de Fourier.

Indications 2
2.5.1. Utiliser une suite a; > 0 telle que ), .y ax < oo alors que

Zka,f = 400.

keN

2.2.2. Utiliser le théoreme de continuité des intégrales par rapport a un parametre.
2.2.3. Exprimer ¢(¢) a I’aide de I’identité de Parseval.
2.2.4. Montrer les deux inégalités :

2m 27 /a2
¢m<4/ uo)Pdx et Mngﬁ/ (_>dx
0 0 dx
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2.2.5. Démontrer directement I’inégalité a ’aide de celle de Cauchy-Schwarz.

Indications 3

3.2.1. Appliquer I’inégalité de Cauchy-Schwarz.
3.2.2. Observer que u?(x) = u?(y) — 2 [ u(t)u’(t)dt.
3.2.3. Utiliser une suite q; > 0 telle que

Zak = +o0o0 alors que Z(l +|k|)a} < oo.
keN keN

3.2.4. Observer que [u(x)| < Xz [uk| = 22 <n [kl + 20 s e [kl

Indications 4

4.2.1. Considérer a n fixé la suite de nombres complexes ( fk(ﬂ))kez lorsque (fx) est
une suite de Cauchy dans A.

4.2.2. Montrer que fg(n) = 3 ,.,—, L&) £ D).

4.2.3.. Utiliser que si f € Cpr(R,R), elle peut étre approchée par une suite de poly-
ndmes trigonométriques.

4.2.4. Remarquer que f(t — h) — f(1) = Y, (e7 ™" — 1) f(n)e™ puis prendre
h = 2 /(3.2™) et déduire que sz<|n|<2m+l | F(n)|? < W2 f13.

Indications 5

5.2.1. Commencer par le cas n = 1 en utilisant la fonction de | — 1, 1[ dans R :
x — exp(—1/(1 — x?)).

5.2.2. Considérer f, : fu(x) = f(Ax).
5.2.3. Appliquer (11, =_) a f* pour s bien choisi.

n—I1

5.2.4. Utiliser les deux inégalités :

| f(x, ) </

— 00

dt,

+00 af
‘ax(tay)

et

+00 8
| f(x,y)] S/ ‘a—f(x,s) ds.
—oo y

5.2.5. Généraliser la démonstration précédente.
5.2.6. Partir de la relation f(y) — f(x) = fxy f(tdt.
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Indications 6
6.2.1. Construire un élément de F dont le terme général ne tend pas vers zéro.
6.2.2. Montrer que E est dense dans F.

6.2.3. Soit u}, tel que pour tout p, la suite (u}),cn appartienne a K. Observer que
pour tout n fixé, la suite (u}),en appartient au compact [—1, 1] de R.

Indications 7

7.2.1. Utiliser le théoréme de continuité des intégrales par rapport a un parametre.
7.2.2. Utiliser I’'inégalité de Cauchy-Schwarz.

7.2.3. Faire un changement de variable apres avoir appliqué le théoréeme de Fubini a
I'intégrale fOZW(Kf)(x)e*i”xdx.

7.2.4. Observer que pour tout n fixé la suite (f,,(p))pen, o (f,(p))nez est la suite
des coefficients de Fourier de (f(p)), est bornée dans C. Puis mettre en ceuvre un
procédé d’extraction diagonale.

7.2.5. Montrer que de toute suite bornée d’éléments de Ker (L — A/d) on peut extraire
une sous suite convergente.

7.2.6. Considérer le cas L = 0.

Indications 8

8.2.1. Montrer que si v, € K est tel que
[lu — || <du,K)+1/(n+1)

ot d(u, K) = inf{||u — v||,v € K} alors la suite (v,) est de Cauchy.
8.2.2. Dans le cas ou [ # 0, utiliser Py; ot M = Ker /.

8.2.4. Soit f tel que I(v) = ((f,v)),Yv € Vet A € L(V,V) tel que a(u,v) =
((Au,v)) Vu,v € V. Considérer une application T : Tv = Px(pf — pAv+v)oup
est a choisir.

Indications 9

9.2.1. Prendre v = u' — u?.

9.2.2. Utiliser I’inégalité de Cauchy-Schwarz.

9.2.3 Considérer une suite de fonction dans H = C([0, 1]; R) muni du produit scalaire
((f,0) = [y FD3)dr.

9.2.4. Bcrire ((u, — u, uy — ) = ||un||? — ||u||* = 2((u, up, — u)).

9.2.5. Utiliser a nouveau cette identité.
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9.2.6. Considérer une suite minimisante, c’est-a-dire une suite (w,) telle que
Jlim (] = (o, vDP7%) = inf (fo]]* = (o, o))

et montrer qu’elle est bornée.

9.2.7. Soit (u(p))pen une suite d’éléments de > : u(p) = (n(p))pen bornée :
Y neN lun(p)|* < C. Remarquer que pour tout n fixé, la suite (u,(p)),en est bornée
dans R, puis utiliser un procédé d’extraction diagonale.

Indications 11

11.2.3. Supposer qu’il existe (Py, Vo, Tp) tel que f(Py, Vo, Tp) = O et appliquer
le théoreme des fonctions implicites au voisinage de ce point. Ensuite calculer
(g—"j)T (V,T) ou P estla fonction telle que f(P(V,T),V,T)=0.

Indications 12
12.2.1. Montrer que I — %—5(0)*1 %—5(14) est de norme strictement inférieure a 1.
12.2.2. Ecri
crire 9G » 9G
Une1 = ———((Wn)” (Gun) — G(O) — ——(un)un)
Ou Ou
et exprimer G(u,) — G(0) a I’aide d’une formule de Taylor.

12.2.3. Remarquer que ||u,41]| < %ﬁ%HunH avec pyB/2(1 — pyB)) < 1.

Indications 13
13.2.1. Ecrire I’équation G(u, A) = 0 sous la forme

u= 8—G(uo,)lo)_1 8—G(M0,)\0)M -G, ).
8u 814

13.2.2. Utiliser le fait que u(A) s’obtient par un théoreme de point fixe.

Indications 14
14.2.2. Ecrire la formule de Taylor avec reste intégral a I’ordre deux en 0.

14.2.3. Chercher un développement en série entiere par rapport a M, YA(m).

Indications 15
15.2.1. Calculer det ¢(R, U).
15.2.2. Observer que si RU = F alors U? = 'FF.

15.2.3. Utiliser un argument de compacité.
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Indications 16

16.2.1. Pour (xg, x;) € R?, introduire A(z;) = (¢(z1) — x0)> + (z1 — x1)* et montrer
que A atteint son minimum sur Ko = {z; € R, A(z1) < A(0)}.

16.2.2. Considérer un cas ou le graphe de ¢ comprend un arc de cercle.

16.2.3. Montrer que @' (y)(e(y1) — x0) + y1 — x; = 0 et en déduire que si x & T,
Vi—X; = —%dr(x) avec &(y;) € {—1, 1}. Ensuite montrer que &(y;) = &(;)

si y et ¥ sont solutions de (%) et conclure en utilisant I’'inégalité

'y PG
VIt n)? 1+ ¢(5))?

<K|yi—731 .

16.2.4. Montrer que 1’application dr est 1-lipschitzienne.

16.2.5. Distinguer le cas k = 0 du cas k # 0. Dans le premier cas ¢ est affine et
le résultat demandé s’obtient par un raisonnement géométrique simple. Dans le cas
k # 0 remarquer que pour x € R?, si y est solution de (x),

e(x)dr(x) . N e(x)dr(x)¢’(y1)

X0 = @(y1) — N SO0 1= Tr 007

avec g(x) € {—1,0, 1}. La fonction 8(xo, x;) s’obtient en généralisant ces relations.

Indications 17

17.2.1. Montrer que 1’on peut se ramener au cas ¢ = n et appliquer le théoréme
d’inversion locale a I’application v — (1 (v), ..., ¥, (V)).

17.2.2. Compléter (Vif1(u), ..., Vi (u)) par &1, ..., £, en une base de R" et appliquer
le théoreme des fonctions implicites a ¢ de R” x RY dans RY définie par

P q
bt w) =g [u+ Y t&i+ > wi Vi)
i=1 j=1

17.2.3. Introduire la fonction K(t) = J(u + ¢(¢t,w(t)) et observer que O est un
minimum de K sur I’ouvert O de R?.

Indications 18
18.2.2. Considérer pour e € E, I’ensemble K = {v € E, J(v) < J(e)}.
18.2.3. Appliquer la question qui précede a J,,, sur R".
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18.2.4. Observer que J,,(u,,) < J(e) quel que soite € E.

18.2.5. Partir des deux inégalités
J@) = Jper) + m+1) 30 (0 (),

> Jupn)+m Z?Zl(l//j(umn))Z.

Indications 19

19.2.1. Observer que pour v € Ey donné, Vi € R, [I(u+1tv) = I(u).
19.2.2. Prendre w(x) = 1.

19.2.3. Prendre w(x) = e~"~.

19.2.4. Calculer I(u + w) — I(u).

Indications 20

20.2.1. Considérer ¢t +— I(u + tw).

20.2.2. Calculer I(u + w) — I(u).

20.2.3. Utiliser la formule de Taylor avec reste intégral.
20.2.4. Prendre w = D_;, Dyu.

20.2.5. Calculer (VDyu)y.

Indications 21
21.2.1. Etudier la convexité de &.

21.2.2. Utiliser le fait que t — £(u + tw) atteint son minimum en ¢ = 0.

21.2.3. Partant de fol w'w'dx = fol f'(w)wdx, pour tout w € E, montrer que u’ est
C' a’aide de choix judicieux de fonctions w.

Indications 22
22.2.1. Utiliser la relation de Parseval.
L X
22.2.2. Remarquer que L = ["{(%)* + (%)z}ds.

22.2.3. Observer que si 4mA = L? alors x et y ont presque tous leurs coefficients de
Fourier nuls.

Indications 23

23.2.1. Faire un dessin.
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23.2.2. Prendre une fonction z vérifiant z(xp) = 0, z(x;) = 0 et montrer que
d
—L(y+ez)=0ene=0
de

ou L(y) = fx);‘ L(y(x),y' (x))dx et L(u, p) = y+/1+ p%. En déduire que y vérifie

I’équation différentielle %g—é(y(x), y'(x)) = %(y(x), V' (x)).

Indications 25
25.2.3. Raisonner par récurrence.

25.2.5. Utiliser que [a, b] est un compact et que la famille des (f;,) est équicontinue.

Indications 26

o . 2 2
26.2.1. Utiliser le fait que gx—gg = 88y 4

26.2.2. Appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz.
26.2.3. Calculer < H(x(1), y(1)).

26.2.4. La fonction H; vérifie (P) et la fonction H, ne vérifie pas (P). Pour (E 2)
étudier directement le systeme différentiel.

Indications 27

27.2.1. Appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz.
27.2.2. Calculer %(y2 +2G(x)).

27.2.3. Montrer que les morceaux de solution de (E) correspondant a y =
Vv2(c — Gx))ety = —/2(c — G(x)) se raccordent.

27.2.4. Faire un changement de variable dans I’intégrale.

27.2.5. Observer que

2n—2

2 2 2 2m—2
H(x) = agps2x™ + (A2p42€” + anp)x +o (€ Fan T+t an)

est une fonction qui augmente lorsque ¢ augmente.

Indications 28
28.2.1. Majorer ‘%(xz + yz)} .

28.2.2. Calculer %V(x7 ‘jl—f) avec V(x,y) = % + % +1—cosx — Lx.
28.2.3. Introduire Vs(x,y) = V(x,y) + dxy et bien choisir 6 pour que le résultat

demandé résulte du calcul de j—t V,(x, ‘;—’;).
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Indications 29
29.2.1. Prendre r(x) = %fox p(y)dy.
29.2.2. Observer que A [ |z[2dx = [*(o(x)|z[? — | £[*)dx.

29.2.3. L’ensemble des solutions de z”/ + (¢ — A)z = 0 est un espace vectoriel de
dimension 2. Pour z1, z» solutions de (E) calculer [fl,—‘;v ou W = z1z5 — 222}.

29.2.4. Montrer que (A; — A;) fab z1(x)z2(x)dx = 0.
29.2.5. Utiliser a nouveau I’indication du 29.2.2.

Indications 30

30.2.1. On écrit P(x) = A(x — a)>. Montrer que si xy # «a, aucune solution de (E)
avec x(0) = xo n’est bornée.

30.2.2. On écrit P(x) = (x — a)Q(x) avec Q ne s’annulant pas. Montrer que si
Xo # «, aucune solution de (E) avec x(0) = xp n’est bornée.

30.2.3. On écrit P(x) = A(x — a)(x — B)%. Trouver toutes les solutions de (E).

30.2.4. On écrit P(x) = A(x — a)(x — B)(x — y) avec @ < B < . Trouver toutes
les solutions de (FE).

Indications 31

31.2.1. Calculer 4 (x? + y?).

31.2.2. Observer que si xg = yo = 0 alors x(t) = y(¢) = 0.

31.2.3. Calculer %.

31.2.4. Montrer, en introduisant —X0YD)_ " q,j] existe ¢ € R?\{0,0} tel que si /

NEORE0N
est cette limite, (I — &, (I — 2)&) = 0.

Indications 32

32.2.1. Montrer que f est solution d’une équation différentielle linéaire a coefficients
constants.

32.2.2. Supposer que f est C* et montrer que f vérifie la propriété (D).

Indications 33
33.2.1. Montrer que lim, .4, f'(x) = 0.
33.2.2. Montrer que G tend vers +o0o lorsque y tend vers +0o et —oc.

33.2.3. Ecrire que la dérivée aa—(y;(x, y,t) s’annule ou le minimum de G(x,.,t) est
atteint.
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33.2.4. Utiliser le théoréme des fonctions implicites.
33.2.5. Calculer les dérivées % et %.

33.2.6. Montrer que y se prolonge par continuité en ¢ = 0.

Indications 34

34.2.1. Appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz puis montrer que u({(¥),t) est
indépendant de ¢.

d
34.2.2. Calculer d_lt)(t) et en déduire la valeur exacte de v(z).

Indications 35

35.2.1. Observer que si xg € () est tel que u(xp) = max
2

5 (x0) < 0.

35.2.3. Utiliser le fait que si A est une matrice symétrique définie positive et si H est
une matrice symétrique négative alors Tr(AH) < 0.

ccq u(x) alors 9% (xg) = 0 et

Indications 37

37.2.1. Considérer N(c_y, ...,cx) = sup,cp [CV(x)| et montrer qu’il s’agit d’une
norme sur C?V*1,

37.2.2. Considérer f(x) = YN, sinke,

Indications 38
38.2.1 Observer que P(t) = >, aye'“ oll wy = Z;\’:l gjAjavece; € {—1,0,1}.
38221ci; € {—2,—1,0,1,2}.

38.2.3 Considérer 5- fozw P(s) f(s)ds avec ¢; de sorte que ¢; = |c;|e'%/.

Indications 39

39.2.1. Utiliser que sur un espace vectoriel de dimension finie toutes les applications
linéaires sont continues.

39.2.2. Prendre T (x) = cosnx.
39.2.3. On raisonne par I’absurde et on se donne donc T tel que

T'(z) = sup |T'(x)| = nL
x€R

avec L > sup,p |T(x)|. Etudier la fonction S(x) = L sinn(x — z) — T(x).
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Indications 40
40.2.1. 11 s’agit du résultat classique sur la moyenne de Césaro d’une suite.

40.2.2. On pourra observer que

2

2 sinm*5+

on(x) = —/ f()(i) dt,
S =3~
2 sinm*=* >

f(x) = / (x)( _l ) dt.

41.2.1. Majorer dans le cas 0 < @ < 1 la somme a I’aide d’une intégrale. Utiliser,
dans le cas a = 1, un développement asymptotique de >, _ % en fonction de n.

et que

Indications 41

41.2.2. Montrer que ([x] désigne la partic entiere du nombre réel x) lorsque
[An] = n+1:

[An] +

S0 = o L n(Fo0) e ]+_ u(f 1)~
[An] + 1 0N 2o
Tl —n Z <1_1+[An]>f(])e]'

n<|jl<an

41.2.3. Le résultat est inchangé.

Indications 42

-1 2 . . ..
42.2.1 Considérer une somme du type an:n agsinkx, avec x, bien choisi.

42.2.2. Pour montrer que la réciproque est vraie, on pourra introduire la suite décrois-
sante by = sup{r.zan, n > k} et majorer les sommes partielles > ;~" a; sinkx en
fonction de b,, et indépendamment de x.

42.2.3. Pour montrer que si a, s’obtient en fonctlon de f continue, on pourra utiliser
que o, ol o, (x) = n+1 D ey Sk(x) (Se(x) = Z _, ap sin px), converge uniformé-
ment vers f.

Indications 43
43.2.1. Soient

n

e Sin(n+ Dyx 1 < 1 sin 21
D)=y &= et Fi()=——) D)= ( —

sin % n+1
k=—n 2




56 2 - Indications

Montrer I’'identité (n > 2)

n—2
5a(x) = 1Z(k+1>A2aka<x>+ n(Ady_ 1) Fyy () + a,,D ®.
k=0

43.2.2. Utiliser la convergence uniforme de s, vers f sur [a, b] C]O0, 27[.
43.2.3. Montrer I’'identité

n

2
E kA Am+k = nAam+n+1 + Am+1 — Aman+1-
k=0

Indications 44

44.2.1. Commencer par étudier le cas ou f est la fonction caractéristique de
la,b] C [0, 1].

44.2.3.b. Soit K y(x) = iy (Sdtlme)2 )
sur R vers F' (on a noté Ky x F' la fonction x +— fo Kn(x — y)F(y)dy).

Montrer que K y*F converge uniformément

44.2.4. Choisir a; tel que ;- % soit divergente.

Indications 46

46.2.1. Montrer que la série est normalement convergente.

B A+B

46.2.2. Donner, pour n = 2, un exemple ot e“e?, eBe? et eA*B sont trois matrices

différentes.

46.2.3. Faire un développement limité du type e = I + 4 + O(-5).

Indications 47

47.2.1. Se ramener au cas zog = 0 puis faire une transformation d’Abel sur I’écriture

du critere de Cauchy pour Y 7_, a,e .

47.2.2. Etudier la convergence en un point du cercle de convergence.
47.2.3. Ici A, logn comparer les ensembles de convergence et de convergence
absolue pour Z

nln

Indications 48

48.2.1. Considérer la partitionde N : I = {n € N,a, >0} et J = {n € N,q, <0}
pour établir que si Y | |a,| est divergente, il existe o tel que > a,(,) soit divergente.

48.2.2. Considérer pour m(n) = max{o(k),0 < k < n} la différence

m(n)

Z Ao(k) — Z A
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48.2.3. Passer en parties réelles et imaginaires.

48.2.4. Ecrire C,, = eP*7» et montrer que 3 |C, — 1] et S2(|8,] + |7a|) sont simul-
tanément convergentes.

48.2.5. Appliquer le critére précédent.

Indications 49
49.2.1. Considérer le cas ou 4 = 0 et inverser g en G continue.

49.2.2. Considérer le cas ou & = 0 et introduire g,.(x) = lim,_o g(x + h) (avec
g+(b) = g(b)).

Indications 50

50.2.1. Considérer une fonction en escalier.

50.2.2. Calculer V(1).

50.2.3. Observer | f(xi) — f(x—1)| < [I* [g()ldy.

Xk—1
Pour I’estimation de n f(n) commencer par considérer le cas ou g est continue et
appliquer par exemple le théoreme de Fubini.
50.2.4. Commencer par considérer le cas ou f est continue et introduire la somme

—inx
e

iy F(g(k) — g(xk—1)) ol g(x) = <— lorsque n # 0.




Solutions deétaillées et méthodes

Les solutions détaillées des 50 problemes sont rassemblées ci-aprés. Chaque solu-
tion est suivie de commentaires dont le but est soit de compléter un point donné,
soit d’apporter un autre éclairage a un résultat évoqué, soit encore de prolonger le
probleme.

Corrigé 1

1.3.1. Nous avons %uz(x) = 2u(x)u’(x), il en résulte que

u(x) = 2/0 u(y)u'(y)dy.

Ainsi X
wrx) < 2 [y luu'(ynldy,

- V20, 1/2
< 2(fywody) " (fo woray)
d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Il vient apres intégration par rapport a x et

| 1/2
simplification par (fo uz(y)dy>

. 1/2 1 1/2
</ Lf(x)dx) <2 (/ u’(y)2dy> )
0 0

qui donne I’'inégalité recherchée par élévation au carré.

1/2
1.3.2. Notons dorénavant ||v||; = (fol v’(x)zdx) . 1l s’agit d’une norme sur
¢y = {v e C'([0,11,R), v(0) = v(1) = 0}. Ainsi X est la sphere unité de C} pour
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la norme ||.||;. Si cette sphére unité (qui est donc fermée et bornée) était compacte,
nous aurions automatiquement 1’existence de v vérifiant (x) car d’apres la question

(4 , o 1 . .
précédente, I’application v — [, v*(x)dx est continue sur C) muni de la norme ||.||.
Or C} est de dimension infinie (par exemple (sin k7x)en+ constitue une famille
libre dans C}). Donc sa boule unité, X, n’est pas compacte d’apres le théoreme de

Riesz, voir les commentaires a ce probleme page 61. L'existence de v vérifiant (x)
n’est donc pas immédiate.

1.3.3. Soit v € C3([0, 1]) N 2, vérifiant (x) et w € C& arbitraire.
Puisque ||v||; # 0, pour ¢ assez petit, nous avons ||[v+fw||; # Oetalors 22— € 3.

) - [[o+tw]|]y
D’apres (%),
1 2 1
v+ tw
/(7)2dx§/ vz(x)dx,
o lv+rwl|] 0

f(]](v+tw)2dx
S’agissant d’une fonction rationnelle par rapport a ¢, sa dérivée, en t = 0O est nulle
c’est-a-dire que

1 1 1
2 / vwdx | ||v][} =2 / v'w'dx / vidx.
0 0 0

Notons ¢ = fol v2dx et observons que ||v||; = 1.

c’est-a-dire que la fonction ¢ +— possede un maximum local en t = 0.

11 vient alors finalement
1 1
Yw € Cp, C()/ v/w’dx:/ vwdx.
0 0

Nous n’avons pas utilisé pour I'instant que v € C*([0, 1]). Grace a cette régularité
supplémentaire, nous pouvons intégrer par parties et écrire que

1 1
/ vVw'dx = —/ v wdx
0 0

(se souvenir que w(0) = w(1) = 0). Ainsi
1
Yw € Cp, / (cov” +v)wdx = 0.
0

La fonction cov” + v est continue, si elle était non nulle, il existerait un point
xo € ]0,1[ et deux nombres p et g9 > O tels que ]xo — &g, x0 + o[ CJO, 1[ et
Vx € Jxo — €o0,x0 + &ol, [cov”(x) + v(x)| = p > 0. Le signe de cov” + v est
alors constant sur Jxo — &g, xo + &[, notons le § € {—1,1}. Soit alors y une
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fonction positive de classe C Usur [0, 1], valant 1 sur ]Jxo — & /2, x0 + €0/2[ et O sur
[0, 171\]xo — &0, X0 + €o[. Prenons alors w(x) = &y (x), il vient

1 Xo+e
O—/ (cov” + v)wdx —/ 8)cov” + v|wdx =
0 X

0—E&
Xo+e Xo+€0/2
:/ |cov”+v],\/dx>/ pdx = pgg >0
xXo—e xXo—&0/2
ce qui est absurde. Ainsi cov”+v = O sur [0, 1]. Mais ¢y # 0 (car ||[v]|; = 1 = v # 0)
et donc v/ = —v/cy avec v(0) = v(1) = 0. Il en résulte que (i) 1/c¢ est de la forme

k*m? avec k € N* et que v(x) = Asinkzx. Mais ||v]|; = 1 et donc A?k*7? = 2
puisque fol v2dx = A*/2, v correspond forcément au plus petit A ¢’est-a-dire celui

pour k = 1. Ainsi v(x) = Asinwx avec A = :l:% sont les deux seules solutions
possibles.

Nous avons alors ¢y = 1/72.

1.3.4. Donnons nous u € C} avec u # 0. Alors ||u||; # O et la fonction u/||ul|,
appartient & 2. D’apres ce qui précede,

12

1
/u(xzdxgco:—
0 1

|| ™

et donc .

1
1
/ wx)dx < — [ u'(x)’dx.
0 T Jo
1.3.5. Cette derniere inégalité, meilleure que celle de la premieére question, a été prou-
vée sous I’hypothese qu’il existait v € C*([0, 1]) N S solution de (x).
Donnons nous u € C'([0, 1];R) tel que u(0) = u(1) = 0 et désignons par f la
fonction de [—7r, 7] dans R définie par :
pourx >0 :  f(x) = u(x/m), pour x < 0: f(x) = —u(—x/m). Cette fonction
est continue sur [—, 7], périodique (f(—m) = f(m)) et de classe C! sur [—, 7].
Notons alors | T
b, = — f(x)sinnx, n e N*,
™ —TT

Introduisons pour N > 1, le polyndme trigonométrique
N
fn() = bysinnx.
n=1

Puisque |7 fR(x)dx = w3~ b2et [T fiA(x)dx = 7 S0, n®b2, nous avons

’ fr)dx < ! F2(x)dx

—TT —TT
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Etant donné que f est de classe C! sur [—m, 7], [7_ fEx)dx < s f2(x)dx et
donc

’ fr(dx < ’ £ 0)dx.

—1TT —1TT
Maintenant ” -
fix)dx = Jim / fi(x)dx

car f est continue et f(7) = f(—m) (en faitici f étant C!, il y a méme convergence
uniforme de fy vers f sur [—, 7]). Par conséquent

" Pdr < [ o,

Revenons alors en u :

m m 1
2/ 2 Dydx < 2/ — (S,
0 o 0 T n

et en faisant le changement de variable x = 7y :

1 1
/ W (x)dx < 77'2/ ulz(x)dx,
0 0

ce qu’il fallait démontrer.
V2

Il est alors clair que v(x) = = sin 77x est de classe C?, appartient a 3, et vérifie (x).

Commentaires

Au numéro 1.3.2. nous avons évoqué le théoréme de Riesz qui s’énonce comme suit.

Théoréme. (Riesz) Dans un espace vectoriel normé il y a équivalence entre les deux
assertions :

(i) la boule unité fermée est compacte,
(ii) la dimension de [’espace est finie.

Démonstration. Lorsque I’espace est de dimension finie, n, le choix d’une base le
rend homéomorphe a R” ou les fermés bornés non vide sont les compacts.

Supposons réciproquement que la boule unité fermée soit compacte. Si I’espace, noté
E, est de dimension infinie, il existe une famille libre et dénombrable de vecteurs
unitaires : (e,),en avec ||e,|| = 1. Soit alors E, 1’espace vectoriel de dimension
finie engendré par {eo, e1, ..., e, }. Nous avons E, # E et il en résulte (admettons-le
momentanément) qu’il existe u,, € E, avec ||u,|| = 1, et d(u,, E,—1) > 1/2 pour
toutn > 1.

La suite (1, ),en appartient a la boule unité fermée de E et pour m < n,

||un - um|| P d(una E,) > d(unaEn—l) = 1/2
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Ainsi la suite (#,),cn ne contient pas de valeur d’adhérence ce qui contredit (i) : E
est forcément de dimension finie. Il nous reste donc a montrer 1’existence de la suite
finie (u,),en. Puisque E,_; est de dimension finie, c’est un sous-espace fermé de E,
différent de E. Soit alors v € E telque v &€ E,_;. Nous avons d = d(v, E,_1) > 0
et par conséquent, il existe w € E,_; tel que d < ||lv — w|| < 2d. Montrons que
u, = 7-—=- convient i.e. que ||u,|| = 1 etd(u,, E,—1) > 1/2. Soitn € E,_1,

T —wl]

vow lv—(+][lv—wllnll _ 4
a1 = | o= ] o=l 2a ="
(car w + |J[v — w||np € E,—1). Ceci achéve la preuve du théoréme. -

Le probleme (%) considéré au numéro 1.3.2. est un probléme du calcul des varia-
tions au sens des commentaires au probleme 22 page 121. En effet, si nous prenons
F(x,u, p) = u’et G(x,u, p) = p*, I'équation d’Euler (E) (voir page 121) s’écrit

i(2)tu’()c)) = 2u(x)
dx

soit Au”(x) = u(x) (A est un nombre réel a déterminer). Il s’agit bien de 1’équation a
laquelle nous sommes arrivés au numéro 1.3.3. (A y est noté —cy).

Corrigé 2

2.3.1. Soit ax,k € N, tel que a; > 0,> 2 ar < ooet Y o kai = +oo (par
exemple a; = l/k'/2 si k est de la forme 4",n € N et aqp = 0 sinon; ka,f ne
tend pas vers zéro alors que Z,ivzo ar < Y227 = 2). Posons alors u(x) =
> e ax coskx. La fonction u est continue puisque la série de fonctions continues
de terme général (ay cos kx) converge uniformément sur R. Nous avons aussi u; =
2 ; .

Z;o:() ﬁ fo i a, cos pxe~**dx par convergence uniforme et donc u; = %a|k| pour
k # 0 etug = ay. Puisque Y~ ka} = +o0, Q(u) = 1 372 [k|ai = +oo.

2.3.2.Lafonction U : RxR — R définie par U(x, ) = (u(x+t)—u(x))> est continue
sur R2. Par le théoréme de continuité des intégrales par rapport A un paramétre, le

< . 2 .
segment [0, 277] étant compact, la fonction ¢ +— fo " U(x, t)dx est continue sur R.

2.3.3. A 1 fixé, la fonction v(x) = u(x + 1) — u(x) est 27r-périodique et continue sur
R. Son kieme coefficient de Fourier vy se calcule comme suit :

2w

: 1 [ ,
vy = — v(x)e *dx = —up + — / u(x + e *dx
27 Jo 27 Jo

1 2+t )
= —up+ —/ u(x)e =gy
27 J,

= (" = Du,
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puisque ff“t u(x)e~**dx est indépendant de ¢ (intégrale d’une fonction périodique
sur une période). Par I’identité de Parseval :

2
/ Pdx = o> =D |1 — ™.
0 kEZ
Mais |1 — ¢/*|? = 4sin* & et donc
. o kt
o) =4 Z |u|? sin’ 5

k€EZ

Observons par ailleurs que 1’intégrale fooo ;iz sin” Zdt est convergente et vaut a/k|

avec a = 2 fooo Si;‘zz Ldr (il suffit de faire le changement de variable s = % lorsque
k # 0). Ainsi la formule demandée revient & intervertir intégrale et somme. Tout
d’abord si Q(u) = +o0o, observons que pour tout N € N,

O(1) > 43 < |uxl? sin® & et donc

t kt dt
/ al )dt >4 E / |uk|zsmz—— E ke |ue|?
0

k| <N k| <N
et ainsi lorsque N — o0, puisque ¢ > O, f > “’(t)dt = 400 : on a bien
fooo ‘Dt(f) = aQ(u)(+oo = +o0). Placons nous dans le cas ol Q(u) < oo c’est-

a-dire que Y, o [k|[ux|* < oco. Sur tout compact [&, A], nous pouvons écrire
/ gp(t) Z’ ’2/ sin (kt/2)
)
& kez
car la série de fonctions (\uk\zsin2 k) converge uniformément vers (). Mais

I Mdr < Jy° Lh'f/z)dt = alk| et donc la série de fonctions de € et A :

€

(Jui|* J; A sin ( )dt) est dominée par la série convergente de terme général (a|k||Uy |?).
Puisque, a k ﬁxe

A .2 ht
Sin- &
lim |uk|2/ S 2dt = alu* k]
£—0 e t
A—o0

nous en déduisons que

ILII%)/ ¢()dt_ 3 Ikl = a Q).

A—o00 keZ

2.3.4. Puisque |u(x + 1) — u(x)|*> < 2(Ju(x +t)|* + |u(x)|)* nous avons

2 2 2
p(t) <2 / lu(x +1)|?dx +/ lu(x)|dx | = 4/ lu(x)|*dx.
0 0 0
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Par ailleurs, u(x + 1) — u(x) =t fol (Z—z) (x +t6)d6 qui s’obtient en considérant la
fonction 6 — u(x + t6). Ainsi a I’aide de I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

1 2
lu(x +1) — u(x)]* < ﬁ/ <d—”> (x +10)d0
0 dx

21 21 1 du 2
/ |u(x+z)—u(x)|2dx<z2/ / <—) (x +160)d6 | dx.
0 0 o \dx

Intervertissons alors les deux intégrales en faisant appel au théoréme de Fubini et en
observant que

27 2 27+t 6 2 2 2
du du du
/0 (dx) (x+16)dx = /zﬁ <dx> (0dx = /0 <dx) @

11 vient ainsi )
2
d
o(t) < tz/ <_u> dx.
0 d.x

o 2 .
Désignons par ||[v||* = [ v(x)?dx. Nous avons donc montré que

et donc

o) <4ul> et @) < Pllu]

Aucune de ces majorations ne peut-étre utilisée sur [0, +oo[ pour majorer fooo %d t
car les deux intégrales divergent (I'une a I’infini, ’autre en ¢+ = 0). Nous prenons

donc 7 > 0 arbitraire et écrivons avec u, = ﬁ,

aQu) = /%dt+/ %;)dt,
0 T

/7' leMtz It /+oo 1|’”H2it
t t
0 T

4
aQu) < 7'Hux||2+ ;||u||2,VT > 0.

Ainsi

Puisque 7 est arbitraire, prenons celui qui minimise le membre de droite : 7 = HU{“H (
X

si ||ux|| = 0, u est constante et I’inégalité est toujours vraie quel que soit ). Il vient

aQu) < 4|u| - |||l

et donc B = 16/a” convient.
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2.3.5. Puisque u est de classe C!, nous pouvons appliquer ’identité de Parseval
R . . . 2 i .
a la fonction % dont les coefficients de Fourier ﬁ fow %e kxdx valent ikuy :

||uk|[* = > ez [k|*|uk|*. Mais par application de Iinégalité de Cauchy-Schwarz :

1/2 1/2
> kel =l aee ] Jue] < (Z !k\zlukF) (Z !Mk!2>

kEZ kEZ kEZ, keZ
et donc
2 2
Q(u)zg/ uzdx/ uﬁdx.
0 0
Si nous prenons u = cosx nous avons égalité dans cette inégalité, la meilleure

constante dans I’'inégalité (x) est donc 1.

Commentaires

Finalement I’'inégalité (x) s’écrit
) 1/2

oo p2m o 2 27 27
/ / \u(x+t)2 u(x)| dxdi < 1 / W) / (d_u) dx
o Jo t 7\ Jo 0 dx
()

sin’ LN . iz 2 s . . , .
cara = 2 7 ¥%ds = 7. Cette derniére identité résulte d’une simple intégration
par parties et du fait que fooo st =2,

1/2

Pour une fonction de classe C!, et 27-périodique nous avons bien évidemment
I’inégalité
lu(x +1) — u(x)|?

du :
2 < sup <—()’)> ) vxvt 7& 0.

o<y<2n \dx

L’inégalité (x%) est son analogue lorsque I’on souhaite utiliser comme majorant des
normes de u et Z—Z en moyenne quadratique.

Corrigé 3

3.3.1. Si la série de terme général (1 +k2)|uy|? est divergente, I’inégalité est évidente.
Si par contre Y, ., (1 + kH)|ux|* < o0, [u] < oo et [u| < oo (cette derniére série est
toujours convergente d’apres I'identité de Parseval). D’apres 1’inégalité de Cauchy-
Schwarz nous avons

1/ 1/2

2
D 0+ kD e | < |+ (KD i Dolwl)

k€EZ kEZ k€EZ

et puisque (1 + |k|)> < 2(1 + k?), I’inégalité demandée s’ obtient avec C, = 2'/4.
Remarquons que ’inégalité [u] < 2'/4|u|'/?||u||'/? est optimale puisque c’est une
égalité pour u(x) = cosx.
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3.3.2. La encore si |[u|| = +oo, I'inégalité est évidente. Supposons donc que
||u|| < oo. Soit alors N fixé, on note v(x) = S.r__ uzei. La fonction v étant de
classe C' (et méme C°°) nous avons par intégration de %vz(t) =20(t)W' (1) :

vVX(x) = v3(y) =2 / ’ V(W' (1)dt

X

et donc quels que soient x et y entre 0 et 27 :

2
‘vz(x) — vz(y)‘ < 2/0 lv(@)||v'(t)|dt.

Appliquons alors I’inégalité de Cauchy-Schwarz a I’intégrale :

21 1/2 21
02 (x) — v*(y)| <2 ( / |v]2(t)dt> < / ]v’]z(t)dt>
0 0

Mais v2(x) = v?(x) — v2(y) + v*(y) et donc par intégration sur [0, 277] par rapport
ay:

1/2

2 2
220 = | @A) — o2y + / 2(y)dy
0 0

ainsi a I’aide de I’inégalité précédente :

2w 1/2 21
vi(x) <2 ( / |v|2(t)dt> ( / yv’|2(t)dz>
0 0

Or nous avons - fozw 2@yt = SO0 Jux|? < Jul? et

1 27 N
o | WoRdr= Y Rl <l
0

k=—N

1/2 )
+ o vo(y)dy.
T Jo

d’ ol y 5
( > uke”“) < A u ]| + Jue* < (1 + ) ] ]|
k=—N

Mais la série de terme général (u;) est absolument convergente, en effet :

1 1 1
|| = %-k|uk| < 3 <k2|uk|2+ ﬁ) et ||u|| < oo.

Il en résulte que limy _, Z,]CV:iN ure™ = u(x) et donc u*(x) < (1+4)|ul||ul|, ce
qui établit I’inégalité demandée.
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. . N —; .
Revenons sur I'assertion u(x) = limy_oc Y 5,y ke ikx Puisque Y |ux| < oo,
la série de fonctions Y uze~"** est normalement convergente vers une limite / qui
est une fonction continue et 27T-péri0diq2ue. Le kieme coefficient de Fourier de [ est
aw

_ 1 27 —ikx _ up —ipx ,—ikx .
e = 55 Jo l(x)e™™dx =37 ;5% [ e "P*e™"**dx par convergence uniforme.

Ainsi [, = uy pour tout k. Il en résulte que [ = u.
3.3.3. Soit gy > O telle que Y, oy ax = +00 et Y, (1 +k)aj < oo (par exemple

-1 ; £ N :
U = T Togmih) convient). Désignons par " la fonction

N
uM(x) = Zak coskx.
k=0

Nous avons up = fap pour k # 0 etu) = ap.

Si I’inégalité était vraie nous aurions
N N 1/2
D e =uM0) < sup [uV ()| < G5 | Y (1 +h)af
k=0 xeR k=0

1/2

<G (D +ka;
keN

. . . N
ce qui est absurde puisque limy o0 >, _ ax = +00.

3.3.4. De nouveau si ||u|| = +oo I’inégalité demandée est évidente. Plagons nous
donc dans le cas ou ||u|| < co.

Nous avons alors pour tout N :

Sl =D Jul+ > Jul.

kEZ [k|<N k| =N+1

Appliquons alors I’inégalité de Cauchy-Schwarz a chacune de ces deux sommes :

Dol = Y AT P (14 k'

[k|<N [k|<N
1/2 1/2
1
< [ Y — S+ kDl |
T k] (1 + [k [)[ur|
[k|<N [k|<N
1/2

Y lml < ZHIW [u].

Ik|<N IKI<N
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Et pour la seconde :

1/2

_ 1
Sl = 3 A+ Pl kP2 < | ]l

[k|=>N+1 [k|=N+1 |k|=N+1

La premicre série numérique peut alors €tre majorée par comparaison avec une inté-
grale :

1 N+11 N k
=142 —<1+2 =1+2log(l +N).
DR EEEE) ST AT O e og(1 + N)
|k|<N k=1 k=1

Pour la seconde,
3 LI ZOO L, ZOO
1+ k2 k(k—1)
|k|=N+1 k=N+1 k=N+

Ainsi
V2 u]

N1/2

2
> Jui] < (1+2log(1+ N [u] +
kEZ

Puisque N est arbitraire, 1’idée est de choisir un N qui rende le second membre
minimal. Tout d’abord si ||u|| < [u], pour N = 1 il vient

3 i < [2+(1 +210g2)1/2} [ul,

kEZ

[2+ (1 +210og2)!/?] H H
Z i | < (log2)1/2 [u] [1 og(l+— ]

k€EZ

Si ||u|| = [u], prenons pour N la partie entiere de [ ]H ‘Z]H <SN<I+ % Alors

> ] < [2+(1 +21log(2 + %)Wz] [u].

kEZ

La fonction x — (2+ (1 +21og(2 + x))'/?)/(log(1 + x))'/? étant majorée sur [1,+o0[
par une constante C,4, nous obtenons que pour tout u# # 0,

> ] < Calul <log(l+ [u ”)

kEZ

kx

Etant donné que lorsque ||u|| < oo, E uge'™" converge uniformément vers u,

lu(x)| <D iy luk| pour tout x € R et I'inégalité demandée en découle.
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Commentaires

L’objet de ce probleme est de montrer que bien que I’'inégalité du numéro 3.1.3.
soit fausse, il s’en faut de trés peu c’est-a-dire que cette inégalité est vraie au prix
d’une correction logarithmique. Ce type d’inégalité trouve notamment son utilité
dans la théorie des équations différentielles. En effet, le Lemme de Gronwall (voir
par exemple le préambule du probleéme 36 a la page 28) fait que si nous avons une
inéquation différentielle

dy

—— <

dt
alors y(t) < y(0)eB pour t > 0. Par contre, il n’est pas possible de déduire de
I’inéquation différentielle

By,

dy —1
E <B ’y ’p )
ou p € ]1,+o00[ une majoration du méme type (il suffit pour s’en convaincre de
résoudre I’équation différentielle correspondant au cas d’égalité). Toutefois si nous
considérons y > 1 vérifiant
Y

27 S Bylogy,
nous avons y(t) < y(O)eB' pour ¢t > 0. Certes la croissance de y peut étre tres violente
mais pour tout 7 > 0, la fonction y est uniformément bornée sur [0, T'].

Corrigé 4

4.3.1. Soit donc ( f;) une suite de Cauchy dans A : Ve > 0,3N tel que VK > N et
Vp = 0,3, s | frep() — fx(n)| < e. An fixé, la suite (fi(n)) est donc de Cauchy
dans C qui est complet et par conséquent il existe [, € C tel que limg_, 400 fx(n) = L,.
Montrons alors (i) que > |l,| < oo et (ii) que || fi — I||4 — O lorsque k — oo ou
I(x) = ZneZ 1™ . Soit donc Ny > 0 fixé. Nous avons

7 | fkaepn) = fx@)] < e.

[n|<No

Passons a la limite p — +o00 dans cette somme finie, il vient

Sl - fxm)| < VK =N.

[n]<No

Puisque cette estimation est indépendante de Ny, il en résulte que la série de terme
général (I, — fn(n)),en est absolument convergente et donc Zn ez |l,| < oo.De plus

en faisant Ny — oo il vient Y, |1, — fx ()| < e. Puisque Y, _ [1,| < 00, la série
de fonctions, de terme général (/,e'™") converge uniformément vers [ € Cper(R,R) :
I(x) =,z lne’™. De plus
~ 1 2w 2w
0

ln _ / —inx g T lm 1(m—n)xd — ln~
a7 ), (x)e X . mZGZ / e X
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Ainsi/ € AetVe >0,3N telque VK > N 3, , i(n) — fx()| < e.

On aurait pu aussi obtenir le résultat en observant que ’application ¢ : [} — A
(I} ={up € Cou_y =uyet Y, |un| < oo}) définie par

D ED N

n€ez

réalise un isomorphisme isométrique entre (I!, ||.||;1) et (A, ||.||4), puis en utilisant le
fait que /! est complet.

4.3.2. Soient f et g dans A. Nous avons alors
f)=>_ fae™
nez
avec convergence uniforme. Ainsi

f)gx) = sz(k)g’(l)ei(k”)x

keZ I€Z
= > (Z f(k)g(n) e
n€Z \k+l=n

ou toutes les convergences sont absolues.

Ainsi 7g(1) = 2 e (Sicy FRRD) J37 & ~%dx do

fg) =" fz0).

k+l=n

Par suite \]/”g(n)\ <D piien |f(k)|]§(l)| et donc

STireml < Y S [fdlz)

[n|<N [n|<N k+l=n
< D@D 12O =11 £lallglla-
kEZ IEZ

Il en résulte que la série de terme général (]/‘g(n)) est absolument convergente et donc
fg € Aavecdeplus || fg|la < [[f]|allgl]4-

4.3.3. Soit f € Cper(R,R). Il existe alors une suite de polyndmes trigonométriques
ap + Z,ivzo(ak cos kx + by sinkx) qui converge uniformémentAvers f sur [0,27] (et
donc sur R). Attention en général il ne s’agit pas de Zlnl v f (n)e'™~.

Pour un polynéme trigonométrique 7 on a T'(n) = 0 pour |n| assez grand et donc
T € A.
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Pour montrer que A # C,.r(R,R), il suffit d’exhiber f € C,. (R, R) tel que
ZneAZ ’ f (n)‘ diverge. On peut prendre par exemple f(x) = Zn>1 - lzg’(”lfrn), dans ce
cas f(0) =
Y onez | f(n)] = oo et on montre indépendamment (voir les commentaires du pro-
bleme 42 a la page 187) que f est continue sur R.

f(n)} = m pour n # 0. On a bien

4.3.4. Nous avons vu que pour f € A,

fO=>" fmye™

nez

avec convergence uniforme. Ainsi

=Ry = f@©)=> (" — 1) fme™.

nez

Soit m > 0 et n compris entre 2™ et omHl . om < <2 glors pour h = 3 2m nous
avons V3 < |e7"" — 1| car |e="" — 1| = 2[sin 2| et T < % < Z. Par conséquent

SooIfmP< D> e = 1P fm)P <

2m<‘n‘<2m+l 2m<‘n|<2m+l
2
<l =PI = o [ 1re == P
ne”z
par I’identité de Parseval. Or | f(t — h) — f(¢)| < h*[f]a et donc
AeoN2 2a 2 2m \* 2
o FmP<r = {55 ) U
2 |n|<2m+! :
D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

1/2 1/2

S| Y > lfmP] .

21n<‘n|<2m+] 21n<‘n|<2m+] 2m<|n‘<2m+l

; _ omtl
et puisque 3 o ¢y <oma 1 = 2",

» w2 \©
> fmi<2® <3%> [fa-

om g ‘n | <2m+]
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Maintenant pour évaluer ), | f(n)|, on somme sur les couronnes diadiques 2" <
In| < 2m+!

SNl = [fol+> > [fm)

nez m=02m|n|<2m+!

R 2 a oo )
/O] + <§) V2Ufla Y 2.
m=0

N

La série ), omiz—a) converge si et seulement si @ > % et donc si
27" ot —a)
Co=1+ (5 V2Y) o,
m=0

nous avons pour a > 1, || f||4 < Cal| f|]a-

Commentaires

L’estimée précédente est en fait optimale ¢’est-a-dire que I’on peut avoir f € Lipy;
intlogn .

alors que f ¢ A. Un contre-exemple est donné par f(t) = Re Y - | %e””. Cette
fonction n’est pas dans A car pourn # 0, | f(n)| = % Le faitque f € Lip;; est fort
délicat a montrer et nous renvoyons a la page 197 du livre de A. Zygmund, Trigono-
metric series, paru chez Cambridge University Press, ou le résultat plus général qui
suit est démontré.

Théoréme. Soitc > 0 et o € 10, 1[. La série Y -, '™ log"% converge uniformé-

n?2

ment vers une fonction de Lip,,.

Corrigé 5

5.3.1. Considérons la fonction p : R — R définie par p(x) = 0six € R\] — 1, 1]
et p(x) = exp(—1\(1 — x2))six € ] — 1, 1[. Cette fonction a pour support [—1, 1].
Nous prétendons qu’elle est C*°. Cela est bien clair sur R\{—1, 1} et par parité, il
suffit de montrer que p est de classe C* au voisinage de x = 1. Ecrivons alors

1 1
e 1-22 — g Al e 21—

de sorte que p sera de classe C* si nous prouvons que la fonction &, définie par
1 .
E@)=0pourt <0eté(t)=e"7sit > 0,estdeclasse C* sur R.
Ce fait est bien connu et peut étre prouvé par exemple comme suit.

On montre par récurrence sur m que : € est de classe C™ et il existe un polyndme P,
tel que £ (t) = O pour t < 0, EM™(t) = P, (%) e~ " pourt > 0.

En effet, pour m = 0, lim,_q+ e~'/* = 0 montre que la propriété a bien lieu avec
Py(X) = X. Supposons que la propriété a lieu pour m > 0 et considérons le cas
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m + 1. Nous avons pour tout r > 0,

1 1 1 1
(m+1) 1 1
£ 12 (P‘” <?) — P (?)) e = P (?) e/

pourvu que nous prenions P, .1(X) = X*(P,(X) — P! (X)).
Mais pour tout polyndéme Q, lim,_, g+ Q(%)e‘l/ ! = 0 et par conséquent

lim "D (r) = 0.
t—0*

Par ailleurs pour ¢ < 0, £&”*D(¢) = 0. Ainsi posant £”+1(0) = 0, nous obtenons que

& est de classe C™*! et E™*D(t) = P41 (1) e/ pourt > 0.

Dans le cas n quelconque, étant donné une boule arbitraire ||[x — xo|| < R,

nous considérons ¢(x) = p (M) = 0 pour |[|x — xo||] = R et p(x) =

exp <—#ﬂx()”2> pour [|[x — xo|| > R. Bien que I’application x — ||x — xo|

ne soit pas différentiable en x, I’application x — ||x — xo||? elle est de classe C*
(application polynomiale). Ainsi ¢ est bien de classe C*°, son support étant B(xg, R).

5.3.2. Pour f € D quelconque, considérons la fonction f, : x — f(Ax). Nous
avons V fi = AV ) et ||gall, = A7"/" |||, Vr > 1 car

1
leall = [ lewrax =5 [ Jewray
Rll RN

apres changement de variable y = Ax.

Ainsi si (I, ;) a lieu alors
VA >0, AT\ flly < CpgAdT IV A,

d’ou )t_(“g_%)Hqu < Cp,qupr'

Ainsi pour f # 0, || f]|, # O et cette inégalité n’est possible pour tout A > 0 que si

I’exposant de A est zéro : i }l Ilenrésulte (g = 1) que p < netqg = n'fp.

5.3.3. Commencons par rappeler 1’inégalité de Holder suivante : Vp € ]1, oo[ avec
p = ﬁ nous avons pour toutes fonctions g, g, € D :

/ g182dx
]Rn

Appliquons alors (I;, =) a f*,s > 1. Nous avons V(f*) = sfS~1V f et donc

< llgillpllgllp-

L s/~ fh

n <Cl7n

n—1 n—1
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Mais || f*

1 . . L. N .
H’ il faut prendre s = % qui est bien supérieur a 1. Avec ce choix nous trouvons
que

= NI£11

’. et donc si nous voulons faire apparaitre || f||, avec ¢ =
1

nl

A1, < sCuz 17V £

‘n—1

Mais grace a I’inégalité de Holder , il vient :

LAY Al <P IV AL

avec p’ = % Ainsi

111 < sCoe LA IV -
Mais (s — 1)p’ = (%—1)%: " _ 4 Dod
1l < E=22c1 1971,
c’est-a-dire que (/, ;) a lieu avec
cpy=""DPc =T
n—p n—p

Cette preuve n’est pas tout a fait rigoureuse car pour s non entier, f* ¢ D. On
prend alors f,, = (f>+&%)"? — &' s > 1, qui, elle, appartient 2 D. On a aussi
|f| = ((fes +&)** — &2)'/2. En reprenant la preuve avec f,, au lieu de f°, on
vérifie sans peine que I'inégalité (1, ;) s’obtient a la limite £ — 0.

5.3.4. On se place dans le casn = 2 eton veut montrer (I;5) : || f]l2 < Ci2||V fl|i-

Pu.lsque flx,y) = f_oo B L(t, y)dt (cette intégrale porte sur un segment compact
puisque f est & support compact) nous avons

+00 a
\f(x,y)! g/ '8—f(t,y) dt.
X

— 00

De méme .
| f(x, | < a—(x,s) ds.
—oo | OY

Alors oo

A, y) </ ’ )‘dt ’—(x )| ds,
et par application du théoréme de Fubini,

0
F2(x, y)dxdy < / Ll dxdy / OF 4xdy
RZ RZ ax RQ 8))
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par conséquent
af af
1715 /RZ (‘396 * adex 7= VA

(on a utilisé que 2v/ab < a + b), et (I} ») alieu avec Cy , = 1/2.

75

5.3.5. La démonstration de (Il,ﬁ> dans le cas n > 3 est similaire a celle que

nous venons de faire dans le cas n = 2. Pour cela nous notons pour x € R", X; =
(X1,X2, ooy X1, Xig1y -rr X) € R*™L Ainsi pour f; € D,_1,i = 1,...,n, nous défi-

nissons f € D, par la formule

fx) = @) LE)... fu(Fn), x € R".

On montre alors a ’aide de 1’inégalité de Holder (faire un raisonnement par récur-

rence) que pour n > 2 :

171 < 1 falla=ll folla— ] fal b

Montrons maintenant (11, n ) pourn > 2.

n—1

Soit f € D, si nous notons :

+00
. 0
ﬁ(x,-):/ 'a—f(xl,...,xi_l,t,xi+1,...,xn) dt,
— 00 Xi
nous avons | f(xy, ..., x,)| < fi(X;) et donc
‘f(x)rl < fl(il)"-fn(jén)a
d’ou .
[#]7 = [ ireormar < [ TT 57
n—1 Rn Rn /:1
<(d’apres (%)) < H?Zl ||f,-||}/("_l) = (par le théoréme de Fubini)
w log ||/
= 1= ‘ x|, '
Ainsi \
of
1A% < TT [z || < IV
" 1 10X
j=1
et (I, »_) est montrée avec C; _»_ = 1.

n—1 n—I1

5.3.6. Nous avons vu que le cas n = 1 était exclu par (1, ;). Toutefois puisque

y
FO) = fG0) = / Fldr

()
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nous voyons par exemple que

Suplf(y)\ 2RI [l

si 2R est la longueur du support de f. C’est-a-dire que la constante qui apparait dans
cette inégalité dépend de f. Par conséquent si I’on considere au lieu de D, le sous
ensemble Dg = {f € D, f(x) = 0 pour |x| > R}, nous avons

Vf €Dgr sup|f(y)| 2R|[| '] -

Commentaires

Les inégalités (I, ;) démontrées dans ce probleme portent le nom d’inégalités de
Sobolev. Leur usage est tres fréquent dans la théorie des équations aux dérivées par-
tielles de la physique mathématique. L’ ouvrage de référence sur le sujet est le livre
de R.A. Adams, Sobolev Spaces, paru chez Academic Press.

Donnons, a titre d’illustration, une conséquence d’une des inégalités (1, ;).

Théoréme. On se place dans le cas n = 3. La fonction f — ||V f|3 — ||f||3 est
minorée sur I’ensemble des f € D tels que || f||2 = 1.

Démonstration. D’apres I'inégalité (I, ¢) nous avons

M I flle < Co6lIV fll2

ou C, ¢ ne dépend pas de f.

Par ailleurs nous avons I’inégalité

@ £l < 121

qui se montre en appliquant deux fois 1’inégalité de Cauchy-Schwarz :

AR < IFINFIIF Gerire £2 = f.f2),
puis
WAl < AN IR (Gerite f* = f.f£7).

Puisque || f||. = 1, nous avons par (1) et (2),

I£IR < C4lIVrIR,

et donc 32
IVAIE = II£13 = IV FII3 = CellV £
Le membre de droite de cette inégalité est minorée car il en est de méme pour la

fonction de R, dans R : x — x* — C3 6x3/ 2, Ceci achéve la preuve du théoréme.
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Corrigé 6

6.3.1. Puisque la suite (A,) est décroissante, A, < Ag pour tout 7. Ainsi A,u2 < Agu?
etsi(u,) € E,> 02, A% < oo c’est-a-dire que E C F. Soit alors n, le plus petit
entier pour lequel A,, < 277. La suite p — n,, est alors strictement croissante et si
nous prenons u, = 1 sin est’un des n, et 0 sinon nous avons

N )
D hur <Y 277 =1<00
n=0 p=0

alors que (u,) ne tend pas vers zéro. Ainsi (u,),cn € F alors que (u,),en € E.

6.3.2. Montrons que E est dense dans F. Soit u = (u,),ey € F. Nous avons
S o At < 00 et si nous désignons par (v") la suite dans E définie par v = uy si
n < ketvy =0sin > k+1;nousavons bienv" € E et

o0
| — v,||3 = Z Agu? qui tend vers zéro.

k=n+1

Ainsi E est dense dans F et puisque E # F, E n’est pas un sous-espace vectoriel
fermé de F.

6.3.3. Soit (uh )y, pe tel que Vp, -2 ((uh)* < 1. Nous avons alors : Vn, p
luf] < 1.

La suite (u}),en est donc bornée et nous pouvons en extraire une sous-suite
(ug“(p ))pGN qui converge vers vg € [—1,1]. Supposons que nous ayons construit
pour tout k < n, des applications ¢; : N — N strictement croissantes et telles que
(k= @rOPr_10...000) u,‘f"(p) converge vers v; € [—1, 1]. La suite (ufi(lp))peN étant
bornée, nous pouvons en extraire une sous-suite (ufj_(l"’"“(p ))) pen telle que (uffl‘(p )
converge vers v,y € [—1,1]. Ainsi par récurrence nous disposons de la famille
infinie (@ )ren. Nous I'utilisons pour construire la suite (dite sous-suite diagonale)
¢ :N — Npar

o) = h,(n) = (¢n © Pr—1 0 .... 0 Po)(n).

On vérifie alors sans peine que pour tout k € N, u,‘f(”) converge vers vy lorsque

n tend vers I'infini et que ¢ est strictement croissante. Montrons tout d’abord que
2
v = (v)ren € K. Nous avons : VK > 0, Zli(:()

uf™| < 1 eten passant a la limite
dans cette somme finie, il vient 31 |v;|?> < 1. Ceci établi que v € E et v € K.
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Etudions alors ||[u®?" — v||r : pour tout K > 0,

o0
7 = ol = 3~ Al — i
k=0

K 0o
= Z)\k|u;:(n) — vk|2 + Z )lk|u,f(") — Uk’2
k=0 k=K+1
K
< /\k|u,‘f(") — Uk‘z + 2AK+1'
k=0

Etant donné & > 0, puisque lim, . A, = 0, il existe K, tel que Ag,+; < &/2. La
somme finie 31 o Ae|uf™ — vi|? tend vers zéro lorsque n — oo et don il existe 7,
tel que pour 7 > ng = > 100 Axluf® — v ? < /2.

Ainsi pour n > ng, ||[u¥™ — vl||3 < e. Ceci montre la compacité de K dans F : de
toute suite de K nous avons pu extraire une sous-suite convergente dans K.

Commentaires

Comme nous I’avons largement évoqué aux pages 58 et 61, ’ensemble K bien que
fermé et borné dans E n’est pas un compact de E. Ce probleme montre que pour la
topologie induite par F sur E ¢’est un compact : en affaiblissant la topologie on en fait
un compact. Ainsi si une application, f, de E dans F est continue pour la topologie
induite par F (ce qui est plus fort qu’étre continue pour la topologie de E) nous serons
assurés que f posseéde un maximum et un minimum sur K.

Corrigé 7

7.3.1. A x fixé, la fonction y — k(x — y) f(y) est continue sur R. Elle est donc inté-
grable sur le compact [0, 277] et (K f)(x) a bien un sens. Par ailleurs, puisque la fonc-
tion (x, y) — k(x — y) f(y) est continue sur R?, d’apres le théoreme de dépendance
continue des intégrales par rapport a un parametre, étant donné que nous intégrons
sur un compact fixe ([0,27]) de R, 'application x — (K f)(x) est continue et ainsi
(K f) € E. Nous pouvons aussi justifier cette continuité en faisant appel au théoréme
de convergence dominée de Lebesgue car [k(x — y) f(0)| < ||k||ool|f]]oo < o0 et
(x,y) — k(x — y) f(y) est continue sur R?,

L’opérateur K étant linéaire, pour montrer qu’il est continu sur E, il suffit de prou-
ver qu’il existe une constante M telle que pour tout f € E, ||[Kf|| < M||f]||. Mais

2
mmm<mmé FOldy < vV2m|klloolI £,

et donc M = 27||k||oo convient.
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7.3.2. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1/2

2
<</ k2<x—y>dy> £l

Or k étant 277-périodique, fozw k*(x — y)dy = ||k||* par conséquent

2
/0 k(x — ) fO)dy

(K] < [[[[[[A1]-

Il en résulte que || K f|| < V2| |k]||| f]] et ainsi ||K||ze) < V27| |k]|.

7.3.3. Nous avons
2 2 )
/ ( / k(x—y)f(y)dy> M dx
0 0

2 2
— / ( / k(x — y)e_i”xdx> fdy
0 0

Faisons alors le changement de variable x = y + z dans I’intégrale comportant & :

fozw k(x — y)e "™ dx = ffz_z k(z)e~n0*dzy = =iy ffz_z k(z)e~""*dz. Mais

. 2 _; : D
cette derniere intégrale vaut k, = |, " k(z)e~"":dz puisque la fonction intégrée est

2ar-périodique. Ainsi

(K = [7T(KfHe ™ dx

d’apres le théoréme de Fubini.

2
(Kf)o = /0 ko F e dy = ko .

En dimension finie, un opérateur linéaire A peut étre représenté sur une base par
une matrice A. Si nous pensons aux fonctions x ~— e~"* comme 2 une base de E
(bien qu’il n’en soit rien) nous voyons que la « matrice » de K dans cette « base »
est diagonale et a pour termes diagonaux les (k,),cz.

7.3.4. Soit f,(p) = fOZW f(p)e~ " dx. Par la relation de Bessel nous avons

S 1A =27 f (P < € =27 sup | £ (p)I|*.

nez p=0

Ainsi la suite ( fo(p))pen est bornée dans C. Nous pouvons alors en extraire une sous-
suite (fo(@o(p))pen qui converge dans C vers go. La suite (f1(¢@o(p))pen est a son
tour bornée dans C, soit ¢; : N — N strictement croissante et telle que (f;((¢g ©
©1)(p))pen converge dans C vers g;. Nous répétons ensuite cette construction par
récurrence pour disposer de ¢, : N — N, strictement croissante et telle que (f ((¢g ©
@1 0...0@,)(p))pen converge dans C vers g,,.
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Observons alors que la suite diagonale i : y(p) = (@o o ... © @,)(p) est
une suite d’éléments de N strictement croissante. Par ailleurs, pour tout n € Z
lim, .0 fu(¥(p)) = gn, 00 l’0n a posé g_, = g,. En effet, pour p > n > 0, ¢ est
une suite extraite de ¢q o ... o ¢, et par conséquent ( f,(/(p)),en converge vers g,.
Le cas n < 0 est alors immédiat par conjugaison.

Mais alors quel que soit N > 0,

Jim S LG = D (el

In|<N In|<N

ce qui prouve que, VN > 0, Z|n|<N |gn|* < C. Par conséquent la série Y, _, |4/
est convergente.

Montrons alors que

) &) =3, cq kngne™ estun élément de E et que

(i) lim,_ 00 |[(Kf(p)) — gl = 0.

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1/2 1/2
sup ’kngneinx‘ = Z |kn||gn‘ < (Z |kn|2> (Z|g"|2>

In|<n *€L027] In|<N n

< VCJk]| < o0,

inx

et par conséquent la série de fonctions ) k, g,e'"* est normalement convergente dans
C([0,27]; R) qui est complet pour la norme de la convergence uniforme. Ainsi g
défini par (i) est un élément de E.

Par ailleurs d’apres 1’identité de Bessel :

NP =8l =D kn(fu(p) = 8 (+)

nez

(on a utilisé que (K f),(p) = kn fu(p)). Soit alors N > 0, puisque | f,(p)|* < C et
|g.|> < C, il vient

S ks =P <2C Y Jl

[n|>N+1 [n|>N+1

Donnons nous & > 0, puisque 27 >, o, [ka|* = [[k|]* < o0, il existe N, tel que
2C E|ﬂ|>Ng+1 |k.|> < &/2. Etant donné que f,(/(p)) converge vers g, lorsque
p — +00, ZlnléNg ko (f(¥(p))) — gn|* tend vers zéro lorsque p — +oo, il peut
donc étre rendu inférieur a /2 pour p > p.. Il en résulte alors avec (*) que pour
P Z Pe

(K )(p)) — g|)* < e.
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7.3.5.Soit ( f(p))pen une suite bornée d’éléments de Ker (L—Ald) : Lf(p) = Af(p).
Soitalors ¢ : N — N, strictement croissante et telle que ((Lf)(¢(p))pen soit conver-
gente. Puisque A # 0, (f(¢(p))),en est convergente. Il en résulte que la boule unité
de Ker (L — Ald) est compacte et par conséquent d’apres le théoréme de Riesz, voir
les commentaires du probléme 1 page 61, Ker (L — Ald) est de dimension finie.

7.3.6. Dans le cas L = 0 (qui vérifie automatiquement la propriété) nous avons Ker
L = E. La suite de fonctions (f(p) : x — cos px),en Vérifie || f(p)||* = m, elle
est donc bornée. Si I’on pouvait extraire de cette suite une sous-suite convergente :
limy—oo || £ ((p)) — g|| = 0, alors

27
llgl| = lim ||f((p)||=+v7 et g,= lim / (cos px)e™" = 0.
p—+0o0 p—+oo [

Ceci est absurde car ||g||* = >, 7 [gn|* = 0 # 7.

Commentaires

L’objet de ce probléme est de mettre en évidence que I’opérateur de convolution K
est un opérateur compact sur E. Par définition un opérateur linéaire 1, d’un espace
vectoriel normé E dans un espace vectoriel normé F, est dit compact s’il transforme
tout borné de E en un ensemble d’adhérence compacte dans F. D’apres le numéro
7.3.4. il en est bien ainsi.

Cette notion d’opérateur linéaire compact n’a d’intérét que lorsque E est de dimen-
sion infinie. En effet si E est de dimension finie, /(E) est un sous-espace de F de
dimension finie et puisque tout opérateur linéaire sur E est continu, I’image d’un
borné, B, de E est borné dans [(E) qui est de dimension finie par conséquent /(B) est
d’adhérence compacte dans F.

Corrigé 8

8.3.1. Soit d(u, K) = inf{||lu — v||,v € V}. Pour tout n € N, il existe v, € K tel
que ||u — v,||> < d(u — k)*+1/(n+1). Montrons que la suite (v,),en est de Cauchy
dans V. Le point de départ est I’identité du parallélogramme :

lla = bl +[la+b][* = 2(|al|* +[o]]*)
quels que soient a et b dans V. Prenons alors n > 0, p > Oeta = u — v,,
b=1u— v,
11 vient

Un + Un+p ||2‘

[[nep = vnll* = 21 = val* + [l = v ) = 4lJu = ==

. . U+, 2 v, +v,
Mais puisque K est convexe, =" € K par conséquent ||u — =5~

>d(u, K).
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Ainsi
1 1
+
+1 n+p+1

nsp — val | < 22d(u, K)* + ) —4d(u, K,
n
et alors
[Vnsp — va||* < 1/ + 1).

Cette majoration montre que la suite (v,) est de Cauchy dans V qui est complet : elle
converge donc vers un élément v de V. Mais puisque v, € K et que K est fermé,
v € K. Pour que I’on puisse noter v = Pxu, il reste a s’assurer que d(u, K) est atteint
en un seul point de K. Si w; et w; sont tels que ||u — w|| = ||u — wy|| = d(u, K)
alors v, définie par va, = w; et vape1 = wy Vérifie ||u — v, ||* < d(u, K)*+1/(n+1).

D’apres ce qui précede (v,) est convergente et donc w; = w;.

8.3.2. Sil = 0, nous avons [(v) = ((0, v)) pour tout v € V par conséquent f = 0
convient. Si ((f,v)) =0,Vv € V alors ((f, f)) = 0etdonc f = 0.

Considérons alors le cas I # 0. Dans ce cas M = Kerl = {x € V,l(x) = 0}
est convexe (par linéarité de /) et fermé (par continuité de /). Puisque [ # 0, il existe
w € Vitelque w ¢ M.Nous avons alors z = w—Pyw # 0etVm € M, ((z,m)) = 0.
En effet quel que soit t € R, Pyw — tm € M pour tout m € M. Mais alors par
définition de Py w,

lw— Pyw|| < ||lw— Pyw+tm||, VteR.
C’est-a-dire que la fonction ¢ + ||w — Pyw + tm||? atteint son minimum en ¢ = 0
or L||lw — Pyw + tml[f,_o = 2((w — Pyw,m)) et donc (w — Pyw,m)) = 0.

Ainsi 7 = w — Pyw # Oetz € M™*. Soit alors v € V arbitraire, puisque
7 # 0,1(z) # 0 car sinon on aurait z € M N M. Nous pouvons écrire

_ Iv)

v_l(Z)Z+v_l(Z)Z

etv — ﬁ’z’;z € M. 1l en résulte que ((z,v)) = %Hz“z etdonc f = ‘li—?zz convient.
Quant a I'unicité, si f; et f, sont tels que [(v) = ((f1,v)) = ((f>,v)) pour tous v,

prenant v = f; — f; nous avons || fi — f||> = 0 soit f; = f.

8.3.3. Soit donc f telle que [(v) = ((f,v)),Vv € V et de méme puisque Yu €
V,a(u,.) € V', 3Au € V tel que a(u,v) = ((Au,v)),Vv € V. L'application a
étant bilinéaire, 1’unicité de Au assure que A est linéaire. Le fait que a soit continue
i.e. sup{a(u,v),||u|| < 1,||v|] < 1} = ||la]| < oo assure que A est continue et que
Al 2y < lal| < oo

Ainsi l(v —u) < a(u,v — u) s’écrit

((f —Au,v—u)) <0, YveKk.
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par conséquent, Vp > 0,
o((f —Au,v—u)) <0, YveKk.
Soit alors z = u + p(f — Au), 'inégalité précédente s’écrit
((z—u,v—u)) <0, Vvek.
Calculons alors ||z — u|]? :
le—ul? = lz—v+v—ulf
Iz = v|P +2(z = v, v =) + ||v —ul?

= |lz—v|P+2(z —u,v —w) —||v —u|?
< lz—v|), Vv € K.

83

Ainsi u = Pgz c’est-a-dire que si u est solution de (%), u = Pg(u + p(f — Au)) ou

encore u est point fixe de ’application 7 : V — V définie par

Tu = Pg(u+ p(f — Au)).

Montrons que réciproquement pour tout z € V,u = Pgz vérifie

(z—u,v—u) <0, YveKk.

(1

Eneffet w = (1 —1)u+tv, pourt € 10, 1], appartient a K et donc ||z —u|| < ||z—w],

soit ||z — u|| < ||z — u — (v — w)||. Il en résulte que
—2t((z —u,v —w) + v — u|]* <0

et apres division par ¢, on obtient (1) a la limite ¢+ — 0.

Par conséquent u sera solution de (%) si et seulement si u = Tu pour une valeur
de p > 0. Nous allons donc choisir p de sorte que I’application T soit contractante.

Pour cela nous formons
Tuy — Tuy = Pg(uy + p(f — Aur)) — Px(uz + p(f — Aur)).
Bien que Px ne soit pas linéaire en général, Pg est 1—Lipschitzienne :
|| Pk (z1) — Px(22)|| < [lz1 — z2]|-

Pour le voir, il suffit d’additionner les inégalités de type (1) :

(z1 — Pk (z1), Pk(z2) — Pg(z1)) <0,
(z2 — Px(z2), Px(z1) — Px(z2)) <0,

2
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pour obtenir que

||[Pk(z1) — Px(22)|]* < (21 — 22, Px(z1) — Px(22)),
<z = 22|l Px (1) — Px(22)]],
d’ou (2) résulte.
Ainsi
[[Tuy — Tus|| < [[ur + p(f — Aur) — (2 + p(f — Aun))||
soit

| Tuy — Tus|| < ||uy —uz — pAQuy — ur)|?
= luy — us|? — 2pa(u; — uz, uy — uz) + p?||A(uy — uy)||?.
Il en résulte que
1Tuy — Tuo| | < k|Jur — o
avec k = 1 — 2pa + p?||a||?. Puisque @ > 0, pour p assez petit 0 < k < 1 et avec
p ainsi choisi, 1’application T posseéde un unique point fixe u € V (rappelons que V
est complet).

Commentaires

L’objet de ce probleme est la preuve du théoréme de Lax-Milgram-Stampacchia
(numéro 8.3.3) dont nous allons donner une application a la théorie des équations
aux dérivées partielles un peu plus bas.

Il n’est nulle part supposé dans ce probleme que V est de dimension infinie toute-
fois le théoréme en question tire son intérét du cas de la dimension infinie, notamment
lorsque I’espace V est un ensemble de fonctions.

En effet dans le cas de la dimension infinie, si K est un convexe fermé non vide
inclus dans V, il n’y a aucune raison a priori pour que la distance de u € V a K
soit atteinte (K n’est pas forcément localement compact). Toutefois si K est complet
(il en sera ainsi lorsque V est complet) cette distance est forcément atteinte : c’est
justement I’objet du numéro 8.3.1.

Ainsi, comme nous 1’avons mentionné a la page 4, la convexité peut remplacer la
compacité pour, ici, permettre de montrer 1’existence d’un minimum.

Donnons maintenant une illustration de 1’'usage que I’on peut faire du théoreme de
Lax-Milgram-Stampacchia.

Dans cet exemple :
1
V={v :[0,1] = R, / (W?(x) + v"2(x))dx < 0o}
muni du produit scalaire 0

1
(v, w)) = /0 (W)W + v (0w )z,

nous prenons

1
a(v,w)z/ (Bu(x)w(x) + v'(x)w'(x))dx
0
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o B > 0 est donné et [(v) = fol f(x)v(x)dx avec f : [0,1] — R vérifiant
L)
fo fo(x)dx < oo.
Le convexe K est
K={veV, v0) >0etv(l) >0}

Dans ces conditions la solution u de (x) au numéro 8.1.3. vérifie :

—u"(x) + Bv(x) = f(x) pour x €10, 1[,
u(0) =0, u(l) = 0,
u'(0) <0, u'(1) 20,
u(0)u’(0) = u(u'(1) =0,

qui est un probleme (tres) simplifié qui se rencontre en élasticité avec contraintes
unilatérales (probleme de Signorini).

Le lecteur intéressé pourra se reporter au chapitre de I’Encyclopedia of physics
écrit par Fichera : Existence theorems in boundary value problems of elasticity with
unilateral constraints dont 1’éditeur scientifique est Fliigge et I’éditeur commercial
Springer-Verlag. Il s’agit du volume V1.a/2 : Mechanics of solids I1.

Nous n’avons pas clairement précisé la nature de ’espace V (en particulier les
fonctions de v ne sont pas en général dérivable). Ceci demanderait ’'usage de la
théorie de I’intégration de Lebesgue et quelques rudiments de dérivation au sens des
distributions. Nous renvoyons le lecteur a I’ouvrage de Brézis, Analyse fonctionnelle,
théorie et application qui est paru chez Dunod.

Corrigé 9

9.3.1. Soient u! et u? tels que
Yo e H, lim ((u,,v)) = ((u',v)) = (?,v)).
n—oo

1 1 2

=0etdoncu = u-.

Prenons alors v = u u2| |2

—u?, il vient ||u! —
9.3.2. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

|(@n = u, 0] < [y — ul].[[]].
L’ assertion en découle.

9.3.3. Munissons I’espace H = C([0, 1]; R) du produit scalaire

1
(f.8) = /0 FDg0)di

qui en fait un espace préhilbertien. Considérons alors la suite de fonctions
u, : uy(t) = sinnt. Etant donné v € H, nous avons (« Lemme de Lebesgue »)

liMy 400 fiy sinnrv()dt = 0 = ((0, v)).
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Ainsi (u,) vérifie (F) avec u = 0. Mais ||u,||*> = 1/2 et donc ||u, — 0|| ne tend pas
vers z€ro.

9.3.4. Si (u,,) converge vers u alors d’apres 1’inégalité triangulaire,

[een || = [luel[] < [un = ul| - etdonc  Tim {fuy[| = [[u]].
Réciproquement, supposons que (u,,) vérifie (F) et que lim,,_,  ||u,|| = ||u]|. Partant
de I’identité

(=t — ) = [l |* = [[ul | = 2(Cun — 0, 0)),

nous voyons que (u,) vérifiant (F), lim, _ o ((u, — u,u)) = 0 et donc
lim |[u, —u||> = 0.
9.3.5. D’apres I’identité qui précede,
et |1? = [Jue]]> = 2((utn — 1)) > 0.

Il en résulte donc 1% — ||u||*> > 0. Mais [ > O etdonc > ||u]].

9.3.6. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous avons |((w,v))| < ||w]|.]||v]| et

par ailleurs pour tous x et y positifs, xy < 3)‘:/3 + % (cette inégalité d’ Young s’ obtient
aisément en étudiant la fonction, a y fixé, x +— xy — 3)“:/3 ). Ainsi
3]|w]||? vl|®
w,v S ||w v < +
o oy < w21l < I ol
4 4
en prenant x = ||w|[*/2 et y = ||v||*/2. 1l en résulte que
2 6
w v
4 4
Par conséquent I = inf, ¢, p(w) > —% > —o00. Soit alors (w,) une suite mini-

misante pour ¢, c’est-a-dire que lim,_, o, ¢(w,) = I (de telles suite existent, il suffit
par exemple de prendre w, tel que I < @(w,) < I +1/(n+1)).

Montrons que (w,,) est bornée :

2 6
w v
H "H —H H et donc ||wn\|2<||v]|6

Puisque (¢(w,)) est convergente, elle est bornée et ainsi (w,) est bornée. Par hypo-
these, il existe alors w € H et une sous-suite wy,, tels que

o(w,) = +4o(w,).

Tim ((wy,,, v) = (w, V)
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et de plus la suite (||wy,, ||) étant bornée dans R, nous pouvons en extraire une sous-
suite encore notée (||wy,, ||) qui converge vers une limite / € R. D’apres les questions
précédentes, [ > ||w|| et nous avons :

gD(u)‘ﬁlf(n)) = Hw'#(n) |2 - |((w¢(n)7 v))|3/2

a pour limite :

1 — |((w, )]*? = [[w]|* = [((w, v)]** = g(w).
Mais la suite (¢(wy,, ) €tant extraite de (¢(w,)), elle a pour limite / par conséquent
¢(w) = I et donc ¢ atteint son infimum.

9.3.7. Soit (u(p)) pen une suite d’éléments de 12, u(p) = (un(p))nen, qui est bornée :
3C tel que pourtout p € N, > lu,(p)|> < C. Lasuite (uo(p)) pen est bornée dans
R. Nous pouvons alors en extraire une sous-suite (#o(¢o(p)))pen qui converge dans
R vers une limite /y. La suite (u1((¢o © ¢1)(p))yen converge dans R vers /. Nous
répétons ensuite cette construction par récurrence pour disposer de ¢, : N — N|
strictement croissante et telle que

(tn((@o © ... © @,)(P)))pen converge dans R vers /,,. La suite diagonale i :

‘//(p) =(ppo...0 ¢p)(p)
est une suite d’entiers naturels strictement croissante. Nous avons : pour tout n € N,
lim,_ o u,(Y(p)) = [, car pour p > n, (Y(p))p>n est une suite extraite de
((pgo...0 @n)(p))p2n-
Il en résulte que pour tout N > 0,
N

N
Jm > ) =3
n=0

n=0
ainsi Zr],\]:o |1,|> < C etdonc [ = (I,),en appartient a 12,

Montrons que Yv = (v,),en € [2, nous avons

0o 00
pll)n(;lo ; un(p)vn = Z lnvn

n=0
qui est la propriété cherchée.

Nous observons que pout tout N > 0,

2
Z Mn(p)vn < (Z |uﬂ(p)|2 Z |vﬂ‘2
n>N+1 n

n=N+l1 >N+l

et par conséquent
1/2

D> ua(pva| KVC | D ol

n>N+1 n>2N+1
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De la méme manieére

1/2
Z Lyv,| < \/E( Z ’Un!2> .

n>N+1

Soit alors & > 0, puisque Y= |v,|* < o0, il existe N, tel que v/C

1/2
(Zn}NSH \v,,]2> <e/4d

Ecrivons alors

oo Ne
()Y (Wn(p) = l)vw = > _(Un(p) = L)ow + D> (n(p) = Ly)v,

n=0 n=0 n>Ng+1

Puisque lim,_ o u,()(p)) = l,, nous pouvons trouver p, tel que pour p > p, :

n=0

Ne 1/2
o] (Zunmm —zn|2> <s/3

Ainsi revenant a (%) et en utilisant que

N, N, 1/2
Z(un(lﬁ(P) - ln)Un < ”UH (Z |Mn(¢(P) - ln‘2> )
n=0

n=0

nous obtenons que pour p = p, :

D wa(p) = Lyva| < &,

n=0
qui est la propriété recherchée.

Commentaires

L’objet de ce probleme est I’étude de quelques propriétés de la convergence faible
dans un espace de Hilbert. Plus précisément lorsque la suite (u,),cn vérifie (F), on
dit qu’elle converge faiblement vers u.

Cette notion de convergence est plus faible que la convergence en norme comme
le montre le numéro 9.3.2. et sur un espace de dimension finie ces deux notions
coincident (le vérifier). Toutefois sur un espace de dimension infinie, ces deux notions
sont toujours distinctes. Il est particulier possible de montrer que dans ce cas, cette
notion de convergence ne peut jamais correspondre a la convergence pour une norme
quelle qu’elle soit.
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Par contre - et c’est ce que I’on montre directement a la main dans un cas par-
ticulier au numéro 9.3.7.- de toute suite bornée dans un espace de Hilbert, on peut
extraire une sous suite faiblement convergente. En d’autres termes si on a affaire a un
espace préhilbertien complet, I’hypothese de la question 9.1.6. est satisfaite. Comme
cela est montré au numéro 9.3.6., ceci s’avere suffisant pour montrer que la fonction
w — [|w]]* = |((w, v))|*/? atteint son minimum. La encore (comme dans le probléme
précédent) c’est une propriété de convexité qui a permis ce résultat. En effet, c’est
le fait que ’application w +— ||w]|| est convexe qui a permis de montrer le résultat
du numéro 9.1.5. Plus précisément on a le résultat général suivant sur un espace de
Hilbert H.

Proposition. Soit ¢ : H — R une application convexe, c’est-a-dire que

e(Ou + (1 — O)v) < 0(e(m) + (1 — Oe(v),Yu,v € H et V6 € [0, 1].

Si (uy)nen converge faiblement vers u € H et si (¢(u,))qen tend vers | dans R
alors o(u) < ¢(1).

Nous renvoyons au livre de L. Schwartz, Analyse, topologie générale et analyse
fonctionnelle paru chez Hermann pour plus d’éléments sur ce sujet.

En fait I’étude du numéro 9.1.5. est a but pédagogique : il s’agit de montrer en
situation sur un exemple trés simple comment la convexité permet de passer a la
limite en présence d’une fonction discontinue (I’application w — ||w|| n’est pas, en
général, continue pour la convergence faible au vu du numéro 9.3.3.). Le cas parti-
culier considéré i.e. le minimum de la fonction w +— ||w||*> — |((w, v))|*/? peut se
traiter entiérement « 2 la main ». On trouve que ce minimum vaut — 2| [w||® et qu’il
est atteint pour w = +-x||v||*v. Pour le montrer on pourra utiliser par exemple la
technique du calcul des variations exposée au cours des commentaires au probleme
22 page 121 ou encore I’inégalité d’ Young du numéro 9.3.6..

Corrigé 10

10.3.1. Soit f € & tel que ((f,[f)) = f_llfz(x)w(x)dx = 0. La fonction
x — fXx)w(x) étant A valeurs positives et continue, elle est donc nulle :
Vx € [—1,1], f2(x)w(x) = 0. Puisque Vx € [—1,1],w(x) > 0, f(x) = O.
Ainsi f = 0.

10.3.2. Soient (p,)nen €t (¢,)nen deux suites vérifiant (i) et (ii). Le polyndme p, — g,
estledegréauplusn—1 : p, —q, € P,— grace a (i). Mais en utilisant ¢ = p,, — g,
dans (ii), il vient ((pa, pn — gn)) = 0 €t (g, Pn — ) = O et alors

((Pn —qn,Pn —qn)) =0 dou p,=gq,.

10.3.3. Nous avons pg € Py et donc py € R. Par (i) il vient py = 1.
Puisque p; € Py, d’apres (i), py = x+a = x +apy, a € R.
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_ ((po,x) . _

La condition (ii) revient alors a ((p;, pp)) = 0 et donc a = ooy - P1 =X —
((po,x))
((po,po))”
10.3.4. Le coefficient de x" dans p, donné par (2) est 1 car p,—; = XUy,
Pn—> = x"72 4+ ... Ainsi p, vérifie (i). Il reste donc 2 prouver (ii). Donnons

nous a cet effet ¢ € P,_;. Dans le cas ot ¢ € P,_3, nous avons xq € P,_, et
ainsi ((x — an)pn—1,9)) = (pn—1,(x — an)q)) = 0, car p,_; vérifie (ii). Puisque
((pn—2,9)) = 0, nous avons donc ((p,,q)) = 0.

Dans le cas général ol g € P,_1, nous écrivons ¢ = 6 p,_1+62p,_2+7 ol d; estle
coefficient de x"~! dans ¢ et 8, le coefficient de x"~2 dans g — 8; p,—;. Il en résulte
quer € P,_3 et donc puisque nous savons désormais que ((p,,r)) = 0, pour montrer

que ((pn,q)) = 0 il suffit de prouver que ((py, pn—1)) = 0 et ((pu, pn—2)) = 0.
Calculons : ((pn, pr—1)) =

(((x - an)pn—lapn—l)) - ,Bn((pn—bpn—l)) = ((xpn—la pn—l)) - an((pn—lypn—l))
car ((pp—2, pn—1)) = 0. Mais le choix de «, est celui qui annule ce terme et donc

((pna pn—l)) = 0.
D’autre part

((pna pn72)) = (((x - an)pnfla pan)) - IBn((pnf% pn72))
= ((xpn—la pn—Z)) - Bn((pn—b pn—Z))
car ((pn—2, pn—1)) = 0.
Mais
((xpu—1, Pn—2)) = (Pn—1,XPu—2)) = (Pn—1, Pn—1)) + (Pn—1,XPn—2 — Pn—1))
= ((pn—lv pn—l))
car par (1), Xxpy—2 — pn—1 € P,_p et par (ii), p,—; est orthogonal a P,_,. Ainsi

((pna pn—Z)) - ((pn—lu pn—l)) - Bn((pn—Zv pn—Z)) et Bn a été jUStement choisi pour
annuler ce nombre.

L’existence de la suite (p,),en résulte alors d’un banal raisonnement par récur-
rence.

10.3.5. On part de la formule ((x”, 1)) = 0 si m est impair et (x",1)) = —= sim

m+1

est pair, valable pour m € N. En utilisant la question 10.1.1., nous avons py = 1,
p1 = x. Ceci permet de calculer & = O et B, = 1/3 etdonc p, = x> — 1. Il en
résulte que a3 = O et B3 = 4/15 et ainsi p3 = x3 - %x On trouve alors que a4 = 0

et que B4 = 9/35 de sorte que py = x* — % + 2.

10.3.6. Si p, ne possede pas dans | — 1, 1] de racine réelle de multiplicité impaire,
il ne change pas de signe. Mais pour n > 1,1 € P,_; et donc ((p,,1)) = 0
soit f_ll Pn(X)w(x)dx = 0. Puisque w et p, sont des fonctions continues et que
p,w est de signe constant, nécessairement p,w = 0 soit p, = 0 (car w,(x) > 0,
Vx € [—1,1]) ce qui est absurde car p,, est de degré n.

10.3.7.Sim < n—1, alors m € P,_; et par conséquent par (ii), ((p,, 7)) = 0 c’est-a-
dire f _11 Pn(x)m(x)w(x)dx = 0. Par construction, le polyndme p, 7 ne possede dans
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1 — 1, 1[ que des racines réelles de multiplicité paire : il est de signe constant et le
raisonnement fait a la question précédente montre que p,7 = 0, ce qui est absurde.
Ainsi m > n. Mais p, possede au plus n racines et donc m < n d’ou m = n et alors
pn = (x — x1)...(x — x,) : p, possede n racines simples dans | — 1, 1[.

10.3.8. Nous avons pour tout f € &,

k
EHI < [L F@lw@dx+ > Al £ oo,
i=0

k
< (f_ll w(x)dx + ) le) [1f oo

i=0
qui montre que I’application E (dont la linéarité est immédiate) est continue sur £.

10.3.9. Le nombre de parametres disponibles pour la formule d’intégration approchée
est 2(k + 1) :les A; et les x;. Le nombre de contraintes a satisfaire pour avoir (5),
compte tenu de la linéarité de E, est la dimension de P,, soit m + 1. En général (et de
maniere heuristique) il doit y avoir moins de contraintes que de parametres libres et
donc m + 1 < 2k + 2 est naturel, c’est-a-dire m < 2k + 1.

10.3.10. Le polyndme d’interpolation de Lagrange aux points xg, ..., x; est, par
définition, le seul polyndme p(f) de degré k qui soit tel que p(f)(x;) = f(x;)
pour i =0, ..., k. Puisque /;(x;) = &, il vient (Xr_, f(x)l)(x;) = f(x;) pour
j =0, ... kainsi p(f) = Sty fOx.

10.3.11. Nous avons par (6)

k k 1 1 k
St =Y fe [ htomweods = | (Z f(x,-)zxx)) wxdx
i=0 i=0 - - i=0
1
= / 1 p(HHx)wx)dx.

10.3.12. 1l s’agit de montrer que E(g) = 0sig € Py. Mais si ¢ € Py, il est son
propre polynéme d’interpolation aux points xg,...,x; : p(q) = gq. D’apres (7),
S¥ o Aig(a) = [1 g(r)w(x)dx et donc E(g) = 0.

10.3.13. Le polyndme [ est de degré k + 1. Effectuons la division euclidienne de
pE Pyparl:p=gql+ravecdegréder < (degrédel)—1 =k :r € Py. Ainsi
ql = p —r estde degré au plus 2k + 1 et puisque [ est de degré k + 1, g est au plus de
degrék : g € P.

10.3.14. Nous avons

1

1 1
/ p(x)w(x)dx:/ q(x)l(x)w(x)dx+/ r(x)w(x)dx.
-1 -1

-1



92 3 - Solutions détaillées et méthodes

Observons que [ et pry; sont de méme degré, ont les mémes racines et que
leur coefficient de x**! sont égaux (2 1). Nous avons donc I = py,1. Ainsi

f_llq(X)l(X)w(X)dx = ((l,9) = ((pk+1,9)) = O car g € Py et pyy est ortho-
gonal & P;. Ainsi f_ll pX)wx)dx = f_ll r(x)w(x)dx.

10.3.15. Soit p € P41, nous avons avec les notations de la question 10.1.13,

1 k
B = [ ploweds = 3" Aipta)
i=0

1 k
= / r(x)w(x)dx — Z Ai p(xi),
1 i=0

I k
= / r(x)wx)dx — Z Air(x;),
i=0

= E@).

La premicre égalité résulte de la question 10.1.14; la seconde du fait que puisque
p = ql +retl(x;) = 0 pour tout i, p(x;) = r(x;). Mais r € P, et donc par la
question 10.1.12., E(r) = 0. Ainsi finalement, Vp € P2k+1,E(p) =0 :(3) avec

pour x; les racines de pyy1 et A; = ((l;, 1)) ou l; = ij -0 ; 0 est une formule

JF#i
d’intégration approchée a k + 1 points qui est d’ordre 2k + 1.

10.3.16. Les zéros de p3 = x3— 3% sontxg = 0, x; = \/getxz = —\/g. En utilisant
la formule donnant ((x™, 1)) lorsque w = 1, on calcule aisément les A; = f _11 [;(x)dx
pouri =0,1et2: 1) =8/9etA; = Ay =5/9. Ceci produit la formule (10).
10.3.17. Dans ce cas, pour f € C®(—1, 1], R), nous obtenons

1/l
E <=
P 15750

10.3.18. Une primitive de la fonction x - v/2 +x sur [—1, 1] est $(2 + x)?/? ainsi
1
/ V2+xdx =2(V/3—1/3).
—1

10.3.19. Par dérivations successives, nous avons f©(x) = —“52#(2 +x)"1/2,

Alors |E(f)] < 332502 = 735 =9,375.107*

10.3.20. Puisque |E(f)| < 10~ 3 1a différence entre le second membre de (11) et

f_ll V2 + x dx est au plus de 1073, II faut donc évaluer le second membre de (10)
avec 4 décimales.
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10.3.21. Le second membre de (10), noté S, vaut S ~ 2,79746 avec 5 chiffres signi-
ficatifs et donc

E(f) ~2,79743 — 2,79746 = —3.107°.

Ainsi la formule d’intégration (10) est exacte avec 4 chiffres significatifs (I’estimation
d’erreur est pessimiste dans ce cas).

10.3.22. Nous avons pour f(x) = v2 + x, f_ll fx)dx ~ %(l +4V/2+4/3) ~ 2,7963
avec 4 chiffres significatifs. On a donc ici une erreur de I’ordre de 10~3. La formule
de Simpson est moins précise que (10), tout en demandant le méme nombre d’éva-
luations de la fonction f.

L’ordre de la formule de Simpson est 3 car on vérifie que (11) est exacte pour
f(x) = x™ avecm = 0, 1,2 et 3 mais approchée pour m = 4. La formule (10) est
d’ordre 2k + 1 avec k = 2 soit 5 elle est donc plus précise ce qui explique le fait que
(10) donne une meilleure approximation que (11).

Commentaires

La question de I'intégration numérique, qui est 1’objet de ce probleme, est un point
fondamental pour I’approximation d’intégrales faisant intervenir des fonctions dont
on ne connait pas de primitive. Il est considéré comme étant résolu de manicre satis-
faisante pour les intégrales de fonctions d’une variable réelle et la méthode présentée
dans ce probleme (formules de Gauss) est effectivement utilisée en pratique.

La situation est beaucoup moins claire pour les intégrales multiples (qui ne se
ramenent pas a des calculs d’intégrales simple). Il y a certainement encore des pro-
gres a faire dans ce domaine.

Dans le préambule de la troisicme partie, a la page 30, nous avons admis 1’esti-
mation d’erreur (9). Le lecteur qui souhaite connaitre la preuve de cette majoration
peut se reporter au recueil d’exercices suivant : M. Crouzeix et A. Mignot, Exercices
d’analyse numérique des équations différentielles paru chez Dunod.

Corrigé 11

11.3.1. Dans ce cas nous avons f € C* car il s’agit d’un polyndme et

of _y, 9 _p OF__
or " v =P ar T

ing; O OF OfF
ainsi gy 53,97 = —RoVP #0.

11.3.2. Nous obtenons immédiatement
PV

RoT RoT
PU@T)Z%, V(T,P):% et T(P,V):R_O,
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de sorte que

OP\ __RT (VN _ Ry (0T _V
ov), vz’ \or), P oP), Ry’

- oP ov oT RITV RoT
et ainsi — — — = — = — =1,
ov ). \oP),\dP/, RyV2P PV

puisque fg,(P,V,T) = 0sécrit RyT = PV.

11.3.3. II est tout d’abord essentiel de supposer qu’il existe un triplet (Py, Vo, Tp) tel

- , Of 8f Of , ,
que f(Po, Vo, To) = 0O car ce n’est pas parce que 7y 53, 5p he s’annule pas qu'un
tel triplet existe dans (]RI)3 comme le montre le cas f(P,V,T) = PVT. Soit donc
(Py, Voo, Tp) solution de f(Py, Vo, To) = 0. En appliquant le théoréme des fonctions
implicites a I’équation f(P,V,T) = 0 et compte tenu du fait que g—;(Po, Vo, To) #
0, nous savons qu’il existe un voisinage Up de (Vj, Ty) et une fonction de classe
CLP:(V,T)— P(V,T)telle que la solutionde f(P,V,T) =0pour (V,T) € Up
et P proche de Py (|[P — Py| < ep)est P = P(V,T). De plus

a—f(P(V, T),v,T)

T
8P(P(V, 7,Vv,T)

pour (V, T) € Up. Cette derniere identité pouvant, par exemple, s’obtenir en dérivant
I’identité f(P(V,T),V,T)) = 0en gardant T constant.

Bien entendu ce raisonnement s’étend a V : (T, P) — V(T , P) dans un voisinage
Uy de (Ty, Py) et pour V proche de Vjy ainsiqu'a T : (P,V) — T(P,T) dans un
voisinage Uy de (Py, V) et pour T proche de Tj.

Ainsi nous avons construit 3 voisinages de (Py, Vo, Tp) :
QP - {(P7V7T)"P - P0| < 8P7(V7T) € UP}7

Qy et Q7 suivant le méme principe de sorte que ) = Qp Ny NQ7 est un voisinage
de (Py, Vi, Tp) pour lequel I’équation f(P,V,T) = 0 possede une et une seule solu-
tion que I’on peut représenter par 1’une des fonctions P(V,T), V(T,P)ou T(P,V).
Puisque

0 0
<8V> B 8—];(1’, v(T,P),T) <8T> B 8—£(P’ V,T(P,V))
or ), Of ’ orp),  Of ’
P a_V(P,V(T,P), T) v ﬁ(P,V,T(P,V))

nous obtenons que (g_\lj)r (g—¥)P (g—;)v =—1.
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Commentaires

Alors que dans le cas d’une fonction d’une variable définie implicitement par une
relation
fx,»)=0:x=x(y)ouy = y(x);

il est usuel d’écrire fl—" Zi = 1. Relation qui semble provenir de la reégle formelle
consistant a « simphﬁer » les numérateurs et dénominateurs, cette méme regle pour
une fonction définie implicitement par une relation f(x,y,z) = 0 est fausse comme

on vient de le voir.

La relation (3%), (55), (%) = —1 est abondamment utilisée en thermodyna-
mique. En fait elle sous entend que le systeéme considéré est divariant, c¢’est-a-dire
que deux variables thermodynamiques indépendantes permettent de calculer toutes

les autres.

Dans le cas ou I’on dispose d’une fonction de n variables (n > 2) : f(x,...,x,) =0
telle que, localement ou globalement, il est possible d’exprimer la variable x; en
fonction des autres : x; = X;(X;), ou 'on a noté X; = (X1,...,X;_1,Xixt1,..-Xy) l&
n — 1 uplet obtenu en supprimant la variable x;, la relation généralisant celle de ce
probleéme est

0X10X, 0X, 1y
8)C2 aX3 8)61 a .
Dans le cas n = 2, on retrouve bien que %% = 1 lorsque X(y) et Y(x) sont
définies implicitement par f(x, Y (x)) =0et f(X(y),y) =0.

Pour revenir a la thermodynamique, lorsque 1’on considere le mélange de deux
gaz comme par exemple I’oxygene et ’azote, il s’agit d’un systéme trivariant et
pour décrire ce systeme il faut disposer de 3 variables, par exemple la pression P,
la température T et le titre massique ¢ de 1’oxygene qui est le rapport de la masse
de I’oxygene a la masse totale. Dans ce cas le volume V sera donné par une relation
f(V,P,T,c)=0eton aura

OV (oP\ (0T (e
oP ) NOT ) y\OV )y p\OV )pyr

12.3.1. Par la propriété (iii), nous avons

Corrigé 12

H—< - —<o>H yllull <

et donc

- 5ol <52l 15

- —(O)H Byp < 1.
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Ainsi D'application linéaire [ = [ — %—5(0)*1%—5{;(14) est de norme < 1, par
conséquent la série >~ /" est absolument convergente et sa somme s VEri-
:)s]] < ZSOOHZH” = m et (Id —1)s = Id : Id — [ est inversible et

||(Id D7 < = HlH Mais Id — 1 = 29(0)~' 2% (u) et par conséquent 2% (u) est
inversible et de plus g 96 (u)_ =Id-1""! %—3(0)_1 fait que

oG B

— o~ ||ad -7 <« —5—.

o] <o o< 2

12.3.2. Nous avons

oG
Unsl = Un = 5 ()~ (G(un) — G(0)).
u

1
Glun) — G(O) = / & Gau,

= / e —(tu,)u,dt,
8 Uit — / = dr]

_0G, | ['/oG oG
Upyl = E(un) [/0 (au(un) - au(tun)) Mndt] .

Ainsi en utilisant (iii) sous I’intégrale,

et donc

1
Upy1 = (un)

1
1— t)'yHunszt.

it < H—w,,)

Il en résulte que [|ups1|| < 575 By,,)HunHZ qui est la majoration demandée.

Mais ||u,|| < p et donc ||up]| < 2(l_ﬁw)p < p car Z(I—L[’fyyp) < 1 puisque 0 <
pBy < 2/3.
pBy

12.3.3. Nous avons |[uyn|| < kl[us|| avec k = 57255~ < 1 par conséquent
[|un+1|] < k"||uol|| tend vers zéro lorsque n tend vers I’infini de maniére géométrique
(gain d’une « décimale » par itération). Soit alors ng tel que al|u,,|| < 10~% pour
qo > 1. On vérifie par récurrence que puisque ||u,11|| < al|u,||?,

a”“”oﬂ’” < 1072%0'

Ainsi la convergence de u,, vers ug est plus rapide que géométrique, elle est quadra-
tique dés que n > ng tel que al|u,,|| < 1 : doublement du nombre de décimales
nulles a chaque itération.
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Commentaires

Ce probleme propose 1’étude de I’algorithme de Newton qui sert trés souvent en pra-
tique dans la détermination de la solution d’un systéme de m équations a m inconnues
(dans le cas non linéaire).

Cet algorithme est bien connu dans le cas m = 1, il s’écrit

)
J'(xn)

et revient a remplacer f dont on cherche un zéro x par sa tangente en x, (approxi-

mation a I’étape n) puis a noter x,,; le zéro de cette application affine. Par exemple,

disposant de A > 0, si 1’on cherche a calculer (sur ordinateur) /A a I’aide des quatre

opérations élémentaires, 1’algorithme s’écrit

1 A
xn+1:§ xn+x_n

(prendre f(x) = x> — A). Comme on peut le vérifier, partant de x, > 0 1’algorithme
converge vers y/A, et comme nous 1’avons montré au numéro 12.3.3., dés que x,, est
assez proche de v/A, la convergence est extrémement rapide : doublement du nombre
de décimales exactes a chaque itération. Ainsi dans ce cas, si I’on initialise « bien »
I’algorithme, nous aurons une convergence en tres peu d’itérations (pour mettons une
dizaine de décimales).

Xn+l = Xp

Revenons au cas d’une application G de R™ dans R™, nous pouvons écrire 1’algo-
rithme de Newton sous la forme

_(un)un+l =Up — G(un)

ou

Ainsi, si I’on possede une procédure efficace de résolution de systemes linéaires
m X m : Au = r, pour construire u,,; a partir de u,, on prendra A = %—f(u,,) et
r=u, — Guy,).

Finalement, I’algorithme de Newton consiste a résoudre une succession de sys-
temes linéaires m x m. Ce dernier probleme n’est pas facile en général et par exemple
sim = 10° et si tous les coefficients de A sont non nuls, aucune méthode ne permet
de résoudre un tel systeme a ce jour. Un probléeme de ce type peut se rencontrer en
pratique si on essaie de faire des calculs de rayonnement d’antenne électromagné-
tique. Ce domaine est connu sous le nom d’algebre linéaire matricielle, c’est une
thématique de recherche trés active qui méle mathématique et calcul scientifique.

Corrigé 13
13.3.1. Pour (u, A) € R" x R™ nous notons

oG oG
Fu, d) = —=(uo, do)~! <%(l¢o, Xo)u — G(u, A)) ,

et nous observons que G(u,A) =0 < F(u,A) = u.
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Ainsi le probléme consistant a trouver u et A tels que G(u,A) = 0 se ramene a un
probleme de point fixe pour F(.,A) : R" — R".

Nous avons F(ug,A) = wug — ‘g—f(uo,)\o)_lG(uo,)\), et par conséquent pour
[|A = ol| < ps

g — F(uo, V|| < [|luo — F(uo, Ao)|| + || F(uo, Ao) — F(uo, |-
Ainsi si on note M = ||%%(ug, Ao) || nous aurons pour ||G(ug, Ao)|| < &
||u0— F(u(),)t)H M5+MHG(M0,){) G(u(),)to)H.

Désignons alors par py > 0 un nombre tel que G soit de classe C! sur I’ensemble
[lu — uol| + ||A — Ao|| < 2po et notons

HG(M, A) - G(U,/.L)H

Lip(G) =s
[l = ][ +]|A = ]
olt le supremum est pris sur I’ensemble || — uo|| +||A — Ao|| < po. Nous aurons donc
pourvu que p < po,
|lug — F(uo, V|| < M(8 + pLip(G)). (1

Par ailleurs,

F(u, A)—»F(v A)
(uo, Ao)~! (—(uo, Ao)(u — v) — / 2+ (L= Dv, A — v)dt) :

1

car G(u,A) — G(v,A) = |, &

Ainsi

4 (G(tu+ (1 — t)v, N)dt.

F(u,A) — F(v,A)
1
= a—G(Mo,)\o)* / <Z—G(uo,)\0) — a—G(tu +(1— t)v,A)> (u—v)dt. (2)
0 u Ou

Introduisons alors les modules de continuité des fonctions v + ‘9G S (u, A) et
A= G2 u, ) : pour p < po,

oG 0G
a)](p) = Sup ‘B—M(M’A) - 8_M(U7A)H )
oG G
= ) — —
w(p) = sup '8/\( ) B
ou ||u — uo|| +||A — )\OH po et dans le premier cas ||u — v|| < p; alors que dans le

second ||A — u|| <
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Avec ces notations, pour ||u — ug|| < p1, ||[A — Ao|| < p2et]|v — vol| < py,
[|]A — Ag|| < p2, nous avons

HaGwmm> Q—mwwl ovAw

Hc‘)G 0G aG(uO,A) 99 w1 - t)v,M”

(o, Ao) — o ——(uo, o

< wi(p1) + wa(p2).

Il en résulte par retour a (2) que
B [|[F—2A) — Fv, D[] < M(w1(p1) + @2(p2))|[v — ul].
Prenons alors p; < pg et po < pg de sorte que

4) M(wi(p1)+w2(p2)) < 1/2

ce qui est toujours possible car lim, .o w;(p) = 0. Prenons ensuite p, encore plus
petit et tel que Mp,Lip(G) < p1/4 et prenons 6 > 0 tel que Mé < p;/4. Nous
aurons pour |[A — Ag|| < pa et ||u — uol| < p1,

[luo = F(u, VI < luo — Fluo, M| + || Fuo, A) — F(u, M|
< (par(Det(3)- @)
< M8+ MLip(G)p2 + 5p1

PP P

<
47472

:pl_

Ainsi pour ||A — Ag|| < p2, I'application u — F(u, A) est une contraction de rapport
1/2 sur la boule {v € R",||v — up|| < p1}. Elle posséde donc un unique point fixe
noté u(A) : F(u(A),A) = u(A) sur cette boule pour ||A — Ag|| < pa. Ainsi (u(A), L)
est la seule solution dans B,(ug, Ag) avec p = min(py, p2) de I’équation G(u, A) = 0.

13.3.2. Nous avons
u(A) —u(p) = Fu),r) — Fu(p),p) =

= FuA),A) — F(u(w), ) +

Fu(u), A) — F(u(p), p)

et par conséquent

1
() = u(l] < 5[[u(d) — @l + [|F @), ) = Fu(w), wll.
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Ainsi

[ (A) — u(w)|| <2” Sull)l [[F(v, ) = F(v, |
uo—vl||<p

et le membre de droite tend vers zéro lorsque A tend vers u puisque I’application F
est uniformément continue sur le compact ||ug — u|| < p, ||A — Ao|| < p.

Commentaires

Il s’agit 1a d’une version plus forte que celle du théoréme des fonctions implicites
usuel qui demanderait, avec les notations de 1I’énoncé, I’hypothese supplémentaire :
G(up,Ao) = 0. On voit qu’il suffit que G(ug, Ag) soit assez petit pour pouvoir
conclure a I’existence d’une branche de solutions de I’équation G(u,A) = 0 au
voisinage de (ug, Ag). Ce résultat n’est pas une généralisation gratuite, il s’avere
utile lorsque I’on étudie les perturbations (par une méthode numérique par exemple)
d’une équation du type G(u, A) = 0 qui est alors remplacée par G .(u,A) = O ou &
est un petit parametre. Nous renvoyons par exemple a I’ouvrage de M. Crouzeix et J.
Rappaz, On numerical approximation in bifurcation theory paru chez Dunod.

Corrigé 14

14.3.1. Nous avons F(x,y) = x> — y> + O((x*> + y2)3/2) et donc F(0,0) = 0,
2 0

OF _ OF _ _ . _

9, (0,0) =0, 50(0,0) = 0, My = 0 -2 s det My =—-4<0.

L’ensemble F(x,y) =0esty = i\/fo avec x > —1, voir la Figure 3.1.

Figure 3.1 Lensemble F(x,y) = x> — (1 +x)y> =0
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14.3.2. La matrice M (m) étant symétrique, il en est de méme pour A(m). Considérons
f : f(t) = F(tm). La formule de Taylor avec reste intégral a 1’ordre deux entre
t =0ett =1g¢&crit

1
F() = fO)+ £10) + / (1 — ) f" ).
0

Mais f(0) = F(0) = 0, f'(0) = VF(©0).m = 0et f"(t) = (M(tm).m).m. Ainsi
(1) = F(m) s écrit

1
F(m) = / (1 — ) (M (tm).m)dt.m,
0
= %(Mo.m + A(m).m).m.

14.3.3. Rappelons qu’il existe des nombres ¢, tels que le développement en série
entiere V1 +x = > 72, cxx* soit uniformément convergent pour |x| < 1,x € R.
Posons alors

Cm) = c(My " Am)),
k=0

développement uniformément convergeant pour ||M "A(m)|| < 1 (on note
||B|| = sup{||Bm]||,||m|| = 1} et ||m]|| désigne la norme euclidienne de m € R?).
Puisque A(0) = 0, par continuité il existe une boule ouverte centrée en zéro, U, telle
que ||M; 'A(m)|| < 1 sur ce voisinage. Calculons alors pour m € U la quantité
'C(m)MyC(m) :

‘CmMoCm) = Y crel(Am)My ) Mo(My ' A(m))
k,[=0

= Mo+ > ca(AmMy Y MoMy ' Aim))'

n=1 k+l=n

= Mo+» Y ccAGm)(My ' AGm)" ™",

n=1 k+l=n
D’autre part (1 +x) = > = (O -, cke)x",Vx € Retdonc Y ,,,_, cke; = Osi
n>2ety , . ccp=1sin=1.
Ainsi {C(m)MoC(m) = My + A(m).

La fonction C est alors C*° comme composée de fonctions C*° : la fonction
m — A(m) et la série entiere B — Y7o Ci(My ' B)F.
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14.3.4. 1l suffit de prendre ¢(m) = C(m).m. 1l s’agit bien d’une fonction de classe
C* sur U et (Do)(m) = DC(m).m + C(m) ainsi (D¢)(0) = [. D’apres le théo-
reme d’inversion locale, quitte a prendre un voisinage U plus petit, ¢ est alors un
difféomorphisme de U sur ¢(U) qui est un voisinage de (0,0) = ¢(0, 0).

14.3.5. Puisque M, vérifie det My < O la signature de la forme quadratique
m — (Mom,m) est (1, 1). C’est-a-dire qu’il existe une matrice inversible P telle que
'PMyP = ( (1) _(1) ) . Notons alors ¢(x,y) = (X,Y) et (X,,Y;) = P(X,Y). La
relation F(x,y) = 0 devientsur U : X? —Y? = 0 et donc I’ensemble des solutions de
F(x,y) = 0 est localement au voisinage de zéro difféomorphe a une croix, comme
pour I’exemple de la premiere question.

Commentaires

Ce probleéme a pour objet 1’étude d’un cas particulier de I’équation implicite
F(x,y) = 0 au voisinage d’un point pour lequel le théoreme des fonctions implicites
ne peut s’appliquer (car %—f(xo, yo) = 0O et ‘g—’;(xo, vo) = 0). En considérant le cas
ou le déterminant de la matrice hessienne est strictement négatif, nous avons vu que
cet ensemble était difféomorphe a un morceau de croix. On aurait pu tout aussi bien
considérer le cas ol le déterminant est strictement positif. Dans ce cas, (0, 0) est un
z¢€ro isolé.

Corrigé 15

15.3.1. Nous avons det ¢(R, U) = (det R)(det U). Puisque det (' RR) = (det R)> = 1,
det R # 0. Il reste donc a prouver que detU # 0 lorsque U € S*(n). Soit alors

my,...,m, les valeurs propres de la matrice U. Nous avons m; > 0 puisque
(UE,¢) > 0,V€ # 0, par conséquent det U = [[/_, m; > 0.

15.3.2. Soit F € GI,(R). Cherchons a résoudre I’équation RU = F ou R € O(n) et
U € S8*(n). Nous avons alors ‘(RU) = U'R = 'F etdonc U'RRU = 'FF = U>.
Notons § = FF.La matrice S appartient a S*(n)car’S = '((FF) ="' FF = Set
(SE,E) =(FFE&E =||FE|? > 0.S5i (S, €) = 0alors FE = 0 mais puisque F est
inversible, £ = 0.

Observons alors que les deux matrices symétriques S et U commutent : SU = U =
US car § = U?. Deux matrices symétriques qui commutent sont diagonalisables
dans une base commune : 3P € O(n) telle que

"PSP=Aet'PUP =D,
ol A et D sont diagonales. Mais alors U? = § s’écrit D> = A. Puisque nous cher-

chons une matrice D a coefficients diagonaux strictement positifs, I’équation D> = A
possede une et une seule solution

D = diag (v/A;) ou A = diag (A;), A; > 0.
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Ainsi la seule solution de U?> = 'FF est U = 'P diag(~/A;)P ou les A; sont les
valeurs propres de ' FF. Si nous prenons R = FU~!, il vient'RR=U""FFU~!
= U~'U?U~"! = I. Ainsi I’équation RU = F posséde une et une seule solution
(R,U) € O(n) x S*(n) prouvant la bijectivité de ¢.

15.3.3. L’application ¢ est continue (c’est une application polynomiale). Par consé-
quent I’image par ¢ de tout compact de O(n) x S*(n) est un compact de G1,,(R).

Considérons alors une boule fermée B, = {F € GI,(R), ||F|| < p}. Observons
que si RU = F, alors

|U? = sup ||Ux|]*= sup (Ux,Ux)
[lx[|=1 [Ix[]=1
= sup (U%x,x) < sup ||U%x|| = ||U?]).
[x[|=1 [x]|=1
Mais [|U?|| = [ FFI| < || F|[[|F]| = || FI|> < p*.
Par ailleurs VR € O(n),||R|| = 1. Par conséquent I’image par ¢~ ' de la boule

fermée B, est bornée dans O(n) x S*(n). Bien entendu ¢! n’étant pas linéaire cela

ne permet pas de conclure immédiatement ! Afin de montrer que ¢! est continue, il
suffit de montrer que si (F,,),cn est une suite convergente dans GI,(R) de limite F,
alors ¢~ !(F,,) converge vers ¢~ !(F). Puisque la suite (F,,) est convergente, Ip tel
que Vm € N, F,, € B,.

Soit alors (R,,, U,) = ¢~ '(F,,). D’aprés ce que nous avons montré, la suite (R,,, U,,)
est bornée dans M,,(R) qui est un espace vectoriel de dimension finie. Par conséquent
nous pouvons en extraire une sous-suite (Ry,, , Uy, ) convergente : Ry, — R, et
Uy, — U. 1l en résulte que Fy, = Ry, Uy, — RU = F.Puisque O(n) est
fermé, R € O(n). Par contre S*(n) n’est pas fermé. Toutefois 'Uy,, = Uy, fait que
U est symétrique et de la méme maniere U est positive :

(Uf, f) = mli_)rréo(Ul//(m)fa f) = 0.

Puisque F € GI,(R) et que F = RU nous voyons que det U # 0 et par conséquent
U est définie positive. Mais alors (R, U) = ¢~ '(F) par bijectivité de ¢ de O(n) x
S*(n) sur GI,(R). Ainsi toute suite extraite de (R,,, U,,) a pour limite o N(F)etla
c’est donc toute la suite (R,,, U,,) qui converge vers ¢~ ' (F) : ¢! est continue.

Commentaires

L’écriture F = RU pour une matrice inversible F' est appelée factorisation polaire
par analogie avec I’écriture z = ¢'?p pour les nombres complexes ou ¢'? joue le
role de transformation orthogonale et p celui de matrice définie positive. Observer
que I’on aurait aussi pu factoriser F' sous la forme F = VR, avec Ry € O(n) et
V € §*(n). Lorsque F n’est pas inversible, la factorisation F = RU avec R € O(n)
et U symétrique positive (mais bien siir non inversible) est possible mais il n’y a plus
unicité des facteurs.



104 3 - Solutions détaillées et méthodes

Un sous-produit de cette factorisation est le résultat géométrique suivant. L’image
par une application linéaire / de la boule unité dans un espace euclidien est un ellip-
soide dont les longueurs des demi-axes sont les racines carrées des valeurs propres
de I’application ‘/1.

Corrigé 16

16.3.1. Donnons nous x = (xp, Xx;) point arbitraire de R? et considérons la fonction
A € C®°(R,R) définie par A(z;) = (¢(z1) — x0)> + (z1 — x1)%. 1l s’agit de montrer
que A atteint son minimum sur R. Ceci va découler de deux faits : A est continue et
lim|;,| 100 A(z1) = +00. En effet, il résulte de ces deux propriétés que Ko = {z1 €
R, A(z1) < A(0)} est un compact non vide de R, car puisque A est continue, K est
fermé, puisque 0 € K il est non vide et puisque lim;, | o A(z1) = +00, K est
borné. Il en résulte qu’il existe y; € Ky tel que A(y;) < A(zy) pour tout z; € Ky
(toute fonction continue sur un compact non vide y atteint son minimum). Prenons
alors z € I'. Nous avons z = (¢(z1),z1) pour z; € Ret soit z; € K soit 71 € K.
Dans le premier cas A(y;) < A(z;) alors que dans le second, A(z;) > A(0) = A(y1)
(cette dernicre inégalité résultant du fait que 0 € K ). Ainsi que les deux cas A(y;) <
A(z1) : nous avons prouveé (*).

16.3.2. Prenons ¢(&1) = /1 — &2 pour || < % que 1’on prolonge de maniére C*°
pour tout £; € R. Pour x = (0,0), quelque soit z; € R nous avons [|(¢(z1),z1)| > 1
et 1 = ||(e(y1), y1)|| quel que soit y; € [—1/2,1/2] : (x) posséde une infinité de
solutions.
Par contre si y et ¥ sont solutions de (%) ||y — x|| < ||F — x| et || — x|| < ||y — x||
par conséquent ||y — x|| = || — x|| et il est loisible de noter dr(x) = ||y — x||.
16.3.3. Puisque y = (¢(y1), y1) vérifie (%) si et seulement si y; minimise la fonction
A € C°(R, R) introduite au 16.3.1., nous avons A’'(y;) = 0. C’est-a-dire que (apres
division par 2)

@' )@y — x0) + y1 — x1 = 0. ()

Par ailleurs dr(x)* = ||y — x[|> = (y1 — x1)* + (¢(y1) — x0)* et donc
dr(x)* = (1+ ¢'(y1)")(@(y1) — x0)°.

Six € I'alors dr(x) = O et y = x estla seule solutionde (x). Six € I', dr(x) # 0
et donc d’apres I’identité dr(x)> = (1 + @' (x1)*)(@(y1) — x0)?, @(y1) — xo # 0 ce qui
nous permet de noter &(y;) = % € {—1,1} et d’écrire grace a (1)

Yy = — e(yDe’ (1) J
V1t (n)?

Montrons alors que si y et ¥ sont solutions de (x),y = (¢(y1), 1),y = (¢(F1, 1)
alors e(y;) = (). En effet, si e(y,) # &(3,) alors &(y;)e(¥1) < 0 et par conséquent

r(x). (I1)
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(@(y1) — x0)(@(F1 — x0) < 0. Par continuité de ¢, & — @(£) — xo s’annule entre y; et
%1+ 3€ avec @(€) = xo et (£ — x1)? = [[(@(€), &) — (xo, x)||* est supérieur & dr(x)®
qui lui méme est supérieur a la fois a (y; — x1)? et (§; — x;)?. Ceci-contredit le fait
que ¢ est dans I’intervalle défini par y, et §; et par conséquent £(y;) = &(§).

Ainsi, si y et § sont solutions de (x) et que x & I', e(y;) = &(¥;) dans (IT) et

'y Gy

d = _N.
VireOr Vg T T

D’apreés le théoreme des accroissements finis appliqué a la fonction 6

_d® srivé / — e C i
E— e @ dont la dérivée est 0'(¢) (Trg/62p72> ous avons : il existe ¢

entre y et ¥, tel que

(I11)

0(y1) — 0(51) = (y1 — 31)8" (c)
de sorte que (/11) s’écrive |0”(c)|dr(x)|y1 — 31| = |y1 — ¥1|. Ceci entraine que
y1 = ¥ puisque |0”(c)|dr(x) < kdr(x) < 1.

16.3.4. L’application x +— dr(x) est continue car nous avons
Vx, % € R?, |dr(x) — dr(®)| < ||x — X

En effet, si ||y — x|| = dr(x) et [|§ — %|| = dr(X) nous avons

ly =xll <[5 = xl <5 = %[ + [[% — x]]

qui montre que dr(x) < dr(X) + ||¥ — x||, soit dr(x) — dr(X) < [|X — x||. De méme,
en échangeant le role de x et ¥, dr(¥) — dr(x) < ||x — X|| et ainsi

|dr(x) — dr(®)] < |lx — £

Lorsque k = 0, T = R? est bien ouvert. Lorsque k > 0, T estl image réciproque
par la fonction continue dr de R2 dans R de I'ouvertde R :] — 1 —[ T est donc un
ouvert de R?.

16.3.5. Lorsque k = 0, ¢ est une fonction affine, {} est un demi-espace et

T = R2. Ecrivons ©(x1) = ax; + b et dans ce cas, pour x = (xg,x1) € {,
ax;+b —

nous avons dr(x) = 0, formule que I’on peut obtenir laborieusement

+a
grace a (1) ou s1mplement a ’aide d’un raisonnement géométrique. La fonction

+b—
o(x) = axl prolonge dr a T = R?, est affine et donc de classe C™ et

1
Vé
Voo = <¢1+—2¢—2

I': xg=ax; +5b.

> est bien un vecteur unitaire normal a la droite
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Lorsque k # 0, prenons x € R? et lorsque x € I notons &(x) = 0. Lorsque x ¢ T',
notons &(x) € {—1, 1} la valeur &(y;) (qui ne dépend pas de y; mais seulement de x)
qui apparait dans la relation (/ /) du numéro 16.3.3. Nous avons

N e(x)dr(x)¢’'(y1)

V1+o'(y)?

et alors a I’aide de (/) au méme numéro :

X1 =1

e(x)dr(x)

xo = @(y1) — \/W

Ceci nous conduit a introduire sur R? la fonction ¢ définie par

o) 4P PO
V1+te'(n)? V1+e'(n)?
qui est de classe C* de R? dans R?.

Le jacobien de ¢ au point (y;, p) vaut

by, p) = (

<p¢“’<w> _ 1) o

(1+¢'(y1)?)*/? V1+ o' ()2

et par conséquent il est non nul sur I’ouvert O = Rx] — %, %[. Ainsi au voisinage
de tout point (y,p) € O, I’application ¢ est un difféomorphisme local de classe
C°°. Comme nous I’avons fait au numéro 16.3.3., grice au théoréme des accroisse-
ments finis, nous obtenons que ¢ est injective sur O par conséquent, $(O) est un
ouvert de R? et ¢ est un C*°-difféomorphisme de O sur (O). Désignons par A
I’application réciproque : A envoie ¥(QO) sur O, est de classe C* et par construc-
tion, x = (xp,x1), A(xg,x1) = (e(x)dr(x), y1) ot (g, y1) € I est solution de (x).
Ainsi 6(xg,x1) = e(x)dr(x) est de classe C*° et on obtient aisément a 1’aide d’un
développement limité au voisinage de I' que &(x) = 1 pour x € () : la fonction §
prolonge dr a T = (O). Lorsque (yy, p) € O, nous calculons les dérivées partielles
g—i/yjl‘, %—‘i‘, g_l/;? et %—'i’f en un point avec p = 0 (qui correspond donc a I') puis nous
écrivons que ¥ (y1, 6(xg, x1)) = (xo,x1) et ensuite nous prenons x € I' de sorte que
O(xp,x1) = 0. Il vient alors qu’en (xg, x1) :

06 1 06 @'(x1)
l()Co,xl) =

=2 (50, 31) = — e )
oxg T Tr gl Ox I+ &)

qui montre que (V8)(x) est un vecteur unitaire normal a I" lorsque x € T (i.e.
o6(x) = 0).
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Commentaires

L’objet de ce probleme était d’étendre le champ de vecteur normal unitaire défini sur
une courbe du plan (ici un graphe) a un voisinage de cette courbe. Rappelons qu’en
géométrie différentielle, la terminologie « champ de vecteurs » sur un ensemble M
signifie que 1’on parle d’une application définie sur M qui prend ses valeurs dans un
espace vectoriel. Lorsque 1’on prend pour M le graphe d’une fonction réguliere, il
n’y a aucune difficulté a définir une application normale unitaire réguliére. En effet si
M est le graphe de la fonction ¢ : M = {(¢(x1),x1),x1 € R}, 7(x1) = (¢'(x1), 1)

est un vecteur tangent qui ne s’annule jamais et v(x;) = “’L“’“); est une application

V 1+¢’(x1)

normale unitaire réguliere définie sur M.

Pour étendre cette application au voisinage de M, le probléme 16 s’appuie sur une
propriété géométrique : si on désigne par p(x) la distance d’un point x a la courbe M
(p est la fonction dr introduite au numéro 16.1.2.) alors le gradient de p en un point
X € M est un vecteur normal unitaire. Afin de rendre ce raisonnement rigoureux,
il faut montrer qu’au voisinage de M la fonction p est bien différentiable et qu’en-
suite son gradient satisfait a la propriété voulue. C’est ce qui est fait ici et en outre
le voisinage trouvé est rendu explicite grice au nombre k qui apparait au numéro
16.1.3., nombre qui n’est rien d’autre que le maximum de la courbure géométrique
de M. En examinant le cas ou cette courbe est un arc de cercle, on observe ainsi que
le voisinage T au numéro 16.1.4. est optimal.

Ce résultat se généralise aux surfaces dans R3 et plus généralement aux hypersur-
faces dans R™*! qui sont des graphes :

M:{x:(x07"'7xn)€Rn+l7 XOZGD(Xh---aXn)},

comme suit. Pour y* = (y;,...,y,) € R", on désigne par R(y*) la matrice n x n :

(1+|Vel)

0y;0y; dyidy; Oy Dy;
(1+|Ve|?)3/?

P e Z": P Op O
k=1

R ;(y") = Oh. 9)

Puisque R(»y") est symétrique, elle diagonalisable sur R. Désignons par p(R(yﬁ)) la
plus grande valeur absolue des valeurs propres de R(y*) et supposons que

k= sup p(R(y") < . (10)
yieR®

Avec ces notations, les résultats du probléme 16 s’étendent aux hypersurfaces R"+!
sans difficulté autre que la complexité des notations. En particulier, la normale uni-
taire peut étre étendue en une application régulicre définie au voisinage de cette
hypersurface.
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Corrigé 17

17.3.1. Puisque r(u) < n car une famille de vecteurs dans R" a pour rang maximum
la dimension de 1’espace qui vaut ici n, nous en déduisons que r(u) = n. Par ailleurs
r(u) < g etdonc g > n. Quite a permuter les indices nous pouvons supposer que
{Vip1(w), ..., Vi, (1)} est une base de R” et I’application ¢ : 4 — R” définie par
o) = (PY1(v), ..., ¥, (v)) vérifie p(u) = 0. La matrice jacobienne de ¢ en u étant
inversible, nous avons d’apres le théoreme d’inversion locale que 1’équation v €
Q, ¢(v) = 0 possede au voisinage de u pour seule solution v = u ¢’est-a-dire qu’il
existe g9 > 0 tel que E N B(u, &p) = {u} : u est un point isolé de E.

17.3.2. Soit &4, ..., &), avec p + g = n une famille de vecteurs de R" qui complete
(Vi1 (u), ..., Vip,(u)) en une base de R”". On introduit I’application ® de R” x R?
dans R? définie par

p q
Dt w) =y (u+d HE+D w V) | k=1,..q.

i=1 j=1

Nous avons ¢(0,0) = 0 puisque u € E. D’autre part

0 0
0.0 = Z L w0,k = 1

p p . oD, . L
Il en résulte que le déterminant de (8—wi(0))1 <jk<q €stnon nul. En effet si cela n’était
pas le cas, on trouverait une combinaison linéaire, a coefficients non nuls ay, des

vecteurs lignes de la matrice (g?j-k" O, 0)) qui serait nulle :
1<) k<q

q
> a (Z a"ﬁ’( )—( )) —0k=1,..q.
j=1

En multipliant par &y chacune de ces relations et en sommant le tout, nous reconnais-
sons I’identité

2
S [Saiw| <o
=1 |j=1

qui est impossible puisque les Vi ;(u) sont indépendants.

La matrice jacobienne ( %(07 0))1< k<q estinversible, nous pouvons appliquer le
théoreme des fonctions implicites a 1’équation ¢ (¢, w) = 0 au voisinage de (0,0) :
Jey > 0 et un ouvert O de R” contenant 0 ainsi que w C C' tel que E N B(u, o) =
{(,w®),t € O}.
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17.3.3. Puisque # minimise J sur E, u minimise J sur E N B(u, &) ol g a été
obtenu a la question précédente et quite a permuter les indices j, on peut supposer
que Vi (un), ..., Vi, (), avec r = r(u), sont des vecteurs indépendants. Mais E N
B(u,e0) = ¢(O) et par conséquent 0 minimise sur O la fonction K : ¢t — J(u +
o(t, w(t)) avec t € O. Puisque O est un ouvert contenant 0 et que K est de classe C'
sur O, VK(0) = 0.

Si nous écrivons w;(t) = Ef;l a;t; + O(t), nous avons

oK "L 8J I oW
7 © ; o | € JZ; @i gy @)
Pour déterminer les «; ;, nous écrivons que

p q
Yo | u+Y 6&i+ > wiOVP;w) | =0

i=1 j=1

et alors

‘9"[”(u) §k+za,, "[’f(u) =0,Vi.

Nous pouvons alors écrire

== TmAGy e

ou N est la matrice inverse de la matrice de coefficient M; ; = Ez I %‘f}f( )%‘f’: (u)
dont nous avons montré 1’inversibilité au numéro 17.3.2.

Ainsi %(O) = 0 entraine que

oJ K o, ;
(%) k By W = ;Ar(m TRRIE

N Y
Ol A, () = = 32 Ny Gyt () G- ().
La relation (x) laisse a penser que I’on a

aJ oy,
Do 0 =~ Z Ar(a) 5 w), V.

Etant donné que (Vifi(u), ..., Vi, (u)) complete (£, ..., £,) en une base de R”, cette
derniere identité sera établie si nous prouvons que

89/11 _ a‘pr 81111 .
—() () = ;Ar(u)avk 1) gy (W): V-
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Cette dernicre relation résulte immédiatement de la définition des A, (1) et du fait que
N est I’inverse de M.

Commentaires

Il s’agissait dans ce probleme d’étudier la question des extrema liés. Les ¢ nombres
réels (A1(u), ..., Ay(u)) qui apparaissent dans 17.1.3. portent le nom de multiplica-
teurs de Lagrange associés aux contraintes (1) = ... = ¥(u,) = 0. Par ailleurs,
I’équation 17.1.3. est I’équation d’Euler associée au probleme de minimisation de J
sur E. Il s’agit en fait de n équations scalaires faisant intervenir les n + g inconnues
@y, ... up,) et (A, ..., ). Etant donné qu’il faut ajouter aux n équations d’Euler,
les g contraintes (1) = ... = (u,) = 0, on arrive finalement a un systeme de
n + g équations pour n + g inconnues.

Il est possible de généraliser le résultat de ce probleme au cas ou E est a la fois
défini par des contraintes égalités et des contraintes inégalités comme suit.

Considérons a nouveau une fonction J de classe C! sur un ouvert Q) de R". On
cherche maintenant un minimum de J sur un sous ensemble E de () de la forme :

E={veQ; ¢ <O0pouri=1,...,p, ¢;jw)=0pourj=1,...,q},

ol ¢; et ¢; sont des fonctions de classe C'. Ce type de probleme intervient naturel-
lement en physique ou en économie par exemple.

Théoreme. Avec les notations qui précedent, si le point u est un minimum de J sur
E alors il existe p + q + 1 nombres réels non tous nuls (A1, ..., Ay, o, 1, -+ -, Kp)
tels que :

aJ - 6‘/’? z 8@,
Moa—vk(u) + ;)\s(u) B (u) + Z,U«r(u) o w)=0,Vk=1,...,n,

r=1

mr@) =20, pourr=0,...,p, etw(we,(u)=0, pourr=1,....p.

Concernant la démonstration de ce résultat ainsi que pour d’autres résultats simi-
laires, nous renvoyons a I’ouvrage de J.B. Hiriart-Urruty, L’optimisation paru dans la
collection Que sais-je ?, PUF Paris, en 1996.

Corrigé 18

18.3.1. La famille d’ensemble Cx = {v € R", ||v|| > R} est décroissante et puisque
J est minorée sur R", elle est minorée sur Cg. Ainsi mg = Minyec,J(v) € Roet
mp, = mg, si Ry 2 R, car Cg, C Cg,.

18.3.2. Puisque E # ¢, on peut prendre e € E et on va prouver que K = {v €
E,J(v) < J(e)} est un compact de R”. Tout d’abord E est fermé puisque les appli-
cations ; sont continues. Ensuite K est fermé puisque J est continue. Puisque J est
infinie a I’infini, il existe Ry tel que f(Ry) > J(e) et donc K C B(0, Ry) : K est



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

3 - Solutions détaillées et méthodes 111

borné. Ainsi K fermé et borné dans R” est un ensemble compact. Puisque e € K, il
est non vide et par conséquent la fonction continue J y atteint sa borne inférieure :
Ju € K telque Vv € K, J(v) = J(u).

Montrons qu’en fait Vv € E, J(v) > J(u). Siv € K c’est fait. Si v € K, c’est que
J() > J(e).Or J(e) > J(u) care € K etdonc J(v) = J(u).

18.3.3. Lorsque I’on prend ¢; = 0 dans E on obtient que £ = R". La fonction J,,
est elle aussi infinie a I’infinie car elle est minorée par J. Par conséquent la question
précédente appliquée a J,, sur R” montre que cette derniére atteint son minimum en
un point u,, € R".

18.3.4. Nous avons J,,(u,,) < Ju(e) pour e € E et puisque J,(e) = J(e) nous
voyons que J(u,) < J(e). Soit alors Ry tel que f(Ry) > J(e), nous avons
lttm || < Ro. Ainsi la suite (u,,)men est bornée.

18.3.5. Soit ¥ un minimum de J sur E obtenu au numéro 18.3.2. Nous avons la suite
d’inégalités

J(u) T )+ (m+ 1) 320 (4 Uns)? = Tt i)

>
z Jup)+m Z(j’:](wj(umﬂ))z = Jn(Ums1),
= J(um)+mZ?:1(l//j(Mm))2 = Jn(up) .

Il en résulte que la suite (J,,,(u;,))men €St croissante majorée donc convergente. Si
@(m) est une application strictement croissante et telle que u* = lim,,—,oc Ug(m)),
par continuité de J, J(u*) = lim,, .o J(Uym)) de sorte que la suite (Joom)(Upm)) —
J (U pm))Imen est convergente. Mais lim,, .o ¢(m) = +00 par conséquent ¢ j(u*) =
0 et donc u* € E. Puisque J(uypm) < J(u), ala limite J(u*) < J(u) et donc u*
minimise lui aussi J sur E.

Commentaires

Comme pour le probleme précédent, il s’agissait d’étudier la question des extrema
liés. La technique mise en ceuvre ici porte le nom de méthode de pénalisation. Elle
part du principe que si ¢ ;(v) # 0, alors m(¢ j(v))2 est de plus en plus grand lorsque
m tend vers I’infini. Ainsi u,, minimum de la « fonction pénalisée » J,, vérifiera que
mJ,,(u,,) reste borné. L’avantage de J,, est que maintenant, lorsque J et les ¢; sont
différentiables, on minimise cette fonction sur un ouvert de R" et que par conséquent
pour trouver (ou calculer) u,, il suffit d’écrire que le gradient de cette fonction est nul
en u,. On s’est débarrassé des g multiplicateurs qui apparaissaient dans le probleme
précédent au numéro 17.1.3. Le prix a payer par contre est que cette fois ci on dispose
d’une suite qui, dans les bons cas, converge vers la solution du probleéme d’extrema
liés.

La condition de minimalité de u,,, c’est-a-dire I’équation d’Euler, s’écrit ici :

(um>— sz%(un» ¢’<um>

r=I1
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Ce systeme d’équation est formellement similaire a celui du numéro 17.1.3. pourvu
que I’on remplace 2my, (u,,) par A" (u,,). Ceci suggere que, lorsque m tend vers 1’in-
fini, a condition que u,, converge vers une limite u, A, («) sera la limite de 2m, (u,, ).
Nous renvoyons a nouveau a 1’ouvrage de J.B. HIRIART-URRUTY, L’optimisation
paru dans la collection Que sais-je ?, en 1996, pour I’étude de la méthode de pénali-
sation.

Corrigé 19

19.3.1. Si u vérifie I(u) < I(v), Vv € E alors pour tout w € Ej, la fonction
t — I(u +tw) atteint son minimum en ¢ = 0. Il s’agit d’'une fonction polyndme
(du second degré) et sa dérivée en ¢t = 0 s’annule. Mais

2 2
Tu+tw)=Iu)+t (/ u' (xx)w' (x)dx — f(x)w(x)dx) +0(z%) et donc
0 0

d 27 2
0=—1I(u+tv)|— = / u' (x)w'(x)dx — fO)w(x)dx
dt 0 0

et (x) est bien vérifiée.
19.3.2. Si (%) a lieu, en prenant w(x) = 1 il vient fOZW fx)dx =0.

19.3.3. Prenons w(x) = e~"* pour |n| > 1.

N . 2 —; C N
D’apres (%) : —iy- fo "u'(x)e""*dx = f,. En intégrant par parties il vient alors
_n? 2w _

S Jo ux)e " dx = f,.
Il en résulte que u,, le nieme coefficient de Fourier de u, vaut u,, = — ,{—2 Etant donné

que la série de terme général (%)nez* est absolument convergente, nous en déduisons
que si u est solution de (x) alors

u(x) = ug — Z %ei”".

nez*

Donnons alors une expression plus simple de u. La fonction S somme de la série de
fonctions (’{—;),,GZ* est en fait de classg C?. En effet, si Sy(x) = Zo<\n|<N %ei"",
nous avons Sy(x) = — > |, <, fae"™* qui est normalement convergente puisque
> | ful < oo. Etant donné que Sy(x) converge aussi vers S(x), nous en déduisons
que S est de classe C* sur R et que 8”(x) = — >, e fue ™ == oy fue™ ™ =
— f(x). Mais alors S(x) = — fox(foy f(2)dz)dy + S'(0)x + S(0), ou encore par le

théoreme de Fubini,

S() = — /0 (x — ) f Oy + S'O)x + S(O).



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

3 - Solutions détaillées et méthodes 113

Pour déterminer S(0) et S’(0) il suffit de remarquer que S(0) = S(27) fait que

21

1 1 27
SO = 5= [ w=nsouy =5 [ roy

0

car 5 fozw f(y)dy = 0. Puisque

2 2 X
/ S()dx =0, S(O) = — / / (x — ) f()dydx — 7S(0),
0 27 Jo 0

les solutions de (x) sont les fonctions

2 X
‘o= K4 / Oy + / (x — ) fOdy
™ Jo 0

ou K est un réel arbitraire.

19.3.5. Soit u solution de (x). Calculons

1 2 2 1 2w
Iu+w) = —/ u'(x)*dx +/ u' (xo)w' (x)dx + —/ w'(x)*dx—
2 )y 0 2 Jo

2w 2w
—/ u(x) f(x)dx — / wx) f(x)dx.
0 0

Puisque u vérifie (%),
1 21
Tu+w)=I1u)+ 3 / w'(x)*dx.
0

Par conséquent, I(u) < I(v), Vv € Ej. Il s’agit des seules solutions puisque
d’apres le calcul qui précede si u + w minimise 7 alors w’ est nulle : w est constante.

Commentaires

Dans ce probleme de calcul des variations, nous exhibons la solution du probleme en
résolvant explicitement 1’équation d’Euler (x) du numéro 19.1.1. grace a I’utilisation
de coefficients de Fourier. Cette approche n’est pas généralisable au cas non pério-
dique. L’outil pour résoudre I’équation d’Euler (%) du numéro 19.1.1. page 15 (ou
celle du numéro 20.1.1 page 16) est le théoréme de Lax-Milgram-Stampacchia qui
était I’objet du probleme 8. Tout cela est présenté en détail dans le livre de H. Brézis :
Analyse fonctionnelle, théorie et application paru chez Dunod.
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Corrigé 20

20.3.1. La fonction ¢ +— I(u + tw), pour w € E| arbitraire, atteint son minimum en
t = 0. Il s’agit d’un polyndéme du second degré par rapport a ¢ et

M|,:o = // Vu.Vwdx — // fwdx =0,

d’ou la relation ().
Prenons alors w = 1 € Eq, il vient fo fdx = 0.

20.3.2. Nous avons, compte tenu de (%),
1
I(u+w) — I(u) = 5/ |Vw|*dx >0
o

par conséquent /(#) = minycg, 1(v).

20.3.3. Il est clair que si v € Ej (resp. E), la fonction x — v(x + h) appartient a E
(resp Ey) etdonc Dyv € Eq (resp E1).

Calculons, pour v € Ej, %v(x + 60h) = h.Vvu(x + 6h).

Ainsi v(x + h) — v(x) = fol h.Vv(x + 0h)d6 et par consequent (Dpv)(x) =
Jy - 7u(x + 0h)d6, puis | Do) < ‘w Vv(x+0h)) do <

fo |Vu(x + 60h)|2d6.

Il en résulte alors que

1
// |th(x)]2dx<// (/ |Vv(x+0h)|2d0> dx =
0 0 0

1
= (d’apres le théoréme de Fubini) = / ( / |Vo(x + eh)\de> de.
0

Mais fo [Vu(x + 0h)|2dx = [ fQ+0h |Vo(x)|?dx = fo |Vu(x)|?dx, cette derniere
égalité provenant du fait que la fonction intégrée est Q-périodique.

Ainsi, finalement, fo | Dpv(x)|2dx < fo |Vu(x)|>dx.
20.3.4. Prenons w € D_j, Dyu dans (x). Il vient

// VMV(D,hDhu)dX :/ f(x)D,hDhudx.
0 0

Nous observons alors que VD_;, Dyu = D_,V Dyu, puis que si g; et g sont dans

Ey,
// g1(D_,g)dx 2/ (Dpg1)g2dx
0 0
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(ceci s’obtient en faisant le changement de variable x = x’ + h, et en remarquant que
fo+h(Dhg1)g2dx = fo(Dhgl)gzdx car la fonction intégrée est périodique).

Ainsi finalement,

// yVDhuyzdxz// f@x)D_,Dyudx.
0 0

le second membre se majore alors a I’aide de 1’inégalité de Cauchy-Schwarz et de la
question précédente avec v = Dju

/ /
fo f(x)D_,Dpudx < (fo f2(x)dx>l 2 (fo (D_hDhu)zdx)l 2

< (fo fz(x)dx>1/2 (fo|VDhu|2dx>l/2

[[ rvpuas < ( /] P v ( /] |VDhu|zdx)”

etdonc [[, [VDyul’dx < [ [, f2(x)dx.
20.3.5. Calculons tout d’abord

(Dhu)k:// ulx +h) — u(x) ikt

Ainsi

o
zkh // -
= u(x)e ""*dx
2
lkh
= 714;(.
|

ik.h . .
Par conséquent (VDju), =i k%uk et par I’identité de Bessel :

k
// IV DyulPdx = 4 2Z||h|2| |71

Mais |e’" — 1| = 4sin* £ et donc

kh

1 J—

// VDyPs = > 3 e el

k£0
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Il en résulte alors par I’'inégalité de la question précédente que pout tout K € N,

kh
4 sin> —

4 > PED ’2 |k [*|ue]? < / FA(x)dx.
0<|k|<K
Prenons & = (g, 0) et faisons tendre & vers zéro, il vient

k2
ar? N k2+k2H| / SA0dx.

0<|k|<K

De maniére similaire, en prenant 2 = (0, €) puis en sommant nous déduisons que

4 > |k\4|uk|2<//f2(x)dx
Q0

0<[k|<K
£ la séri k 4 2
et par conséquent la série ) _, ., |k|*|uy|” est convergente.

Commentaires

L’objet de ce probleme est de montrer dans une situation particuliere, que le simple
fait d’étre solution d’un probléme du calcul des variations
ie.
u € Ep vérifie I(u) = min I(v)
veEE

est suffisant pour impliquer un résultat de régularité plus fort que u € E;. En I’oc-
currence ici Y oo (kT + k) uy[* < oo.

Ce probleme (régularité des solutions de problemes du calcul des variations) est
en général délicat et demande la mise en ceuvre de techniques d’analyse tres fine.
Il y a dans le domaine des résultats positifs et des résultats négatifs (i.e. singularité
des solutions). Le lecteur intéressé pourra se reporter aux deux ouvrages suivants. Le
premier est un panorama assez complet, il est di a M. Giaquinta, Multiple integrals
in the calculus of variations and nonlinear elliptic systems, paru chez Princeton Uni-
versity Press. Le second est explicitement plus proche de la géométrie différentielle :
F. Hélein, Applications harmoniques, lois de conservation et repéres mobiles, paru
chez Diderot.

Corrigé 21

21.3.1. Observons que & est convexe et plus précisément pour § € [0,1] et
(u,v) € E?,

1
EOu+(1 —0)w)+ w/ W —v)dx < 0EW) + (1 — EW) (D)
0
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car la différence entre le membre de gauche et celui de droite vaut

1
/0 (f(Qu+ (1 = 0)v) = 0f(u) — (1 = 6)f(v)dx,

intégrale d’une fonction négative lorsque f est convexe.

Si uy et uy sont tels que E(uy) < E() et E(uy) < E(v) pour tout v € E alors par
(I)avecu = uj,v=uyetd =1/2,

up+uy 1 ! / 1\2 — & L 2
— u») <
5( >+—/0 (ul —uz) dx <8(u1) 5( 2)\ ( ) )

etdonc ) (u} — uh)*dx = 0. Par conséquent
upr —uy = M](O) — l/tz(O) =01.e. upr = uj.
21.3.2. Soit w € E, nous avons E(u + tw) > E(u) pour tout ¢+ € R. Par conséquent

t = Oestle point de R ot # — E(u +tw) atteint son minimum sur R. Par le théoréme
de dérivation des intégrales par rapport & un parameétre, nous avons

1 1
i/ f(u+tw)dx:/ f’(u+tw)wdx
dt 0 0

et par conséquent
dE(u+t !
0= Mh =0 —/ u'w'dx + f (wW)wdx.
0

Puisque u € C*([0, 1];R) et u(0) = u(1) = 0,
1 1
/ w'w'dx = —/ u” (xX)w(x)dx
0 0

1
Yw € E, / (f'(u) — u"Hwdx = 0.
0

et par conséquent

Procédant alors comme a la question 1.3.3. du probleme 1, nous obtenons que
—u" + f'(u) = 0.
21.3.3. Nous avons d’apres ce qui précede

1 1
Yw € E, / u' (OHw' (x)dx = —/ gx)w(x)dx )
0 0

ou la fonction continue g est donnée par g(x) = f'(u(x)).
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Considérons alors xg € 10, 1[ et g9 > O tel que [xg, xo + €] CJO, 1[ pour & < &.
Désignons par H, la fonction valant O pour x < xg, 1 — 8“‘% pour x € [xq,xo + €]
et 1 pour x > xo + €. Cette fonction est continue et affine par morceaux mais pas de
classe C!. La fonction w,(x) = H,(x) — x est continue et vérifie w.(0) = w,(1) =0
et wi(x) = —1pour 0 < x < xp, wh(x) = é — 1 pourxp < x < xp+e,wi(x)=—1
pour x > Xp.

Admettons momentanément que (2) est valable avec w.. Un simple calcul montre
alors que

1 xXo+e .1
—/ u' (x)dx +/ . (x)dx =
0 X0 &

1 1 xXo+e o
:/ xg(x)dx—/ g(x)dx—/ de. 3)
0 X

ote X0 t]

Il en résulte que

1 1 Xo+e o
uxo +8) — u(xo) = / W' (x)+xg(x))dx — / g(x)dx — / 8 — xo) xO)dx.
0 X X

& ot+e 0 €

Faisons alors tendre & vers zéro, il vient
1 1
u'(xo) = / (u'(x) — xg(x))dx + / g(x)dx
0 X0

et puisque g est continue, u est de classe C>.

Il reste & prouver que bien que w, ne soit pas C', (2) est valable avec w = w.
Pour cela, a € fixé, on régularise H, au voisinage de xq et xo + ¢ afin de la rendre
de classe C'. On prend par exemple au voisinage du point anguleux xg, un polyndme
du 3°"¢degré sur [xo — 8, xo + 8] (8 petit) tel que P(xg — 8) = P'(xg — 8) = O et
P(xo+8) = 2 et P'(xo+ 8) = 1. La fonction régularisée H, s est alors de classe C'
et (2) est valable avec w, s(x) = H, s(x) — x. Lorsque I’on fait tendre & vers zéro on
obtient alors (3) a la limite.

Commentaires

Faisons I’hypothese qu’il existe C tel que f(§) > —C pour tout ¢ € R. Soit alors
(v,) une suite d’éléments de E telle que

lim £(v,) = inf E(v).
n— o0 vEE

Nous avons Vv € E,E(v) > fol fydx > —fol Cdx = —C et par conséquent
inf,cg E(v) > —C et ainsi la suite £(v,) est bornée : Vn € N,

1 1
%/ v,’l(x)zdx +/ fu,(x)dx < M.
0 0
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Puisque — fol f(v,(x))dx < C, nous avons aussi

1
/ v/ (x)*dx < M =M + C < oo. 4)
0
Il en résulte que (v,) forme une suite de fonctions équicontinues sur [0, 1]. En
effet,
y 2 y y 5
o)~ w0 < | [ olar] <| [arl| [ o
X X X
d’ou

‘vn(x) - Un(Y)| g V M1|X - y‘l/z‘

Par le théoreme d’Ascoli (voir le Lemme a la page 138), il est possible d’extraire
de (v,) une sous-suite (vy(y)) qui converge uniformément vers v € E.

Nous avons alors
1 1
tim [, 0 = [ st
n—oo O 0

En faisant appel a la théorie de I'intégrale de Lebesgue, il est alors possible de
montrer que (4) entraine I’existence d’une fonction mesurable w telle que w’ soit de
carré intégrable et pour toute fonction 4 de carré intégrable sur [0, 1] on ait

1 1
/ w’(x)h(x)dx = lim/ v;l(n)(x)h(x)dx, 5)
O n—oo O

ol (Vg,(n)) st une suite extraite de (Vy(,)). Il est alors aisé de vérifier que w = v.

Ecrivons alors que

1 1 1
/O Vg (1) dx — /0 v'(x)* -2 /O (Vg () (¥) — V(X))V(X)dx =
1
= / (W (X) = V'(x))’dx = 0. (6)
0

Etant donné que (v, (,)) posséde une limite, ainsi que fol f (e, (m)(x))dx, nous obte-
nons que fo] v;l(n)(x)zdx a une limite et par (6) (en utilisant (5)), il vient

1 1
lim ; U;I(n)(x)zdx > /0 v (x)dx.

n—oo

Mais alors
EW) = lim Eg,m) = irb;fg.

Procédant comme au 16.3.3., on monte qu’en fait v € E, ce qui prouve I’existence
d’une solution de (x).
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Corrigé 22

22.3.1. Considérons deux fonctions f et g 27-périodiques et continues sur R. Nous
avons alors 1’identité de Parseval.

1 2 .
), fOendr =" f£3,,

2
nez
1 2 ) 1 2 )
ol f, = — fte Mdtetg, = —/ g(t)e "Mdt.
277' 0 27T 0
Appliquons cette identité lorsque f(t) = x(4&) et g(r) = Z—f(%). De simples
calculs montrent que f, = x, et g, =i 2”T’T y, et ainsi
1 [?™ [tL\dy [tL 5 i _
— x| — )= (=— =—") nx,7y,.
27 27 ) dr \2m L nYn

neZ

Finalement apres changement de variable, nous trouvons

A=-2im an,in.

nez

e [ GE) (@)

puisque (45)? + (92)? = 1. La encore en faisant usage de I’identité de Parseval, nous
ds ds

22.3.2. Nous avons

avons 3 5 )

1 dx 477°n

— — | ds = — x|,

L/O <ds> Ze; L2 bl
ot L 2 2.2

1 dy 4mn 5

— — | ds = .

() =

nez
Ainsi L = fOL((‘é—;‘)Z + (%)Z)ds = 47772 Y onez n%(|x,|* + |y.|?) et donc finalement
L? =472 an(|xn|2 + |y ).
nez

Puisque les fonctions x et y sont a valeurs réelles, nous avons X, = x_, ety, = —y,

et ainsi en posant x, = a, +ib, et y, = ¢, +id,, ou cette fois-ci a,, b,, ¢, et d,, sont
réels, nous avons

A = 4r Z n(and, — byc,)
n=1
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et
o0
L? =87 Z n*(a? + b} +c2+d>).
n=1

Formons alors L2 — 47 A :

L* —47A =877 ((nay — dp) + (nby + cx)” + (n° = D(ch +d))) . (%)

n=1
Il s’agit clairement d’une quantité positive et donc L? — 47 A > 0.

22.3.3. Dans le cas ot 4 A = L?, la relation (%) montre que pour |n| > 2,a, =b, =
¢y = d, = 0etpour n?> = 1,d, = na, et c, = —nb,. Ainsi

1 )
x(t) = 740+ i cost + by sint,

1
y(t) = Ebo — by cost +ay sint,

avec t = 2mrs /L.

Il s’agit de la représentation paramétrique d’un cercle. Réciproquement tout cercle
peut étre paramétré de la sorte et par conséquent il y a égalité si et seulement si la
courbe considérée est un cercle.

Commentaires

Ce probleme propose la preuve due a A. Hurwitz en 1902 de I’inégalité isopérimé-
trique pour une courbe fermée de périmétre L et d’aire A : L? > 4mA. La preuve
montre que seuls les cercles satisfont I’égalité. Cette démonstration tres élégante
n’est pas généralisable au probléme classique du calcul des variations qui consiste
a chercher a minimiser une fonctionnelle du type fab F(x,u(x),u’(x))dx sous une
contrainte du type fab G(x,u(x),u’(x))dx = c, (c donné) o I’inconnue est la fonc-
tion x — u(x). Le probleme isopérimétrique qui précede est de ce type, il suffit pour
cela de considérer que la courbe est paramétrée par x sur l'intervalle [a, b] et alors
F=vV1+u?x)etG = u.

Dans le cas général ou 'on étudie le probleme : trouver u qui minimise
fab F(x,u(x),u’(x))dx sous la contrainte [ G(x,u(x),u’(x))dx = c (donng),
on montre que si la condition de dégénérescence

d 3G . 0G ,
%(g(x, u(x),u (x))) = E(x, u(x),u’(x))

n’a pas lieu pour la fonction u cherchée alors il existe une constante réelle A telle que

d O(F + AG) I(F + AG)
e ((x,u(0), ' (x)) = ———
dx op Ou

Dans ce qui précede les arguments des fonctions F et G ont été notés (x, u, p).

(E) (o, u(x), u'(x)).
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Dans le cas F = /1 + p?,G = u (qui est le cas qui nous a intéressé dans ce
probléme) nous avons %(g—g) = 0et g—G = 1 de sorte que la condition de dégé-
nérescence ne peut pas avoir lieu et I’équation (E) (appelée classiquement équation
d’Euler) s’écrit :

d u'(x)

& v )
dx \/1+u'%(x)

D’oti (x, u(x)) décrit un arc de cercle. Cette méthode de démonstration ne peut fournir
que des candidats potentiels (condition nécessaire). Il faut ensuite au cas par cas

. . . . 2 e b .
examiner si effectivement la solution trouvée minimise fa Fdx sous la contrainte

fab Gdx = c. Lorsqu’il n’y a pas de contrainte, il suffit de prendre G = 0etc = Oet
alors (E) est remplacée par

d OF , . OF /
%%(x,u(x),u x)) = a(x,u(x%” (x))

qui est I’équation d’Euler sans contrainte. Nous renvoyons au probléme 23 a la page
18 pour une situation ou cette équation d’Euler est utilisée.

A titre d’illustration supplémentaire de la relation (E), considérons le probleme
consistant a chercher la forme que prend un cable inextensible lorsqu’il est suspendu
a ses extrémités. Dans ce cas F = uvV1+u? et G = V1+u'2 On trouve que
ulx) = a+ Bch(% + b) : il s’agit d’une chainette. C’est la forme que prend (en
premiere approximation) un fil électrique entre deux pylones consécutifs (d’ou le
nom caténaire du latin catena, chaine).

Nous avons aussi traité au probleme 1 (de maniere directe) un probleme du calcul
des variations oll F = u® et G = p?, voir les commentaires a ce probleme a la page
61. On pourra consulter sur ces questions (calcul des variations et équations d’Euler)
le volume 1 de I’ouvrage de R. Courant et Hilbert : Methods of mathematical physics
paru chez Wiley.

Corrigé 23

23.3.1. La longueur approximative de la courbe C au voisinage de 1’abscise x est
ds = /1 + y'(x)*dx. Larotation de ce segment élémentaire a la distance y(x) autour

de I’axe engendre donc la surface dA = 2my(x)\/1 + y’(x)*dx et par conséquent
I’aire de la surface recherchée est

/ dA soit277/ YV 1+ y'(x)?dx.

X0 X0

23.3.2. 1l s’agit de minimiser la fonction L(y) = f;;‘ L(y(x),y'(x))dx avec

L(y,p) = y+/1+ p?, fonction C>= sur R?, pour toutes les fonctions y qui véri-
fient y(xo) = yo et y(x1) = yi.
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Donnons nous une fonction z de classe C°° sur [xg, x1] et vérifiant z(xg) = O et
z(x1) = 0. Dans ce cas, pour tout € € R, la fonction y + ez vérifie (y + €z)(x0) = Yo
et (y + ez)(x;) = y; de sorte que si y minimise £(y) sur C alors L(y + £z) = L(y)
pour tout € € R : & = 0 est le minimum sur R de la fonction & — L(y + &z2).

Compte tenu du fait que la fonction L est C*°, le théoréme de dérivabilité sous le
signe intégrale nous assure que la fonction & +— fx): L(y(x)+ez(x),y'(x)+&z/(x)) dx

est C! (et méme C) sur R et puisque cette fonction atteint son minimum en & = 0,
sa dérivée en ce point est nulle.

Calculons
X1

d
— L(y+ez,y +&z/)(x)dx
de J,,

* L L
= / 8—(y+8z,y/+ez’)z+ a—(y,sz,y'+sz/)z’ (x)dx .
X0 ay ap

Ainsi pour tout z avec z(xg) = O et z(x;) = 0,
A oL oL
/ [z(x)a—(y(x), Y (0) + 2 () 5= (y(x), y’(X))] dx =0.
%o y op

Mais par intégration par parties (utiliser que z(xg) = O et z(x1) = 0),

oL d

X ) B X1 L /
/xo 8_y(y(x)7y (X))Z(x)dx = \/XO E [@()’(X),y (x)):| Z(X)dx

de sorte que pour tout z avec z(xg) = 0, z(x;) = 0,
/ 6(x)z(x)dx =0,
X0
o OL d OL
8(x) = = (), ¥'(0)) = == 2= ((x), y'(x)).
dy dx Op
S’il existe { € Jxo,x([ tel que 6({) # O, par continuité, Ja > 0 tel que
1£ — a,¢ + alClxg, xi[ et [8(x)] = 280 > 0 pour x € 1¢ — @, ¢ +al.

Prenons alors z = O pour x &€ 1{ — a,{ + af et z(x) = exp m sinon. La
fonction z est de classe C*° sur R et

{+a
/ O0(x)z(x)dx

—a

{+a
Zalo) | z(x)dx ,
{—x

0=

/ 1 o(x)z(x)dx
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ce qui devrait entrainer que z est nulle en x = ¢ : absurde. Nous en déduisons que &
est nulle sur [xg, x1]. C’est-a-dire que y vérifie I’équation différentielle :

d OL , L ,
E%(y(x}y (x) = a(y(x),y (x)). (E)

Dans le cas présent nous avons

OL OL
S R

ap V 1+ p? dy

de sorte que (E) s’écrit

d y(x)y'(x)
= 2 = T+ y (%)
dx /Ty +y'(x)

Lorsque 1’on développe cette équation, il vient yy” = 1 + y,2 que I’on peut aussi
o 29y 2y NPT d "2y . d 2
€erire - = 5~ € est-a-dire -7-Log(1+y “) = —--Log y~.

Ainsi y(x) = av/1+y2(x) qui s’integre immédiatement pour donner y(x) =
a ch % Les constantes « et 8 s’obtiennent alors en écrivant le systéme

X0 — B X1 —p _

a ch =ypetach

i (*)

La courbe recherchée est une chainette.
Commentaires

Pour commencer, revenons a I’équation d’Euler (E) que vérifie la fonction x — y(x).
Nous avons le résultat général suivant qui permet d’intégrer cette équation différen-
tielle non linéaire du premier ordre par quadrature.

Proposition. Une fonction deux fois dérivable, y, est solution de (E), ci-dessus, dans
un intervalle si et seulement si la fonction x +— y’(x)%(y(x), y'(x))— L(y(x), y'(x))

est constante.

La preuve de ce résultat est immédiate une fois que 1’on observe que :

d

oL
TIx Y () 7= (y(x), y'(x)) — L(y(x), y'(x))} =
x op

d OL oL
=y'(x) <E %(y(m y'(x) = a—y(y(XL y’(X))) :
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Ainsi lorsque y est solution de (E) nous savons qu’il existe ¢ € R tel que :
/! 8L / /!
y (X)%(y(X), y(x) = Ly(x), y'(x)) =c. ()
C’est-a-dire que y vérifie une équation différentielle implicite du premier ordre :
OL
Py, )= Ly, p)=c.
p

Désignons alors par p = ¢(y, ¢) une (des) branche(s) de solution(s) de cette équation,
nous obtenons les solutions de (E) par quadrature :

y(x) dé
x_/yo e, 0)’

Si nous revenons au cas étudié dans ce probleme, L(y, p) = y+/1+ p?, I'équa-
tion (*) s’écrit y(x) —c dont les solutions sont bien celle trouvées au

V 1+’ (x)?

numéro 23.3.2.

Notons que nous avons raisonné par condition nécessaire : si une courbe donnée par
le graphe de la fonction x — y(x) est telle que sa révolution autour de I’axe des x
dans R? conduise 2 une surface minimale, alors il s’agit d’une chainette. Par contre
cela ne montre pas que le probleme d’existence d’un minimum possede une solution
comme nous I’avons expliqué dans une situation similaire au numéro 1.3.2. page
58. Cela provient du manque de compacité des ensembles fermés et bornés dans les
espaces de dimension infinie, voir a ce propos le numéro 1.3.6. page 61. Dans le cas
présent, pour effectivement construire la chafnette y(x) = a ch*—=, il faut trouver
et B solutions de I’équation (*) a la page 124. On vérifie que cela n’est possible que
siyr 2 yo ch(’”y;oxo) . Ainsi lorsque cette condition n’est pas vérifiée, le probleéme de
minimisation considéré ne possede pas de solution.

Par ailleurs, pour déterminer ces solutions, nous avons utilisé que leur caractere
minimal entrainait que la dérivée de la fonction € — L(y + €z) en ¢ = 0 était nulle.
Lorsque cette fonction est deux fois dérivable (ce qui est le cas ici car L(-,-) est
C*°), nous savons que la dérivée seconde de la fonction € — L(y + &z) en e = 0 est
positive. En procédant comme pour la dérivée premiere, pour tout z avec z(xp) = 0
et z(x;) = 0, nous obtenons que cette dérivée seconde vaut :

0L O*L O*L
2 / 2 / / 2 / —_ )
/xo [z —ayz(y,y)+ 2z 8pay(y,y)+z —apz(y,y)} (x)dx =0 (k)

Donnons nous alors un point arbitraire & €]xg , x1[ et pour 6 > 0 assez petit, choisis-
sons la fonction z nulle en dehors de 1€ — &, &€ + 8[ et valant v/8(1 — @) dans cet
intervalle. Etant donné que

£+6 46 £+6
/ z(x)*dx = 8%, / Z(®)z(x)dx =8, et / Z(x)dx =2,
3 3 ¢

-6 —6 —6



126 3 - Solutions détaillées et méthodes

on montre aisément, en passant a la limite § — 0, que la condition (**) entraine que

2

oL ,
G700y @) > 0.

Cette condition porte le nom de condition de Legendre dans le contexte du calcul
.. . o 2 8*L - )

des variations. Dans le cas présent, L(y, p) = y+/1+ p? et alors T Gy
de sorte que la condition de Legendre est vérifiée pour toute fonction y a valeurs

positives ou nulles.

Corrigé 24

24.3.1. Soit D F(u) la différentielle de 1’application F au point u. Puisque F est de
classe C!, I’application de R" dans L(R",R) : u — D F(u) est continue. Nous avons,
par définition de la différentielle,

F(u+h) = F(u)+ DF(u).h + o(||h])),

quels que soient u et & dans R". Ainsi

F(u+ev)— F(v)
€

= DF(u).v +o(1),

par conséquent pour tous u et v € R”, la limite lim,_,o ZW=L0) exjste et vaut

DF(u).v. Soit alors F'(u) le vecteur de R” ayant pour composanetes (DFu).ej)i<i<n
oue = (0,...,0,1,0...,0) est le itme vecteur de la base canonique. Nous avons la
relation (1) c’est-a-dire que

F'(u) = Z(DF(u).ei)ei.
i=l1

L application u — F’(u) est alors continue puisque 1’application u — D F(u) I’est.
Par ailleurs, I’application de R dans R, ¢ — F(u +t(v — u)), pour u et v fixés dans
R”, est de classe C' et par la régle de dérivation des fonctions composées
d /
EF(M +t(v—u)=(F'(u+t(v—u)),v—u).

Ainsi par intégration par rapport a ¢ entre O et 1 il vient :

1 1
F(v)—F(u):/ iF(u+l‘(v—u))ch‘:/(F’(u+l‘(v—u),v—u)dt,
o drt 0

qui est la formule (2).
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24.3.2. Commengons par calculer F’(u). Nous avons :
€ € &
Fu+ev)= F(u)+ E(Au, V) + E(u, Av) + ?(Av, v) — &(b, v).

Par conséquent

(F'(u),v) = %(Au, v) + %(u, Av) — (b, v)

ou encore (F'(u),v) = ((#)u — b,v), ou’A désigne la transposée de la matrice
A. Nous avons donc (la relation précédente ayant lieu quels que soient u et v dans

RY): F'(u) = (#)u — b. La relation (4) a donc toujours lieu avec M = ||%H
Désignons par S la matrice symétrique # etsoient A; < Ay < ... < A, sesn
valeurs propres (forcément réelles). Si A; < 0 alors pour w; tel que ||w;|| = 1 et

Sw; = Ajw; nous aurons (F'(w;) — F'(0), w;) = (Swy, w;) = Ay. Si (3) avait lieu,
on aurait 0 > A; > a ce qui est absurde donc pour que (3) ait lieu, il est nécessaire
que A; > 0.

Supposons donc que A; > 0, puisque la matrice S est symétrique, il existe une base
orthonormée de R" formée de vecteurs propres pour S : (w;)1<i<n avec Sw; = A;w;.
Nous aurons alors, en calculant le produit scalaire
(F'(u) — F'(v),u — v) dans cette base :

(F'() = F'(v),u —v) =Y (F'(u) = F'(v), w)u — v,w;),
i=1

n
= Nl — v, w)’,
i=1

n
2
>0 v, w),
i=1

= Aifu —vf|?
et donc (3) a lieu avec a = A;.

La condition cherchée est donc A; > 0. Elle est équivalente au fait que la matrice S
(= %) soit définie positive (le vérifier). Mais (Sv, v) = (Av, v) et donc la condition
nécessaire et suffisante recherchée est tout simplement :

YveR" v+#0= (Av,v) > 0.

24.3.3. La fonction ¢ est de classe C' en tant que somme de fonctions de classe C' et
sa dérivée vaut (avec w(f) = v + (1 — Q)u)

¢'(6) = (F'(w(8)),v — u) — ab||v — ul|* + F(u) — F(v).
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w(+7)—w(h) ) .

Pour 7 > 0 nous avons alors (on remarque que v — u = -

P O+7)—¢'(0) = (F'(wO+71) — F'(w®),v —u) —ar|lv — qu

= %(F’(w(@ +7)— F'(0),w(d+ 1) — w(®))
2

wa+ry—ww)
—aT

-
> (en utilisant (3))
_ 2 _ 2
> a||lw(@ + 1) — w(B)|| _aTHw(6+7) w(6) o
T T

Ainsi la fonction ¢’ est croissante et alors ¢ est une fonction convexe sur [0, 1].
Puisque ¢(0) = 0 et ¢(1) = 0 et qu’une fonction convexe est toujours sous sa corde,
pour tout 8 € [0, 1], ¢(f) < 0; ce qui est exactement (6).

24.3.4. Toujours avec w(t) = tv + (1 — t)u, nous avons grace a (3) et pour tout r > 0,
1
(F'(w(t)) — F'(u),v —u) = ;(F’(w(t)) — F(u), w() — u),

(F'(w(t)) — F'(u),v — u) > at||v — ul|*.

Mais cette derniere inégalité est vraie pour ¢t = 0 et il est donc possible de 1’intégrer
par rapport a ¢ € [0, 1]. Compte tenu de (2), il vient alors

1
ﬂm—mewﬁw%Wﬂn>mw—MF/zm
0

qui produit (7).

24.3.5. Supposons que u et v soient solutions de (8) :

F(u) = F(v) = mingcy F(£). Puisque U est convexe w =
donc par (6) avec 6§ = %, il vient

u+v

5+ appartient a U et

u+v o 5 .
F(*57) + gl —ulP < min F&)

Mais ¥ € U = F(*4%) > mingey F(§) etdonc a||v — u||* <0 d’ou v = u.

24.3.6. Supposons que (u™),,cn ait pour limite u. Puisque U est fermé, u € U et
puisque F est continue, lim,, ., F(u™) = F(u). Ainsi u € U vérifie

F(u) = inf,cy F(v). Par conséquent u est solution de (8).

24.3.7. Observons tout d’abord que inf,cy F(v) € R. En effet soit ug € U (qui est
non vide), prenons u = ug dans (7), il vient

F(v) > F(uo) + (F'(0),v — uo) + %I!v — up|l?,
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et puisque || F'(uo)||.||v — uo|| < &||v — uo||* + 2||F'(uo)||* ainsi que (inégalité de
Cauchy-Schwarz) |(F’(0), v)| < ||F’(0)||.||v]|, nous obtenons que

a 2 o
Yv e U, F(v) > F(uo)—EHv—uon—E!|F'(uo)|]2+5|]v—uo|]2

2
= F(up) — EHF/(MO)HZ

et donc inf,cy F(v) > —oo. Bien évidement inf,cy F(v) < F(up) et donc
inf,cy F(v) < +00.

Pour chaque m € N; il existe u™ € R" qui soit tel que
inf Flv) < F™) <27 + inf F(v)
velU velU

par définition de I’infimum. Il alors clair que lim,, ., F(#™) = inf,cy F(v). Nous
avons construit une suite minimisante.

24.3.8. Prenons v = u™ et u = uq dans (7), il vient
e
S " = ol[* + (F'(uo), u™ = o) < Fu™) = Fluy).

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
|(F' (o), u™ — uo)| < [|F'(uo)||.|[u™ — uoll,

|F' (o)l I*
3

et puisque || F'(uo)||-|[u™ — uo|| < §|[u™ — uol|* + , il vient

/ 2
(1) %Hu’” — ul)* < F(u’”)—F(uo)+M~

Le membre de droite de cette inégalité est majoré indépendamment de m car
F(u™) converge vers inf,cy F(v) qui est fini. Il en résulte que la suite (u™),,cn est
bornée.

24.3.9. D’apres la question 24.1.7 nous savons qu’il existe au moins une suite mini-
misante. D’apres la question 24.1.8 nous savons qu’elle est bornée. Nous pouvons
donc en extraire une sous-suite convergente. Notons (#™),,c cette sous-suite. En tant
que suite extraite d’une suite minimisante elle est elle aussi minimisante. D’apres la
question 24.1.6, sa limite est donc solution de (8).

24.3.10. Nous venons de voir que de toute suite minimisante nous pouvons extraire
une sous-suite dont la limite est solution de (8). Mais d’apres la question 24.1.5, il y
a au plus une solution de (8) donc toutes les suites extraites convergentes convergent
vers la méme limite. Il en résulte alors classiquement que la suite est convergente vers
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cette limite. Prouvons le rapidement. Soit « la limite d’une suite extraite convergente.
En niant la convergence de la suite minimisante (#™),,cn Vers u, nous avons :

Jeo >0, VneN, Jom);||[u™ —u|| > e,

avec ¢ application strictement croissante. La suite (u?™),cn est bornée, il est donc
possible d’en extraire une sous-suite convergente vers v € U qui sera en fait i) mini-
misante et ii) extraite de (u™),cn. D’une part ||v —u|| > &y > 0 et d’autre part v = u
car v résout (8) ; ce qui est absurde.

24.3.11. Soit u solution de (8), puisque R” est ouvert nous avons nécessairement

DF(u) = 0etdonc, Vv € R", (F'(u),v) = 0, ce qui entraine que F’(u) = 0.
Réciproquement, soit u tel que F’(u) = 0. D’apres (7) :

F(v) = F(u)+ %||v — u||* > F(u) par conséquent u est solution de (8).

24.3.12. Nous allons montrer que la solution de (8) est caractérisée par u € U et
V) (Flw),v—u)>0, YveU.

En effet si u € U vérifie (V), compte tenu de (7), nous avons bien F(v) > F(u),
Yv € U c’est-a-dire que u résout (8).

Réciproquement, si u est solution de (8), pour tous ¢ € [0,1] et v € U le point
tv+(1 —tu € U etdonc J(tv + (1 — t)u) = J(u). Mais

Jtv+(A —tu)=Ju+t(v —u) = Jw)+t(J' (), v — u) + o).

Si (V) n’avait pas lieu, pour ¢ assez petit, nous aurions donc J(tv + (1 — t)u) < J(u)
ce qui est absurde.

Dans le cas ou U est un espace vectoriel, (V) est équivalent a
(F'(u),w)=0, YweU

car on peut choisir v = u + w et v = u — w. En d’autres termes, la solution de (8)
est caractérisée par F'(u) € U+. Lorsque U = R", UL = {0} et I’on retrouve (10)
comme il se doit.

24.3.13. Fixons un € > 0. Puisque ¢ est convexe, pour tous u,v € R" et 6 € [0, 1],
nous avons
e(v)

L oou+ 1 — o) < 029 & =
& & &

1-9

En additionnant cette inégalité a (6) nous voyons que F, vérifie elle aussi (6). C’est
cette inégalité qui avait permit de montrer a la question 24.1.5 que (8) admettait au
plus une solution. Ainsi (11) admet au plus une solution.

Considérons alors une suite minimisante (4™ ),,cn ; par exemple u™ tel que

inf F,(v) < F.(u™) <27 + inf F.(v).
veER? vER?
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Puisque ¢ > 0, F@™) < F.(u™) et par conséquent, comme a la question 24.1.8,
nous obtenons que (u™),,en est bornée. Soit alors (u?™),, cn une suite extraite
convergente avec pour limite u.. Puisque F et ¢ sont continues,

lim Fs(ul//(m)) = Fs(”a)
m—0oQ
et puisque (Fs(u?™)),,cn est extraite de (Fy(u™))menlim, — oo,
Fo(u™) = inf Fgy(v).
veER”

Il en résulte que F.(4®) = inf,crs F:(v) et par conséquent (12) posseéde une et une
seule solution.

24.3.14. Soit u la solution de (8). Observons que

Pu)

Fu®) < Fu®) + - Fo(u®) < Fo(u) = F(u).

Par conséquent (F(u®)) est majoré par F(u) qui est indépendant de &. Utilisons alors
a nouveau I’inégalité (I) montrée a la question 24.1.8 :

/ 2
&lluf —uol? < F(u®)— Flug)+ 12wl

< Fu) — Flug) + L@l

Nous en déduisons que (#%).~¢ est bornée indépendamment de €.

Soit alors (#®*),cn une suite convergente de limite v et telle que
lim,,_, . &, = 0. Puisque F(u®) < F(u), a la limite (F est continue) nous avons

F() < F(u).
Reste donc a prouver que v € U. Nous avons
0 < ™) < &,(F(u) — Fu®™))
et donc a la limite n — oo,
0< o) <O0.(F(u) — F(v)) =0,

soit ¢(v) = 0 et donc v € U. Mais alors v = u et la suite extraite converge vers u
solution de (8). Ce probléeme possédant une unique solution, comme nous 1’avons déja
observé, ceci entraine que toute la famille («,).~( converge vers u : limg_gu, = u.

24.3.15. 1l suffit de prendre

P
e(v) =Y Max (g(v),0),

i=1
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avec Max (x,0) = %lx‘ Par construction ¢ est bien a valeurs dans R* et si ¢(v) = 0

cest que Vi = 1,...p,gi(v) < 0 c’est-a-dire que v € U. Puisque x — |x|
est continue, la continuité des g; entraine celle de ¢. Il reste donc a vérifier que
v — Max (g(v),0) est une fonction convexe lorsque g I’est. Puisque la fonction
x — Max (x, 0) est croissante, il résulte de

g(0u + (1 +0)v) < Og(u) + (1 — 0)g(v)
que
Max (g(fu + (1 — 0)v,0) < Max (0g(u) + (1 — 0)g(v),0).

Mais grace a I’inégalité triangulaire :
0g(u) + (1 — O)g()| < O[gw)| + (1 — O)|g(v)],

de sorte qu’en additionnant 8g(u) + (1 — 0)g(v) au deux membres de cette inégalité,
il vient

Max (6g(u) + (1 — 6)g(v),0) < OMax (g(u),0) + (1 — §)Max (g(v),0)

prouvant finalement que v — Max (g(v), 0) est une fonction convexe.
24.3.16. Si v* n’est pas solution de (8) alors F’(vF) # 0. Ecrivons alors (7) avec
u=vketv =0k - pF'(v%):

2
F' = pF'0) 2 F0') = pll 'Y + -l F b P

Ainsi
lim F@* — pF' (V%)) = +o00
lp|—+00
et par conséquent la fonction p — F(v*—pF’(v*)) atteint son minimum : le probléme
(14) posseéde une solution. Cette assertion résulte du résultat général suivant.

Lemme. Soit f : R — R continue et telle que lim||_, f(x) = +00 (on dit aussi
que f estinfinie a linfini). Alors f atteint sa borne inférieure.

Preuve du Lemme. L'ensemble K = {x € R, f(x) < f(0)} est un compact de
R. En effet il est fermé par continuité de f et borné puisque lim| |, f(x) = +0o0.
Soit alors xg € K tel que f(xp) = min,cg f(x) (un tel xy existe puisque toute
fonction continue sur un compact atteint son minimum). Il est alors clair que
Vx € R, f(x) > f(xo). Eneffet si x € K alors f(x) > f(xo) alors que si x ¢ K,
f(x) > f(0) > f(xp) la derniere inégalité ayant lieu puisque 0 € K. Ceci acheve la
preuve du Lemme.

Afin de montrer qu’il existe une seule solution de (14), nous supposons qu’il en
existe deux, mettons s et r et utilisons (6) avec § = 1, u = v*¥ —sF/(vF) etv =
vk — r F'(v%). 11 vient
r+s

F* —
(v >

F'(")) + %(r — $)’||F'(wp)l* < inf F* — pF'(v")).



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

3 - Solutions détaillées et méthodes 133

Puisque F(vf — %F’(vk)) > inf,eg F(vF — pF’(v*)), nous obtenons (r — s)* < 0
etdoncr =s.

24.3.17. Si v* est solution de (8) nous avons F’(v¥) = 0 ce qui fait que
(F'(**h, F'(v%)) = 0. Si v* n’est pas solution de (8), (14) posséde une solu-
tion et puisque la fonction p — F(v* — pF'(v¥)) est de classe C', sa dérivée s’annule
en p; point ou elle atteint son minimum. Mais

dipmk _ b)) = (F'0 — pF'(h)), F'h))

et donc (F'(v**!), F'(v%)) = 0.
24.3.18. Utilisons donc (7) avec v = v* et u = v**! = v* — p; F/(v%). 11 vient compte
tenu de la question précédente que

F(Uk) 2 F(vk+1) + %Hvk _ Uk+1||2.

24.3.19. S’il existe ko tel que F’(v¥0) = 0 alors v¥ = v¥o, Vk > ky et la suite (v¥)ren
converge vers v*0 qui est la solution de (8) d’apreés la question 24.1.11.

Sinon, Vk € N, F(v*) # 0 et oM = vk — p, F'(v%) ol p; résout (14). Ainsi
F**1) < F(v¥) et la suite (F(v5))ren est décroissante.

Puisque F(v¥) > F(u) ot u résout (8), la suite (F(v¥))ycny converge vers une limite
finie. Il résulte alors de (15) que lim; o ||v**! — v¥|| = 0. Nous avons déja observé
que compte tenu de (7), le fait que (F(v¥))ien soit bornée, entraine que (v¥) ey est
bornée. Puisque I’application F’ est continue, elle est uniformément continue sur tout
compact et par conséquent

()ien bornée et lim [[f*! — k|| =0 = lim ||F'(**") — F/(v")|| = 0.
k—o00 k—+00

Or (F'(vM1), F'(v%)) = 0 fait que
[F'H[P = (F'N, F'(0%) — F'(o**h)
< IFOHILIF@H = Fosh)|

et par conséquent
IF' @O < |[F'@"D = F'@hll.

1l en résulte finalement que lim_ o, || F'(v%)|| = 0.
Ecrivons alors (3) avec v = v* et u solution de (8) (et donc F'(u) = 0), il vient

a|vf —ul]? < (F'0),u —v*) < ||[F'@H|||v* — ul]

N F' (o S
d’ou |[v* —u|| < H‘(Iiv)” et ainsi lim; _ oo vF = u.
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24.3.20. Dans ce cas F'(v) = Av — b et
W= o — o (Avk — b)
ol py est tel que (F/(v**1), F/(vF)) = 0 soit
pi(A(AV* — b), AV — b) = ||Av* — b |*.

Si v¥ est tel que Av¥ — b = 0 alors il résout le probléme (8), sinon lorsque la matrice
A est définie positive, (A(Av* — b), AvF —b) £ Oet

_ ||Av* — b[]?
PE= CACAVE — b), AvF — b)’

Nous disposons ainsi d’un algorithme pour résoudre le systeme linéaire
Av =b. )

Introduisons le vecteur r = Av — b qui est le résidu. Le but est de générer une suite
(v*)ren qui converge vers la solution de (5). Cet algorithme s’écrit donc comme suit.

i) Initialisation. Prendre v° et calculer r® = Av® — b. Si r® = 0 alors stop : v° est
solution de (5) ; sinon passer a 1’étape (ii).

ii) Calculer v¥*' = vk — py Ark avec
k|2
ol
(ArF, rF)
Calculer r**! = Av¥*! — b, Si r¥*! = 0 alors stop : v**! est solution de (S); sinon

faire k <+ k + 1 et repasser a I’étape (ii).

Commentaires

L’objet de ce probleme est I’étude du probléme de minimisation d’une fonction, F' a-
convexe (propriété (6) du numéro 24.1.3. page 19) et uniformément lipschitzienne sur
R". Ce type de probléme se rencontre souvent en pratique (recherche opérationnelle,
contrdle optimal, physique et chimie des milieux continus, biologie moléculaire,. . .)
et une situation courante est le cas ou F est quadratique comme au (5) du numéro
24.1.2: F(v) = %(Av, v) — (b, v). Dans le cas ou A est symétrique, définie positive,
le minimum de F sur R” est la solution u de

Au=b, (1

et nous avons déja mentionné (au numéro 12.3.4. page 97) qu’il ne s’agit pas d’un
probléme facile.
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En effet, ce qui fait la difficulté du probleme

trouver u € U tel que

2
F(u) = minyey F(v),

lorsque F : R" — R est a-convexe et U est un convexe fermé non vide de R”,
c’est que n (le nombre d’inconnues) peut étre tres grand (de plusieurs centaines a un
million dans certains problémes pratiques).

Ainsi la résolution de (2) est toujours algorithmique, c’est-a-dire que 1’on cherche
a approcher sa solution par un processus itératif.

Dans le cas dit « sans contraintes » i.e. lorsque U = R", un algorithme est proposé
au numéro 24.1.16 page 20. Il porte le nom d’algorithme de descente a pas optimal
et consiste a chercher, une fois que v* kiéme approximation est connue,  chercher a
minimiser F sur la droite passant par v et de vecteur directeur F'(v*) (le gradient de
F au point v*). L’interprétation de cette méthode est bien connue des marcheurs en
montagne : pour atteindre le bas de la vallée il faut descendre le long de la ligne de la
plus grande pente.

Dans la pratique, i.e. pour les calculs sur ordinateur, on préfére une variante de
cet algorithme qui porte le nom d’algorithme du gradient conjugué. Nous allons le
présenter dans le cas d’une fonctionnelle quadratique :

1
F(v) = Z(Av,v) = (b, v) 3)

ol A est une matrice symétrique définie positive.

L’idée de base consiste, une fois la kitme approximation v* construite, 2 minimiser

F sur Iespace affine passant par v* et dirigé par 1’espace vectoriel de dimension
inférieure 4 k + 1 engendré par les vecteurs F'(v?), ..., F’(v*). Sans nous préoccuper
pour I’instant de I’efficacité d’un tel algorithme, nous voyons que pour k = n, si les
vecteurs F'(vY),..., F’(v"~") sont indépendants, v" sera la solution exacte de (1).
Ainsi I’algorithme du gradient conjugué n’est pas un algorithme itératif : il converge
en un nombre fini d’étape. Toutefois lorsque n est grand on se contente toujours de
quelques itérations et donc d’une solution approchée.

Revenons maintenant a I’effectivité de cet algorithme.
Ecrivons I’algorithme tel qu’il a été proposé par Hestense et Stieffel en 1952.
e Initialisation. Partir de v° et poser d° = F’(v°)(= Av° — b).
— Sid® = 0 alors stop et v° est 1a solution de (1) et (2).
- Sid® # 0, poser 10 = % et définir v' = v° — r°4° puis aller au pas
courant.

e Itération courante. On dispose donc de v',... v*= 1 v¥ 4!, ... d*Taveck > 1
et F'(v)) #£0,...,F'(F=1 #£0.
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— Si F/(v¥) = 0 alors stop et v¥ est la solution de (1) et (2).
— Si F'(v%) # 0, poser

F/(vk)HZ

d = Floof) + | g5

(") [F/ (e )| 2 1

v (F'09,dY) 0
“aday v T

puis refaire I’itération courante.

On vérifie alors qu’effectivement v* est le minimum de F sur ’espace affine pas-
sant par v ! et engendré par les vecteurs F’(v°), ..., F'(v*~') qui en fait sont non
nuls (si on est arrivé a I’étape k) et deux a deux orthogonnaux dans R”.

Finalement illustrons cet algorithme dans un cas, sans intérét pratique, mais qui a
le mérite d’expliquer son appellation et son comportement. On se place dans le cas
n =2 eton prend F(vy,v2) = 3(v +ev3) ou 0 < e < 1 est I'exentricité de Iellipse
F(vi,v) = k,k > 0. La solution de (1) ou (2) est bien évidemment (0, 0) et étant

donné v°, avec v9v) # 0, I’algorithme du gradient a pas optimal fournit la suite :
S e*(e — Dvf(vy)? w1 (L= eui})?
bl —

kel - 2T LT
(V)2 +e35)? (V)2 + €3 (v5)?
qui converge vers z€ro sans jamais 1’atteindre.

D’apres ce qui précede 1’algorithme du gradient conjugué converge en 2 étapes (au
plus). Partons donc de v° arbitraire, v' est alors construit par 1’algorithme du gradient
A pas optimal si v° £ 0 :

o e*(e — DHu)(v9)?
| =
() +e3w3)?

(1 — e

1
V) = .
(v)) + €3(v3)?

A moins que v)v) = 0, F’(v') # 0 et il faut encore faire un pas. Nous savons
que v est la solution donc v> = 0. Ce qui nous intéresse est donc de comprendre
A quoi correspond la direction de descente d' qui est différente du gradient F'(v').
Un calcul élémentaire montre que d' vérifie (Ad',d") = 0, c’est-a-dire que d' est
orthogonal a d° pour la forme quadratique de matrice A. En géométrie des coniques
cela correspond 2 la direction conjugué de la direction d°.

Pour plus d’éléments concernant le domaine de 1’optimisation numérique nous
renvoyons au livre de J.F. Bonnans, J.C. Gilbert, C. Lemaréchal et C. Sagatizabal :
Optimisation Numérique, aspects théoriques et pratiques paru chez Springer. Ceux
qui souhaitent disposer de programmes peuvent se reporter a I’ouvrage du W.H. Press
et al : Numerical recipes, the art of scientific computing, paru Cambridge University
Press qui existe en FORTRAN, Pascal et C. Ce dernier ouvrage couvre un champ bien
plus large que I’optimisation bien évidemment. Il est aussi possible de télécharger de
nombreux programmes sur le Web.
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Corrigé 25

25.3.1. Puisque f est continue, la fonction s — ¢@(f(s), s) est continue et par consé-
quent ¢ — fot o(f(s),s)ds est de classe C' et %(Tf)(t) = o(f(2),1).

Soit alors f € E, ; solution de (P), nous avons f € Clet

d
S THw = @) = e(f(),1)

et donc f est solution de (Q). Réciproquement si f est solution de (Q), alors par
intégration
t
10 - f@ = [ otre).)s
or f(a)=mdou7 f = f : f estsolution de (P).
25.3.2. Nous avons

(T —m| = |[ e(f(s),s)ds

< Mlt—al <MS<r,

Par conséquent 7 envoie £ dans lui méme.

25.3.3. 1l s’agit de montrer que
| fu(t) —m| < rpourt € [a,a+ 8]

Procédons par récurrence sur k en montrant cette inégalité pour

t €la+ kzl,a + S[. Pour k = 0, f,(t) = m sur [a — %,a[ et donc nous avons bien
| fu(t) — m| < r. Supposons que cette inégalité a lieu pour ¢ € [a + 1‘%1, a+ %[, alors
pourt € [a + %,a + kel

n

) —m| = | [ o(s, fuls — L)ds

< M|t —a|l <M&<r.

25.3.4. Ecrivons

e 1 1
| fa(t) = fu(@)] < / lp(fu(s — 2 0:8) = @(fuls — ;),S)\ds.

3

Par conséquent | /(1) — fu(t2)| < 2M |t — 12].

25.3.5. Admettons pour I'instant qu’il existe ¥ : N — N strictement croissante
et telle que (fy,,) converge uniformément vers f sur [a,a + 0] (il en résulte aussi
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que f est continue). Puisque cette convergence est uniforme la suite de fonction
gn &) = (fy,,)&— ﬁ) converge uniformément vers f aussi sur [a, a + 6]. Mais

(fpu))®) =m +/ @(gn(s), s)ds ()

et puisque la suite de fonction s — ¢(g,(s),s) converge uniformément vers
s — @(f(s),s) (¢ est continue) nous obtenons a la limite dans (x) f(t) =
m + fat o(f(s),s)ds c’est-a-dire que f résout (P) et donc (Q).

Il nous reste donc a démontrer le résultat suivant, qui est une forme ad hoc du
Théoréme d’ Ascoli.

Lemme. Soit (f,) une suite de fonctions d’'un compact [a,b] dans R vérifiant
M, M, € RVn € NV, € [a,b],|fu(t) — fu()] < Mi|ti — 1|,V €
[a,bl, | fu(t)] < M, Alors il existe y : N — N strictement croissante et
f :la,b] — Rtelle que ( fy,,) converge uniformément vers f sur [a, b].

Démonstration. Indexons I’ensemble des points rationnels de I’intervalle [a, b] par
N :[a,b] N Q = {r,,m € N}. La suite (f,(ro))nen étant bornée, nous pouvons en
extraire une sous-suite o : N — N telle que (fy,, (r0)) soit convergente. Ensuite on
construit ¢y en considérant (fy, (r1))nen (f(y ou)m)(r1)) est convergente etc... Nous
avons ¢ telle que (f(y op,o0...0)m)(Tr)) soit convergente. Définissons alors ¢(n) =
(Yo o...0,)(n) la suite diagonale. I est aisé de voir que ¢ est strictement croissante
et que Vk € N(fy(m)(rx)) est convergente. On note (ry) sa limite. Puisque | S (i) —
fuw k)| < M|ry — 1| nous obtenons a la limite n — oo que Vk € N, |I(ry) —
I(r)| < My|ry — ri|. Ainsi application I : [a,b] N Q@ — R est uniformément
continue nous pouvons donc la prolonger a [a, b] en une application f continue sur
[a,b] telle que | f(t;) — f(t2)] < Mi|ty — 12| pour tous t1, 1, € [a,b].

Montrons maintenant que ( fy,, ) converge uniformément vers f sur [a, b].

Donnons nous € > 0 arbitraire. L’intervalle [a, b] étant compact, nous pouvons

extraire du recouvrement [a, b] C UZy]ri — 5, ri + 5[ un sous-recouvrement fini :
€ €
P
[aa b] C Up:O]rkp - E)rkp + E[

Soit alors ¢ € [a, b], il existe p tel que |ry, — | < § et alors

|fn(t) - f(t)‘ g ‘fn([) - fn(’”k,,)’ + ‘fn(rk,,) - f(rk,,)’ + ‘f(rkp) - f(l)‘,

&
+2M15

< 2M1§ | fulr,) — [0,

= 2Mie+|fu(r,) — f(ri,)|-
Soit alors N = N(¢g) tel que

Vpe {la-"aP}a Vn >N7|fl//(n)(rkp)_f(rkp)

<M18
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(un tel N existe car P est fini). Nous avons | Jow (@ — (t)] < 3M;e pour tout
t € [a,b] et pour tout n > N : la suite (fy,,) converge umformement vers f sur
[a, b]. Le lemme est démontré. |

Afin d’appliquer ce lemme il reste a vérifier que pour
fut) =m + f o(fu(s — 1), 5)ds nous avons | f,(t)] < My, Vn,Vt € [a,a +8].
Mais | f,,(t)| < |m|+ M& = M, convient.

Commentaires

L’objet de ce probleme était de montrer le théoréme de Peano qui est I’analogue du
théoréme de Cauchy-Lipschitz lorsque le second membre de I’équation différentielle

dy
E)y —= ,t
(E) —- =D
est donné par une fonction ¢ continue par rapport a y et ¢. Ceci affaibli les hypotheses
du théoreme de Cauchy-Lipschitz qui imposent aussi que, pour ¢ fixé, I’application
o(., t) soit lipschitzienne.

Ainsi pour (ty, yo) € la,b[xR donnés, nous avons montré qu’il existe une solu-
tion locale de (E), pour ¢ proche de fy, vérifiant y(ty) = yo. Toutefois il n’y a pas
unicité de la solution comme le montre I’exemple suivant. Prenons ¢(y,t) = \/m ;
on vérifie directement que les deux applications y; et y, définies par y;(f) = O et
y2(t) = |t|t /4 sont dérivables sur R et solutions de (E) avec valeurs en r = 0 égales :
¥1(0) = y(0) = 0. Cela n’est bien sir pas surprenant dans la mesure ol ¢ n’est
pas localement lipschitzienne en y = 0. Dans cet exemple nous avons donc montré
qu’il pouvait y avoir deux solutions, en fait la multiplicité est bien plus importante et
I’ensemble des solutions de (E) vérifiant y(0) = 0 comprend un continuum (i.e. un
ensemble homéomorphe a R) de solutions comme on le montre maintenant. Soient
a < 0 < B deux nombre réels. Notons y, g la fonction :

Ya,p(t) = —(t — a)2/4 pourt < @,y p(t) = Opour a < t < Bety,p(t) =
(t — B)*/4pourt > .

On vérifie aisément que ces fonctions sont solutions de (£) avec y(0) = 0 (et que
ce sont les seules si on autorise & = —oo et/ou B = +00).

Corrigé 26
26.3.1. Ecrivons

dx 8
=Apx+Apy = —
ar 1x 12y = (x »),
dy 8
— =Ayx+A = —— .
o 21X + Ay (x,y)
Puisque H est C?, 6x(‘m) = ( ) et donc nécessairement A;; = —Ajy soit

A1 +A» =0. La cond{tlon trA = 0 est donc nécessaire. Réciproquement si
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trA = 0, on vérifie immédiatement que

1
Ho(x, y) = 5(Anxy + Apy® — Ay x? — Apxy),

convient.

La condition cherchée, trrA = 0, ne dépend pas de la base choisie sur R? pour

expliciter le systeme % = l(u) ou [ € L(R?) car trl, la trace de I’endomorphisme /,

ne dépend pas de la base choisie.

Lorsque tr A = 0, on integre immédiatement le systeéme

OH

— = —Ayx—A
x 21X 22Y
OH
oy = Apx +Apy

y

pour trouver que V(H — Hy) = 0 sur R? et donc que H = Hy + k ol k € R est
arbitraire.

26.3.2. La fonction (x,y) — (%—fy’, —2H) gtant de classe C' sur R, en vertu du
théoreme de Cauchy-Lipschitz, pour tout (xo, o) € R2, il existe une solution de
(E) passant par ce point : Ja > Oet ¢ : ] — a,a[— R? de classe C' telle que
o(t) = (x(1), y(t)) est solution de (E) et ¢(0) = (xo, yo). Rien ne permet d’affirmer a
ce stade que a@ = +00, c’est-a-dire que ¢ puisse étre prolongée & R comme le montre

I’exemple suivant.

On prend H(x,y) = y* — x> et xg = 1, yo = 1. Le systeme différentiel (E) s’écrit

dx dy
— =4y’ 2 =2
dt i *
et on vérifie aisément que
= "
X = — =
a—2p2 7 1—2

pour t < % est la solution maximale de (E) qui vérifie x(0) = 1, y(0) = 1. Cette

solution ne peut étre prolongée en fy) = %

26.3.3. Soit (x(¢), y(¢)) une solution maximale de (E) définie sur un intervalle
1T_. T, o Ty € RetT; < 0 < T.. Nous commengons par calculer pour
t € 1T_,T,[ la quantité %H (x(t), y()). Nous avons d’apres la regle de dérivation
des fonctions composées :

OH dx 8Hd_y

d
EH(x(t),y(t)) = Ox di + Edt.
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Mais compte tenu de (E),

d OHOH OHOH

—HGx@),yt)= ———————=0

7, G0, y(0) = == 3y Dy ox
et donc, avec x(0) = xo, y(0) = yo, H(x(?), y(t)) = H(x¢, y0),Vt € 1T, T;[.
La fonction H est donc constante le long des trajectoires de (E) ou encore chaque
trajectoire de (E) est incluse dans un ensemble de niveau. Ici (x(¢), y(t)) € E¢ ou
C = H(xo, yo)-

Puisque (xg, y9) € E¢ n’est pas vide et d’apres I’hypothese (P), E¢ est borné par
conséquent IM € R, tel que

Ve e T, T.[, x*(t)+ y*(t) < M.

Il en résulte qu’il existe M; € R, pour lequel

dx\* [dy\’
Vi € 1T, T, <d—’;> +<d—f> < M?

(en effet la fonction (x,y) — VH(x,y) étant continue sur R?, I’image de la boule
x2 + y? < M? par cette application est un borné de R?).

Supposons par exemple que 7. < +oo. D apres le critere de Cauchy, x(¢) (respec-
tivement y(¢)) possede alors une limite x; (resp. y;) lorsque ¢t — 7. En effet,

2 dx
—(t)dt
/ll dt()

Dans ces conditions, il est possible de résoudre (E) au voisinage de 7, avec donnée
initiale (x1, y;) et ainsi prolonger (x(¢), y(t)) au-dela de T, ce qui contredit le carac-
tere maximal de la solution. Ainsi nécessairement 7, = +o00. Le cas T— = —oo est
analogue, il suffit par exemple de remarquer que changer f en —t revient a changer H
en —H. La propriété (P) restant valable pour —H, le raisonnement précédent reste
valide.

26.3.4. Montrons que H; vérifie (P). Pour C < 0, E¢ est vide. Pour C > 0, E¢ est
non vide et |x| < V2C,|y| < (4C)'/* quel que soit (x,y) € E¢ : Ec est borné.
Ainsi d’apres la question précédente les solutions maximales de (E') sont définies
sur R.

lx(t) — x(n)| = < Myt — 1.

Par contre H, ne vérifie pas (P) : (0,2k7) € E_; pour tout k € Z. cela n’implique
pas que les solutions maximales de (E2) ne sont pas définies sur R. Dans ce cas (E?)
s’écrit

dx dy

— =sin - =—
dt Yy o

2
(qui est une équation de pendule pesant ‘{% +siny = 0).
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Nous avons

Ea(x2+y2) =xsiny —xy < 2|x||y| < xz+y2

et par conséquent si 7, < oo,
x(1)? + y(t)* < (xg + yg)ezn, vt < T,

et le raisonnement fait a la question précédente se reconduit (pour 7_ on procede
de maniére similaire) : les solutions maximales de (E?) sont définies sur R. Nous
établirons & nouveau ce résultat au probleme 28 car (E?) est un cas particulier du
probléme qui y est considéré (prendre « = 0, a = 0 et L = 0).

Commentaires

Considérons le systeme différentiel sur R*Y, N > 1, donné par

= — i =1,...,N
dt aql(qu)’ l ) ) )
) d OH
qi .
= = ——(p,q), i=1,...,N,
7 8pl_(p q)
ot le point courant de R?" a été noté (p,q) = (p1,..., PN.q1,---qn) et H est une

application réguliere (mettons au moins C?) de R*" dans R. De tels systémes portent
le nom de Hamilton et foisonnent en Physique. Dans ce probléme nous avons étudié
le cas (trés) particulier ot N = 1. Dans le cas général, la fonction H est constante
sur les trajectoires de () :

d
EH(p(t)vq(f)):Z dp; dt ¥ Oq; 0t )

i=1

Intuitivement les trajectoires de (S) ont donc lieu sur des hypersurfaces de R*V :
H(p,q) = H(p(0), q(0)) quoique la géométrie de ces surfaces puisse étre trés com-
plexe (en particulier elles n’ont aucune raison d’€tre bornées).

L’étude des systemes hamiltonien est tres riche (c’est une branche des mathéma-
tiques) et tres active. C’est une des questions qui montre I'unité des mathématiques
puisqu’on y rencontre beaucoup d’analyse, de géométrie différentielle mais aussi
de la théorie des nombres (!). Le lecteur intéressé pourra se reporter a 1’ouvrage
de V. Arnold : Méthodes mathématiques de la mécanique classique, paru aux édi-
tions Mir (Moscou). Nous conseillons aussi 1’article Systéemes dynamiques écrit par
A. Chenciner dans [’Encyclopédia Universalis.

Une famille de systemes hamiltoniens célebres est celle du probléme a n corps.
On considere n particules de masses my, . . ., m, se déplacant dans I’espace physique
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(R?) et soumis aux forces gravitationnelles. Si I’on désigne par x; € R? la position
de la particule i la relation fondamentale de la dynamique s’écrit

d*x; B _8U
dt 2 8xl~

ou U, le potentiel des forces gravitationnelles, vaut

ZH —xJII

(E) mij—s

ol K est une constante positive (K = 6.67.10~!! en unité du systeme international).

Prenons alors p; = m,‘iﬁ' (la quantité de mouvement) et ¢; = x; (la position). Si

nous posons
|| pi||?
H =
> 2 Tar—afl

I’équation (E) prend la forme équivalente (S) (ici N = 3n). Bien entendu H n’est
pas de classe C2, mais 1a c’est une autre histoire. . .

_C]JH

Lorsque n = 2 (probléme a 2 corps) Kepler a résolu ce systeme et montré que les
trajectoires étaient planes et avaient lieu sur des coniques (ellipses ou hyperboles).
Le casn = 3 (etles cas n > 4) n’est pas résolu -il ne le sera jamais - et la dynamique
peut &tre chaotique (et donc imprévisible).

Corrigé 27

27.3.1. Puisque I’application F(x,y) = (y, —g(x)) est de classe C', nous pouvons
appliquer le théoréeme de Cauchy-Lipschitz a (S). Il nous assure que pour tous 7 € R
et (xo, yo) € R?, il existe deux nombres 7_ et T, avec —oo < T_ < to < T, < +00
et une solution maximale de (S) sur ]7_, T, [. Toutefois rien ne permet d’affirmer a
priorique T_ = —oo et T, = +00, comme le montre les deux exemples suivants.

Dans le cas ou g est linéaire i.e. g(x) = wx, w € R, (S) est un systeme linéaire et
donc T_ = —oo et T, = +00 quels que soient fy, xg et yo.

Dans le cas ol g(x) = —2x7, lorsque (xg, yo) = (0,0), T_- = —occetT, = +00
car x(t) = 0, y(t) = 0 est la solution de (S). Mais pour xo = 1, yp = 1, la solution
maximale pour zy = 0 est donnée par les formules x(r) = 1/(1—t) et y(t) = 1/(l—t)2
etdonc T_ = —oo alors que 7, = 1.

27 3.2. Soit (x(1), y(t)) une solution de (S) avec x(ty) = xo, y(t9) = yo. Nous avons
Ty + 2G(X)) = y Y+ g = —g(x)y +gx)y = 0.

Par conséquent 2y + G(x) = 2yo + G(xp) et donc la trajectoire a lieu sur &, avec
c= %yé + G(xp).
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Puisque g(0) = 0 et ¢’(0) = w, pour x petit nous avons en général (c’est-a-dire

lorsque w # 0)

1, +G() 1, N o ,

Y TRWI=S Y L
Ainsi si w > 0, les ensembles &. sont au voisinage de (0, 0) semblables a une famille
ellipses y* + wx?> = 2c. Par contre si w < 0, il s’agit d’hyperboles. Dans le cas
w = 0ets’il existe k > 2 tel que g(0) = 0O pour! < k — 1 et g®(0) = wy # 0 nous
avons un ensemble d’équations proches de y? + (lfﬁk)!xk“ = 2c et il s’agit toujours
selon le signe de wy et la parité de k d’ensembles elliptiques ou hyperboliques.

27.3.3. Cherchons une trajectoire passant par (a,0) a I’instant ¢ = 0. Dans ce cas

%yz +G(x)=Ga)=c

et donc

O N PeTrS)

==
tant que @ < x < b. Soit alors

f(7)

poura < 7 < b.

T dx
/a V2(c — G(x))

Puisque G(x) < c pour x € ]a,b| la fonction sous la racine est bien strictement
positive. Par ailleurs pour x proche de a, G(x) = G(a) + (x — a)g(a) + O(x — a)?
et puisque g(a) # 0, (¢ — G(x)) ~ g(a)(a — x) pour x proche de a. Bien entendu
g(a) < Opuisque G(x) < cpour x € ]a, b[ et’intégrale qui définit f est convergente
en x = a car au voisinage de ce point /2(c — G(x)) ~ +/2|g(a)|(x — a)'/2. Nous
avions 4 = +,/2(c — G(x)) et donc £ f(x(1)) = %* f'(x(t)) = *1. La fonction f
envoie [a, b] sur [0, ] avec [ = fab ﬁ > 0 etlaencore I < oo car g(b) # 0.
Puisque f/ > Osur ]a, b[, f réalise une bijection de [a, b] sur [0, I] et nous désignons
parh = £~ 10,11 — [a,b]. Dans ce cas x(t) = h(1), y(t) = /2(c — G(h(1)) est
solution de (S) pour 0 < ¢t < I. En effet

d
d—’;(r) = 1'(t) 2c — G(h(t) = y(t)

J— 1 J—
- flh@))
et

—2g'(h(®))
V2(c — G(h(1))
Nous avons x(I) = b et y(I) = 0, nous prolongeons alors (x(¢), y(t)) pourt € [1,21]
par x(t) = h(2I —1), y(t) = —/2(c — G(h(2I — t)). On vérifie de méme que fi—f =y

et i% = —g'(x). Ainsi (x, y) construit de la sorte est solution de (S) pour ¢ € [0,2]].

Mais x(21) = h(0) = a et y(2I) = 0 par conséquent la trajectoire part de (a,0) a

W(@t) = —g'(h(t)) = —g'(x(1)).

dy
= 2
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I’instant t = 0 et s’y retrouve pour la premiere fois a + = 2/ : C est une trajectoire
périodique de période T = 21.

27.3.4. Nous avons icia = —¢&,b = é et c = G(—¢) = G(¢). Ainsi la période T
vaut

£ dx ¢ dx
© /—g V2(G(€) — G(x)) o encore  T(4) /0 2(£2 — x2)H(x)

Faisons alors le changement de variable x = ¢ sin 6, il vient

dx = £cos0dO = /% — x2d0

pour 6 € 10, Z[. Ainsi T(¢) = 2v2 fow/z \/%.

27.3.5. Lorsque ¢ croit, les coefficients des puissances de sin# dans H(sin#6)
croissent car H(x) = azs2x?" + - - + (Qps2éX" + - - - ap) et les az, sont positifs. Par
conséquent 7" est une fonction strictement décroissante de £. Lorsque £ — +0o nous
avons 7'(¢) — O car

H(sind) > ayné™ +- -+ ar

fait que
T(é) < V2(azné™ +---a)”".

Lorsque ¢ — 0, nous avons H(sin#) — a,, uniformément pour § € R par consé-

1
quent T(¢) — 7T\/§a2 2= % car o = g'(0) = 2a,. Il en résulte que T (¢) prend

toutes les valeurs entre O et % De plus si 77 € ]0, %[ est fixé, la stricte monotonie
de T fait que pour chaque 77, il existe une et une seule solution du type de celles que
nous avons construites qui a cette période. En fait il est possible de montrer simple-
ment dans ce cas que toutes les solutions périodiques sont (a un décalage en temps
pres) celles que nous avons construites.

Commentaires

Remarquons que (S) est un systeme hamiltonien, i.e. de la forme (E) de I’énoncé 19,
avec H(x,y) = 3y + G(x).

Par rapport au probleme 26, puisque le hamiltonien est moins général (il corres-
pond au mouvement d’une particule de masse 1 dans un champ de forces —g(x)), il
est possible de décrire de maniere presque complete la dynamique.

Le cas physique le plus classique est le pendule pesant, c’est-a-dire lorsque
g(x) = —w?sinx avec w > 0. Il résulte dans ce cas du numéro 27.3.3. que la période
d’oscillation de ce pendule est donnée par la formule (bien connue en physique) :

4 /2
T:/
w
0 \/l—si

do

0
2 Ym . 2
2 !
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ou 6, est 'angle (entre 0 et 7) d’amplitude maximale . Lorsque 6, est petit, on
retrouve bien que 7 = 2;7 + O(62) (i.e. jusqu’a ’ordre un la période ne dépend
pas de I’amplitude). Le numéro 27.3.4. correspondrait a un developpemen‘[ en série
entiere de la fonction sinus & lordre 2n +1 :sinf ~ >} _ (— I or ++1),

On peut aussi vérifier que I’analyse du numéro 27.3.5. se reconduit pour le pendule
pesant : T est une fonction croissante de 1’amplitude 6,,, elle varie entre %’T (pour
0,, = 0) et +c0. De plus pour chaque nombre T € ]— +o0o[, il existe une et une
seule solution (a un décalage en temps pres).

Corrigé 28

2

28.3.1. Nous avons EE(’C +y%) = xy — ax?> — ysinx — ay?. Mais, il existe une

constante K = K (a, «) telle que pour tout (x, y) € R,
‘xy —ax*— ysinx — ayz‘ < K&Z2+y?+1).

Ainsi J
E(l + 2+ ) < KA +x%+y?)

et
d
d—(1+x +y) K(1+x +y)

Considérons alors une solution maximale (x(z), y(¢)) de (S), définie sur I’intervalle
1T_,T,[ avec —oco < T— < T, < +00. Nous voulons prouver que 7+ = +o0. La
premiere inégalité ci-dessus montre que si fy € ]7—, 7, [ alors

14+ x(%) + y2(0) < (14 x(10)° + y(1)P)eK =

to <t < T,.Sinous avions T, < oo alors

L+ x(0)% + y(1)* < (1 +x(to)* + y(19)*)eX T+ = My < 0.

et par conséquent pour ty, 5 € [ty, T4,
[x(t1) — x(22)| + [y(t1) — y(2)| < Clty — 1a,

ou C ne dépend que de My, a, @ et L (on a écrit pour cela z(t;) — z(ty) = ft:z dz (1)t
pour z € {x, y} puis utilisé (S)).

D’apres le critere de Cauchy, les fonctions x(.) et y(.) posseédent donc une limite
lorsque t — T,” : xj et y;. Nous pouvons alors appliquer le théoreme de Cauchy-
Lipschitz a (S) a 'instant ¢+ = T, avec x(7}) = x; et y(T,) = y;, ce qui nous
permet de prolonger (x(¢), y(¢)) t € 17—, T,[ au-dela de T et contredit son caractere
maximal. Nous avons donc T, = +oco. Pour 7T_ nous procédons de méme en utilisant
cette fois-ci I'inégalité £(1+x?+y?) > —K(1+x2+?).
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28.3.2. Dans ce qui précede, nous avons obtenu que

T+x%+ 9% < (1 +x3 +yDe™,
borne qui tend vers +oo lorsque t — +00.

Observons que lorsque a = 0, I’équation (£) possede une intégrale premiere obte-
nue par multiplication par % puis intégration :

d—x&+axd—x+d—xsinx—Ld—x
dt dr? dr  dt e

d (1 (dx)’ + 2.2 L cos =0
ai\2\ar) T2t T o A
Ceci incite a considérer la fonction

1
Vix,y) = §y2+ %xz — Lx —cosx.

Tout d’abord, et ce quel que soit «,
d_  dx dx\?
"V, )= —a =)
dt x, dt) ¢ < >

de sorte que pour a > 0,

dx dx
|% H),—@)| <V 0),—©) | . 1
<X(), dt()> (x() dt()) (D
Par ailleurs, VC € R,
{(x,y) €R* V(x,y)< C} estborné. )
En effet nous avons, 2Lx < %xz + ZTLZ et donc
2 2
y a , a , L
2 z — — - -
Vix,y) 5 + 2x 4x p
soit .2

a 1
1% > —xteoyr—1- =
(x,y) 5ty )
Ainsisi V(x,y) < C,

¢ 2+y2 <C+1+L2
R il
4 2 a?

ce qui prouve (2). Mais alors (1) et (2) entrainent immédiatement que (x(¢), y(¢)) est

borné lorsque ¢t — +00.
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28.3.3. Dans ce qui précede, la borne sur (x(¢), y(¢)) est obtenue par I’'inégalité
a o, 1 5 L? dx
—x(t -yt <1l+—=+V 0), —©) | .
4x()+2y() t ot x()dt()

Elle dépend donc de la donnée initiale. Cela provient du fait que dans le cas
a > 0, nous ne faisons pas usage du terme —a(‘fl—’t‘)z qui force la décroissance de
V(x(t), y(t)). Pour 6 a déterminer, nous introduisons alors la fonction modifiée
Vs(x,y) = V(x,y)+ dxy de sorte que

2 2
%:—a (Z—:) +6<Z—:> — Ox <L+sinx+ax+af1—);>.

Ainsi (Vs = Vs(x, y))

% +(a — 8)y* + adxy + abx* + 8(L + sinx)x = 0. 3)

Ce que nous avons gagné par rapport au cas 6 = 0, c’est qu’au lieu de la forme
quadratique a'y? (qui est certes positive mais dégénérée) nous avons la forme quadra-
tique

(x,y) — (@ — 8)y* + abxy + adx?

qui peut €tre rendue positive (pour 6 > 0 et petit). En effet pour § < 6o = min(g, )

nous avons )
)
(@ — 8)y* + axy +adx’ — Q7 292 =
4 2
3 )
- (Ta —5> y2+a6xy+a?x2 > (car é < %)2

o o
%yz +adxy + %xz = %(y +6x)* + E(a —ad)x? > 0.

Ainsi pour ce choix de &,
(a — 8)y* + adxy +abx® > e + —x-.

Revenons alors a (3) que nous réécrivons

dVs
% v ws=0 4
7 tWs “4)

avec Ws = (a — 8)y? + adxy + adx? + 8(L + sin x)x.
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Nous avons
ax?

o yZ Vs(x,y) + M, )

pour 6 < 81 = min(dp, 5~ ) En effet

2 2 2 2
y? y©  ax
V, —= Loy >
s Y) = = oY) - - g
2 2 2
>%+%:6xy+%—Lx—cosx
2 2L2
> ax —Lx —cosx > —1—— =—-M,.
8 a

. 2 S(1+|L - N
Par ailleurs Ws > %~ + %xz — M, avec M, = HTH) Ainsi revenant a (4) nous
avons

dVs
— +0Vs <
dt TOVs S

avec 6 > 0 choisi de sorte que la forme quadratique

a 2 ao 2
- — — - — 26006
(2 0>y +(2 a0>x 0oxy

soit définie positive (6 = 0(a, «, J)).

Mais alors
—0r 1

Va(x (1), (1)) < Va(x(0), y(0))e™"" + MfT :

et avec (5) nous obtenons le résultat demandé.

Commentaires

Il s’agit d’un probleme relativement technique comme 1’est souvent la théorie quali-
tative des systemes d’équations différentielles.

Nous avons établi au numéro 28.3.3. que lorsque a > 0 (et a > 0) pourvu que I’on
attende suffisamment longtemps, la dynamique a lieu dans une boule indépendante
de la donnée initiale. On dit alors que (E), ou (S), possede un borné absorbant. C’est
une forme forte de dissipation (le terme adx représente un terme de frottement) ou
encore d’irréversibilité de ce systeme dynamlque Il est intéressant de noter que la
preuve de cette propriété s’est appuyée sur la structure hamiltonienne du systeme
(E) lorsque @ = 0. En effet la fonction V, V(x,y) = %yz + %xz — Lx — cos x, qui
apparait au numéro 28.3.2. est le hamiltonien, H, qui permet d’écrire () de I’énoncé
21 page 24 sous la forme (£) de I’énoncé 19 page 12 dans le cas ot @ = 0.
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Corrigé 29
29.3.1. Substituons y(x) = z(x)e™"® dans (F), il vient

e " +(p—-2r"Y +(c—MNz2)=0
aveca =q —r” — pr' +r2.
Prenons alors r(x) = % fax p(y)dy, nous obtenons o = q — % r— ipz.
29.3.2. Multiplions la premiere équation de (E) par z(x) et intégrons sur ]a, b[. Il

vient
b 52

b b
d
)\/ |2(x)|2dx = / o (x)|z(x)|?dx + —Zde.
. Y dx?
Mais par intégration par parties puisque z(a) = z(b) = 0,
2
Py = — fab |92 |%dx et donc

a dx?
b b 2
A/ yz(x)|2dx_/ <a(x)\z(x)\2—’5 )dx.
a a d'x

S’il existe y # 0 solution de (F') alors z = ye" est solution non identiquement nulle
de (E) et donc fab |z(x)|?dx > 0 de sorte que

[P0 @)|z@0)]? = | £ P)dx R
7 20 2dx

29.3.3. L’ensemble des solutions de z”/ + (o — A)z = 0 forme un espace vectoriel,
£, de dimension 2. Observons tout d’abord que si z; et z, sont deux solutions alors
W(z1,22) = 21,25 — 222] Vérifie W' = 7,25 — z2z] = 0.

Par conséquent W est constant.

Soit alors ¢ (resp. ¢») la solution de 7 + (o — A)z = 0 qui vérifie ¢1(a) = 1,
@i(a) = 0 (resp. ¢a2(a) = 0, ¢5(a) = 1). Nous avons W(¢1, ¢2) = 1 de sorte que
{1, 2} constitue une base de £. Alors si z; et z; sont solutions de (E),

1 A=

=aio+ By, 2=+ P

W(zi,22) = (182 — a2 B1)W (@1, ¢2) = a1 82 — a2 By.

Mais z1(a) = z2(a) = 0 d’ou W(z;1,z2) = 0 et donc z; et z, sont liés : ’ensemble
des solutions de (£) forme un espace vectoriel de dimension au plus égal a 1. Il en
est de méme pour (F).

et

29.3.5. Soient alors z; = y;e". Nous avons z;(x) > 0 pour x € Ja, b[. Ainsi multi-
pliant la premiere équation de (E), que vérifie z1, par z;, et intégrant sur Ja, b[ nous

obtenons b b b
21
Al Z2122dx = oz122dx + —2z2dx
a a a d'x
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et de maniere similaire

b b b dZZZ
)tz/ Z122dx =/ 021szX+/ —— zidx.
a a a d'x

Mais apres intégrations par parties,

et donc (A1 — Ap) fab 7122dx = 0.

Si z;(x) > 0, fab 7122dx # 0 et alors A; = A,. Mais nous avons vu que pour A; =
Ay = A lespace vectoriel des solutions de (F') est au plus égal a 1 donc y; et y, sont
proportionnelles.

29.3.5. Lorsque o < 0, la formule (1) donnant A montre directement que A < 0.

Commentaires

Le probleme (F') considéré ici est un des problemes de Sturm-Liouville qui se ren-

contre dans divers domaines de la physique mathématique. Il s’agit d’un probleme

2
aux valeurs propres pour 1’opérateur linéaire y — ZTZ + p% + gy. Toutefois cet opé-

rateur n’est pas continu sur un espace du type C*([a, b]; C). Il est possible de montrer
que ’ensemble des A € C tel que (F) posseéde une solution y non identiquement
nulle est une suite (A,),cn qui tend vers —oo. De plus il est possible de construire
des vecteurs propres associés qui permettent (dans un sens a préciser) de décompo-
ser sous forme de série toutes les fonctions y € C%([a, b]; C). Le lecteur intéressé
pourra se reporter 4 I’ouvrage de H. Reinhard : Equations différentielles, fondements
et applications paru chez Dunod.

Corrigé 30

30.3.1. Ecrivons P(x) = A(x — @)*, alors (4X)2 = A(x — ). Si A > 0, nous avons
toujours x(¢) > a etsi A < 0 nous avons toujours x(¢) < «. Plagons nous dans le cas
dx

A > O et prenons xop > . Dans ce cas &~ = £/ A(x — «)3. En fait nous avons soit

‘é—’t‘ = v/ A(x — a)? soit ‘;—’; = —v/A(x — «a)? sur tout intervalle | — g, e[ ot x(¢) > a.
En effet, si fi—f prend a la fois des valeurs positives et négatives, il doit s’annuler
(toute fonction dérivée possede la propriété des valeurs intermédiaires : théoreme de
Darboux, voir les commentaires a ce probleme page 153)enty € | — €, ¢[.

Mais si ‘;—f(to) = (O alors x(#)) = a ce qui contredit le fait que x(¢) > a. Supposons

donc que % = VA — a)},x(0) = xo > a. Nous avons, tant que x() > a,

dx — — 4(xo—a) : A
Jac—ay dt etdonc x(t) = a + VAo Cette solution ne peut alors étre

prolongée en une solution de (E) sur R. Le cas fl—f = —y/A(x — @) conduit a la
méme conclusion.
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Lecas A < 0, xp < «a estidentique. Ainsi seul le cas xp = @ conduit a une
solution (constante) bornée : x(t) = a, Vr.

30.3.2. Ecrivons P(x) = (x — a)Q(x) ou Q est de signe constant. Si Q(x) > 0,
Vx € R, nous devons prendre x(0) = x¢y > «. Dans le cas ou xy > a, nous avons

comme précédemment : soit ‘2—’; =+/(x — a)Q(x), soit ‘fl—f = —/(x — a)0(x).

Dans le premier cas, avec g > 0 tel que Q(x) > ¢, nous avons

m: v O(x) l

d >
dr 2 72

et donc pour t > 0, x — & > (4 + \/xo — @)* qui ne peut étre prolongée en une
fonction bornée. Dans le second cas en changeant  en —¢ nous sommes ramenés
au cas précédent. Si Q(x) < 0, Vx € R nous devons prendre xy < « et dans le
cas xop < a on obtient comme précédemment que x ne peut étre prolongée en une
fonction bornée sur R. Seul le cas x(0) = «, la encore, conduit a une solution bornée
x(t) = a,Vt.

30.3.3. Ecrivons P(x) = A(x—a)(x—B)* et placons nous dans le cas A > Oeta < B
(les autres cas sont semblables). Nous avons donc x > «, faisons le changement de
variable x = a +s%(8 — a) olt s = s(t) > 0. Il vient alors & = YAB=2 (] _ )2 ¢t
donc 4 (Argths) = YAE=2 Ainsi

s(t) = th (\/A(B —Y, V¥ — a)

2 B—a«a

qui est une fonction définie pour # € R et comprise entre —1 et 1. Il en résulte que
x(t) = a + s(t)*(B — a) est une solution définie et bornée sur R (comprise entre « et

B).

30.3.4. Ecrivons P(x) = A(x — a)(x — B)(x — y)avecae < B < v.Si A > 0, pour
avoir une solution bornée, nous devons prendre xy € [«, 8] alors que si A < 0, il faut
prendre xo € [, v]. Placons nous dans le premier cas, le second étant similaire. Dans
ce cas on fait le changement variable x = a + (8 — @) sin’ & et alors avec v = B=a

Y—a
on trouve que
2 / ¢ ds ) X0 — «
t = oll £y = Arcsin ,
VAW — @) Jg /1 — vsin’(s) B—a
qui est une représentation paramétrique de la solution de i’i—f = +/P(x) vérifiant

x(0) = xo. On vérifie alors que cette solution peut étre prolongée en une fonction

P ‘o _ 2 7/2 ds o
périodique de période A = JA—a fo Wt Ainsi pour xg € ]a, B[, on a

une solution périodique définie sur R qui est par conséquent bornée.
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Commentaires

La encore il s’agit d’une étude qualitative des solutions d’une équation différentielle :
on ne cherche pas a savoir quelle est la solution issue d’une donnée initiale, mais
quelles sont les solutions bornées. L’étude de la méme question dans le cas ou P
est un polyndme de degré 2 a coefficient réels aurait conduit a la construction des
fonctions Sinus et Cosinus. Au cours de ce probleme, et plus précisément au numéro
30.3.4, nous voyons apparaitre sous forme paramétrique, une famille de fonctions
elliptiques qui « ressemble » & la famille des fonctions trigonométriques. Le lecteur
intéressé pourra utilement se reporter au livre de G. Valiron : Théorie des fonctions
récemment réédité par Masson.

Au numéro 30.3.1. nous avons fait usage du résultat, fort utile en théorie des équa-
tions différentielles, qui suit.

Théoréme (Darboux). Etant donné une fonction f dérivable sur un intervalle I C R,
la fonction f' posséde alors la propriété des valeurs intermédiaires sur 1.

Remarque. Si f est de classe C!, f’ étant continue, elle vérifie la propriété des
valeurs intermédiaires. Ce qui est remarquable c’est que cette propriété persiste
lorsque f est simplement dérivable.
Démonstration. Donnons nous a = f'(x) et 8 = f’(b) deux points de f'(I). 1l
s’agit de montrer que pour tout A compris entre « et 3, il existe ¢ € [ tel que
A= f(c).

Supposons alors, ce qui ne restreint pas la généralité, que a < b. Soient alors g et
h définies sur [a, b] comme suit :

— _ f(x)—=f(a)
- 8@ = f'@ etpourx > a,g(x) = L0,

- h(b) = f'(b)etpour x < b, h(x) = LL=LO)

Ces deux fonctions sont continues sur [a,b] (dérivabilité de f en a et b) et
g(b) = f(a). Ainsi les intervalles g([a, b]) et h([a,b]) ont un point commun, par
conséquent leur réunion J est un intervalle. Mais « et 8 sont dans J par conséquent
A € J etsoit A € g([a, b)), soit A € h([a,b]). Dans le premier cas, si A # f'(a),

nous avons donc A = W pour un certain x € Ja, b]. D’apres le théoreme des
accroissements finis, il existe ¢ € la, b[ tel que f(x) — f(a) = f'(c)(x — a) et alors
A = f’(c). Le second cas est identique ce qui acheve la démonstration. a
Corrigé 31

31.3.1. Calculons :
s o dx
EE(X +y ):.XE'F E:
Ainsi j—t(x2 +y%) < 0 et donc pour ¢t > 0, x(¢)> + y(t)*> < xg + yg. Par ailleurs,
L(x?+y?) = =2(x* +2y?) = —4(x* + y?) et donc L (e* (x(1)* + y(1)*) > 0 ainsi

XXt +y3t) < e M(xg +y3), t<0. (1

d
4 —x2 —2y%
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Soit alors |7_, T, [ I’intervalle d’existence d’une solution maximale avec x(0) = x

et y(0) = yg. Nous avons —oc0 < 7T < 0 < T, < +00. Si T, < oo alors x
et y sont bornés au voisinage gauche de 7, et il en est de méme pour ‘fi—’; et %

d’apres (S). Par application du critere de Cauchy (par exemple |x(t;) — x(5;)| =

ftllz ‘Zl—’t‘(s)ds < M|t; — 1;]) nous en déduisons que x(¢) et y(¢) posseédent une limite

xjp ety ent = T, ce qui permet de prolonger (x(¢), y(¢)) par application du théoréme
de Cauchy-Lipschitz en ce point et contredit par 1a méme son caracteére maximal. La
situation en 7_ est identique grace a (1).

Revenons a § £ (x? + y?) = —x? — 2y?, nous avons :
d
—(x2 + y2) < —2()c2 + yz),
dt
et donc pourt > 0
xX(1) + y(0)* < (g + yg)e ™™, (2)
montrant que lim, . (x(¢), y(¢)) = 0.

31.3.2. Donnons nous (xg, yo) € R? et soit (x(¢), y(¢)) la solution de (S) vérifiant
x(0) = x¢, y(0) = yp. S’il existe t tel que x(ty) = y(ty) = 0 alors en #, nous avons
deux solutions de (S) : (x(¢), y(¢)) et la solution identiquement nulle. Par unicité des
solutions du probleme de Cauchy, il en résulte que x(¢) = 0, y(t) = 0, V¢ et donc
xo = yo = 0. Nous avons donc montré que

¥(xo, 0) € R?, 3t € R tel que (x(10), y(10)) = 0 = (xo, y0) = 0,
par contraposition nous obtenons que

si (xg,y0) #0 alors Vi e R, (x(2),y() #0.

31.3.3. Désignons par A la matrice diagonale 2 x 2 : A = (1) (2) > et par B(u)
2 . y 0
avec u = (x, y) € R* la matrice B(u) = ( X 0 )
Le systeme (S) s’écrit
d
d_i‘l = —Au+ B(u)u. (3

Observons que Vu € R2,||B(w)|| < |u| ol |u| = \/x2 + y2,u = (x, ).
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Nous voyons alors que A = (/Tl'fl’zu) et d’aprés la question précédente puisque uy #

0, u # 0et A abien un sens. Nous avons

du du
(AE,M) + <AI/£, E) s

G (Au,u)

du
= 2 —,Au).
(i)
1dA 1 [du A (Au,u) (du
—— = ——Au)——"(—,u
2 dt lul> \ dt’ lul* \dt’ )’
1 [du A A [du
= —|—,Au) —— | —.,u
lul? \ dt’ lul? \dt’ )"’

B d_u Au — Au
o \dt’ |ul? ’

En utilisant (3) nous obtenons donc que

1%__ A Au — Au + [ Bw Au — Au
2dr NI Y TE )

Ainsi

Mais (Au — Au,u) = (Au,u) — Alu|* = 0 et par conséquent

l% |Au — Aul? _ (B(wu, Au — Au)
2 dt |u|? B |u|?

“4)
D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
|(B(w)u, Au — Au)| < |Bu)ul|Au — Aul.

Mais puisque || B(u)|| < |ul,
(BGow, Au— Aw)| < Jul?|Au — Aul,

(JAu — Aul* + [ul*).
Ainsi revenant a (4) nous obtenons

dN  |Au — Aul? )
aA [ 1Au AU 5
ar T qup g )
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Puisque A = ’;2 ;fyyzz = 1 nous déduisons de (5) que
dA
— < Aul”.
57 S Al
Mais alors

d ! ! dA
E(A(Z)exp—/ \u(s)]zds)—(exp—/ \u(s)]zds)(z(t)—A]u(t)]z)<0.
0 0

Ainsi A(t) exp — fot |u(s)|?ds posséde une limite lorsque ¢t — +0o :

lim <A(t)exp—/ |u(s)2ds> =m.
t—+00 0

Nous avons vu que (voir (2)) |u(t)|* < |uo|?e~?. Par conséquent
o0
/ |lu(s)[*ds < oo
0

et donc lim,_, 4o A() = m.exp fooo |lu(s)|*ds.

31.3.4. Revenons a (5) que nous intégrons entre O et r > 0 :

A(t)+/ |AE — AéP(s)ds < A(0)+/ lu(s)|?ds
0 0

— u(s)
= Ju@s)|”

avec &(s) Puisque [ |u(s)|*ds < oo, il en résulte que

/OO |A¢E — A€ (s)ds < .
0

Nous affirmons qu’il existe une suite #, — +oo telle que A&(r,) — A(,)Eé(¢,) tend
vers zéro. Sinon, il existerait g9 > 0 et Ty > 0 tels que
Yt > To, |AE(t) — A(1)E(t)| > o ce qui contredit le fait que

/OO |AE — AéP(s)ds < oo.
0

u(ty)

La suite (£(t,))nen est bornée dans R? puisque |£(2,)| = ]

= 1. Nous pou-

vons donc en extraire une sous-suite (£(¢4(,))) convergente :
lim &(tpm) = éoo avec  |€xo| = 1.
n—oo

Puisque A(t,) — L et AE(t,) — A(t,)€(f,) — 0 nous avons

Af(tgo(n)) - A(tgo(n))f(tgo(n)) — 0 etdonc Afoo - lfoo =0.
Puisque ¢, # 0, il en résulte que [ est valeur propre de A soit/ € {1,2}.
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Commentaires

La encore il s’agit de théorie qualitative. Sans pouvoir intégrer explicitement (S),
nous avons pu préciser la vitesse de convergence de (x(t), y(¢)) vers zéro. En fait
il est méme possible de montrer, avec les notations du numéro 31.3.4., que lorsque
(x0,v0) # 0, (x(t), y(t)) ~ Esce™". 11 faut pour cela considérer 1’équation diffé-
rentielle que vérifie £(r) = _0y@)

VO

La démonstration est laissée au lecteur.

Corrigé 32

32.3.1. Désignons par n la dimension de cet espace vectoriel. La dérivée n &éme de
f : f™ est alors combinaison linéaire des f®, k =0,...n —1:

n—1

Jag, ..., ap_y tels que f™ = Zakf(k).
k=0

Ainsi f est solution d’une équation différentielle linéaire & coefficients constants,
elle s’écrit donc comme somme de produits d’exponentielles complexes et de poly-
ndmes : f(x) = Z]/y:l Pi(x)e**, w; € Cet P; € C[X]. La démonstration de ce
point classique est rappelée dans les commentaires a ce probléme a la page 160.

Montrons alors la réciproque. Tout d’abord observons que si f; et f> vérifient la
propriété (D) il en est de méme pour f; + f,. Ainsi il suffit de montrer que si
f(x) = P(x)e®, Vx € R alors f vérifie la propriété (D). Soit alors n le degré du
polynéme P. Nous avons P"*) = 0 et donc e®* " f(x)e™®*) = 0. Mais cette

dxn+!
dernicre relation s’écrit grace a la formule de Leibnitz :

n+l

f(n+l)(x) - _ Z(—l)kcylf+lwkf(n+l_k)<X)-

k=1

Ainsi f®*D est combinaison linéaire des f*, k = 0, ..., n. On établit alors aisément
par récurrence que toutes les dérivées de f sont combinaisons linéaires de ces mémes
J20)

32.3.2. Soit (f7,, ..., fr,) une base de ’espace vectoriel engendré par les f; lorsque 7
décrit R (on suppose donc que cet espace vectoriel n’est pas réduit a zéro). Soit alors
7 € R, il existe donc des coefficients w(7), ..., w,(7) tels que

Vi €R,  flr+m) = m(n)f(x+7). ()
i=1
Supposons que f est de classe C*°, dérivons alors cette identité k fois par rapport a
x puis faisons x = 0, il vient :

n

vreR, [P =3 fPrimm

i=1
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c’est-a-dire que toutes les dérivées de f sont combinaisons linéaires des fonctions
M1, .-, My et done f vérifie (D). D’apres la question précédente, f est une somme de
produits d’exponentielles complexes et de polyndmes. La réciproque sera montrée si
nous établissons que pour f : f(x) = P(x)e“", I’ensemble des (f;),cr engendre
un espace vectoriel de dimension finie car si f et g ont cette propriété, il en est de
méme pour f + g. Mais par la formule de Taylor :

n

(k)
Pa+n =Y P

k!
k=0

ou n est le degré de P. Ainsi

n

ot p(k)
fx+71)= Z 7 ) (T)xke“’x

k!
k=0

et les fonctions f, sont donc combinaisons linéaires des fonctions x — xke®*,
k=0,...,n.

Il reste a établir que si f vérifie

Vx ERVTER flx+m) =Y mif(x+7)
i=1

alors f est de classe C*. Soit alors F(t) = fot f(s)ds qui est de classe C' puisque f
est continue. Nous avons par intégration par rapport a x :

F(t+7)— F(1) =Y w(n)(F(t + 1)) — F(7))).
i=l1
Ceci s’€écrit .
> wi(m)git) = F(t +7) — F(7) (%)
i=1

ou g;(t) = F(t + ;) — F(7;). Observons que les fonctions (g;) sont indépendantes.
En effet si

i/\igi(t) =0,Vr

i=l1

znjm-fﬁ =0

i=1

alors par dérivation

d’ou A; = 0, Vi par indépendance des ( f;,). Rappelons alors le lemme suivant.
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Lemme. Soient {gi, ..., g} n fonctions de R dans R. Il y a équivalence entre les
propriétés suivantes.

(i) Les (g;) sont indépendantes,
(ii) 3y, ..., 1, tels que deti<; j<n(gi(t;)) # 0.
D’apres ce résultat (que nous démontrons plus loin) il existe tq, ..., ¢, tels que
deti<i j<n(gi(t))) # 0.
Appliquons alors (xx) avec t =¢; :

> gitymi(r) = F(t; + ) — F(7).

i=1

Soit alors (a;;) la matrice inverse de (g;(¢;)) : 221:1 a;;8g;(tx) = Ok, nous avons

Ve, w(r) =Y a(Ft; + 1) — F(). (% % %)

j=1

Puisque F est C!, il résulte de cette formule que les u; sont de classe C'. Prenons
alors x = 0 dans (%), il en résulte que f est de classe C! et donc F de classe C? et par
(* % %) les u; sont de classe C? et ainsi de suite : f est de classe C°.

Reste a montrer le lemme. Le sens (ii) = (i) est immédiat puisque si

Zn:)ligi =0

i=1
alors .

D gty =0, Vj=1,..n

i=1
ce qui entraine avec (ii) que A; = 0,7 = 1, ..., n. La réciproque ((i) = (ii)) s’établit
par récurrence sur n. Pour n = 1, si g; # 0 alors Jr; tel que g,(z;) # 0. Supposons

que (i) = (ii) est prouvé pour une valeur de n > 1. Soient g1, ..., g,+1, n + 1 fonctions
indépendantes, si la propri€té (ii) n’a pas lieu, Vty, ..., t,, t,41 deti<i j<n+1(8i(t;)) = 0.

Développons alors ce déterminant par rapport a sa n + 1 éme colonne :

n+l

Z Cigi(ths1) =0, Vi,

i=1

ou les C; ne dépendent que de t1, ..., #,. Puisque les (g;);=1,... »+1 sont indépendantes,
Cn+1 = Omais C,y1 = Edeti¢; j<a(gi(t))) et donc il y a contradiction si nous pre-
nons ty, ..., t, tels que det|<; j<n(8i(t;)) # 0 (ce qui est loisible par hypothése de
récurrence). Ceci acheéve la preuve du Lemme.
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Commentaires
Nous avons affirmé au numéro 32.3.1. que si f est solution de 1’équation différen-
tielle
af
1
o Z wif M
alors il existe wy,..., oy € Cet Py,..., PN polyndmes a coefficients complexes

tels que f(x) = .Zj'v:l Pj(x)e“* (a'ttentior'l en général N # n, N est le nombre de
valeurs propres distinctes de la matrice A ci-dessous et donc N < n). Ce résultat est
« bien connu » mais prouvons le simplement.

Notons u = (f, dxr e d ——r ) de sorte que (1) soit équivalent a
du
2) —=A
(2) T u,
ol A estla matricen X n :
0O 1 O 0
0 0 1 0
A=
. . . 1
ayg o oy ... Oy

Puisque C est algébriquement clos il existe une matrice n x n inversible P telle que
A = P7!TP ou T est une matrice n x n, triangulaire. Ainsi la solution de (2) :
u(x) = eu(0) s’écrit aussi u(x) = (P ~'e”* P)u(0). Mais si D = diag (w1, ..., w,)
désigne la partie diagonale de 7', nous avons 7' = D + N ou N est nilpotente d’ordre
n : N" = 0. De plus en rangeant correctement les valeurs propres @; nous pouvons
assurer que D et N commutent.

Dans ces conditions (D + N)* peut se calculer 2 I’aide de la formule du bindme et

finalement
eTx _ e(D+N)x _ i Z k! Dle x_k _
N N I'm! k!
k=0 \l+m=k
et ! n m
_ X [ D m
. (Zﬂ) (22,
1=0 m=>0
_d wlx wpX k xm m
1ag( ...e ) Z MN ,
m=0
d’ ol .
—1 w x wnx ﬂ m
u(x) = P~ 'diag (e, . )(Zom’N > Pu(0).
m=

Ceci prouve le résultat annoncé car f est la premiere composante de u.
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Corrigé 33

33.3.1. Prenons x > y, par la formule des accroissements finis

F') = ') = o —y) = alx — y).

Il en résulte que f’ est strictement croissante et que lim,_,_ . f'(y) = —oo,
lim, . 00 f/(x) = +00. Par conséquent f/(R) = R et f’ est bijective. La dérivée
de f’, f”, ne s’annule pas, il en résulte que (f’)~! est dérivable et a pour dérivée
1/(f" o (f")~") qui est continue car f est de classe C.

33.3.2. Nous avons puisque uo > 0, G(x,y,t) > tg(**). La fonction g vérifie
lim,_, 4. g(x) = +oo. En effet 464 tel que b(6,) > 0,b(6_) < 0 et donc pour
722 64,b(z) 2 b(6,)d’ ot g(z) = g(8,)+b(d,)(z—04) etainsi lim,_, o, g(z) = +00.
De méme pourz < 6_,g(z) < g(6_)+b(6_)z—6_)doulim, ,_ g(z) = —oc.

I en résulte donc que limy_, 4, G(x,y,t) = +oo.

Soit K = {y € R,G(x,y,1) < G(x,0,1)}. L’ensemble K est fermé puisque
G(x,.,t) est continue et inf,cr G(x,y,t) = inf,cx G(x,y,t) par construction de
K. Puisque lim|y| o, G(x,y,1) = +00, K est borné. Ainsi K est un compact non
vide (0 € K) de R, la fonction continue G(x, ., ) y atteint son minimum qui est donc
la borne inférieure de G(x, ., ) sur R.

33.3.3. Si y est un point ou G(x,.,t) atteint son minimum sur R, nous avons
8y (1) = 0. Mais 52 = uo(y) = £/('F%) = uo(y) = (7).

La fonction y — —b(x:y) est strictement croissante, si 1 est croissante, %—€ est donc

une fonction strictement croissante de y : elle s’annule donc au plus une fois. Puisque
I’existence d’un point de minimum a été prouvé a la question précédente, il existe un
etun seul y(x, ) ou G(x,.,t) atteint son minimum et de plus

w@@¢»=b<ii¥ﬁ2>.

33.3.4. Nous pouvons écrire cette derniere relation : y — x + ¢f'(uog(y)) = 0.
La fonction F : R x R x Ry — R définie par F(x,y,t) = y — xtf'(uo(y))
est de classe C! et % = 1+ tf"(uo(y))uy(y) ne s’annule pas (‘g—’yE > 1). Soit
(x0,70) € R x RY et yo = y(xo,%). Nous avons F(xo,yo,f) = O et d’apres le
théoréme des fonctions implicites, il existe une unique fonction z(x, ) pour x et ¢
proches de xg et 1, telle que F(x,z(x,t),t) = 0 et z(.,.) est de classe C' au voisinage
de (xg, f9). Mais F(x,y,t) = 0 a une seule solution d’apres la question précédente

d’oli z(x, 1) = y(x,1) et y est donc de classe C'.

33.3.5. Nous avons x —y = tf’(uo(y)). Puisque y(., .) est de classe C' nous obtenons
par dérivation par rapport a x et ¢ :
0 0
L= 55 = )5 " wo(y)),
X

Ox
dy

0
—5, = F(uo(»)) +tu6(y)a—}t}f”(uo(y)),
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d’ou

a / 12 -
2= (Lt ")~
0 _
8—f — — ) (1+ tu(y) £ )~
ol u = ug(y(x,t)). Par ailleurs
Ou 8f(u) 8u B
5t e f()— o(y)< f()—)

9y _ > Ofw) _
mais 8t Ly f! (u)z; =0dou 6t 5 = 0.

33.3.6. La construction de y en t = 0 est possible lorsqu’on résout

Fx,y,t) =y —xf'(uo(y))

etainsi y : R x R, — R solution de F(x, y(x,t),t) = 0 est continue sur R x R,.
Ainsi y est borné sur A = [—R, R] x [0, 1] et alors f’ étant continue, f'(uo(y)) est
bornée sur A comme fonction de x et 7 : | f'(uo(y))| < M,V(x,t) € A. Nous avons
alors

lx — y(x,0)| <tM, Vx,|x| <R,Vt,1€[0,1].
Il en résulte que lim, o sup|, < [y(x, ) — x| = O et puisque u est continue elle est

uniformément continue sur le compact |y| < R + M et ainsi

lim sup |uo(y(x,1)) — uo(x)| = 0.
t—0 |x\<R

Commentaires

Nous avons construit une solution réguliere du probleéme de Cauchy

ou  Ofu)

8t+ Ox

=0, pourx € Retr >0, (D)
u(x,0) = uo(x), (2)

dans le cas ou u est une fonction croissante et f une application strictement convexe
par une méthode qui est due a P. Lax dans les années 1950.

F. John a montré a la méme époque le résultat remarquable suivant : lorsque ug est
de classe C*° a support compact et non identiquement nulle, le probleme (1) - (2) ne
posseéde pas de solution u dérivable par rapport a x et ¢ ! Montrons cela dans le cas
ot f(u) = u®/2 (qui vérifie bien f”(u) = 1 > 0) et renvoyons au probléme 34 page
27 dont I’objet est d’étudier le cas général.

On raisonne par 1’absurde et on suppose qu’une telle fonction existe. Ici (1) s’écrit

ou Oou
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et alors si x(¢; xo) désigne la solution locale de I’équation différentielle

dx
E = M(X, t)a (4)
X(O) = X0,
nous avons —u(x(t) 1) = ’;+u% = 0 par conséquent u(x(¢), t) = u(xg, 0) = up(xp)

et ﬁnalement la solution de (4) est définie pour tout temps et vaut x(¢) = xq+fug(xp).
Par ailleurs, introduisons avec F. John, la fonction v définie par v(¢) = %(x(t), ).

Nous avons 5 5
dv 0“u 0“u

(0, 1) + ulx (@), 1) 57 (X(1), 1)

dr ~ Oxot
et en faisant usage de (3),
dv 2
— = —v".
dt
La solution de cette équation différentielle est v(r) = 8”0 2 (xo)(1 + ta"" (x0)) !

Lorsque 7 8”0 > 0il n’y a aucun probléme, mais si u( est a support compact (et non
1dent1quement nulle), dxp € R tel que 9ug = (x0) < 0 et le calcul qui précede conduit a
une absurdité a I’instant t, = ]8”" (xo)|_1.

Etant donné que (1) se rencontre couramment en physique des milieux continus,
il faut pouvoir donner un sens aux solutions de cette équation. Ceci est possible a
condition de considérer des fonctions discontinues (solutions présentant des chocs
dans le langage de la physique). Nous renvoyons le lecteur intéressé a I’ouvrage de
D. Serre : Systemes de lois de conservation paru chez Diderot.

Corrigé 34

34.3.1. Puisque la fonction (x,1) — u(x, 1) est de classe C' nous savons, d’apres le
théoreme de Cauchy-Lipschitz d’existence de solutions des équations différentielles
ordinaires, qu’il existe une solution maximale sur un intervalle / de [0, +oo[ conte-
nant s en son intérieur, et une fonction ¢ de classe C! sur I telle que { soit solution

de
d
ch(t) = flu@),n), tel,

avec {(s) = xo. Enoutre sion note I =]T~,T*[ et que T* < oo alors {(¢) devient
infini lorsque ¢ approche T+ (on renvoie au numéro 26.3.3. pour la preuve). De méme
si T~ # 0, {(¢) devient infini lorsque ¢ approche 7 ~. Or compte tenu de (12) page
27,pourt € 1,

d Ou Ou ,
W@, 0 = oo (), 1)+ Z2((), 0.f (@), 1)

B ou O0fu)
- (5%

>(§(t) 1) =0.
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Par conséquent u({(t),t) = u(xop,s) etainsi {(t) = xo+ f'(u(xo, s))(¢t — s) reste borné
lorsque ¢ approche I’une des bornes de 1.

La fonction £ est donc définie sur R, et satisfait a I’équation différentielle recher-
chée.

34.3.2. Commencons par calculer %(t). Par la regle de dérivation des fonctions com-
posées, nous savons

dv 82
(0 = o= (0,0 + (g(r), z)ﬁ
t
. 0%u
Pulsque i+ f (u) = 0 pour tous (x, t), nous obtenons par dérivation par rapport
ax:
0%u

0u ou\’
N " ouy _
axor T Wt (”)<ax> 0,

et ainsi do
= (0= —f"w@®, D).

Mais nous avons vu que u({(¢),t) = u(xg,s), par conséquent

)= "o, 0
qui s’inteégre explicitement :
v(s)
L+ (t = 5) f" (u(xo, $))v(s)

Si la fonction u n’est pas croissante, il existe xo € R tel que u((x¢) < 0. Prenons
alors s = 0 dans la formule ci-dessus :

v(t) =

up(xo)
1+ 1f"(uo(x0))ug(xo)

Il résulte alors du fait que f”(up(xg)) = a > 0,v(¢) devient infini & I’instant
t = -1 contredisant le caractere C! de la fonction u.
S (uo(x0)) |uf(x0)|

v(t) =

Commentaires

Ce probleme prolonge le probleme 33 qui lui traite le cas ou la donnée initiale u est
croissante. Dans ce cas, I’équation :

o ofw

+
ot 0x
posseéde une unique solution réguliere vérifiant u(x, 0) = uy(x).

=0, pourx € Retr >0, (D)
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Une des origines de 1’équation (1) provient de la limite lorsque ¢ — 0 de I’équation :

Ou Ofw _ u
o T ox Cox2

pourx € Rett > 0. )

En fait, J.M. Burgers, un physicien hollandais, a proposé dans les années 1920
I’équation (2) avec f(u) = % et € > 0 comme modele élémentaire pour la méca-
nique des fluides. Puis, dans les années 1950 et de maniére indépendante, le mathé-
maticien américain F. Cole et le mathématicien autrichien E. Hopf ont fait sensation
en résolvant explicitement I’équation de Burgers :

Ou Ou 0%u

—tUy— = &—— 3

ot Ox ox?’ ©)
en montrant que u = —28% ol

2
=" @
o(x,t) = ———po(x)dx
’ —co VA4met ’
et ug = —2e¥9%  Enp fait cette formule ce montre comme suit. On constate que

0., .
lorsque que u vérifie (3), ¢ vérifie
O P
—_— = &—
ot ox?’
qui est I’équation de la chaleur en une dimension d’espace. Ensuite, I’expression (4)

peut s’obtenir de diverses manieres, en utilisant par exemple la transformation de
Fourier.

Corrigé 35

35.3.1. Puisque ) est borné, Q) et 9 sont des compacts de R”. Par conséquent u,
qui est continue, atteint les maximums :

u(xg) = max u(x),u(x;) = max u(x)
x€Q x€dQ

enxg € Qetx; € 0. Sixg € 9O alors u(xg) < max,cpq u(x) et on a bien

max u(x) < max u(x).
reQ x€8Q

Si xg ¢ 0Q alors xo € (). Soit alors &g > 0 tel que B(xg,&0) C (). Pour tout
i €{l,...,n}etr € [—1,1], nous avons

u(xo + eote;) < u(xg),e; = (0,...1,0...,0),
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il en résulte que la fonction ¢ — u(xg + gpte;) possede un maximum en ¢t = 0. Ainsi

2

d
—u(xp + eote;)|i=o = O et — I

7 —u(xo + eote;)|=0 < 0.

Or iu(xo + gote)|i=0 = SOax (x0) et dlzu(xo + eotei))i=0 = 8(2)6x 55 (Xo). Par

conséquent Ou (xo) =0et 8x ax (xp) < 0 etdonc

blxo)u(xo) < Y

> 5o (xo) — Za,(xO) () <

Or b(xg) = by > 0 d’ol u(xg) < 0. Puisque u(x) > 0 pour x € Q, u(xg) = O et
u(x;) = max,cgqo u(x) = 0 : la encore

0 = u(xp) = maxu(x) < max u(x).
xeQ xeoQ

35.3.2. 1l suffit d’appliquer ce qui précéde a w au lieu de () et alors

0 <maxu(x) < max u(x) <0
XEw x€0Q
de sorte que u(x) = 0 pour x € @.

35.3.3. Pour reprendre la preuve qui précéde nous devons donner une condition sur
a;; qui soit telle que si xo € ) vérifie u(xg) = max g u(x) alors

(al,(X) (x))|x v < 0. ey
Ox;

i=1 j=1

Dans ce cas, puisque %(xo) = 0 nous avons bien b(xg)u(xy) < 0 et donc u(xy) =0
J
Observons que %(xo) =0, Vj=1,...,n faitque (1) s’écrit aussi

Z Z @i (00) g () < @

i=1 j=1

La matrice hessienne H :
82
Ox;0x

est négative car x( est un point de maximum de u. Eneffetsi £ € R" et gy > O est
tel que B(xo, g9) C (), la fonction t — u(xg +t£) admet un maximumen ¢ = 0. Il en
2

2
résulte que 57”(360 +1&)|=0 < Oor %u(xo +18)|i=0 = Z?,j:l H;j¢ié; <0.

H;; =

(0)
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Ainsi en vertu du lemme suivant, si pour tout compact K C R"

m

Jdagy > 0 tel que Vx € K, Z a;j ()& E; > aglél, (3)

ij=1

nous aurons (2). La condition cherchée est donc (3). Elle généralise bien le résultat
de la premiére question puisque dans ce cas a;;(x) = 9;;, Vx € R".

Lemme. Soit A une matrice symétrique définie positive et H une matrice symétrique
négative. Alors Tr(AH) < 0.

Démonstration. Puisque A est symétrique définie positive, 3P € O(n) telle que
la matrice PA'P = A, soit diagonale a coefficients diagonaux strictement posi-
tifs : A; = diag (o?) avec w; > 0. On désigne alors par A = diag (w;) et ainsi
A ='"PA’P. La matrice PH'P est symétrique négative, il existe donc Q@ € O(n)
telle que A, = Q(P H' P)' Q soit diagonale a coefficients diagonaux négatifs : A, =
diag (h;) avec h; < 0. En utilisant le fait que Tr(M; M) = Tr(M,M;) pour toutes
matrices carrées M; et M,, nous avons

Tr(AH)=Tr( PA’PH) = Tr(A’PH'P) = Tr(A*>'QA, Q) = Tr(A' QA QA).

Soit (e;)i—1,... » une base quelconque de R",

Tr(A'QA08) = > (A'QAQAe; )

i=1

= ) (A0A¢;, Qhey).

i=1
Or A, < 0, par conséquent pour tout i : (A, QAe;, QAe;) < 0 et ainsi
Tr(AH) = Tr(A"QA,QA) < 0.

Commentaires

Le résultat montré dans ce probléme au numéro 35.1.1 est une version du principe
du maximum fort utile dans 1’étude des équations dites elliptiques (c’est-a-dire de la
forme du numéro 35.1.3.).

Il en résulte en particulier le résultat fondamental suivant sur 1’équation de
Laplace : soit u € C*(R",R) vérifiant Au_= 0 sur un ouvert borné () C R", alors u
atteint son maximum et son minimum sur ) en des points de la frontiere Q) = Q\().
1l en résulte en particulier que si u est nulle sur 9 alors u est nulle dans tout ().
L’ouvrage de référence sur ces questions est dii a D. Gilbarg et N.S. Trudinger :
Elliptic partial differential equations of second order, paru chez Springer.
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Corrigé 36

36.3.1.a. La fonction s — F(u(s)) est continue, par conséquent 7 u donnée par (1)
est de classe C' sur [0, +oo[ : elle y est donc continue ; 7u € &.

36.3.1.b. Nous avons pour tout ¢ € [0, T'],

(Tw)®) — (Tv)®)| = /O(F(M(S))—F(v(S)))ds

)

< /O!F(u(S))—F(v(S))\ds,

<@mm</um%mMa
0

< LT||lu = vl|oo,r-
Ainsi en prenant la borne supérieure
1Tu —Tv||loor < LT[ — v||oo.7-

36.3.1.c. Introduisons 1’hypothese de récurrence indexée parm € N*et T > 0 :

LnTrm
m!

(Hm,T) vt €[0,T], ||Tmu - TmUHOO,T <

|t = vl|oo,7-

L’hypothese (H;,7) a €té€ prouvée a la question précédente pour tout 77 > 0. Suppo-
sons donc que VT > 0, (H,,,r) a lieu pour un certain m € N*. Nous avons alors

(T )@y — (T o)0)| =

Jy FAT™u)(s)) — F(T"v)(s))|ds,

< (par(2) < L/ [(T™u)(s) — (T™v)(s)|ds.
0

Nous pouvons alors appliquer (H,, ;) et par intégration obtenir que, pour ¢ € [0, T'],

m+1 m+1 thSm
(T u)(t) — (T™'v)()] < L = |u(s) — v(s)|ds,
O .
Lm+1 t
< Bl vl [ s
m! 0
Lm+1l.m+]

(m+ 1)!
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et ainsi
Lm+l Tm+l

(m+1)!

Nous avons établi (H,,+1,7) et ce pour tout 7 > 0. Il en résulte par récurrence que
(Hm,r)alieu Vm € N* et VT > 0.

(T u) — (T |oo,r <

|t = vlloo,7-

36.3.2.a. La suite (%)meN* tend vers zéro lorsque m — oo (par exemple appliquer
la regle de Cauchy a a,, = L:”T!n puisque 0 < “=t = % < 1 pour m assez grand).

Ainsi il existe mg € N tel que, pour tout m > my, LTH—T,’" < 1;et’application 7™ sera
alors strictement contractante sur 7. L’espace £, muni de la norme || || 7 étant un
espace vectoriel normé complet, 7™ y posséde un point fixe et un seul (théoreme du
point fixe de Picard).

36.3.2.b. Soit u point fixe de 7™ (par exemple pour m = mg). Nous avons 7" (7 u) =
T(T"u) = Tu et donc 7u est aussi point fixe de 7™. Par unicité de ce point fixe,
Tu = u et u est point fixe de 7. Réciproquement si u est point fixe de 7 alors bien
évidement u est point fixe de 7™. Ainsi 7 possede un et seul point fixe ur dans Er.

36.3.3. Prenons 7" > S. La fonction v, qui est la restriction de u7 a I’intervalle [0, S]
est un point fixe de 7 dans Es. D’apres I'unicité d’un tel point fixe, v = ug : ur et
ug coincident sur [0, S].

36.3.4. Définissons u# : R, — R" en prenant u(¢) = u,(t). D’aprés la question
précédente, la restriction de u a [0, T'] est ur. Ainsi Tu = u sur [0, T] pour tout T
et donc 7u = u sur [0,+oo[ : 7 admet un point fixe u dans €. Soit v un point fixe
de 7 dans £ : Tv = v. Alors la restriction de v a [0, T'] est point fixe de 7 sur &7 et
donc v = uy sur [0, T] et en particulier v(T") = up(T). Ceci étant valable quel que
soit7T >0, v=u.

36.3.5. Nous avons observé a la question 36.1.1.a que

u € & = Tu € C'([0,+oo[; R"). Puisque u = Tu,u est de classe C' sur R,. En
dérivant la relation u(t) = ugy + fot F(u(s))ds par rapport a t nous obtenons (4) et en
faisant t = O dans cette méme relation, nous obtenons (5).

36.3.6. Si u € C'(R,;R") vérifie (4) nous avons apres intégration sur [0, 7] :
t
u(t) — u(0) = / F(u(s))ds ,t > 0.
0

Compte tenu de (5), nous obtenons u = 7 u.

36.3.7. Nous avons en soustrayantu = Tuetv =T7v :
t
u(t) —v(t) = ug — vy +/ (F(u(s)) — F(v(s)))ds.
0
Soit alors w(r) = ||u(t) — v(¢t)||, il résulte de I’identité ci-dessus et de (2) que

t
w(t) < ||ug — vol| + L/ w(s)ds.
0
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Par application du Lemme de Gronwall, tel qu’il est énoncé dans le préambule, nous
avons avec A = |lug — vg|| et B=L :

w(t) < e|jug — vol| soit ||u(t) — v(®)|| < e|juo — vo].

36.3.8.a. Nous avons ici
Fo={veR", ||’ <|ull’}.
Soitu € R™, |[v —u|| < ||v]| + ||u|| < 2||u]| siv € F,. Ainsi F, C B(u, R) avec
R = 2||ul].

36.3.8.b. Soit A symétrique définie positive. L’application v +— +/(Av, v) étant une
norme sur R” et donc

Ja, B> 0, Vv € R" a||v|]2 < (Av, v) < BlJv|]?

(ceci peut aussi étre montré directement en prenant pour « la plus petite valeur propre
de A et pour 8 la plus grande). Ainsi lorsque v € F,,(Av,v) < (Au,u) et alors
] * < £||u||>. T en résulte que F, C B(u, R) avec R = (1 + \/g)HuH Si A n’est
pas définie positive, il existe w # 0 tel que (Aw, w) < 0 = £(0). Mais alors Vr € R,
tw € Fy car f(tw) = t*(Aw, w) < 0 = f(0). Puisque ||tw|| = |¢]||w]|| peut étre
rendu arbitrairement grand en faisant tendre ¢ vers +oo, Fy n’est pas borné : f ne
vérifie pas (P).
36.3.9. La fonction f; correspond au cas précédent avec A = —I qui n’est
pas définie positive donc f; ne vérifie pas (P) (d’ailleurs Fy = ]R”). Pour
f2, nous écrivons f>(v) = (HvH2 1/2)> — 1/4 de sorte que fr(v) < fo(u)
est équivalent a |[|v|> — 1/2] |[u] > — 1/2} Par I’inégalité trlangulalre
Iv|> < 1/2+ ’||u||2 - 1/2} A1n51]-" C B(u, R) avec R = |[u|| + (1 +||u|>)'/?. La
fonction f, vérifie (P).
36.3.10.a. L’application w + ||w||> est polynomiale donc C* ainsi par compo-

2
sitions, v 0(%) est de classe C2. Puisque f € C*(R",R), finalement

0

fo € CC(R",R).
36.3.10.b. Calculons :

— up||?

(V £)ow) = 6 (HUT> (VW) + f)¢ (
0

v — uol[* 2(v — up)
R§ Ry

Ainsi pour |[v — ug||*> = 3R}, nous avons (V f)o(v) = 0. Il en est alors de méme
pour aF (v) lorsque F = —V fy. Ainsi, puisque 3~ aF - est continue (f est de classe 2,

est bornée sur R” :

dLy >0, YveR" 2(2F> (v) <

i=1

av
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Par la formule de Taylor intégrale,

1 n

F(u) — F(v) = / Z

o ; — v;)do

et donc

1
1Fu) — F)| < / Lollut — v|[d6 = Lolu — v]|.
0

Ainsi F vérifie (2) avec L = L.

36.3.11.a. Par dérivation de fonctions composées,
d du
o Jo(u(z)) V fo(u(t)) 7 (t)

—|IV folu@®))|*-

36.3.11.b. Puisque %f(u(t)) < 0, pour t = 0, fo(u(r)) < folug). Mais
Jo(uo) = 6(0) f (up) et comme 6(0) = 1, fo(u(?)) < foluo) = f(uo).

36.3.12. Nous venons de montrer que

- 2
) <w> F) < fuo).
0

Soient alors F; = B(ug,Rp) et I, = {v € R", |jv — upl| > \/ERO}. il
s’agit de deux fermés disjoints et u([0,+oc[) C F; U F,. En effet si pour
t > 0, u(t) € F, alors |ju(t) — uo|> < 2R? et donc 0(M) = 1 dob
f@) < f(ug). Ainsi u(t) € F,, C B(uog, Ry) = F). Pulsque u est continue,
u([0, +00[) est un arc connexe inclus dans F; U F, qui sont deux fermés dis-
joints : u([0,4+o00[) C F; ou u([0,+oc]) C F>. Mais u(0) = uy € F; et donc
u([0,+o00[) C Fy :Vt €0, +oc[, u(t) € B(ug, Ry).

36.3.13. Puisque f et f; coincident sur B(ug, v2Ry), V f et V f, coincident sur son
intérieur et a fortiori sur B(ug, Ry). Mais nous venons de voir que u(t) € B(ug, Ro)

d’ob (V f)(u(®)) = (V fo)u(@)) et ainsi 4 = —(V fo)u(t)) = =V f(u(t)) : u est
solution de (4).

36.3.14. Puisque B(ug, Rp) est compact, f est minorée sur cet ensemble. Par ailleurs,
%f(u(t)) = —||Vfu@))||* < 0etdonct — f(u(t)) est décroissante. Il en résulte
que [(ug) = lim;— 4o f(u(?)) existe.

36.3.15.a. La fonction f(u) = 1||ul|* est de classe C? et vérifie (P). Nous avons
(V f)(u) = u et donc % = —u. Ainsi %(u(t)e’) = 0, par conséquent u(t) = upe "’
et donc S(Hug = e "uy.
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36.3.15.b. La encore f(u) = %||ul[* est de classe C* et vérifie (P). Nous avons
(Vf)w) = |[u]|Puetdonc % = —||u|[*u. Ainsi 2L ||u|[* = 2u.2* = —2||ul|* de sorte
2 2
que dt(Hu ‘2) = 2. Ainsi Hu(t)H2 = 1+|2|;‘|7L‘0H2 Il en résulte que % d“ Hgmyowu
et par conséquent 1+ 2¢||uo|[Pu(r)) = 0. Ainsi u(z ——— et donc
p quo L(\/ [uol[Pu(t)) = 0) = o
SWuo = Tl

36.3.16.a. Cela résulte directement de (5) : Vug € R", S(0)ug = u(0) = ug et donc
S0) = 1Id.

36.3.16.b. Soit u, = S(t>)ug. Nous avons du' — Fy) et u(ty) = u,. Par ailleurs la

fonction v : v(t) = u(t + tz) vérifie < (@) —th(u(t + 1)) = F(v(t)) et v(0) = uy. Si
w(t) = S(t)u, nous avons L2 = F(w(t)) et w(0) = u, d’ou

d

E(U(t) —w(1) = F(v(@)) — F(w(1)). (%)

D’apres la question 36.1.12., w(t) € B(uz, Ry) ou F,, C B(uz, Ry) et
v(t) € B(ug, Ro). Sur le compact B(uz, Ry) U B(ug, Ry), F est uniformément lip-
schitzienne et donc :

IM =0, Vt >0, [|[F(u() — F(w®)|| < M|Jv(t) — w(t)]|

de sorte que (%) entralne apres intégration :

o) — w®)]] < /) IFQu(s)) — F(w(s)||ds,
(

< M [ ) = w)las.
0

Par application du Lemme de Gronwall tel qu’il est énoncé dans le préambule (avec
A = 0 et B = M) nous obtenons

[Ju(®) — w()|| <0
soit w(t) = SWu, = v(t) = St + )ug : SE)(S(t)ug) = St + tr)ug. Ainsi
S(t) o S(t) = S +1) = S(a+ 1) = S(t2) 0 S(11).
36.3.17. Nous avons vu que S(*)ug € F,, C B(uop, Rop).

36.3.18. Soient Ry et pg tels que F,, C B(ug, Ro) et F,, C B(vy, po). Nous avons
par la formule de Taylor intégrale :

F(u) — F(v) = / Za

i —v;)do,
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et si My est le supremum de (Z?:l(%)z(w))]/2 sur B(0, |[uo|| + ||vo|| + Ro + po)s
[|F(u) — F(v)|| < Mo|lu — v||, car u(t) € B(uo, Ro) et v(t) € B(vg, po) font que
Ou + (1 — 0)v appartient a cette boule. Mais alors

d
4, @) —v(®) = Fu@) - F@®)

conduit a .
() — v(®)|| < |[ito — vol| + Mo/ u(s) — v(s)||ds.
0

La encore le Lemme de Gronwall permet d’affirmer que

|u(t) — v(®)|| < e™'||uo — vol|.

36.3.19. Ceci résulte directement du fait que S(¢ +5) = S(¢) o S(s).

36.3.20. Pour s; > s2, O(s1,ug) C O(sz,up). Par conséquent adh(O(sy,up)) C
adh(O(sy, up)). Il en résulte que w(ug) = NuenKy ol K, = adh(O(m, up)). Mais
O, up) C B(ug, Ro) et donc (K,,)men est une suite décroissante de compacts non
vides. Son intersection w(ug) est donc un compact non vide. Si w(uy) n’est pas
connexe, il peut étre réalisé comme la réunion de deux fermés, non vides disjoints
Fiet F): w(uy) = Fy U F,. De plus F; et F, sont compact car w(u) I’est. La fonc-
tion p : p(x) = d(x, F)) — d(x, F;) s’annule sur chaque K,, car K,, est connexe
(adhérence du connexe par arc O(m, ug)) et F1 U F» C w(ug) C K, avec p < 0 sur
F>etp > Osur Fy. Ainsi Q,, = K,,Np~1({0}) est un compact non vide et (Q,,)men
est une suite décroissante. Ainsi N, enQ; = @(up) N p_l({O}) est non vide. Ceci
n’est pas possible car p ne s’annule pas sur w(up) = F1 U F, .

36.3.21. Soit v € w(ug) alors Vs > 0,v € adh(O(s,up)). Pour tout m € N,
O@m,up) N B(v,27™) # 0 et donc 3¢, > m tel que ||S(t,,)up — v|| < 27™.

Ainsi v vérifie (ii).
Réciproquement, si v vérifie (ii), quel que soits > 0, IN telquem > N =1, > s.
Mais alors S(z,,)uq tend vers v et appartient a O(s, ug) d’ott v € adh(O(s, uyp)).

36.3.22. Soit v € w(uy), par (ii) de la question précédente, v = lim,, . S(¢,,)ug avec
tn — +00. Nous avons d’apres la question 36.1.16.b., S(#)(S(t,,)ve) = S( + t,,)vp.
Par ailleurs S(z,,)vg € B(ug, Rp) et v € B(v, 0) font que d’apres la démonstration de
la question 36.1.18.

|IS@)(S(Em)vo) — S]] < ™'[|S(tm)vo — V]|

avec My = ||ug||Ro + ||v||, indépendant de m. Ainsi S(#)(S(t,)ve) = S(t + t,)vo
converge vers S(¢)v et puisque lim,,_oo(f + t,) = +00, S(H)v € w(up). Nous
avons donc prouvé que S(t)w(ug) C w(up). Prenons encore v € w(uyp) et t,, — o0
tel que lim,,— oo S(¢,)u9 = v. Fixons ¢+ > 0, pour m assez grand, t,, —t > 0
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et par conséquent la suite (S(#, — f)ug)men est dans le compact B(ug, Ry). Nous
pouvons donc en extraire une sous-suite (S(fo(m) — #)ug)men convergente de limite
w. Puisque lim,, . c(toom)y — 1) = +00, w € w(up) et comme précédemment,
SE(S(tem) — )ug) = S(tpm))uo converge a la fois vers S(Hw etv : v = S(HHw et
donc

w(ug) C S(t)w(up).

36.3.23. Dans ces deux exemples, lim,_, . S(#)ug = 0, par conséquent w(up) = {0}.

36.3.24.a. Nous avons [(ug) = lim, 400 f(S(Hug). Si v € w(ug), 3t, tel que
lim,, o0 t,;, = 400 et lim,, . S(t,)ug = v. Puisque f est continue,

f) = mh—>moo S (S@n)uo)

et puisque #,, — o0,
lim_ f(S(t o) = L(uo).

Ainsi f(v) = I(up).

36.3.24.b. D’apres la question 36.1.22., v € w(ug) = Vt = 0, v(t) € w(ug) et

donc f(v(t)) = I(ug). Ainsi %f(v(t)) = 0 mais %f(v(t)) —|IV f(u(@))||* par
conséquent ||(V f)(v(1))|| = 0 et a fortiori (V f)(v) = 0.

36.3.25.a. Considérons la fonction G : R" — R" de classe C', définie par
G(w) = (Vf)(w). Siv € N alors G(v) = 0 et puisque J(v) # 0, la différentielle de
G au point w = v est inversible. Par le théoréme d’inversion locale, il existe € > 0
tel que G soit un C!-difféomorphisme de U = {w € R",||w — v|| < &} sur G(U).
Ainsi I’équation G(w) = 0 a pour seule solution w = v dans U : v est donc un point
isolé de V.

36.3.25.b. Puisque G est continue, N' = G~!'({0}) est un fermé de R". Ainsi
N N B(0, R) est un compact formé de points isolés, il est donc de cardinal fini.

36.3.26.a. Par la question 36.1.24.b. nous savons que w(ug) C N. Puisque w(u) est
compact, il est borné : IR, w(ug) C B(0, R) ainsi w(ug) € N N B(0, R) qui est un
ensemble fini. Par conséquent w(u() est un ensemble fini. Puisqu’il est non vide et
connexe, c¢’est forcément un singleton.

36.3.26.b. Notons w(up) = {v}. Nous avons lim,_,.~, u(t) = v. En effet, s’il n’en
était pas ainsi, Jgg > 0, Vm € N, 31, > m tel que ||u(t,) — v|| > eo. La suite
(u(ty))men est bornée. Soit alors (u(tyom)))men UNe sous-suite extraite convergente
de limite w. Nous avons par le (ii) de la question 36.1.21., w € w(ug) = {v} par
conséquent w = v ce qui entre en contradiction avec ||u(fyn) — V|| = €.

36.3.27.a. Nous avons (V f)(v) = —4(1 — ||v||*)v. Il en résulte que N' = {0} U S on
S={velR ||| =1}

36.3.27.b. Pour n > 2, NN B(0,1) = N est de cardinal infini. D’aprés la question
36.1.25, (8) ne peut avoir lieu (bien que cela n’ait en fait aucun rapport, on vérifie
aisément que f satisfait (P)).
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Pour n = 1, f"(v) = 12v> —4 et N' = {—1,0,1} de sorte que J(v) = f"(v)
vérifie (8).

36.3.27.c. Nous avons a étudier % = —4(1 — ||u|P)u.
Puisque g ||ue]|* = 8(1 — [|ue|[*)[]u] |,

si ||uo|| = 0 alors ||u()||* = 0, Vt >0,

si ||ug|| = 1, alors ||u(2)||* = 1, V¢ > 0 et donc u(t) = uy,

. 2 L . s .
enfin si ||uo|| & {0,1}, |ju(®)||* = ||uo|\2+(‘1|i()||\140\|2)e_8’ (par résolution de 1’équation

différentielle y’ = 8(1 — y)y). Dans ce dernier cas,

du —4(1 — ||uo| e % u etalors u(t) uo

— u - .

dr  Juol|? + (1 = ||ug|[>)e—8 Vol 2+ (A = [[uo] e
Cette derniere formule étant finalement valable pour ||uo|| = 0 ou ||ug|| = 1.

Ainsi w(0) = {0} et Vug #0  w(ug) = {27}.

[uoll
36.3.27.d. Lorsque n > 2, nous avons vu que la propriété (8) n’avait pas lieu et pour-
tant la conclusion (question 36.1.26.b.) lim, .. u(?) existe est vérifiée. La condition
(8) n’est donc pas nécessaire pour que toute trajectoire soit convergente.

Commentaires

L’objet de ce probleme est I’étude de systemes d’équation différentielles de type

gradient
du

77 = ~VHw) ey

et plus particulierement du comportement des trajectoires lorsque ¢t — o0.

Lorsque (1) possede une solution pour tout ¢ > 0 (le probléme montrait que la
propriété (P) du préambule de la deuxieme partie page 29 était suffisante) on a immé-
diatement

d du ,
Ef(u(t)””ﬁ” =0. 2

Au numéro 36.3.14, nous en avions déduit que ¢ — f(u(¢)) possédait une limite
lorsque ¢ — +00, [(ug), ou ug = u(0). Intégrons alors (2) entre 0 et z, il vient :

/

et par conséquent II’intégrale impropre fqoo [[42(1)) \zd t est 09nverge;1te et vaut
f(uo) — I(up). Un raisonnement naif pourrait alors consister a dire que - tend vers

z€ro et donc u(t) possede une limite, d’ol avec les notations de la quatrieéme partie,

du 2d _
E(s) s = fluo) — f(u(?))
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w(up) est un singleton. Cette conclusion est fausse en général et vraie si f est une
fonction analytique, c’est-a-dire que f est développable en série entiere par rapport
auy,...,u, (remarquer qu’il en est bien ainsi pour la fonction du numéro 36.1.27
page 32). Dans le cas n = 2, il est possible de construire une fonction de classe C*°
telle que la trajectoire de (1) « s’écrase » sur le cercle unité lorsque uy # 0 i.e. pour
uy # 0, w(ug) = {u € R",u? +u3 = 1}. La preuve de card w(up) = 1 dans le
cas analytique est non élémentaire, elle fait appel aux inégalités de Lojaciewicz . Le
lecteur intéressé pourra se reporter a I’ouvrage de R. Benedetti et J.J. Risler, Real
algebraic and semi-algebraic sets paru chez Hermann.

Lorsque w(ug) n’est pas un singleton, observons que, bien que, fooo 192 1) |2 dt <
oo on a forcément [;° ||42(#)||dt = oo (sinon le critere de Cauchy montrerait que
u(t) possede une limite lorsque ¢ — +00).

Le lecteur souhaitant connaitre le contre-exemple évoqué plus haut peut consul-
ter le livre de J. Palis et W. de Melo, Geometric theory of dynamical systems, an
introduction paru chez Springer.

Corrigé 37

37.3.1. Notons
N(c_y,...,cen) = sup [CV (x)).

x€R

Puisque (c_y;, ..., cy) — C" estune application linéaire, N sera une norme sur C>V+!
a condition que N (c_y,...,Cy) =0= C_y,... =Cy =0.SiN(c_p,....,cy) =0
alors C¥(x) = 0, Vx € R et donc cj = % 0277 CN(x)e lixdx = 0,vj.

37.3.2. Considérons f(x) = > ,_, %K Ona

| N . 1 sin(N+%)x
fl(x) = kzz:lcoskx = EDN(X) — 5ot Dy(x) = TX/Z)

Ainsi puisque f(0) =0,

s =3 [ pyoy -
X)= = - —.

2 )y n\y)ay 2
Montrons a 1’aide de cette formule que f(x) est bornée indépendamment de
x € [—m,m[etde N > 1. Sic’estle cas et si les K étaient bornés indépendamment
de N, on aurait que Z?]:_ vleil = 2?1:1(1 /J) est bornée indépendamment de N,
ce qui n’est pas.

Observons alors que Dy (x) = cotg (x/2) sin(Nx) + cos(Nx) de sorte que

N sin Nx * . * sin N
/ Dy = 2NVE / o(y)sin Nydy +2 / Yoy
0 N 0 0 y
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ol ¢(y) = (cotg %) — 2 est une fonction de classe C* sur | — 277, 27| apres prolonge-

mentparOen y = 0. 6bservons ensuite que les trois termes dans le membre de droite
de (%) sont bornés indépendamment de x € [—7, w] et N > 1. Pour le premier c’est
. . . ey L oie [X sinNy Nx siny . o0 sin
bien clair, pour le troisiéme on écrit Jo ¥ dy = fQ tdy et puisque [ ' Xd y
est semi-convergente, la propriété annoncée est vérifiée. Reste le second, qui s’écrit

apres intégration par partie :

X X / N N
/ ¢(y)sin Nydy = +/ g v)cos Ny Sy — pcos N,
0 0 N N

ce qui permet de conclure.

Commentaires

L’inégalité Zj.\’:_ v |¢jl < K sup, g |C(x)| avec K indépendante de N et des c; est
vraie a condition que la suite (¢;); ez soit lacunaire (i.e. ait suffisamment de zéros).
Une condition suffisante est qu’il existe ¢ > 1 tel que ¢; = 0 pour |j| # n; ot n;
est une suite d’entiers tels que n;.; > gn;. Le cas ¢ > 3 est I’objet du probleme
38, le cas ¢ > 1 est quant a lui traité page 108 dans le livre de Y. Katznelson, An
introduction to harmonic analysis paru chez Dover.

Corrigé 38

38.3.1 Ecrivons P(t) = >, axe'®" ot la somme est finie et w; = Z?’:] gjAj pour
g; € {-1,0,1}.0Ona fozw P(t)dt = 27 ) a; ou la somme porte sur les k tels que

wk::Q
Lemme. Z?/:lsj/\j =0=¢;=0, Vj=1,...,N.

Démonstration. Sinon, on désigne par m le plus grand entier tel que €; # 0. On a
alorsm > 2etd, = — Z';:ll gjAjd’ou A, < 27;11 A < Z'j’.:ll Am@’ ™™ puisque
Am = Ajq™ ™/ 11 vient donc

m—1 m—2
: 1 1 g - 1
1<) ¢ = q’ = <
; qm‘ljz:;) "t g—1 ~gq—1

ce qui est absurde puisque g > 2 (et méme g > 3). Ceci acheve la preuve du Lemme.

Qa
Ainsi fozw P(t)dt = 2may. Mais le terme constant dans P(¢) vaut 1 et donc
T P(tdt = 2.

38.3.2. On a de maniére similaire fozﬁ e M'P(t)dt = 27 a; ol la somme porte
sur les k tels que wy = A;. Mais A; = Zg:] g,A, s’ écrit aussi Z;V:] njAj = 0avec
n;j € {-2,-1,0,1,2}. Cela implique comme au lemme précédant que n; = 0 pour



178 3 - Solutions détaillées et méthodes

tout j car on trouvera 1 < o 7 qui est absurde. Il en résulte que ¢, = 1si j = pet

e, =0sij#pc est—a—dlre que fo ~INIP(t)dt = 2ma;. Puisque a; = 1e'¢/ il

vient

21 ) ]
/ e N P()dt = et
0

38.3.3 L’inégalité de droite est immédiate :

N ‘ N
FOI=1] ) c;e™| < > eyl

j=—N j=—N

Considérons alors % 0277 P(s)f(s)ds avec c; = |c; |e'¢i. Par la formule de Parseval,
1 2 . _
EAPmmngmwm

ou g(n) = % f e~ g(t)dt pour toute fonction g 27-périodique et continue sur
R. Puisque f( ) = 0sinn’estpas I’'un des A; et vaut c; pour n = A;, nous avons

1 21 N R i
E/o P(s)f(s)ds = Z PXj)|c;le#i.
Jj=—N
Par I’expression de ﬁ()\j), il vient alors :
1 [ 1 &
E/o P(s)f(s)ds = Ej_z_:N ¢l

D’autre part % o7 Ps)f(s)ds < (2177 027T|P(s)|ds)supteR|f(t)] et puisque

P(t) >0, Vte R on obtient I’inégalité ZN _ylejl < 2sup,cg | (D).

Commentaires

L’inégalité démontrée ne peut s’étendre au cas ou A; = j comme on va le montrer
(voir aussi les commentaires au probleme 28, page 177).
Supposons qu’il existe K > 0 tel que pour tous c;,

Z lcj| < K sup| Z cje™|. (*)

x€R j=—N
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Prenons alors f(x) = 22,]:,:1 % Ona f'(x) = 22,1{\]:1 coskx = Dy(x) — 2 ol
Dy(x) = Z,ICV:_N e Soit (1) = % —cotg% (cette fonction est C*° sur | — 27, 277[)

et
X X . Nt X . N
/DN(t)dt—/ Smt dt:—/ o(t)sin Nt + 00
0 0 0

N
X ) . 1 X ,
Or @(t)sinntdt = ¢(x)sinnx — " @' (t) cos ntdt,
0 0

ce qui montre qu’il existe une constante C, telle que | fox o(t)sinntdt| < C; pour
n > letx € | — o, . Puisque ’intégrale fooo Sint—”‘” est convergente, il existe une
constante C, telle que | fox SiT“ta?t| = | fonx S“‘T’”dﬂ < Cypourn > letx € |—m,m[.
Finalement, f(x) = —2x + fox Dy (t)dt est bornée uniformément pour N > 1 et
x € [—m,m]. Si (%) avait lieu, on obtiendrait que la série ) | % est convergente, ce qui
n’est pas.

Corrigé 39

39.3.1. L’ensemble des polyndmes trigonométriques représentés est un espace vec-
toriel de dimension 2n + 1. Si on le munit (par exemple) de la norme du sup :
|T||oo = supyeg |T(x)] (qui est bien définie car ces fonctions sont continues et 277-
périodiques, donc bornées), 1’application linéaire T — T’ est continue. Par consé-
quent : 3C, tel que ||77||oc < Cul|T |-

39.3.2. Pour T(x) = cosnx,on a ||T||oc = 1et||T'||oc = n, il en résulte que
C,>n.

39.3.3. Si I’on ne peut pas prendre C,, = n, cela veut dire qu’il existe 7 tel que
IT'||c > n||T||os- Notons alors L = 1||T"||«. La fonction T” étant 27r-périodique
et continue, elle atteint son maximum en un point z € R et quitte & changer T en
—T on peut supposer que 7’(z) = nL. Nous avons alors T”'(z) = 0. Introduisons les
polyndmes trigonométriques S et R :

S(x)=Lsinn(x —z) — T(x) et R(x)=S(x)=Lncosn(x —z)— T (x).

Nous allons étudier les changements de signe de S puis les zéros de R. Désignons
alors par uy le point uy = z + (2k + 1)5-,k = 0, ..., 2n. Puisque |T(x)| < LS(uo) =
L—T(uy) >0,Su)=—-—L—-Tw) <O0,...,S(up,) = L—T(uy,) > 0, dans chacun
des 2n intervalles Jug, uy[, ..., Juo,—1, us,[ il y a une racine (yy, ..., y2,—1) de S :

SOy;) = 0 avec u; < Vi < Ujy1,i =0, v 2n — 1.

Observons que yy,—1 < Yo+ 27 car yy, 1 < Uy, = ug+2m < yo+ 2. Notons alors
Yan = Yo + 2 et S(y2,) = S(yo) = 0.

Par la propriété de Rolle, il y a un zéro de R = S’ dans chacun des 2n intervalles
1y0, il 1y1s yabs -5 1yan—1, y2ul: 3xi € 1yi, yin1[, R(xi) = O pouri = 0,...,2n — 1.
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Observons que la encore x5, < xp + 27r. Puisque R est un polyndme trigonomé-
trique de degré n, il a au plus 2n zéros modulo 27 (nous 1’établirons plus bas) et
nous savons que R(z) = Ln — T’(z) = 0 par conséquent z est I'un des x; modulo
27,7 = x;,(27). Mais R'(z) = —Ln?sinn(z — z) — T"(z) = 0 et donc x;, est racine
double de R : R possede 2n racines distinctes modulo 277 dont I’une est double : ceci
est absurde (voir détails dans le lemme qui suit ).

11 nous reste donc a établir le lemme suivant.

Lemme. Soit T un polynéme trigonométrique de degré ni.e. (A, ay, ..., a,, by, ..., b,)
tel que

T(x)=A+ Z(ak coskx + by sinkx) .
k=1

Alors T a au plus 2n zéros comptés avec multiplicité dans l'intervalle [0, 2.

Démonstration. On peut aussi écrire

T(x) _ Z Ckeikx _ e—inxP(eiX)
k=—n

2n
P(2)=) Ci_nd'
k=0

avec Cy = A et pour tout k # 0,

k
Cr = —i—b 2.
= (=)

Nous avons alors pour tout m > O et tout x € R : x est un zéro d’ordre m de T si et
seulement si ¢'* est un zéro d’ordre m de P. Le polyndme P étant de degré 2nily a
au plus 2n zéros comptés avec multiplicité et le résultat en découle (on a utilisé que
sur [0, 277, I’application x — &'~ est injective).

Commentaires

L’inégalité montrée au numéro 39.3.3. est due a Bernstein. Elle fait partie d’une
kyrielle d’inégalités que 1’on rencontre en théorie des séries de Fourier (certaines
pouvant s’avérer extrémement difficiles a démontrer). Le lecteur intéressé pourra se
reporter a I’ouvrage de référence en la matiere : A. Zygmund : Trigonometric series
paru chez Cambridge University Press.

Corrigé 40

40.3.1. Donnons nous & > 0, si S,, converge uniformément vers f, pour toutn > N,
ettoutx € R, [S,(x) — f(x)| < e.
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D’autre part
n
12 (0| < laol + Y (lax] + [Be]) < @+ || f]]o-
k=1

Ainsi pour n < N, + M avec N.(2N; +2)|| f||oo < eMe,

N, n—I1
SSk(x) — f(x) |Se(x) — f(x)]
o — s < YOO SO 5 S0 Sl
k=1 k=N,+1
1 ne
< =N+ 2)||flloo + —
n n
< e +e< 2.
40.3.2. Nous avons
21

S,(x) = — f(t)(l +cos(x —t)+ ...+ cosn(x — t))dt,
o 0 2

et donc

| sin <n+%> (x—1)
S =— [ f0 e

0 2 sin

2

s 1« sin(m + 1)u
en utilisant que 7 + Z cos pu = ————

gy 2sm§
. 1 = sin(k + D(x — 1)
Ainsi 0,(x) = —/ f(@) Z —— dt.
wn Jy = 2sin 5+
n—1 c 2y
1 sin“ ns
La , pui in(k+ = = 2 btient
a encore, puisque kz_;mn( 2) u sin? on obtient que
o ox—1t\?2
1 277 SlIln 2
O'n(x)—z—/ O | —=+1 4. (%)
n Jo sin
D’ autre part,
Cox—1t\?
1 277 sinn
1=— —= | dr, (%%)
2n J, sin >~ f

carsionprend f(z) = 1,Vt ona S(x) = 1,Vk et o,(x) = 1,Vn, d’ ot I'identité (xx).
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Ainsi

X —1

1 2 sinn 2
|00 () = fOI < 5— [ @O = fOl | ——F=7 | dr.
i Jo sin 2

Observons alors que la fonction intégrée est 27 — périodique par rapport a ¢ de sorte
que I’on ne change pas cette derniere intégrale en intégrant sur [x — 7, x + 7] au lieu
de [0, 27]. Aprés changement de variable t — x — 2¢ il vient donc que

1
o) — )] < = / F— 20— £ ( ’”)
nir

La fonction f est continue sur R et 27 — périodique, elle est donc uniformément
continue sur R. Soit donc & > 0 fixé. Il existe n, > 0 tel que si |x; — x| < 27, ona

| f(x1) — f(x)] < e.

Mais alors en découpant I’intégrale précédente en |t| < 7. et |[t| > 7. il vient

€ sinnt \ > 2 sinnt \ >
o) = fOO)] < — : di+— [ lfllee |
nt Jj<y, \ Sint nw It\ e sin ¢

™)

Par (xx) et puisque pout |t| > 7, | sin¢| > | sin 7| nous déduisons alors que

2[[flloo 1

sin? p, N

on(x) — f(X)| < &+

qui est inférieur a 2& pour n assez grand et ce indépendamment de x.

Commentaires

Ce probleme (Théoréme de Fejér) montre de maniére simple que toute fonction conti-
nue et 27-périodique est limite uniforme de polyndmes trigonométriques (les o)
tout en fournissant une expression explicite de ces polyndmes :

n—1

k
oa(x) =ap+ Yy (1 - ;> (ax cos kx + by sin kx).

k=1

Corrigé 41

413.1.Sia > 1,50 L < oo et donc lim, oo 0" -1 = 0 quel que soit
A> 1.

Sia < ZZ‘"]H + # = (A — Dn qui tend vers I'infini : la condition n’a jamais lieu.
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Si0<a<l,
Z % /m+l dx /an ldx
xa
m=n+l
_ ( _ 1)1701 _ (n + 1)17a N /\lfa nl—a

l -« |

lorsque n — oo et donc la encore la condition n’a jamais lieu. Finalement pour
a = 1, rappelons qu’il existe une constante vy telle que y —logn+> . _, % = 7, tend

A
vers zéro lorsque n — oo. Nous avons alors 30 L — 5™ L _smm L

Nan — Mp +1log(An) —logn = log A+n,, —7,. Lorsque n tend vers +00 et a condition
de prendre par exemple A = ¢® > 1 nous avons bien lim,_, Zm Lol e <&
En conclusion les valeurs de « qui répondent a la question sont « € [1, +00[.

41.3.2. Soit m un entier supérieur a n + 1, puisque

(m+ Dow(f, 1) = (n+ Dou(f, 1)+ Y S(f,0),

k=n+1

nous avons

(m = m)Sy(f, 1) = (m+ Dou(f, 1) =+ Doa(f,0) = > (Si(f,1) = Su(f, 1)),

k=n+1

Or Si(f1) = Sulfs) = 32,5 1>k f(j)e'* de sorte qu’en intervertissant les signes
somme :

DD =S =Y Y fel =D =i+ Df(e.

k=n+1 n<|jl<m k=l n<|jl<m

Ainsi lorsque m = [An] > n nous avons

A 1
S, = F (0~ ()
[An] + 1 L\ o
o [An] —n Z <1 1+ [)\I’l]) f(j)C’J '

n<l|j|<An

Donnons nous alors € > 0, puisque « vérifie la propriété de la question 41.3.1. et que
la suite (|n|*| f(n)|) est bornée, il existe A > 1 et ng tels que

Vnzno, Y [f()I<e/2

n<|j|<[An]



184 3 - Solutions détaillées et méthodes

Supposons donc que o, (f,t) converge vers une limite notée o (f,t). Puisque [An]
est équivalent a An lorsque n tend vers I’infini nous avons

o (f, 1)

lim <[/\n]+1 n+1
n—oo \ [An] [l -

Un(f t))

A+1

1
= 1D - o0 =0(f,0).

D’autre part, pour n > ny,

UL\ 2yt
> <1—W>f0)€’ < Y fhl<e/2

n<|j|<an n<|j|<an

Soit alors ny > ng tel que pour n > ny, [An] > n et

[An] +1 n+1
W [An] (f7 ) [An] — O'n(f t) g'(f I) 8/2
nous aurons donc pour n > ny, |S,(f,1) — o(f,1)| < . Ainsi S,(f,t) converge

vers o(f,1).

La réciproque est le tres classique « Lemme de Césaro ».

Lemme. Soit (g,) une suite de fonctions bornées de X partie d’un espace vectoriel
normé dans un autre espace vectoriel normé (E, ||.||). On suppose que (g,) converge
uniformément vers g : X — E. Alors (G,) avec G, = EZ:O gk converge
uniformément vers g.

Remarques.
(i) Lorsque X est un singleton, il s’agit d’une convergence simple.

(i) La réciproque est en général fausse comme le montre I’exemple g, = (—1)".

Preuve du Lemme. Pour m < n, on écrit
Gy — Z(gk —g)= (Z(gk —g)+ Z (8 — g))
k=m+1

Donnons nous & > 0, il existe alors m tel que

n>=m= sup||g.,(x) — g)|| < &/2.
xeXx
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Puisque les fonctions (g;) sont bornées, g est bornée et

1 m
lim > sup |lge(x) — g(x)|| = 0.

n—+oo n + 1
k=0 *EX

Il existe donc ng > m tel que n > ng = sup,cy n%H S (gk(x) — g(x))|| < &/2
et pour n > ng nous aurons, sup, ¢y ||G,(x) — g(x)|| < &.

41.3.3. D’apres le lemme que nous venons d’énoncer, si S,(f,.) converge unifor-
mément vers S(f,t),0,(f,.) converge uniformément vers S(f,t). D’autre part si
o, (f,.) converge uniformément vers o (f,.) on observe que 1’entier n; apparaissant
dans la preuve de la question 41.3.2. peut étre choisi indépendamment de t et ainsi
S.(f,.) converge uniformément vers o (f,.).

Commentaires

Lorsque a > 1, le fait que | f (n)| < n% entraine que S, (f,?) converge normalement
vers f et le résultat prouvé ici n’a pas grand intérét. Par contre dans le cas & = 1, on
ne peut rien dire a priori sur ) _ | f(n)|.

Mais puisque f est continue, nous savons (théoreme de Fejér, probleme 40) que
o,(f,.) converge uniformément vers f ; il en est donc de méme pour S, (f,.). Ainsi
nous obtenons le résultat suivant.

Proposition. Soit f continue et 2m-périodique sur R. Si sup, .y |n|| f(n)| < oo alors
[ est limite uniforme de sa série de Fourier.

Grace au probleme 50 nous pourrons en tirer une conséquence intéressante (voir
les commentaires a ce dernier probleme a la page 219).

Corrigé 42
42.3.1. Soitn > 1, on prend s, = 7. de sorte que pour k € Netk € [n,2n], on a

. . . . 2n - V2
sin kx, > sin %. Puisque a; > 'mfk}l a, = 0, Zk:n ai sink, > 5=(n + Day,. Par
ailleurs, le critere de Cauchy uniforme montre que

2n
lim rnaxg apsinkx | =0,
n—+0oo xeRk

=n

de sorte que (n + 1)ay, tend vers zéro lorsque n tend vers ’infini. Il en est donc de
méme pour nay,. Puisque az,+1 < az,, (2n + 1)az,+; tend lui aussi vers zéro lorsque
n tend vers I’infini et finalement lim,,_, ;o na, = 0.

42.3.2. Nous allons montrer la réciproque qui s’énonce comme suit. Soit (a,),>1 une
suite décroissante et tendant vers zéro lorsque n tend vers I’infini, si la suite na, tend
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vers zéro lorsque n tend vers Iinfini alors la série de fonction ) -, a, sinnx est
. . =
uniformément convergente sur R.

Puisque na, tend vers zéro, la suite by = sup{na,,n > k} est bien définie dans R
et tend vers zéro. Soientn > 1, p > 1 et x € ]0, 7]. On note N(= N,) I’entier qui
esttel que 7 < x < %

(i) 1% cas, p < N. Nous avons alors

m+p m+N—1
(sinnx < nx) Zak sinkx| <x Z ka, < xNb,, < 7b,,.
k=m k=m

(i) 2°cas, p > N. Nous écrivons

m+p
Zak sinkx = R+ R’
k=m
m+N+1 . / m+p .
avecr =) ., asinkxetR =) , " . a;sinkx.

Pour la majoration du ler cas, |R| < b,,. Pour le second terme, notons

X
=1 2sin —
2

oo (n+3)
0 cos = —cos (n+= ) x
D, (x) = Zsinkx

de sorte que par la transformation d’ Abel

m+p
R'=| = Y (@1 — @) Du(x) | = amen Dien—1(X) + s it D p ().
k=m+N
Or pour les valeurs de x considérées, |Dn ()| < % et par conséquent (ay = dp41) :

m+p

E (ak - ak+l) tamn + Am+p+1
k=m+N

R| <

< D2apen <201+ N)aman < 20m + Ny < 2bm.
X

m+p

Ainsi dans cecas |, ")

a sinkx| < ( + 2)b,,.

Cette derniere majoration étant valable dans le premier cas, nous en déduisons que,
compte tenu de la périodicité et du caractere impaire de la fonction Sinus, la série de
fonction ) ay sin kx vérifie le critere de Cauchy uniforme pour x € R. Elle est donc
uniformément convergente.
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42.3.3. Si na, tend vers zéro, a, tend vers zéro et d’apres la question précédente
la série de fonction ) a, sinnx converge uniformément vers une fonction (que 1’on
note f) qui est alors continue et 27w —périodique. Cette convergence étant uniforme,
on a bien a, = % fozw f(x)sinnx. Réciproquement, étant donné f continue et 27
—périodique, on définie a, par cette formule et on introduit la suite de fonction o,

moyenne de Césaro, o,(x) = ﬁ > ey Sk(x) ot Si(x) = El;:1 ay sinkx.

D’apres le probleme 40 (Théoreme de Fejér) nous savons que o, converge uniformé-
ment vers f. Puisque 0,(0) = 0, f(0) = 0 et donc o,,(%) converge vers z€ro. D’autre
part nous avons o, (x) = ZZ:] (11— nkﬁ)ak sin kx (formule classique qui s’ obtient soit
par un calcul direct soit par récurrence). En utilisant la minoration sin¢ > % valable
pour 7 € [0, 7], il vient alors

T k km k 2 km
(=) = 1 - in— > 1- =
d (n) Z( n+1>aksmn ak< n+1>7rn

k<

S

Orl — nkﬁ > % pour 1 < k < 3 etdonc o,(T) > %st% ka. 11 en résulte que
la suite (% Zk < kay),>1 tend vers zéro. Prenons alors n = 2m, puisque (a,),>1 est

décroissante,

1 IR m+1
;Zkak> QJnamelk: 4 any,

Ainsi (m + 1)a,, tend vers zéro lorsque m tend vers I’infini, il est donc de méme pour
may,.

Commentaires

Il résulte du résultat démontré au numéro 42.3.2. (prendre a, = m) que la

: _ sin nx :
fonction f(x) =_,>| ;iog(irn €St continue. . '
Observons que le résultat montré dans ce probleme est spécifique au cas d’une série
de Sinus. Il serait faux pour > -, a, cosnx. Ces dernieres séries sont étudiées au
=

probléme suivant.

Corrigé 43

43.3.1. Pour montrer I’identité

n—2

1 1 1
50(0) = 5 D0+ DA @ Fi(x) + 5n(Aa,-DFi(0)+ 50, D,(0), ()
k=0
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on peut procéder de deux manieres différentes. Soit on commence par calculer
T (X) = 0 (x) 0l 0y (x) = 1ok + DA Fi(x) + n(Aay 1) Fy— 1 (x) + @y Dy (x) :

Ons1(X) — 0, (x) = nA%a,_1 F,—1(x) + (n + 1)(Aa,) F, (x)—
—n(Aa,_1)F,—1(x) + app1 Dpy1(x) — a, Dy (x) = Aa,(—nF,_1(x)+
+(n+ D) F,(x) — Dy(x)) + (an — apr1) Dyp(X) + ayy1 Dy (x) — @, Dp(x)
= an41(Dp41(x) — Dy(x)) = apy1 cos(n + Dx.

Ainsi, 0,(x) sera égal a 2s,,(x) une fois que 1’on aura montré que
oy(x) = 250(x) = ag + a; cos x + ap cos 2x,

égalité qui se vérifie immédiatement.

L’identité (x) peut aussi se montrer en répétant deux transformations d’ Abel. Rap-
pelons que la transformation d’ Abel pour les séries est I’analogue de 1’intégration par
parties pour les intégrales. Soient (d,,) et (b,,) deux suites, on vérifie aisément que

> di(Ab) = = b (Ady) + dobo — dyarbyr.
k=0 k=0

Appliquons la transformation en prenant by = ACy ou (C,) est arbitraire. Il vient

D di(AC) = =D (ACk1)(Ady) + doACy — dy1(AC,41).
k=0 k=0

Puis en itérant la transformation sur la somme au membre de droite, nous obtenons

> (ACk)Ady) = =) Cua(A’d) + AC1Ady — ACy2Ads1.
k=0 k=0

Ainsi

Z di(A*Cy) = Z Crsa(A%dy) + doACo — dys1 ACy41 + AC12Ad 41 — ACTAdy.
k=0 k=0

Prenons alors C, = ai,d, = (k+ 1) Fr(x) = ZI;ZO D,(x)etn — 2 aulieude n. La
formule (x) en résulte.

Maintenant que cette identité est prouvée, lorsque x n’est pas congru a zéro
modulo 27, les suites (D,(x)) et (F,(x)) sont bornées. Ainsi la série de terme
général (k + 1)A%ay, Fi(x) est absolument convergente. En utilisant (i) et (ii), il résulte
donc de (%) que (s, (x)) converge vers f(x) = % Z,fio(k + DA%aq;, Fi(x).
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43.3.2. Lorsque x € [a, b] C]0, 27, les suites (D,(x)) et (F,,(x)) sont bornées indé-
pendamment de x. Ainsi la convergence de s, vers f est uniforme sur [a, b] C]0, 27[.
Il en résulte que f est continue sur tout compact inclus dans ]0, 27[ et donc f est
continue sur ]0, 277[. De plus,
27 —e 1 oo 2m—¢
/ f(x)cosnxdx = 5 Z(k + DA%a, / Fi(x)cosnxdx.
& h:O €

2T —¢ 2
Mais < / Fr(x)dx < / Fr(x)dx =1
e 0

27 —e¢
/ Fi(x)cosnxdx
&

et par conséquent, Ve € 10, 27|,

27T —¢
(k + 1)A2ak/ Fi(x)cosnxdx| < (k + 1)|A%aq],

avec > (k + 1)|A%q;| < co. Puisque

2m—¢

21
lim Fk(x)cosnxdx:/ Fir(x)cosnxdx
0

—
€ €

nous déduisons par convergence dominée que
1 2T —¢ 1 o0 21
b, = lim — / f(x)cosnxdx = — Z(k + l)Azak/ Fr(x)cosnxdx.
e—=0T7 J, 21 —o 0
Un calcul direct montre alors que
21
(k+1)/ Fr(x)cosnxdx =0sik<n—1let =2wmk—n+1)sik>n
0
Il en résulte que b, = > .~ (k + 1 — n)A%ay. Mais

Z kA’aq, = Z kAa, — i (k — DAay, = nAa, + i Aa, = nlAa, + a1

k=n+1 k=n+1
et E A’a, = Aa, = a, — a,, d’ou b, = a,.

43.3.3. Nous allons prouver que si a, — 0 et > (n + 1)|A%a,| < oo alors nAa, — 0.
Pour cela nous évaluons
n n+l
Z kAzanHk Z k (Aam+k - Aam+k+1) - Z kAam+k - Z(k - 1)Aam+k
=0 k=0 h=0
= Z Atk — nAGpins1 = Auetl — Qmansl — DAAp4ne1 -
k=1
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Ainsi pour tous m et n :

n

E 2
_nAam+n+l = Qpin+l — Am+1 T kA A+ -
k=0

Prenons m = n, il vient

n
[nAass1| < |azner| + [an | + Z(k + 14+ 1)|A%a, ],
k=0

2n
< |a2,,+1] + \an+1| + Z(k + 1)|A2ak]

k=n
et donc lim,,_, o, nAdy,+1 = 0 d’olt lim,,_, oo (21 + 1)Aas,+; = 0.

Par ailleurs 2nAa,, = 2nA’ay,+2nAay,, et puisque lim,_ o 2nA%a,, = 0, il résulte
que lim, ., 2nAa,, = 0 et donc lim,,_,, nAa, = 0.

Commentaires

La convergence des séries de Cosinus est plus délicate que celle des séries de Sinus
(étudiées au probleme précédent). L’objet de ce probleme est de donner une condi-
tion suffisante sur les (a,) pour que 2@1 a, cos nx soit convergente. La condition
a, — 0 n’est notoirement pas suffisante et la condition Y |a,| < oo est trop forte
(elle impliquerait la convergence uniforme). La condition (iii) (due & Zygmund) res-
semble a une propriété de décroissance de la « dérivée » seconde de a, : (A%ay,). Elle
est en quelque sorte optimale, voir I’ouvrage de Zygmund déja cité a la page 180.

Corrigé 44
44.3.1. Soit y la fonction caractéristique de [a, b] C [0, 1], alors

1 b
/ X(x)e—Zikadx — / e—2i77'kxdx — e
0 a

1

k[

Soit alors € > 0, la fonction f étant intégrable au sens de Riemann, il existe une
fonction en escalier g = ZP: 1 Apxpou A, € Ret y, estlafonction caractéristique
de [a,,b,] C [0, 1], telle que

—2imwkb __ 672i77ka

—2imk

pour |k| > 1. Nous avons donc ’fol y(x)e=2imkx| <

1
/ [f(x) = g(0)|dx < &.
0

Nous avons donc (indépendamment de k € Z) :

1 1
/ F)e 2™ dx| < e+ / g(x)e 2™ xgx| .
0 0
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Mais d’apres la premiere partie :

P

1
<= I
wlk| =7

1
/ g(x)efZiﬂ'kxdx
0

Prenons alors K tel que Z;):l |Ap| < meK, pour |k| > K nous aurons

| fol f(x)e™ ™ dx| < 2e, ce qui montre que limy|_, fol f(x)e 2mkxdy = 0.
44.3.2. Puisque f(O) =0, F(1) = 0. Soit x € R, notons F(x) = F(x—[x]) ou [x] est
la partie entiere de x. Puisque f est intégrable sur [0, 1], F est continue sur [0, 1] et F'

sera continue si et seulement si elle est continue en x = 1 (puisque Fix+1) = F)
par construction). Mais ceci est automatique puisque F(0) = F(1).

44.3.3.a. Tout polyndme trigonométrique (1-périodique) et a coefficients positifs ne
contenant que des Sinus convient.

b. Soit K le noyau de Fejér :

N . 2
1 Y 1 sin(N + )mrx
K = 2impx —
w(x) N+1kzl |§|<:ke N +1 < sin x >
= pI<

En utilisant I’une ou I’autre des expressions, nous avons

Q) Jo Kn@dx =1,

(i) Ya €10, 1[,limy_1o0 [, “ Kn(x)dx =0,

(i) Vx e R, Ky(x) = 0.

Lemme. Soit (K y) une suite d’applications I-périodiques et continues vérifiant (i)-
(ii)-(iii). Alors quel que soit F continue et 1-périodique de R dans R, la suite de

Jonctions Ky F, avec (Ky* F)(x) = fol Ky(x —y)F(y)dy, converge uniformément
vers F sur R.

Démonstration. Puisque Ky et F sont 1-périodiques on a aussi (changement de
variable y — x — y)

1
(Kn x F)(x) = /O Ky F(x — y)dy
de sorte que
1
(Ky * F)(x) — F(x) = /O Ky()(F(x —y) — F(x))dy. ()

Puisque F est continue et 1-périodique, elle est uniformément continue et bornée
ainsi : w(y) = sup, cp |F(x —y) — F(x)| tend vers zéro lorsque y tend vers zéro et
|F(x)] < ||F|]oo < 00.
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Soit & € ]0, 1[, nous déduisons immédiatement de (x) que (on utilise (i) et (iii))

l—a
(K P = FO| <2AIF 1 [ Kn)dy + sup (),
a [y|<e
Donnons nous € > 0, puisque w(y) — 0 lorsque y — 0, il existe & > 0 tel

que |y| < @ = w(y) < &/2. Mais alors par (ii) 2||F]|Oof] aKN(y)dy tend
vers zéro lorsque N tend vers I'infini. Il existe donc N, tel que pour N > N,

ZHFHOo f] “Kn()dy < £/2. Ainsi VYN > N, Vx € R |(Ky * F)(x) — F(x)| < &.
Ce qui acheve la preuve du lemme.

Il résulte de ce lemme que (Ky x F)(0) converge vers F(0) lorsque N — +o0.
Nous avons (Ky x F)(0) = fol Kn(x)F(x)dx (observer que Ky est paire). Mais
nous avons la troisieme expression pour Ky : Ky(x) = Z|k|<N(l — %)e‘z’“ qui
s’obtient en échangeant les signes de sommation sur k et p. Ainsi

Ky PO = 3. ( - ﬂ) P — FO).

N +1
k|<N

ot F(k) = [} F(x)e 2™ xdx.

On vérifie alors que F(k) = f (k) pour k = 0 (on pourra raisonner par densité, comme
a la premicre question, apres av01r montré cette identité pour une fonction f en esca-
lier). Ainsi

k k .
Z (1—N‘+|1) fl(k) — F(0) — F(0) = —F(0).

k| <N

k0

Mais N+1 Z|k|<N klf(k) N+11{’ P 1f(k) et & Zk lf(k), moyenne de Césaro
de la suite (/' (k))k>1, tend vers zéro puisque d’apres la premicre question cette suite
tend vers zéro. Ainsi Zk 1 fl.(k) converge vers — —F 0).

44.3.4. Prenons a; = W
= f(k), d’apres ce qui précede > % devrait étre convergente ce qui n’est pas.

pour k£ # 0. S’il existait f intégrable telle que

Commentaires

Ce probleme est a rapprocher du probléme 42 puisque finalement
>~ f(k)sin2mkx est une série de Sinus. Nous voyons que si I’on essaye d’impo-
ser un signe a i f(k) alors nécessairement f(k) doit tendre assez vite vers z€ro

k
(5 < 00
En d’autres termes, il n’est pas possible de caractériser simplement les fonctions f,

périodiques et impaires dont les coefficients de Fourier ont un signe donné apres
multiplication par .
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Corrigé 45
45.3.1. On développe

N N N
IIf - Z fnenH%:HfH%_zRe Z In(fsen) + || Z fnen”%'

n=—N n=—N n=—N

. 2 -
Puisque pour n # m, (e,, ) = 0 alors que ||e,||3 = 5= 0” ldx = 1, il vient

N N N
I1f - Z fnenH%:HfH%_z Z |fn|2+ Z |fn|2

n=—N n=—N n=—N

et ainsi

N N
Z ’fn|2:‘|f"§_’|f_ Z fnenH2< Hf”%

n=—N n=—N

Nous en déduisons que (| fn|2)n€Z est une S.A.C.. La fonction f étant continue, un
résultat du cours (identité de Bessel) assure que

1

21
Snezl ful* = E/ | f(x)|?dx.
0

45.3.2. Calculons
HSN+M - SNHoo = H Z MnenHooy
[n|<N+M
|n|>N+1

et puisque ||e,||oo = 1,

ISverr = Silloe < Dl < D0 ual.

[n|<N+M [n|=N+1
[n|>N+1

Puisque (u,),cz est une S.A.C., EIHJ? v41 |Un| tend vers zéro lorsque N tend vers
I’infini et alors il résulte de I’inégalité qui préceéde que la suite (Sy),en est de Cau-
chy dans E pour la norme ||.||o. Cet espace est complet, il existe u € E tel que

Nous avons |(ex, u —Su)| < |len|l2|lu = Sn[l2 < [len||oo| |l = Sv|[oc = [Ju—Sn]loo
par conséquent (e,, u) est la limite de (e,, Sy) lorsque N — oo. Mais pour N >
|nl, (en, Sn) = u, et donc le coefficient de Fourier (e, , u) est u,.

45.3.3. Nous avons u, ~ % lorsque n — 400 par conséquent (u,),cz est bien une
S.A.C.. Ecrivons

+00

u(x) =Y upe™ = Sy(x)+ i L

n=1 wiya M= D
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pour tout N > 1. Ainsi, pour x # 0,

u(x) —u(0) _ m Sy(x) — Sy (0) .\ i sinnx

1 _
" X X nn — x

n=N+1

Pourx =1/N, N > 2,

Z sinnx
n(n — Dx

+00

=3 _li S
x e n(n—l) x n) xN

1 N sinnx sin x
Im NSy(5) =N ((; pr 1)x> - = ) ,x=1/N.

Lorsque n est compris entre 2 et N et x = 1/N, nx est compris entre 0 et 1 par
suite % > a =sinl > 0. En utilisant le fait que sinx < 1, nous obtenons que
ImNSy(3) = N, = L)—1> 81N —1= N — 1. Puisque Im Sy(0) = 0, il
résulte de 1’identité de I’ enonce et des estimations précédentes que, pour x = 1/N,
Im M > N — 2. Par conséquent M n’est pas borné lorsque x tend vers
z€ro et a fortiori u n’est pas dérivable en zéro.

45.3.4. Soient N et M deux entiers,

N+M o]

2 1
1Svem = Snll= > =

n=N+1 n=N+1

N
(]
:&3| —_

cette derniere suite tendant vers zéro lorsque N — +00, la suite (2y)y>1 est de
Cauchy dans E pour la norme ||.||,.

45.3.5. Calculons

) E ) N einx N ei(n+1)x einx
ix _ 1 — ix _ I JE—
(" =DIn) = =D — Z( p n)
n=1 n=1

N+1 - inx N einx iNx
= — =S +
; n—1 ; n V) N

Puisque (Sy)nen+ converge vers u pour la norme ||.||~, €lle converge vers u pour
la norme |[|.||>. Par ailleurs ||%||, = < tend vers zéro. Ainsi la suite de fonction
((ey — )X N)pen+ converge dans E pour la norme ||.||> vers u. Si, par ailleurs, Xy
converge dans E vers o € E pour la norme ||.||> ((e; — 1)2y)nen converge vers
(e; — 1)o pour la norme ||.||, et ainsi (e; — 1)o = u.

45.3.6. Si E muni de la norme |[|.||, était complet, puisque la suite (2 y),en+ est
de Cauchy dans (E,||.||2), elle convergerait vers un élément o € E. Dans ce cas
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”(x) u® — € =15(x) et puisque limy_.g % = i, la continuité de o en zéro fait

que u est dérivable en zéro. Ceci-contredit le resultat de la question 45.1.3. et par
conséquent, £ munit de la norme ||.||, n’est pas complet.

45.3.7. Soit f € E, désignons par g € Ey défini par g = Zr]:]:—zv fnen. Pour
h € E,, nous avons

1f=hl3=11f —g+g—hl3=If — gl +|lg —hl3,
car f — g est orthogonal a tous les éléments de E,, et donc a g — k. Ainsi

Lf =Rl = |If = gll2, Yh € E,.

De plus si g’ € Ey convient alors

Lf =&l <IIf —gll2

etpuisque || f — ¢'|[3 = ||f — gl3+lg — &'I3.lg — &'l = Oetdonc g’ = g.
45.3.8. Nous devons montrer que 1’application Py est linéaire et vérifie
Py o Py = Py. Nous avons d’apres la preuve de la question précédente,

N
Pvf= > fuew=5= Z( f(x)e " dx)e,

n=—N n=-—n

etdonc pour fi, f» € EetA;, Ay € C,onabien Py(A; fi+A2 f2) = A Py fi+A2 Py /5.

Lorsque f € Ey, Pyvf = f soit en utilisant la formule qui explicite Py f soit en
observant que || f — f||3 = 0 et donc f minimise || f — k|| pour h € Ey.

Nous avons (Py f, f — Pyf) =0car f — Py f = Z|n\>1v+1 fnen. Ainsi par le
théoreme de Pythagore

WFIE=1f = Pvf+Pnflls=I1f — Pufll5+I1PxfII3-

L’inégalité demandée en résulte.

45.3.9.a. Nous avons vu que

(Py f)(x) = Z ( f(y)e—""ydy> e

n=—N
ainsi

1
(P = 5 / o) S vy

n=—N
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ou €ncore
T

1
(Py f)(x) = 5— J()Dn(x — y)dy.
45.3.9.b. Faisons le changement de variable y = x — z dans I’intégrale précédente. I1

vient
1 X —1TT

(Py f)(x)

— f(x —2)Dy(2)dz,
27 Jyim

= L/ fx —2)Dy(2)dz.
2 x—m

Etant donné que 2 x fixé, la fonction z — f(x — z)Dy(z) est 2ar-périodique, son
intégrale sur le segment [x — 77, x + 77| de longueur 27 (la période) est €gale a son
intégrale sur [—7, 7] :

1 o
(Py f)(x) = ﬁ/ f(x —2)Dy(2)dz.

45.3.10. D’apres I’inégalité de Cauchy-Schwarz sur les intégrales et la formule de la
question 45.1.9.b,

1 . 1/2
(Py )] < (5 / | f(x —y>|2dy>

—TT

[ D |l2-

Mais puisque nous prenons || f|oo < 1, [(Py £)(x)| < ||Dy||2. Par ailleurs,
N N
IDNIB=11 " elB= D" llealf =2N+1,
n=—N n=—N

ainsi Vx € R, [(Py f)(x)] < V2N + 1 etalors ay < V2N + 1.

45.3.11. Nous avons |¢5,(x)| < 1, par conséquent ||/% ]| < | de sorte que ay >
|| PN || oo- A fortiori, ay > | Pyp5,(0)|. Mais

1 Dy (— y)DN(y)
(Pyd5)(0) = —— /

Y 2m -\ Je+ D(y)
et Dy(—y) = Dy(y) fait que Dy(—y)Dn(y) = [Dy(»)|* = D3(y). Ainsi

1 [ Dy

aN/Z_ —
T J—m 1/8+D]2\,(y)
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Admettons pour I'instant que : Vy € R, 0 < |y| — Ve. Il résulte alors de

2

y

2442 <
\/ €7y

la minoration de ay que

1 T
ay = <2—/ |DN(y)’dy> — Ve,
m J)_

o
c’est-a-dire que ay — Ly > —./¢. Faisons tendre alors € vers zéro, il vient ay > Ly.

Pour montrer 1’encadrement admis, nous écrivons
2

y Ve =y l(Ve+yE—/yD)

Y N

|yl &

Ve+y? \/s+y2+\/ﬁl

Ainsi 5 ’ ’
y y €
<yl = < — < ye.
<Dl \/82+y2\\/8+y2\/5\
sm(N+ )x

45.3.12. Puisque Dy(x) = pour x # 0,

1 T 1sin(N + %)x dr — L 7 | sin(N + 2)x\

— —
27 J_, sin 5 2 sin 3

Ly=

Nous découpons alors cette derniere intégrale de sorte que la fonction
x +— sin(N + %)x soit de signe constant :

A2/

2(k+D)m

v+ | sin(N + 5)x sin(N + 5)x
’ ( xz) ‘dx+/ 7‘ ( 2) ’d
= 2Nw

2N+ 2 sin 5
Thtd L ™ dx  __ s
La seconde intégrale est majorée par | Wz GnT T INAT o EN par la formule de
la moyenne, ou £y € ]zzfvvﬂ, L Ainsi lorsque N — oo, elle a pour limite 0.
(k+D)7
Z . N—1 sin(N+5)x
Etudions alors Iy = l =0 f LN+ %dx que nous allons comparer avec
2N+1 2
2(k+D)m
N—1 2| sin(N+3)x 5. . L,
Iy = L300 [ %dx. Nous observons qu’il existe un réel @ > 0 tel
2N+1
que pour x € 10, 7], ‘sirli — % < ax. Ainsi
2
N—1 2(k+D)m . .
1 v+ | sin(N + %)x 2sin(N + %)x
|IN - JN| = = X - dx7
m 2o sin 5 X
k=0 ¥ 2N+ 2
N—1 2(2k+1)7r 2N,,.
N+1 N+1 T
g xdx = — xdx < —.
m _km T Jo 2

0 @N+D)
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2(k+D)m

D’autre part, ff”” | sin(N + 1)x|dx = 4/(2N + 1) et donc

N—1 2(k+D)7
4 2N +1 2N+ |sm(N + 2)x]
—=d
2N+1zz(k+1)7r Z/ *
k=1 AN
oN+1
S 2N +1 2k
k=1
de sorte que
N—1 2kt D N—1
4 1 W | sm(N + 2)x| 4 1
— | -1+ — — —.
T ( k) Z/z T Z k
k=1 2N+ k=1

27 | sin(N+1)x T si £ 1.t
Comme 2 [+ [sinNe 0] gy = 2 Jo ®Xdy = B est une constante, nous dédui-
m JO X m JO y

sons de I’encadrement précédent que 3 + %(—1 + Z,]CV:_II ,1() <B + N ! ,1
Mais E;l:]:l % diverge lorsque N — oo et a pour équivalent log N, il en resulte que
Jy ~ 2log N lorsque N tend vers I'infini. Puisque |/y — Jy| < %Z, il vient finale-
ment Iy ~ % log N et comme nous avions remarqué que Ly — Iy est aussi borné,
Ly ~ % log N.

45.3.13. Les applications ( Py ),en+ sont équicontinues sur E munit de la norme ||.||, :
il existe une constante M (1 en I’occurrence) telle que

YN 2> 1,5f € E, [|Pyflla < M[f]]-

Bien que pour tout N fixé,Vf € E, ||Py f|loco < V2N + 1|| f||oo On peut se deman-
der s’il existe M € R tel que

() YN=>1,Vf€E,|[Pyfllec <M flloo

S’il en était ainsi, on aurait par la question 45.1.11. M > an > Ly. Puisque Ly tend
vers I’infini par la question précédente, il résulte que (x) n’a pas lieu.

45.3.14. Soit f € E de classe C' sur R. Nous avons f’ € E et

fl = % fjﬂ f'(x)e~"*dx. Par intégration par parties, puisque la fonction
x +— f(x)e™"" est 2w-périodique, nous obtenons que f, = inf,. D’apres la
question 45.1.1., la fonction f” étant dans E, nous avons y_, . | fi|* = || f'||2 soit

Dz 1l = 11113 Ainsi f € Hyet|[fI]F = |I£]13+11]]3-

La réciproque est fausse. En effet si u est la fonction introduite a la question
45.1.3., nous avons pour n — o0, U, ~ n% et donc (1 +n?)|u,|* ~ n1—2 Ainsi u € H,;
alors que u n’est pas de classe C'.

45.3.15. D’apres la question précédente, E; C H;. Soit f € Hj, nous avons
Py f € Ej (c’est un polyndme trigonométrique) et || f — Py f|7 =
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? tend vers zéro lorsque N — oo puisque c’est le reste d’une

ZX|>N+1(1 + n2)|fn
S.A.C..
45.3.16. Nous avons

r-plB= Y e 3 e I
(1+N)? (1+N)?
[n|>=N+1 [n|>N+1
d’ ol I’'inégalité demandée.
45.3.17. Soit g € Ey, puisque la dérivée de la fonction x +— g2(x) est 2g(x)g’(x)
nous obtenons que g2(x) = g%(y) + 2 fyx g()g'(t)dt.
Il en résulte que pour tous x et y entre —7 et 77 nous avons

m

2200 — 2] < 2 / 508’ ®ldr < 4mllg|L I8 2

—TT

(application de I’inégalité de Cauchy-Schwarz). Ainsi

g2 () < g2 () +47lglLllg’ll2,

et en intégrant cette inégalité par rapport a y entre —7r et 77, il vient
2mg*(x) < 27||g|[3 + 8| |g][al & I2-
Ainsi pour tout x € [—7, 7],

g2 ) < lgllz +4lgll21lg’ll2 < 4v27]|g]l2llg1 ]

car ||g]|> + ||¢'|]2 < v2||g||:. Finalement

1/2

1/2
Plellh?,

Vg € En, [lglleo < Killgl];

avec K| = 2/ V2 par exemple.

Soit alors f € H;. D’apres la question 45.1.15. il existe une suite (g, ),y d’é1é-
ments de E; qui converge vers f pour la norme ||.||;. Ainsi (g)men est de Cauchy
pour la norme ||.||; et par conséquent I’inégalité précédente, qui peut étre dépréciée
en ||g|lo < Killgl]1, fait que (gm)men est de Cauchy dans (E, ||.||)- Soit donc
g € E tel que limy,—.o ||g — gm||oo = 0. Puisque (g,)men converge vers f dans Hj,
elle converge aussi vers f dans E pour la norme ||.||2. Mais ||g — gm||2 < ||g — gm|] o
et donc (g, )men converge vers g dans E pour la norme ||.||,. Il en résulte que
g = f :(gm)men converge uniformément vers f.

Finalement nous pouvons a la limite dans 1’inégalité

1/2 ||l/2

llgmlloo < Killgmlly""[lgm
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et ceci conduit au résultat demandé :
1/2 1/2
Vi€ Hy Ifllee < KillFILIFIL

45.3.18. En combinant les deux questions précédentes il vient

K,

VN +1

1/2 1/2
1Py f = flloo < I1Pvf = FILIFI

Mais || Py f — f1li < |l /]l ot

K
VN +1

Lorsque f € Hi, cette inégalité montre que (Py f)nyen+ converge uniformément
vers f lorsque N tend vers I’infini. Cette propriété n’est pas vraie pour f € E et
nous avons vu que la famille (|| Py f||) n’était pas majorée lorsque N € N* et
|| flleo < 1 (question 45.1.13.).

45.3.19. Nous avons || f||2 = >, cz [ ful> < X,z + 0D fu> = || FII}-

45.3.20. Si f # Oalors || f||1 = ||f||l2 > 0. Pour A € C, nous avons (Af), = Af;,
etdonc ||Afi1]]1 = |A|]| f]]1- Reste donc a montrer 1’inégalité triangulaire et ||.||; sera
une norme sur H;. Pour f, g € H| nous avons

VfeH, YN 21 |[Pyf— flle < 1111

> A+ fu+ gl

nez

1f+3l)?

< D A+ ful + 121

nez

= |fIR+1gl}+2) (+n?)] fullgal-

nez

Appliquons alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz rappelée dans le préambule avec

ay = V1 +n?|ful etby = V1+n?|g,|, il vient 3=, (1 +n?)| fullgnl < || ful l1]lgall:

et par conséquent

1 +gllf < IFIR+ 118l + 201 fullillgall = (1f 11 +11gl10)?

et I’inégalité triangulaire pour ||.||; en résulte.

Donnons nous alors une suite de Cauchy (f"),en d’éléments de H;. Pour chaque
p € Z, la suite de nombres complexes (f)nen est de Cauchy, il existe donc f, € C

tel que lim,, 4o f;’ = fp.
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Puisque (f"),en est de Cauchy dans Hj, elle est bornée dans H| :

JK € R, Vn €N, Z(l + I o < K?
PEZ

Puisque VN € N*, Z __ N+ pz)]fp|2 = lim,_, Zp_ v+ pz)|f"\2 nous
avons : VN € N*, 37 (1+ pOIf,* < K2 Ainsi (1 + p?)|f»]?)pez est une
S.A.C.. Mais alors (| f,|)pez est une S.A.C. car d’apres I'inégalité de Cauchy-
Schwarz

N N
Sl = D a+pH Sl pH T2,
p=—N p=—N
N 2, 1/2
1
2 £ 2
< Z (L+ pO)|fpl Z T+ 2 )
p=—N p=—N
1/2
— 1
p=1

En vertu de la question 45.1.2., (Zg:_ ~ frep)nen converge vers un €lément f de
E pour la norme ||.||« et les coefficients de Fourier de f sont les (f,),cz. Il en
résulte que f € H; car les sommes partielles Zng v+ p)| f,|? sont majorées
indépendamment de N (par K?2).

Nous allons maintenant prouver que lim, o, || f* — f||; = 0. A cet effet, donnons
nous & > 0 et observons que puisque la suite ( /"), cn est de Cauchy dans Hy, il existe
Ny € N tel que pour toutn > Ny ettoutm >0 pez(l +p2)|f”+’" fy| < e Ainsi
Vp € N¥, ngp(l +p2)|fl’}+’" f”| cetala hmltem — 400,

Y A+pNf - fl<e, dou |If,— flli <e

IpI<p

45.3.21. Par la question 45.1.17., || f]|c < K1||f]|1/2]|f|\1/2 et alors avec la ques-
tion 45.3.1., || oo < K1l f]]1-

45.3.22.a. D’apres I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

|87 el < lg”[l2llenll2 < [lg”[1]lenll = 1.

Ainsi, Vn € Z, la suite ((g7, e,)) pen est bornée.
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La suite ((g” ,€0))pen €tant bornée, nous pouvons en extraire une sous-suite
(g7 ep))pen convergente. La suite ((g¥°"), 1)) en étant & son tour bornée,
nous pouvons en extraire une sous-suite ((g0°?VP) ¢))) pen convergente. On
ittre ce procédé pour obtenir i telle que ((gW0°+-°¥DP) ¢p)),en soit extraite de
((gWo-ote=0)P) o) pen et convergente. Considérons alors ¢ : N — N définie par
J(p) = (Yo o ... o f,)(p). On vérifie sans peine ¢ est strictement croissante et que
pour p > k, (p + .) est extraite de g o ... o iy de sorte que ((g¥7, er))pen est
convergente quel que soit k& € N. Nous avons fait comme si les (e,,) étaient indexés
par N et non Z mais cela revient au méme.

45.3.22.b. Nous avons pour tous p € Net N € N*,

> Ighen < Z<1+n)1/2!g |(1+n%)7 172

<N =N

o5\ o 1\ 2
< ||gp|h<zl+n2> <2(Zﬁ> <oo=Kjs.

n=0 n=1

Ainsi)_ (%P, e,)| < K3 etalalimite p — 0o 2w || < K3 < oco.llen
résulte que (1,,),cz est une S.A.C. et d’apres la question 45.1.2., (Sy)yen converge
versl =) . l,e, € E pourlanorme ||.||.

45.3.22.c. Pour tous p € Net N € N*,

D A" el = Y (1 +nD)gl PP < g < 1.

In|<N [n|<N

Ainsi 2 la limite p — oo, ZInISN(l +n?)|,[*> < letdoncl € Hyet||l|; <1
45.3.22.d. Considérons la suite g¥ =

p —. Nous avons

1+p
lg”lli=1 et lim (g”,e,) =0
p—+00
d’ou I = 0. Ainsi pour toute suite extraite ||g#?) —[||; = ||g¥‘”’||; ne converge pas

vers zé€ro.

45.3.23. Le terme d’indice (/, k) de la matrice produit est ZZIXO e'*i e~ divisé par
: 2N el —x1) — jUkem _ wZN”—l

2N +1. Mais Z j Z ole 4" )J vaut 2N + 1 lorsque [ = k et

-y
N — 1 et donc

avec @ = el lorsquel # k (dans ce cas w # 1). Mais w
finalement Ej:O eie= % = QN +1)8y.

45.3.24.a. Cherchons Cy f sous la forme Cy f = Zjv:_zv &jej, ou les &; sont
a déterminer. Nous devons donc satisfaire a ZZV:_ N e = f (xj) pour tous
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J €10,...,2N}. Ce systeme linéaire pour les ¢; a pour matrice la matrice inversible
de la question précédente et donc il possede une et une seule solution (donnée par

1 2N _ilx:
&= ana1 jmoe (X)),

45.3.24.b. Ceci résulte immédiatement de I’unicité dans la question précédente.
i27j(2N+1)

45.3.24.c. Calculons eyn4i(xj) = e 2+ = 1, alors que ¢g = 1. Ainsi
eo(x;) = exn4+1(x;) pour tout j € Foyy et donc par I'unicité de la question
45.1.24.a., Cyeyns1 = eg. Il en résulte que Cyy # Py car Pyeans = 0.

45.3.25.a. Puisque e!CN*D% = [ Vk € Fon.1, Z1eon+1 = 21 et donc 2; ne dépend que
de la classe / modulo 2N + 1.

45.3.25.b. Nous avons vu que Cy f = ZIN:—N &1e; avec

& = ﬁ Z?Zo e~ f(x;). La formule demandée en résulte.

45.3.26. Par linéarité, il suffit de le montrer pour 2 = ¢;, j € {—2N,...,2N}. D’une
part

1 m

_77-/ ej(x)dx = (ej,eq) = 0o

et d’autre part
N

N P
Y e = 3 @k =N + Ddj.

k=—N k=—N

45.3.27.a. Si f et g sont dans Ey alors fg € Eyy et par la question précédente avec
h=rg,

| Y -
Py f)gx)dx =

1
o > Fanglx)).
-N

2N +1 .
]:

45.3.27.b. Puisque (Cy f)(x;) — f(x;) = 0, la formule définissant [ f, g] montre
immédiatement que [Cy f — f,g] = 0.

45.3.27.c. Nous avons

2N
[ ] 1 _ 2imjn  2imjm
en’ Cm = E € 2N+l g 2N+1 R
2N +1
Jj=0
2N
O
== w
2N +1 4 ’
j=0
2im(m—n) L, .
avec w = e 2v+1  vérifiant w2N+1 = 1.

Nous avons w = 1 si et seulement si m et n sont congrus modulo 2N + 1, il en
résulte que

1 sim = n modulo 2N + 1,
Len, em] = 0 sinon.
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45.3.28. Soit f € Hj, nous avons vu qu’alors (| f,|)nez est une S.A.C., il en est donc
de méme pour (fl+(2N+1)k)k€Z- Ainsi CNJ(f) = ZkeZ fl+(2n+1)k est bien défini.

Ecrivons Cy( f) = Z,N:_ ~ Mer avec les m; a priori inconnus. Nous avons
alors par la question 45.1.27.a. [Cy(f),e;] = m; pour [ € {—N,...,N}. Or
[Cn(f),e] = [f,e] par la question 45.1.27.b et donc n; = [ZkeZ fei,e]. Mais
puisque (| fi|)nez est une S.A.C., par convergence uniforme on peut intervertir som-
mation et [.,.] : g = ZkeZ fxlek, er]. D apres le résultat de la question 45.1.27.c.,

M = rez Jiransne = Cna(f).
45.3.29.a. Nous avons

gv —Cngn = f—Pnf—Cn(f—Pnf)
= f—Cnf—(Pnf—CnPyf).
Lorsque g € Eyn,Cyg = g par unicité ainsi
CvPyvf=Pyf et gv—Cngn=[f—-Cnf.
45.3.29.b. D’apres ce qui précede, || f — Cy f|]2 = ||gn — Cngn||2 et donc
1f = Cnfll2 < llgnll2 +[ICngll2-

< werllflli+11Cnsllo-
Nous avons g = - ;|5 y41 Juen et par la question 45.1.28,,

Ainsi avec la question 45.1.16.,

ICngls = Z ICyi(@)]P et |[Ch () = | Zgl+(2N+l)k|2-
1€F20s1 kez

Pour! € {—N,..., N}, désignons par K (/) I’ensemble
K(l)y={ke€Z,|l+(@2N +1)k| > N +1}.

Il résulte de ce qui précede que

HCNgH%: Z | Z gl+(2N+1)k’2-

[€Fn k€K

Mais K(I) = {l + 2n + 1)k, k € Z*} et donc
2 2

1
Z Jiran+k| < Z I+ k2)1/2(1+k2)1/2|fk|

ke K (1) keK ()

1 2 2
< Z m Z(l"‘k)‘fk’-

ke K1) keK()
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1 1 1 1 1 L 10ss
Puisque 3~ c () e = Zk?ﬁlo IOV S NeT7 2okez- 770 Nous en déduisons
que [[Cngll5 < Grame ez~ || f]7 et ainsi 3K tel que

1 Ks
- + < .
LAl +liCwelle < o171

45.3.30. Le calcul de Cy f ne demande que des évaluations de f en des points
fixés xo, ...xon alors que le calcul de Py f demande le calcul de 2N + 1 intégrales
% ffﬂ f(x)e"™dx,n = —N,...N. Celui-ci est forcément plus cofiteux. Puisque
Cy Vérifie comme Py : Cyf € Ey etpour f € Hy, f — Cy f converge vers zéro
dans (E, ||.||2) en 1/N, on préfere Cy.

45.3.31. Pour chaque /, il faut faire M multiplications : @*' fois z; puis M — 1 addi-
tions;d’ou Syy =M x (M +M — 1) =2M?* — M.

45.3.32. En sommant sur k pair et k impair on obtient I’identité demandée et le
premier terme s’obtient par une TFD (w*, M) et le second, écrit sous la forme
w™! Z,QGFM] w751, 1, s’obtient aussi par une TFD (w?, M;).

45.3.33. D’apres la question précédente, pour effectuer TFD (y, 2"), on effectue deux
TFD d’ordre 2"~! puis 2" multiplication par @' et 2" additions d’ou

S, <25, 1 42" +2" =23, + 2"
Pourn = O,M = let2y = 0 < 2Mn = 0. Supposons que 2, < 2Mn lorsque
M = 2". Nous avons alors pour M = 213, | <2(22"n) + 22 = (n + 1)2"*2,
45.3.34. Nous avons Syn = 221 — 27 et 3, < n2™!,

n 20 25 30
Son 6 heures 260 jours 731 ans
>, | 0,4 secondes | 17 secondes | 644 secondes
S n
= 5.10* 10 3.107
3
45.3.35. Eerivons 2 = 3, p @x/ o x] = Yicp (092104, Ainsi les (x])

s’obtiennent par TFD (w2, p) et les 2; par TFD (w”, Q). Pour effectuer TFD (w, M)
on fait donc Q TFD (w?, P), PQ = M multiplications et P TFD (w”, Q). Soit oy
le nombre d’opérations nécessaire pour TFD (w, M), nous avons

oy < Q0'p+M+P0'Q.
Or par la question 45.1.31., p < 2P? — P d’ou

oy <2P2Q+2PQ*+M —2M <2PQ(P + Q) =2M(P + Q).
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45.3.36. Nous avons deux possibilités. Soit garder la construction de Cy telle qu’elle
est faite dans la cinquieme partie et dans ce cas M = 2N +1 est impair. Prenons alors
M = 3", n € N, et dans ce cas on montre comme a la question 45.1.33 qu’il faut
de 'ordre de M logz; M = nM opérations. Il s’agit donc d’un algorithme tout a fait
raisonnable en terme de temps calcul. L’autre possibilité consiste a prendre au lieu
de Ey, I’espace engendré par e_ .1, ...ey qui est de dimension 2N et au lieu des x;,
les y; = & pour j € Fpy. Dans ce cas en prenant N = 2"=! n > 1 nous aurons
A effectuer des TFD (w, 2") avec w = e~ vérifiant " = 1. Ainsi pour f donné, le
calcul de Cy f ne demandera que 4N (1 + log, N) opérations ce qui est raisonnable
méme pour N = 220 ~ 10°,

Commentaires

Ce probléme est consacré a I’approximation des fonctions par des séries de Fourier.
Nous avons mis en évidence le fait que pour approcher une fonction, il était tout
aussi précis d’utiliser la méthode de collocation (c’est-a-dire approcher f par Cy f
donné par la formule du numéro 45.1.25.b. page 40) que d’utiliser la série de Fourier
tronquée Py f. Comme nous I’avons remarqué, le calcul de Cy f ne demande que
des évaluations de fonctions (et pas de calculs d’intégrales). Qui plus est, grace a la
transformée de Fourier rapide de la sixieme partie, ces calculs peuvent étre d’un cofit
informatique trés raisonnable. Ainsi dans les appareils modernes de mesure (du type
oscilloscope) qui calculent en temps réel la transformée de Fourier d’un signal, c’est
la transformée de Fourier rapide qui est utilisée (voire gravée sous forme de circuit
imprimé).

Une autre application est la régularisation (ou le lissage) de signaux. Supposons
que I’on échantillonne un signal a N instants équidistants :

kAt
ty=—3k=0,...,N—1.
N
Pour reconstituer un signal lisse on pourra effectuer une T.ED. des valeurs
fos--., fn—1 du signal, ce qui fournit des nombres complexes fo,...,fN_l

Ensuite calculer par 7. F.D. inverse (i.e. changer i en —i dans la formule du numéro
45.1.25.a. page 40) le signal transformé de f; /(1 + ek?) ol & > 0 est un paramétre
« utilisateur ». Ceci sera d’un coiit faible : O(NLogyN), lorsque ’on utilise la
transformée de Fourier rapide.

Corrigé 46

46.3.1. Soit ||.|| une norme matricielle ¢’est-a-dire une norme telle que
|| My M| <[ M ][] | Ma]]-

Par exemple ||M || = sup{||Mx||,x € R",||x|| < 1}. Pour N € N,

k 0 k
ZH H\ZHAH ZHI:!H _ Al

k=0
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Ainsi la série de terme général ( ) est normalement convergente dans M,,(R) qui
est complet (espace vectoriel de dlmensmn finie), elle est donc convergente.

46.3.2. Pour n = 1 nous avons bien e eeBcar A =al, B=0bl, e*=¢l
et dans R, e*? = e%¢?.

Par contre pour A = (1) 8 > , B = < 8 (1) ) qui vérifient A> = B? = 0 nous

avons e = I + A, e® = I + B et ainsi

B_I1+A+B+AB
alors que
ePe =I+A+B+BA

et puisque AB = 00 > #+ BA = < | 0) nous avons e“e? # ¢%4. Sil’on

0 00
avait VA, B eA*8 = eAeB on aurait (puisque e4*? = eB*A) VA B edef = ePe
BeA peuvent étre deux i

qui n’a pas lieu. Observons quen fait eA*8,  edeB et e
01
1 0

deux distincts. En effet, dans I’exemple précédent, A + B = <
(A+ B)> =1. Alors

5 OO(A+B)21< OO(A_l_B)2k+]
=2 Q) +D Qk+ 1)
k=0 k=0
A+B __ - L = 1
e _<;(2k)!)1+<z(2k ))(A+B),

[ chl shl
—\ shl chl |-

A+B

de sorte que

Les coefficients de e étant irrationnels cette matrice est différente de e?e? et eBe?
dont les coefficients sont entiers.
Observons par contre que si A et B commutent nous avons
6A+B — eA eB.

= (A+B)
En effet, ¢4 = Z (4+By = (siAB = BA),

k o Ar pk—» s AP B4
pZ TS Z; v

»

S

O
|
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Puisqu’il s’agit de convergence absolue, nous pouvons intervertir les sommations :

o0 oo
AP B1
S DIl B DS X
p=0 p: q=0 q:
A B A+B
46.3.3. Dans le cas ot AB = BA, 4 o % etdonc ener = e » et puisque M
+B
commute avec lui méme, (eT)” = eA+B : lorsque A et B commutent, la suite est
constante et vaut eA*%,
Dans le cas général soient A, et B, définies par
2( 4 A
Ay =n"le =1 ——|,
n
2 B B
B,=n"|er -1 —— ).
n
n2 oo Ak oo ||Alf A A
Nous avons alors ||A,|| = ; n?|| > znkka he2 TR S < ellAll et de méme
||B,|| < el A1n51enen—I+A+B+ ot C, = A, + B, + AB + ABt4B 4 AuBy

est bornée indépendamment de n ||C H M < oo, Vn.

Soit alors pour C € M, (R), [|C|| < 1, 1la série log(I + C) = > .2, (—1)~ICk.
Cette série est normalement convergente et on vérifie aisément que €8+ =  + C.
Par ailleurs pour ||C|| < 1/2, nous avons

_ C|?
[[1og(1 +C) — C|| < || 3272, (DA M < 332, ek = 29 < 2)jc)

Prenons alors n assez grand pour que D, = 42 1+ & vérifie ||D,|| < 1/2. Nous
avons alors || log(I + D) — D,|| < 2||D,||* et donc
||nlog(I + D,) — nD,|| < 2n||D,||*. Puisque ||D,|| < ”AH+HBH 72, ous avons

lim,, . (nlog({ + D,) — nD,) = 0 et par conséquent llmn_,oo "1°g(1+D )=nDn — T

Puisque log({ + D,) et D,, commutent,

enlog(1+D,,)—nD,, — enlog(1+D,, —nD,

e

— (elog(I+D,,))" e—nDn
= (I+Dy)e " -1

Or (I + D,)" = (e%eg)” etnD, = A+ B+ % tend vers A + B. Il en résulte que

. A B
lim, _oo(emen )" = eA*E.
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Commentaires

La formule limn_mo(e%eg)" = ¢*B porte le nom de formule de Trotter. Elle permet
notamment de montrer que pour résoudre le systeme d’équations différentielles
du

77 — A+ Bu, ey

on peut procéder par étape.
Tout d’abord on résout entre t, et t, + At

d
== Av, vt = u, @)
puis on résout

d

d% — Bw, w(t,) = v(t, + At) 3)
et enfin on prend u,,1 = w(t, +At). Sil’on cherche u(T) en fonction de u(0), il suffit
alors de prendre t, = nAt ou At = % et uy converge vers u(7) lorsque N tend vers
Iinfini.

L’intérét de ce qui préceéde est que (2) ou (3) peuvent étre, pour des raisons pra-

tiques, plus faciles a résoudre que ne I’est (1) par exemple on peut connaitre une base
de trigonalisation pour A et une base de trigonalisation pour B.

En fait ce résultat est de portée bien plus générale : il subsiste si au lieu de matrices
B et C on a des applications non linéaires :

du ,
fll_t = fu)+ g(u), (1)
v /
dd_t = f(v), 29
w /
P g(w). (3"

Corrigé 47

47.3.1. Posons &, = a,e~"%. L’hypothése devient > @, converge et il s’agit d’étu-
dier la convergence uniforme de » dye M2 pour |Arg(z)| < 6 i.e. on est ramené au
cas zo = 0. Plagons nous donc dans ce cas : ) a, est convergente. Il s’agit donc de
montrer, d’apres le critere de Cauchy uniforme, que

Ve >0, 3IN,telqueVm' >m > N,,Vz,|Arg(z)| < 6

—Anz

ona|Zf;m ape <e.

Notons alors A, , = .7

n=m

a, et par la transformation d’Abel :

’ ’
m m' —1

Z a,,e_’\”Z = Z Apn (e_’\"Z — e_)‘””z) + Am’m,e_’\m’z. ()

n=m n=m
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Donnons nous € > 0. Puisque ) a, est convergente, 3N, tel que Vp > m >
Ng, |An | < e Puisque lim, ;o A, = +00, quitte a accroitre N, nous pouvons
imposer que A, = 0 pour n > N, et alors ‘e "m/z‘ =e M 1

(z = x +iy). Revenant a (1) nous déduisons que pour m’ > m > Ng,

m’'—1

m/
> ae ™ < e 1+Z\e Mz gmhmz| | )
n=m

. _— _— A”, —_ —_ p—
Mais e~ — ¢~ M1e = —z [ ¢~12dt et donc |e™ < — e A””Z|

< 7] f;”“ e~ "*dt. Mais |Arg(z)| < 6y < 5§ etdonc |z| < de sorte que

= 1+cos N

(e—/\nx _ e—/\nHX)

|e_/\nz _ e_Alz+lZ| <
1+ cos by

Ainsi
m' —1

—AmX —A,rX
e m — e m
I Jehe = emhe] < ( )

1+ cos by

et finalement revenant a (2)

B 2+ cos by
g ane M| < ——¢,
1+ cos by

n=m

ce qu’il fallait démontrer.

47.3.2. Considérons une série entiere »  a,z" convergent pour z = zo € C*. Il est
alors classique de montrer que la série ) _ a,z" converge uniformément sur tout disque
|z| < pavec p < |zo|. Ecrivons alors pour |z —zo| < |z0|,z = z0e %(Z = —log = =
—log(l + =) et log(l +u) = anl(—l)”*”? pour |u| < 1). Ainsi > a,7" =
> (anz{)e™" et nous avons établi que la convergence de ) _ a,z{ entraine la conver-
gence uniforme de ) a,z" pour |Arg(Z)| < 6y < 5. Mais ArgZ = —Arg(z/zo) et
donc il y a convergence uniforme de ) a,z" pour |Argz — Argzo| < 6o < 5. 1Ilen
résulte par exemple que si ) a,zg converge, la fonction f(z) = > a,z" est continue
dans tout secteur [Argz — Argzo| < 6y pourvu que 6y < 7.

Par exemplenla série > > (—1)y"! % converge en x = 1 S:t pour |x| < 1,
Zoil(—l)"*”— = log(l + x). Ainsi f(x) = Zoil(—l)”*l% est continue sur

n—1

] — 1, 1[. Mais lim,_,;- f(x) = log2 etdonclog2 = 370 = etily a conver-

n

gence uniforme de Y -, (—1)"~! X; au voisinage a gauche de 1 bien que 1 soit sur le
disque de convergence.

47.3.3. Ecrivons z = x + iy La série ) - L converge absolument si et seulement
si x > 1 puisque ’ni’ . Par contre la série alternée ) | ~— =
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x > 0 (cela correspond au cas z = x + ). Lorsque nous prenons A, = logn nous
voyons que Y. a,e Mt = ni et donc par cet exemple, contrairement au cas des
séries entieres, pour une série du type > a,e =7, il est possible d’avoir convergence
simple sur un demi-plan Rez > 0 sans qu’il y ait aussi convergence absolue sur le
méme demi-plan.

Commentaires
Nous allons donner une autre expression de la fonction de Riemann {(z) = 7 | L
lorsque Rez > 1.
Soit p un nombre premier (p > 2). Pour x > 1, nous avons avec z = x +1iy
1 — 1
—=> — (1)
_ L qz
1= 4

avec convergence absolue de cette série car |1/p*| = 1/p* < 1/2. Multiplions alors
terme a terme les identités (1) pour tous les nombres premiers < N, ou N > 2 est un
entier arbitraire. Puisque il y a convergence absolue de chacune des séries, il vient

—1

[Ma- 0| =X @

m<
PN

ol la somme au second membre est formée par les 1/m* ot m décrit 1’ensemble des
entiers dont tous les facteurs premiers sont inférieurs a N. Un premier corollaire de
la formule (2) est que 1I’ensemble des nombres premiers est infini. S’il n’ en était pas
ainsi, on pourrait prendre z = 1 et obtenir que les sommes partielles Z -1 ; sont
majorées indépendamment de M, ce qui n’est pas.

Prenons désormais x > 1. La série ) % est absolument convergente et le produit
infini [J(1 — #) converge lui aussi (voir si besoin le numéro 48.1.4. page 43). Ainsi

—1
N

1
H(l——) - —

PN m=1
est une somme de termes de la forme avec ¢ entier supérieur a2 N : uy tend donc
vers zéro lorsque N tend vers I'infini (O uy <% 4N %). Il en résulte que
-1
1
(= |][a-- 3)
p
pEP

ou P désigne la suite infinie formée par les nombres premiers (= 2).

Cette identité magique est due a Euler. Elle est d’usage récurrent en théorie analy-
tique des nombres.
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Corrigé 48
48.3.1. Soit o une permutation de N et supposons que (i) a lieu, alors
N 0o
Z oo < Z |an| < oc.
n=0 n=0

La série de terme général (a,(,)) est donc absolument convergente et donc conver-
gente. Réciproquement supposons que pour toute permutation de N, o, la série
de terme général (a,,) soit convergente. Alors (o = Id) la série (3 ay,)
est convergente. Supposons alors que la série > |a,| soit divergente, et soient
I ={neN,a,>0}etJ ={ne€N,a, <0}.Nousavons /lUJ =N, INJ =Jet
I et J sont de cardinal infini (sinon on aurait ) |a,| < o0). De plus si I’on désigne
par (b,,),cn la suite ordonnée, selon leur indice, des éléments de (a,),cy avec n € [
et (¢y)nen celle qui correspond a J nous avons » b, = +oc ety ¢, = —o0.

Nous allons construire o comme suit. Tout d’abord nous choisissons 7o de sorte
ZZ”:O b, > —cy. Puis nous prenons n; de sorte que ZZ]:O b, > —cyp—ci+1,eten
regle générale n, est le plus petit entier tel que

np 14
an +ch = p.
n=0

n=0
Pourn < n, + p, o(n) est 'entier qui correspond a I’écriture

np+p n, p

Z Ag(n) = an + ch.
n=0 n=0 n=0

Cette application o est surjective puisque n, + p tend vers +oo lorsque p tend vers
I’infini, elle est injective car / N J = &. Mais bien évidemment la série de terme
général (a,(n)) est divergente puisque ses sommes partielles ne sont pas majorées. 11
en résulte que la série Y |a,| est forcément convergente.

48.3.2. Pour n fixé, notons m(n) = max{o(k),0 < k < n}. Si Y a, est commutati-
vement convergente, elle est absolument convergente et alors

n m(n)
PILTEDIIE DI
k=0 k=0 k>n+l1

qui tend vers zéro lorsque n tend vers 1’infini. Puisque m(n) — +oo,
m(n)

0 Ak — Y e Gk €L aINSi Y dg(y) @ pOUr somme Y . .
48.3.3. Le cas (a,)eny € CN est identique, il suffit pour cela de remarquer, par
exemple, que ) |a, | est convergente que si et seulement si Y |Re(a,)| et > |Im(ay,)|
sont convergentes.
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48.3.4. Si le produit [ | C, est convergent, alors lim,_.o, [[;_; Cx = C # 0 et donc
lim, ;o C, = 1.1l s’en suit que pour n assez grand, mettons n > ng, nous pouvons

écrire C, = P+ avec y, € ] — 7, Z[. Nous avons alors

[Tce=exp (D Bi+ivo
k=1 k=1

Ainsi le produit [] C, sera convergent si et seulement si la série de terme général
(B, +ivyy) est convergente.

Il résulte alors de ce qui préceéde que le produit [[ C, sera commutativement
convergent si et seulement si la série de terme général (8, + i7y,) est commutati-
vement convergente et nous avons montré dans une question précédente que pour
qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que > |B, +i7y,| soit convergente.

et > _(|Bul + |yn|) convergent simul-
tanément ce qui acheévera la preuve de 1’équivalence entre (i) et (ii).

Notons u, = C, — 1 etu, = r,e'? sous forme module-argument.

Puisque lim,, o, C,, = 1,lim,,_, 7, = Oet nous pouvons raisonner pour 7 assez
grand de sorte que r,, < 1 . Nous avons e~ < Kl—r, <1l+r, <€, et
donc —2r, < log|1 + u,| < .

1+2r
Par ailleurs \yn\ arcsinr, < 2(arcsin 2)r,, = T d’on

montre de maniere similaire que |8, | + |y,| > 2%

Finalement > r, et > (|8, + |yx|) convergent simultanément.

|+ |yn| < @24+ 5)r,. On

. 2 N . L4
48.3.5. Puisque C, —21 = 35,2 |Cy — 1] < oo et d’apres la question précédente le
produit [ [, (1 — ;5-5) est commutativement convergent.

Commentaires

Montrons que

=11 (1555
n’TT

formule qui s’apparente a une factorisation de sin z. pour cela nous allons montrer

d’abord que :

Z2

sinz = z lim Hp 1—— . *
p—oo k=1 4p2tg2k” (*)

. . iz __ ,—iz . . .
Puisque sinz = “={— et que e'* = lim,, 4o (1 + '), nous avons
sinz = lim Q,,(z)
m—oQ

0l O (2) = 5 (1 + )" — (1 = )™,
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Choisissons m pair, m = 2p. Les racines de gzp sont alors 0 et :|:2ptg§—’;,

k=1,..,p—1. Ainsi Q;,(z) = zH,f:_ll(l — W) (nous avons utilisé que le
2p

terme de plus bas degré de Q»), et z). '

. . . 2 .
Ainsi (x) est prouvée. Notons alors ui(p) = 0sik = p et ug(p) = —W si
2p
. 2 2
1 <k < p—1.Nous avons lim, o ux(p) = — 5= et lux(p)| < %
2
Puisque Zk>l % < 00, il est alors aisé de voir (par un argument classique de

., . 2
convergence dominée) que lim,, o JI72 (1 +ur(p)) = 12 (1 — o)
Ainsi avec (x) nous obtenons bien la formule annoncée.

Corrigé 49

Observons une fois pour toutes qu’il suffit de considérer le cas 4 = O i.e. le cas ou &
est une fonction strictement croissante. En effet si [, = j; Ib fdgetl, = f: fdh sont
définies alors [ = fab fdg =1, — I, convient.

49.3.1. Lorsque g est continue et strictement croissante, elle est bijective de [a, b] sur

[A, B] avec g(a) = A et g(b) = B etsoninverse G : [A, B] — [a,b] est continue.
Notons y; = g(x;), mn; = g(é;)et F = f o G. Nous avons alors

m—1 m—1
D FENGERD — 8E) =Y F()(Ypa1 — ¥p)
p=0 p=0

qui est une somme de Riemann pour F continue sur [A, B]. Lorsque 6(x) — O,
le pas de la subdivision (y;)o<i<m—1 de [A, B] tend vers zéro et F étant continue,

Z;";(} F(,)(yp+1 — yp) tend vers fg;ib))(f o g~ "(y)dy que I’on peut prendre pour [
dans la définition de I’ a-intégrabilité de f.

49.3.2. Soit alors g, définie par g,(b) = g(b) et pour x < b, ;
g+(x) = limy_, o+ g(x + h) (cette limite existe car g est croissante). Ecrivons alors

D FEN@Gp) — 8(p) — D F(ED(@ixper) — g4(xp)) =
p=0 p=0

m—1
= f(&0)(g+(a) — g(a)) + Z(f(fpn) = FEN(G+(xpr1) — 8(xps1)).  (F)

p=0
Puisque f est uniformément continue,

Ve > 0, 38 tel que pour 8(x) < o, | F(€pe) — F(€))| <&
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et donc
m—1 m—1
D (f(Ep) = FEN @ 0rp) — 80rpe)| < 8 Y (8 pe1) — (X pe)).
p=0 p=0

Mais

m—1 m—1
D (@xpr) = gxpe)) = gB) — g(@) + Y (84(xp) — gxpu)

p=0 p=1
or g.(xp) < g(x,4+1) et donc finalement

m—1

D (FEp) = FENE(xpa1) — 80xpe))| < 8(2(D) — (@),

p=0

Par ailleurs f(£g)(g+(a) — g(a)) tend vers f(a)(g.(a) — g(a)) lorsque &(x) tend vers
zéro. Finalement, par I’identité (x), pour montrer que f est a-intégrable il suffit de
montrer que E';:O FEp)(ge(xpsr1) — 64(xp)) possede une limite lorsque 6(x) tend
vers zéro, c’est-a-dire que I’on a substitué a g la fonction g, qui est croissante et
continue a gauche.

Introduisons alors la fonction de saut associée a g croissante. On commence par
désigner par o la fonction : o(y) = lim, _,,+ g(x) — lim,_,,— g(x).

Lemme. Il y a au plus un ensemble dénombrable de y € [a, b] tels que o(y) # 0.

Démonstration. En effet pour tout ensemble yi,...,y, avec y; < y» < ... < yp,
nous avons Z,’::] o(y) < gb) — g(a) etdonc Vn € N E, = {y € [a,b];0(y) >
n—}rl} est un ensemble de cardinal fini. Ce dernier point résulte du fait que si y; < ... <
yp sont dans E,,, alors ﬁ < g(b) — g(a)etdonc Card E, < (g(b) — g(a))(1+n).
Par conséquent E = U,cnE, est dénombrable, or E = {y € [a,b],o(y) # 0} et

a

donc le lemme est prouvé.

Etant donné x € [a, b], on note alors S(x) la somme des sauts de g sur [a,x] :

Ny

S@x) =Y a()

i=0

ol {y;} désignent les y € [a,b] tels que o(y) # 0, et n, = +oo s’il y a un nombre
infini de sauts de g dans I’intervalle [a, x]. Dans ce dernier cas, S(x) est somme d’une
série a termes positifs qui est bien convergente puisque Z,N:1 o(y;) < 6(b) — 6(a)
comme nous 1’avons déja remarqué.
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L’intérét de S réside dans le fait que k, définie par k(x) = g.(x) — S(x), est une
fonction continue et croissante. Mais alors k(x) + x est continue et strictement crois-
sante, de sorte que

g+(x) = S(x) + (k(x) +x) — x

et par conséquent pour montrer que Z’;:O F(&p)(ge(xpr1) — g4+(xp)) possede une
limite lorsque o(x) tend vers zéro, il suffit, apres application de la question précé-
dente, de montrer que Z’;:o fEP(S(xp41) — S(x))) possede une limite lorsque 6(x)
tend vers zéro.

Soient s; > s > ... la suite des sauts de g et 7y tel que o (1) = 5. Puisque [x,, X p41[
réalise une partition de [a, b[, nous avons

SGepen) = S(p) = > sk

ol la sommation (finie ou infinie) porte sur les & tels que 7 € [x), xp.([. Ainsi

D FENSGp) — S(p) =Y F(EQs,
g=1

p=0

ou &, est égal a &), lorsque 7, € [x,, x,41[ et puisque 7, € [x,, X,.1[ nous avons
|7, — &, < 8(x) de sorte que lorsque 8(x) tend vers zéro, &, tend vers 7, et puisque
f estcontinue f(&,) tend vers f(&,). Par ailleurs Z;’O:l sq < g(b) — gla) < oo, il
en résulte alors que lorsque 6(x) — 0,

> FENSGp) = S@p) = Y F(7e)s,.

p=0 q=1

Commentaires

Ce probleme propose la construction de I’intégrale de Stieltjes qui est une géné-
ralisation de I’intégrale de Riemann (qui, elle, s’obtient en prenant a(x) = x soit
g(x) = x et h(x) = 0). Cette notion d’intégrale a son utilité dans divers domaines
de I’analyse (deuxieéme formule de la moyenne, analyse fonctionnelle,...) le lecteur
intéressé pourra consulter I’ouvrage de G. Valiron : Théorie des fonctions paru chez
Masson et le livre de F. Riesz et B. Nagy : Lecons d’analyse fonctionnelle paru chez
Gauthier-Villars.

Corrigé 50
50.3.1. Soit f : [0,27] — R avec f(x) = Opour x # 7 et f(w) = 1.0On a
V(f) =1 < oo alors que f est discontinue.

50.3.2. Nous avons V(f +g) < V(f)+ V(g)et V(Af) = |A|V(f) mais V(1) = O et
donc V n’est pas une norme.
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50.3.3. Nous avons

| f ) — fla—p)| =

Xk
/ g(y)dy
Xk—1

</' lg()|dy

Xk—1
et donc pour toute subdivision X,
m m Xk 2
> 1F ) = flao)] < / lgldy = / 8()ldy.
k=1 h=1" %=1 0

Ainsi C = fozw |g(y)|dy convient.

Afin de majorer |n f (n)| considérons le cas n # 0 et supposons pour commencer que
g est continue. Nous avons alors

2 X 2 2
2 fn) = / < / g(y)dy) ey — / ( / e—"“dx) e()dy
0 0 0 y

ou I'inversion des intégrales est licite d’apres le théoréme de Fubini (on aurait pu
aussi bien faire une intégration par parties).

Ainsi
R 27 e—iny _ 1
27 f(n) = / = ey,
0 n
et donc

N 1 2w
Infm)| < ;/0 lg(y)|dy.

Dans le cas ou g est uniquement localement intégrable, pour tout € > 0 il existe g,
. 21
continue et telle que fo |g(x) — ge(x)|dx < &. Nous avons

2m X 27 X
27Tf(n) = /0 (/0 gg(y)dy> e~inx gy +/0 (/O (g(y) — gs(y))dy> e in gy

- hek o . 2 .
Le premier terme a été majoré par ﬁ fo " |gs(»)|dy alors que le second se majore en
module par 2e7r. Ainsi

2w
27 [nf(n)| < 2/ |g(y)|dy + 2& + 2ner.
0

Puisque ¢ est arbitraire, il vient donc

21
W‘nf(n)‘ < / lg(y)|dy,
0

et ainsi sup,cz |n f(n)| < <.
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50.3.4. Supposons tout d’abord que f est continue. Dorénavant n # 0, ’inégalité
étant triviale pour n = 0. Soit alors g(x) = # 0 est fixé ). Nous avons alors
le résultat suivant.

Lemme. Sous les hypothéses qui précédent, Ve > 0,3a > 0 tel que pour x avec
maxy |x;y — xx—1| < a nous avons

» 1«
‘f(n) ~5- ; P8t = fla-1)| < e

Démonstration. Nous écrivons

3 1 S B —inx
fn) = 277_;/)%_1 f(x)e "™ dx
1 Xk i 1 Xe ,
- E;/ﬂ} fxpe dx+ﬁg/n](f(x)—f(xk))€ dx.

Le premier terme vaut justement L Zf I (xk)(g(xk) g(xx_1)) alors que le second
se majore en module par 5 V(f) max [x; — xi—1| < 5= V(f) < & pour « assez petit.
Ce qui acheve la preuve du Lemme. U

Ecrivons alors

m—1
S £ e — o) = (F@m) — FGEE®) — 3 aan) — FGONE ).
k=1 k=1

de sorte que le module du membre de gauche est majoré par ‘rl,—‘\ fQm) — fx)| +
%'V(f). Puisque f est continue, | f(27) — f(x1)| < & pour maxy |x, — x,_1| assez
petit et donc grice au Lemme,

Inf(n) <+ |n)e+ —=—=2 (f)

pour maxy |x, — x,_1| assez petit. Le membre de gauche de cette derniere inégalité
étant indépendant de & nous obtenons I’inégalité demandée lorsque f est continue.

Considérons maintenant le cas ol f est simplement localement intégrable et
V(f) < oco. Soit alors pour r > 0, f, définie par

x+1 1/r
fr(x) = r/ fdt =r f(x +t)dt.

0



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

3 - Solutions détaillées et méthodes 219

Estimons alors V(f;) :

SN h@) — fu)l = Y.
k=1

k=1

1/r
/ (f G +1) = f(xp—1 +1))dt
0

N

fol/r Z |(f O +1) — fxp—1 +1))|dt.

k=1

Mais > | [(f (xx +1) — f(xe—1 +1))] < V(f) et donc
m 1/r
Sl = St <r [ v = v,
k=1 0

soit V(£,) < V(f), Vr > 0.

Il en résulte donc que (1a f, est continue) que

‘nfr(n)} (f), Vvr > 0.

Mais un calcul direct montre que f,(n) = e f (n) - /2r , par conséquent

Vv
5“/12,, fol < 22

,Vn #0,Yr > 0,

En faisant tendre r vers zéro, nous obtenons I’'inégalité demandée.

Commentaires

Compte tenu de la proposition page 185, nous déduisons de I’estimée

\%
nfonl <

que si f, continue et 277-périodique, est a variation bornée alors elle est limite uni-
forme de sa série de Fourier.

Il est classique de caractériser les fonctions a variation bornée définies au numéro
50.1.1 page 44 de la maniere suivante.

Proposition. Soit f de [a,b] dans R a variation bornée. Il existe deux fonctions
croissantes g et h de [a, b] dans R telles que f = g—h. Réciproquement si f = g—h
avec g et h croissantes, alors f est a variation bornée.
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Démonstration. Si f = g avec g croissante nous avons avec les notations du numéro
50.1.1. page 44

m

S I = fOn-Dl =D fn) = fOrn1) = ) — f(x0) = f(b) — f(a)

h=1 h=1

et donc f est a variation bornée. Puisque 1’ensemble des fonctions a variation bornée
est un espace vectoriel, si f = g — h avec g et h croissantes alors f est a variation
bornée.

Réciproquement, si f est a variation bornée, pour tout x € [a, b], elle est a varia-
tion bornée sur I'intervalle [a, x]. Soit alors g(x) la variation de f|, ). On vérifie
aisément que g est croissante sur [a, b]. Il s’agit donc de vérifier que &, définie par
h(x) = g(x) — f(x), est une fonction croissante. Pour x; > x5,

h(x1) — h(x2) = g(x1) — g(x2) — (f(x1) — f(x2))-

Mais g(x;) — g(x2) est supérieur a la variation de f|(,, r,1 qui & son tour supérieure a

| f (1) = fOr)]. Ainsi h(xy) — h(x2) 2 | f(x1) = f(x2)| = (f (x1) = f(x2)) = 0. Ceci

acheve la preuve de la Proposition.
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