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INTRODUCTION AU COURS D’ANALYSE

L’ANALYSE MATHEMATIQUE donne un ensemble de régles gouvernant la manipulation des
limites et des infiniment petits : régles de changement de variables, régles d'interversion de
limites, reégles de dérivation sous le signe intégrale, etc. On ne peut toutefois réduire I'Analyse
a cette gymnastique formelle sans perdre de vue ses objets principaux et le sens méme de sa
démarche.

Dés le xvine siécle les séries ont été utilisées pour définir des fonctions nouvelles. Dans un
langage moderne, I’Analyse démontre des théorémes d’existence en formulant les problémes
dans des espaces complets convenables. Lorsqu’un résultat d’existence est précisé par un théo-
réme d’unicité, alors, et seulement alors, la notion de solution approchée a un sens ; les algo-
rithmes numériques de calcul des solutions approchées proviendront souvent de la démarche
antérieure de I’Analyste.

L’évolution des syst¢émes mécaniques est gouvernée par le principe du minimum d’action.
Plus généralement I’Analyse permet de définir des fonctions remarquables : celles qui réalisent
le minimum de fonctionnelles naturelles. Les propriétés de ces fonctions extrémales pourront
étre déduites alors des équations aux variations de la fonctionnelle associée.

Les lois élémentaires de conservation de la Physique ne permettent pas de décrire un phéno-
mene complexe. Toutefois la formulation infinitésimale de ces lois peut conduire a des équa-
tions aux dérivées partielles. L’Analyse, en établissant ’existence globale des solutions de ces
équations, ainsi que leurs propriétés, apportera un outil pour passer de I'infinitésimal au global.

Le calcul des probabilités sur un nombre fini #n d’événements, est souvent équivalent a des
problémes de combinatoire. Lorsque # tend vers I’infini, des lois limites simples apparaissent.
La ou I’on ne trouvait que le contingent et ’enchevétrement d’énumérations fastidieuses, le
passage a la limite fera apparaitre des fonctions réguliéres justiciables des méthodes de calcul
de I’Analyse.

Ces points de vue seront mis en évidence dans ce cours, destiné a des étudiants de licence
ou de maitrise, et qui comportera quatre volumes de 100 a 200 pages chacun :

— Topologie et Analyse fonctionnelle ;

— Intégration, Probabilités, Analyse de Fourier et Analyse Spectrale ;

— Calcul différentiel ;

— Analyse complexe.

Chaque volume sera écrit de telle sorte qu'’il puisse étre lu de fagon indépendante.

P. MALLIAVIN



INTRODUCTION AU COURS D’ALGEBRE

L’Algébre n’est pas vraiment
une discipline indépendante,
mais un fondement et un outil
pour lensemble des mathé-
matiques, et son développe-
ment rapide dans les derniéres
années a été en fait suscité et
dirigé par les besoins d’autres
disciplines mathématiques.

L. KRONECKER (1861),
Math. Werke, vol. V, p. 387.

L’opiNION DE KRONECKER (I’un des plus illustres algébristes de tous les temps) peut paraitre
en opposition avec le phénoméne bien connu de la prépondérance de plus en plus grande de
I’Algébre dans les mathématiques actuelles, ce qu’'on a pu appeler I'« algébrisation » de
I’Analyse, de la Géométrie et de la Topologie. En réalité, cette prépondérance est due au fait
que les algébristes ont su infléchir leurs recherches sous I'influence des parties des matheé-
matiques ou elles pouvaient apporter un appui décisif. Un exemple historique typique est
I’évolution de I’Algébre linéaire et multilinéaire, qui, pour devenir un outil fondamental en
Analyse fonctionnelle, a di commencer par se débarrasser du fatras des calculs de détermi-
nants et de matrices qui I’encombraient inutilement au xixe siécle. De méme, on sait que
I’Algébre commutative est née, d’'une part avec les démonstrations, par Dedekind et Weber,
des théorémes fondamentaux de la Théorie des nombres et de la Théorie des courbes algé-
briques, et de I’autre avec les découvertes de Hilbert sortant la Théorie des invariants des
interminables calculs ou elle s’enlisait. Et son essor a partir de 1920 est concomitant avec
I’essor simultané, a partir de la méme époque, de la Géométrie algébrique et de la Géométrie
analytique, dont elle forme la base.

C’est donc dans ’esprit de Kronecker qu’est rédigé ce Cours d’Algébre ; il ne comprend
pas une seule définition ni un seul résultat d’Algébre pure qui n’ait une application dans une
autre partie des mathématiques, et on a veillé a ce que les étudiants s’en rendent compte dans
toute la mesure du possible. Pour le premier volume, consacré a I’Algébre linéaire et multi-
linéaire, cela ne posait pas de probléme, car il s’agit 1a de ce que ’on peut appeler le « pain
quotidien » de fout mathématicien, qu’il s’occupe d’Arithmétique, d’Analyse fonctionnelle.
de Géométrie différentielle, de Topologi¢ algébrique ou de Mécanique quantique.

Les deux autres volumes sont divisés en trois chapitres, dont deux, consacrés respectivement
a la Théorie des groupes et a la Théorie des nombres algébriques, sont déja essentiellement des
chapitres d’applications de I’Algebre. Le troisiéme, qui traite des parties élémentaires de
I’Algébre commutative, a pour domaines principaux d’applications la Théorie des nombres
et la Géométrie algébrique. Le niveau plus élevé de cette derniére n’a pas permis d’en inclure
une partie appréciable dans le texte ni dans les exercices ; mais on a essayé de signaler a quo:
correspondent « géométriquement » de nombreuses notions purement algébriques de cette
théorie, lorsque cela n’exigeait pas I’introduction d’un trop grand nombre de notions nouvelles

J. DIEUDONNE.
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AVANT-PROPOS

Il y a quelques années la commission des enseignements de 'Université Pierre et
Marie-Curie élaborait un programme minimum pour l'unité d’enseignement de
Calcul différentiel : :

Notion de différentielle. Classe C" et C*®.

Symétrie de la différentielle seconde.

Formule de Taylor (a plusieurs variables).

Fonctions implicites. Cas du rang constant.

Equations différentielles : théoréme d’existence et dépendance des conditions
initiales et de paramétres, dans le cas lipschitzien.

Ce livre couvre ce programme, et un peu plus.

Les appendices sont de deux sortes. Ou bien ce sont des rappels de notions étran-
géres au calcul différentiel proprement dit, et qu’on a inclus afin de rendre le texte
autonome, ou bien ce sont des compléments qu'on peut négliger lors d’une premiére
lecture.

Les références sont notées ainsi : « (2.3. chap. 4) » renvoie a la partie (ou a la for-
mule) 3 du paragraphe 2 du chapitre 4. Si le numéro du chapitre est omis, c’est qu’on
renvoie au chapitre en cours.

Les références bibliographiques sont indiquées complétement dans le corps du
texte si elles ne sont utilisées qu'une fois. Sinon, on mentionne le nom de I’Auteur
(plutot qu'un numéro !), et la liste alphabétique, qui figure a la fin de ce livre, indique
'ouvrage correspondant. Il se trouve qu’il n’y a pas d’ambiguité : on n’a retenu qu'un
seul ouvrage par Auteur.

Outre que ce livre peut servir de support a I'enseignement du certificat de Calcul
différentiel, il est congu comme une introduction a des ouvrages plus avanceés tels
que celui de R. Abraham et J. Marsden, auquel il doit beaucoup.

Enfin, lauteur de ces lignes se doit de remercier Monsieur le Professeur
Paul Malliavin, qui a su vaincre sa paresse, et sans qui ce livre n’aurait jamais vu le
jour. Il remercie aussi Monsieur le Professeur B. El Mabsout, qui a bien voulu relire

le manuscrit et prévenir certaines fautes.
L’auteur adresse aussi ses tendres excuses a sa Femme et 4 ses Fils pour les avoir

frustrés d’'un temps di, normalement, a la vie familiale.



INDEX DES NOTATIONS

R* : ensemble des réels positifs.

[a, b) : ensemble des réels 7 tels que a < t < b.

Ja, H : ensemble des réels 7 tels que & < ¢ < b.

sup : borne supérieure.

max { a, ... } : le plus grand des nombres q, ...

f~! : application inverse (ou réciproque) de la bijection f.

idg : application identique de E dans £.

4 : fermeture de 'ensemble A.

exp(?) : exponentielle de 1.

ch : cosinus hyperbolique.

sh : sinus hyperbolique.

e.v. : espace vectoriel.

E* : dual de l'e.v. E.

E° : complexité de I'e.v. réel E.

Y(E; F) : ensemble des applications linéaires continues de I'e.v. Edans 'e.v. F.

End (E) : #(E; E).

GL (E) : groupe des bijections linéaires continues de I'e.v. E dans E.

SL (n) : groupe unimodulaire de R".

E @ F : somme directe dese.v. E et F.

Ker (/) : noyau de I'application linéaire f-

dét (f) : déterminant de I'endomorphisme linéaire f.

tr (f) : trace de 'endomorphisme linéaire f.

t, : transposée de I'application linéaire f.

[ xIfy : norme dans I'e.v. normé V.,

B(a, r) ou B,(a) : boule ouverte de centre a et de rayon r.

¢, > : produit scalaire ou hermitien.

f* : adjoint de I'application linéaire f.

S" : sphére usuelle de dimension 7.

O(n) : groupe orthogonal de R".

Dfia) : différentielle de fen a.

Df : application différentielle de f-

J" i dérivée de la fonction f.

T, f: application tangente de fen a.

grad f: gradient de la fonction f.

D, f: différentielle partielle relativement a la r-iéme variable.

C* : classe C*.

C¥(U; F) : ensemble des applications de classe C* de U dans F.
i fllc-: C" norme de f.

Diff” (E) : groupe des diffeomorphismes de classe C" de E dans E.

¢, X :image du champ de vecteur X par I'application différentielie ¢.

T, M : espace tangent en m & la sous-variété M.



1 NOTION DE DIFFERENTIELLE

Ce chapitre est consacré a la définition de la différentielle et a ses propriétés élémentaires
qui ne font pas intervenir les notions d'espace complet et d’intégration.

Préliminaires

Dans ce chapitre les espaces vectoriels (en abrégé « e.v. ») sont des espaces normés E cons-
truits sur le corps K = R ou C. L’appendice A (en abrégé « A ») rappelle les notions utilisées
ici concernant ces espaces. En particulier la norme de E sera notée || | g, ou, si le contexte évite
les ambiguités, || |-

Lorsque plusieurs espaces interviennent dans le méme énoncé, il est sous-entendu qu’ils sont
construits sur le méme corps.

1. Différentielle. Exemples

Une fonction f: R — R est différentiable en a € R s’il existe un nombre réel f'(a) tel que
lim [f(a + h) — f(@)]/h = f(a). Cette définition n’a pas de sens pour une application
h—0

f:R" > R™, n > 1 (comment diviser par un vecteur # de R"” ?); mais on peut la reformuler de
fagon quelle en ait un : lim | f(a + h) — f(@) — f(a).h |/| k| = 0, qui admet la généralisation
suivante : R

Définition. 1.1. — Soient U un ouvert non vide d’un ev. normé E, f une application de U
dans un e.v. normé F. On dit que f est différentiable en a € U s’il existe une application linéaire
continue L € L(E; F) telle que lim || f(a + h) — f@) — L.h||¢/l A lg = 0.

h—0

Cela suppose || & || assez petit pour que a + he U.

Donnons nous k € E arbitrairement et un réel ¢. Puisque U est un ouvert,a + t.ke U si|t |
est assez petit. Changeant h en ¢.k dans la définition, on voit que si L existe elle est unique et
quelle est déterminée par L(k) = lim [f(a + t.k) — f@)]/e.

-0

C’est donc pour assurer 'unicité de L qu’on suppose U ouvert.
On appelle L la différentielle de f en a et on la note Df(a) ; c’est un élément de &£ (E; F).
Df(a).k s’appelle la dérivée de f suivant le vecteur k. On a donc

1.2 Df@)k = 3 fla+ 1K) oo

ou le membre de droite est le vecteur dérivé usuel de te R f(a + t.k) e Fpourt = 0.
Rappelons quune fonction a valeurs réelles d’une variable réelle ¢, définie sur un voisinage
de zéro, est dite o(z) silim o(z)/t = 0. On a donc f(a + h) = f(a) + Df(a)-h + o|| A ||), et
=0

fla) + Df(a).h apparait comme une approximation de f au premier ordre en 4 prés dans le
voisinage de a.

Remarques. 1.3. — a) La définition de la différentielle dépend. des normes de E et F. Rempla-
gons-les par des normes équivalentes (voir A.2.6.); U demeure un ouvert car les topologies



12 NOTION DE DIFFEREN1 ikLLE

de E et F sont inchangées. On vérifie sans peine que f demeure différentiable et que sa diffé-
rentielle en a est encore Df(a). Si, en particulier, £ et F sont de dimension finie, la différentia-
bilité ne dépend pas des normes, car elles sont toutes équivalentes(voir A.2.7), et 'hypothése
de continuité de Df(a) est superflue, car toute application linéaire est continue (voir A.2.7.).

b) On sait (A.4.1.) que si £ = K, #(E; F) s’'identifie 4 F par I'isomorphisme canonique
Le #(E; F)m L.1 e F. Ainsi Df(a) s’identifie a Df(a). 1, qui n’est autre que le vecteur dérivé
usuel f'(a) car

Df@-1 =5 fla + oo = f@.

¢) Si F = K, Df(a) est une forme linéaire continue. Si, en outre, la norme de E est déduite
d’un produit intérieur ¢, ), alors £* = #(E; K) s’identifie a £ par I'isomorphisme canonique
xe Ewm { x,.) e E* et Df(a) est 'image d’un vecteur grad f(a), appelé le gradient de f en a
et caractérisé par { grad f(a), v ) = Df(a).v pour tout v de £. Notons que grad f(a) dépend du
produit intérieur choisi, tandis que Df(a) n’en dépend pas.

d) Matrice jacobienne. Si E = K", F = K™, la matrice de I'application linéaire Df(a) dans
les bases canoniques est une matrice a m lignes et n colonnes. On I'appelle la matrice jacobienne
de f en a. Nous apprendrons a en déterminer les éléments.

e) Une application différentiable en a est continue en a car, Df(a) étant continue,
lim f(a + h) = f(a). [Réciproque fausse : 1€ R || pour t = 0.]
h=0

f) La notion de différentielle s’étend aux espaces affines, et cela a une grande importance
en Physique et en Mécanique.

Soient U un ouvert d’un espace affine £ dont_l:e.v. associé E est normé, S une application de
U dans un espace affine F dont I'e.v. associé F est normé. On dit que f est différentiable en
ae U s’ll existe L e Y(?; 73 telle que

fa+7) = fa+ LK + ol Bl).

Via le choix d’origines fixes dans E et F cette notion se raméne a celle relative aux e.v., a
laquelle nous nous limiterons car cela simplifie les notations (suppression des fléches).

Définitions. 1.4. — Si f: U — F est continue en chaque point de I'ouvert U de E, on dit que f
est de classe C°, ou simplement C°, dans U, et il sera commode de poser D° f = f.

Si f est différentiable en chaque point de U, on dit que f est différentiable dans U. S’il en est
ainsi, I'application Df de 'ouvert U dans I'e.v. normé . ( £; F), définie par x ~ Df(x), s’appelle
la différentielle de f; et il sera commode de poser D! f = Df.

Si Df est continue pour les topologies de U et de £ (E£; F) définies par leurs normes, on dit
que f est continiiment différentiable, ou de classe C*!, ou simplement C!, dans U.

Si A4 est une partie, pas nécessairement ouverte, de £, on dit que f : 4 —» F est différentiable
(resp. C') dans A4 si f est la restriction a4 4 d’une application différentiable (resp. C*!) d’un
ouvert contenant 4 dans F.

EXEMPLEs. 1.5. — a) Soient £ = F = R2, normés par |(x,))| = |x| + |yl et f:E—>F
définie par f(x,y) =(x + y, x.y). Si a =(a,,a,) et h =(h;, h,) on a f(a+ h) =f(a) +
(hy+hy, hy.ay+hy.a))+(0, hy.hy). Puisque | (0, by hy) | =hyhy |<(Lhy |+ hy )2 =1 h12,
alors (0, h,.h,) = o(' h ||} Ainsi f est différentiable en a et Df(a). h =(h, +h,, h,.a, + h,.a,);
en sorte que sa matrice jacobienne en a est

b a)
a ay
b) Dlaprés A.1.5.Tespace E = C'([0, 1]) des fonctions u : [0, 1] — R possédant une dérivée

continue est normé par | u [lct = | 4 llco + || & |lco. L'espace F = C°([0, 1]) des fonctions
continues ¢ : [0, I] - R est normé par | v |c. Soit f: E — F lapplication qui associe a
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u € Elafonction f(u) : 1[0, 1] » u'(1) + t. u%(1). Avec un abus évident de notation, siu,he E,
ona fu+h) = fw) + L.h + t.h? ot L.h =k + 2t.u.h. Evidemment L est linéaire,
et elle est continue car

[Lehllco < 1A Mo + 2 N tllcorl A llco < [V + 2 [ulico]ell Al

Dautre part, | t.h2 [l < (Il A llco)® < (Il h llc:)* montre que t.h% = of|l & ||c). Par consé-
quent f est différentiable sur £ et Df(u).h = h' + 2 t.u.h.

2. Regles de calcul

Différentielle d’une application linéaire continue. 2.1.

Une application linéaire continue f € #(E; F) est différentiable dans E et sa différentielle
Df(a) = f pourtoutaeE.
En effet f(a + h) = f(a) + f-h  [le o(|| & |) se réduit a zéro].

Différentielle d’une application affine continue. 2.2.

Plus généralement, soit f : £ — F une application affine continue : f(x) = L.x + b, ol
Le#(E;F),beF. Alors f est differentiable dans £ et Df(a) = L.

Si, en particulier, f est constante sa différentielle est nulle. Nous verrons que la réciproque
est vraie si f estdéfinie sur un ouvert connexe U. Elle est inexacte si U n’est pas connexe (prendre
E = F =R, U = union disjointe de deux intervalles non vides 4 et B, f =0sur et f =1
sur B).

Applications bilinéaires continues. 2. 3.

Soient £, E, et F trois e.v. normés et b : £, x E, - F une application bilin¢aire continue
(voir A.3.). Alors best différentiable dans £, x E, etlavaleuren h = (h, h,)e E, x E, desa
differentielle en a =(a,, a,) est Db(a).h = b(h,, a,) + bla,, h,).

PREUVE. — Puisque b(a + h) = bla) + b(h,, a;) + b(a,, h,) + b(h,, h,) il suffit de montrer
que b(h,, hy) = o(|| h ||). Mais cela résulte de

| blhy ) (| < WO NN Ay iy | < UBNLIAL I+ A A1 < UbI I AT o

Généralisation (la prouver). — Soient £, ..., E, et F des ev. normés et f e Z(E,,...,E,; F).
Alors f est différentiable en tout point a = (a,, ...,a,) et la valeur en h = (h,,..., h,) de sa
différentiable est

Df(a).h = Y flay, @y by @y, v @)
k=1

Trace d’une application différentiable. 2. 4.

Soit [ : E — F une application différentiable entre e.v. normés. Un sous-e.v. £’ de E est
normé selon | x (g = || x ||z si x € E". Alors la restriction f |. de f & E’ est différentiable
et sa différentielle est la restriction & £’ de la différentielle de f. La preuve est évidente.

Cas particulier. — Supposons que E soit un espace de Hilbert et que sa norme soit déduite
de son produit intérieur ¢, ). Si £’ est un sous-espace fermé de E, tout x de £ admet une pro-
jection orthogonale p. x sur E’(théoréme de la projection). Supposons que | soit une fonction
numérique (F = K). Alors le gradient de f | est la projection sur £’ du gradient de f.

Eneffet, pour tout he £ ona { p.grad f(a), h > =  grad f(a),h ) = Df(a).h = Df|g(a).h =
Cgrad f g (@) h .

Linéarité de la différentielle. 2.5,

Soient U un ouvert non vide d’un e.v. normé E, f et g deux applications de U dans un e.v.
normé F. Sik, k' € K, définissons k.f + k'.g : U » F par(k.f +k'.g) (x) = k.f(x) + k’.g(x) pour
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tout x de U. On vérifie sans peine que si f et g sont différentiables en a € U il en est de méme
dek.f + k'.getque

D(k.f + k'.g)(a) = k.Df(a) + k'.Dg(a) .
L’ensemble des applications différentiables en a (resp. dans U) est donc une e.v. Il en est de
méme de I'ensemble des applications C! de U dans F; on le note C'(U, F).
Différentielle d’'une application composée. 2.6.

Soient E, F et G trois e.v. normés. Soit f une application d’un ouvert U de E dans F,supposée
différentiable en a € U. Soit g une application d’un ouvert de F, contenant f(U), dans G.
Supposons g différentiable en b = f(a). Alors g o f est différentiable en a et

D(g o f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a),
ol le membre de droite est le composé des applications linéaires continues Dg(b) et Df(a).
PREUVE. — Posons y = f(a + h) et b = f(a). On a par hypothése
g(y) = g(b) + Dg(b)-(y — b) +r(y — b),
oulim| r(y — &) |/l y — b | = 0. En tenant compte de la linéarité de Dg(b) et de I'hypothése
¥ —ﬁ)b = Df(a).-h + s(h), ou )llin:) | sty |/l A1 =0,0na

(geNla+h) —(go f)(a) — Dg(b) e Df(a)-h = A

avec A = Dg(b).s(h) + r(y — b).
Montrons que A = o(}| 4 [[). Dabord | Dg(b).s(h) | < | Dg(®) |-|| sth) | montre que
Dg(b).s(h) = o()l h ||). Ensuite, étant donné e > o, on peut choisir || & | assez petit pour que

ly—b) =|Df@.h+sth)| <(IDf@ Il +e)llhl Ainsilly —b /| k| < | Dfia) | +e.
D’autre part la continuité de fen a (voir 1.3.e.) entraine y — b si A — o. Il en résulte
(y —b) =o(lh|)etlonabien A = o(|| h|). 0

Application tangente. — Supposons f: U < E - F différentiable dans U. L’application
tangente Tf : U x E —» F x F est définie par Tf(a, h) = (f(a), Df(a). h).

Voici son interprétation ggométrique. Donnons-nous une courbe différentiable de £, d’origine
a, c’est-a-dire une application différentiable ¢ : R — E telle que (o) = a. On peut interpréter
¢(1) comme la position d’un point mobile de E a I'instant ¢ Soit ¢'(0) = h son vecteur-vitesse
a Porigine. D’apreés le théoréme précédent la courbe f o c : R — F, image par f de la courbe c.
est différentiable et son vecteur tangent a I'origine est (voir 1.3.5.) :

(f 0 &)(0) = D(f o ¢)(0).1 = Df(c(0)) o De(0). 1 = Df(a).c'(0) = Df(a).h.

Ainsi Tf associe au couple formé d’un point d’une courbe et du vecteur-vitesse en ce point
le couple formé par I'image du point et du vecteur-vitesse de cette image.

Il est aisé de voir que le théoréme précédent s’écrit T(go f) = Tgo Tf; T est donc un
foncteur covariant. Il n’en est pas de méme de D, car D(g o f) = (Dg o f) o Df et non pas
Dg o Df.

Application dans une somme directe. 2.7. — Soit F = F, @ - @ F, une somme directe d’e.v.
normés (voir A. 1.6.). Désignons parp, : F — F,la projection(x,, ..., x,) » x,etpari,: F, - F
I'injection, qui fait correspondre a x, le vecteur dont toutes les composantes sont nulles a
I'exclusion de la r-iéme qui est égale a x,.

Une application f d’un ouvert U d’un e.v. normé E dans F s’écrit x s (f;(x),..., f,(x))
ou f,(x) est la r-iéme composante de f(x). En sorte que

J

2.8 f=pof, f=’gli,of,.
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Théoréme. — f est différentiable en a € Usiet seulement si f,, ..., f, le sont. Dans ces conditions
Df(a) = (Dfi(a), ..., Df(a)), c’est-d-dire

Df(a) = ¥ i.oDf(a).
r=1

Il en résulte que fest C' dans U si et seulement si f}, ..., f, le sont.

PREUVE. — Conséquence immédiate du théoréme de différentiation des applications compo-
sées et des formules (2. 8). O

CONSEQUENCE. — Si f : x e R" m (f;(x), ..., f,.(x)) € R™ est différentiable en a, la r-iéme ligne
de sa matrice jacobienne en a (voir A.1.3.d) est la matrice jacobienne en a de f, : R" — R.

Formule de Leibniz. 2.9. — Soient £, F,, F, et G dese.v. normés, U unouvertde £, f : U - F,
et g : U — F, des applications différentiables en a e U (resp. C* dans U), b: F;, x F, -+ G
une application bilinéaire continue. Définissons p = b(f,g) : U » G par x ~ b( f(x), g(x)).
Alors p est différentiable en a(resp. C! dans U) et Dp(a). h = b(Df(a).h, g(a)) +b( f(a), Dg(a). h)
pour h e E.

PREUVE. — p est 'application composée x » (f(x), g(x)) » bl f(x), g(x)). Le théoréme résulte
alors du théoréme de différentiation des applications composées, de 2.7. et de 2.3. :

Dp(a).h = Db(f(a), g(a)) o D(/. g) (a)-h =
= Db(f(a), g(a)) o (Dfla)- h, Dg(a).h) = b(Df(a)-h, g(a)) + b(f(a), Dgla).h). O

Cas particuliers. — Si E = K, (1.3.5.) montre que Df(a).h s’identifie au produit A.f"(a) du
scalaire 4 € K par le vecteur dérivé f'(a). De méme Dg(a).h = h.g'(a). La formule de Leibniz
s’écrit donc, en faisant A = 1,

p'@) = b(f(a), g(a)) + b(f(a), g'(a)).

Si F, = F, =G = K et b(u,v) = u.v, on retrouve ainsi la formule qui donne la dérivée
d’un produit f.g de fonctions a valeurs numériques : (f-g9)’ = f'.g + f.g".

Si Fy = F, = G est I'espace R3, orienté et doté de son produit scalaire usuel, et si b est le
produit vectoriel, on obtient (f A g)'(a) = f'(@) A gla) + fla) A g(a). On obtient une
formule analogue pour le produit scalaire.

Application définie sur une somme directe. 2.10.

Différentielles partielles. — Supposons que £ soit la somme directe £, @ - @ E, d’ewv.
normés et que U soit un ouvert de E. Une application f de U dans un e.v. normé F s’écrit donc
(Xyy ees Xp) > f(xy, ..., X,); Cest une fonction de n variables x, e £, ..., x, € E,.

Donnons-nous a = (ay, ..., a,) € E. L’application
(2.11) xe E,» flay,..,a,_ |, X, Gyy gy, G)) €F

[la r-iétme composante a, est remplacée par x,] est l'application composée f o I,, ou
I,:x,m(ay,...,a,_y, X, @, .., a,) est évidlemment une application continue de E, dans
la somme directe £, @ - @ E,. Il en résulte que f o I, est définie dans 'ouvert 1,7 (U) de E,,
qui contient a,.

Si I'application (2. 11), c’est-a-dire f o /,, est différentiable en a,, on appelle sa différentielle
en a, la différentielle partielle de f par rapport a la r-iéme variable au point a, et on la note
D, f(a); c’est un élément de £ (E,; F).

SiE, = =E, =K, D, fla) sappelle, plus classiquement, la dérivée partielle par rapport
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a la r-iéme variable au point a. C'est la dérivée usuelle g'(a,) de la fonction numérique a valeurs
vectorielles

X gx) = f(@y s Gy g, Xy @)

9

au point x = a,. On la note aussi e (a).
n

Par exemple, si f : R? -» R est définie par f(x, y) = sin (x2.y), alors D, f(a, b) est la dérivée
en a de xassin (x2.b) ; soit 2 a.cos (a2.b). De méme D, f(a, b) est la dérivée en b de yamssin(a®.y),
soit a%.cos (a?.b).

Revenons au cas général et a ses notations.

Théoréme. — Si f est différentiable en a, alors chacune des différentielles partielles
D, f(a),r =1, ...,n, existe et,si h = (hy, ..., h,) e E,ona

Df(a).h = 3 D,f(d).h, .
r=1

PREUVE. — Si i, : E, > E est l'injection x, » (0, ..., 0, x,,0, ..., 0) déja considérée en 2.7,
on a I(x,) = a+ i(x, — a,). En sorte que I, est une application affine, donc DI(a,) = i,
(voir 2.2). La premiére partie résulte alors du théoréme de différentiation des applications
composees et
(2.12) D, f(a) = D(f o I,)(a,) = Df(a) o1, .

Mais, si p, : E — E, est la projection sur la r-itme composante, déja considérée en 2.7,

on a évidemment f = Y foi op, Le théoréme de différentiation des applications compo-
r=1

sées et (2. 12) entrainent

Dft@) = 3. Df@ei,op, = ¥ D fl@ep,. done Dfiw.h= ¥ Df@-h. O

Remarque, — L’existence des dérivées partielles n’entraine pas la différentiabilité. Par exemple
si I'on prend f: R? - R définie par

Xoyux? 4+ pB)7U2 i x2 42 20,

f(x’”z{o si x=y=0,

la fonction est nulle pour x = 0 (resp. y = 0), donc D, f(o,0) = D, f(o,0) = 0. Si f était
différentiable en (o, 0), sa différentielle en ce point serait donc nulle, d’apreés le théoréme pré-
cédent, et 'on aurait f(h,, h,) = ol k), ou | k| = (h} + h3)"/2. Pourtant, si h =(3¢,41),
ona f(3t1,41)/| h| = 12/25, qui ne tend pas vers zéro avec ¢

Mieux ! La fonction f peut posséder des dérivées partielles en un point sans y étre continue :
considérer en (o0, o) la fonction

Lisi x2 432 #£0,
si x=y=0.

2 2\~
o =

La raison de cette « pathologie » est que I'existence des dérivées partielles en (o, 0) garantit
I'existence des tangentes a 'origine des courbes x » f(x, 0) et y » f(0, y), qui sont les inter-
sections de la surface d’équation z = f(x, y) avecles plans y = 0 et x = 0, mais qu’elle ne dit
rien sur le comportement de la surface a I'extérieur de ces plans.

Remarque. — Si f est C! dans U, alors les différentielles partielles le sont aussi.
En effet (2.12) montre que D, f(a) = Df(a) o i, dépend continiment de a.
Nous démontrerons ultérieurement une réciproque (chap. 2).
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Calcul de 1a matrice jacobienne. 2.13.

Sifix=(xp...,x,)€R" m (fi(x),..., fu(x)) € R™ est différentiable dans un ouvert conte-
nant g, 'élément occupant la i-iéme ligne et la r-iéme colonne de sa matrice jacobienne en a,
est D, f{(a).

PREUVE. — D’aprés 2.7, la i-iéme ligne de la matrice jacobienne en a est la matrice jacobienne
enade f;: R" > R. Daprés 2.10, la matrice jacobienne de f; en a est (D, f{(a),..., D, f(a)).
Voici une autre preuve. Si (¢;) est la base canonique de R”, considérons la courbe différen-
tiable c: te Rma+t.e, e R"et'applicationcomposée(f o c) (t) = fla+1t.e,) =(fi(a+1.¢,)....).
Appliquons 1.3.b. et le théoréme de différentiation des applications composées, puis faisons
t=0:

d
Dfa).e, = g fla + t-e)| = (D, /(@) .., D, [(@). -
=0
Voici une application importante dans la pratique.

Théoréme du changement de variables. 2.14. — Soient g, ..., g,, : R" —» R des fonctions
différentiables en a et f : R™ — R une fonction différentiable en b = (g,(a), ..., §..(a)). Défi-

nissons F : R" - R par F(x) = f(g,(X), ..., §,(X)). Alors D; F(a) = Y D, f(b).D, g/(a).
r=1

PREUVE. — Si g : R" - R™ est définie par g(x) =(g,(x), ..., g.(x)), alors F = f og. Le théoréme
de différentiation des applications composées donne DF(a) = Df{(g(a)) o Dg(a) = Df(b) o Dg(a).
[ suffitd’écrire que la matrice jacobienne de F en a estégale au produit des matrices jacobiennes
de fen b et de g en a, matrices dont les expressions sont données par le théoréme précédent. [

EXEMPLE. — On se propose de calculer les dérivées partielles de F :R2 — R définie par
F(x, ) = f(h(x), s(»)), ou f, h et s sont différentiables. On se raméne au théoréme précédent
en posant g,(x, ¥) = h(x) et g,(x, y) = s(»). Ainsi

F(X,y) = f(gl(xvy)! gZ(xa .V))’

D, F(x,y) = D, Sf@w).D, g,(x,y) + D, S@).Dy gy(x, ),
D, F(x,y) = D, f@w).D, g,(x,y) + D, f(w).D, g,(x, ),
i Pon a posé pour abréger, u = (g,(x,¥), g,(x, ¥)).

Mais D, g,(x,y) = W(x), D; g,(x,y) = 0,D, g,(x,y) = 0etD, g,(x,y) = s(y).
Ainsi D, F(x,y) = D, f(u).h'(x), D, F(x, y) = D, f(w).5(y).



2 THEOREMES DE LA MOYENNE

Ce chapitre est consacré a la généralisation du théoréme classique des accroissements
finis concernant les fonctions numériques. Entre autres applications, on démontre le théoreme
fondamental du calcul intégral.

Préliminaires

Soit f une fonction a valeurs réelles définie et continue sur un segment [a, b] et dérivable
dans ]a, b[. Le théoréme classique des accroissements finis dit qu’il existe ¢ €]a, b tel que
f(b) — f(a) = (b — a)-f'(c). En termes géométriques, cela signifie qu’il existe un point
(¢, f(c)) du graphe de f ou la tangente est paralléle au segment joignant les extrémités (a, f(a))
et (b, f(b)) de ce graphe.

Si, maintenant, sous les mémes hypothéses, f est une fonction a valeurs dans R", n > 2, la
propriété géométrique précédente peut étre en défaut : penser a un graphe en « tire-bouchon »,
ol la tangente en un point ne peut étre paralléle 4 un segment joignant deux points du graphe.
Exemple : f :[o, n/2] — R? défini par f(f) = (cos ¢, sin ?).

Interprétons autrement le théoréme des accroissements finis. Si f :[a, ] —» F est une
application continue et dérivable sur ]a, /[ dans un e.v. normé F, on peut interpréter f(¢)
(resp. f'(¢)) comme la position (resp. la vitesse) a I'instant ¢ d’'un point mobile dans F. La vitesse
« au compteur » est || 1@ |1 Supposons qu’un second mobile parte de f(a) en méme temps
que le premier, qu'il décrive une droite, et que sa vitesse « au compteur » g'(¢) soit, & chaque
instant, au moins égale a celle du premier. Il est intuitif que ce second mobile s’éloignera du
point de départ f(a) plus vite que le premier. Rendons cela rigoureux.

1. Théoréme des accroissements finis

Théoréme. 1.1. — Soient a et b deux réels tels que a < b, F un e.v. normé, f : [a,b] — F et
g : [a, b] — R deux applications continues sur (a, b] et différentiables sur la, b[. Supposons que
£ | < g'e) pour a<t<b Alors | f(b) - f(a) | < g(b) — g(a).

PREUVE. — Nous allons montrer que si u et v sont deux réels tels que a < u <v < b, on a
| fl) — f(w) | < g(v) — g(u). Puisque f et g sont continues en a et b, le théoréme s'en déduira
en faisant tendre u vers a et v vers b,

Supposons le résultat en défaut, alors || f(v) — f(u) | = [g(v) — g(u)] = M > 0. Parta-
geons [a, = u, by = v] en son milieu m = (v + v)/2. L’inégalité triangulaire montre que sur
I'un des segments [u, m], (m, v] on a

| f@ — fm) | — [g(v) — g(m)] = M2

ou
| fm) — fGo) | — [g(m) — gu)] > M)2.

Désignons par[a,, b,] celui de ces deux segments ou I'inégalité est réalisée. Réitérons le procédé
en partageant [a,, b,] en son milieu, etc. On obtient une suite de segments [a,, b,] tels que
g £ "< a,<b, < < by, |b,—a,| = —a)2 et

| fB) = fla) || = [9b) — g(a,)] > M/2".



THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS 19

Il en résulte que a, et b, convergent vers un méme point w € Ja, b[ et que
M2 < || f(b) —fw) ||+ ] S(w)—fla,) | = [9(b,) — g(w)] = [g(w) —g(a,)]
< | DI(w)-(b, = w) | +0(b, = w) +]| Df(w)-(w—a,) | +o(w—a,)
—[g'w).(by —w) +0(b, —w)] = [g'(W).(w—a,) +0o(w—a,)]
< | DfW) (L by=wl+Iw — ay ) =g'(W).(1 by —w | +| w—a, |) +0(b,— w) +0(w —a,)
= [Il Df(w) | = g'(W)]. (b, — ay) +0(by —a,) .
Divisons les deux membres par b, — a, = (b — a)/2" et faisons tendre n vers co. On obtient
la contradiction M/(b — a) < || Df(w) || — g'(w). =

L’intuition, qui conduit au théoréme précédent, fait deviner que des pauses suivies d'un
départ dans une nouvelle direction, sont permises dans le mouvement du mobile f(7). Cela
se traduit par un théoréme plus fort, dont on trouvera la preuve dans (H. Cartan) ou (J. Dieu-
donné) :

Théoréme. 1.2. — Soient f : [a, b] — F, ou F est un e.v. normé, et g : [a, b] — R deux appli-
cations continues. Supposons que pour tout t € [a, b), d Pexclusion peut-étre de ceux d’'un ensemble
dénombrable, f et g soient différentiables et que || f'(¢) | < g'(t). Alors || f (b) —fla) || <
g(b) — g(a).

Corollaire. 1.3. — Soit f : [a, b] —> F une application continue dans un e.v. normé, possédant
une dérivée f'(t) pour tout tecla, bl. Supposons qu’il existe une constante k telle que

| f'(®) | < k pour tout tcla,bl. Alors | f(b) — f(a) | < k.(b — a).
PREUVE. — Prendre g(t) = k.t dans 1.1.

Nous allons supposer maintenant que f est définie sur un ouvert U d’un e.v. normé E,
qui n'est plus nécessairement R.

Corollaire. 1.4. — Sif : U — F est différentiable dans U et si le segment [a, b) = { (1 — t).a +
t.b :0 <t <1}, dextrémités a, b e U, est contenu dans U, alors

1£) — f@ | < sup | DfI1 ~0.a+eb]|-1b—al.

PREUVE. — Le théoréme de différentiation des applications composées, appliqué a
1[0, 1] # h(D) = f[( — D.a + t.b],
donne 4'(t) = Df[(1 — 1)-a + t.b).(b — a). On a donc || K() | < P IDAT|-16—al
et il suﬁll d’appliquer 1. 3, en remplagant a par 0, b par 1, fparhetkpar sup | DAL 6—all-
O

Convexité. 1.5. — On dit qu'un sous-ensemble U d’un e.v. est convexe si, quels que soient
a, be U, le segment qui les joint est dans U.

Théoréme des accroissements finis pour les convexes. 1.6. — Soient U un ouvert convexe d’un
e.v. normé E, f une application différentiable de U dans un e.v. normé F. S’il existe k > 0 tel
que | Df(u) | < k pour tout uc U, alors | f(b) — f(a) | < k.| b — a ||, pour tous a, b € U.

PrReUVE. — Conséquence immédiate de 1.4.

Corollaire. 1.7. — Soient U un ouvert convexe d’un e.v. normé E, f une application différentiable
de U dans un e.v. normé F. Alors, pour tous a, b, c € U, on a

| f(B) — f(a) — Df(c).(b —a) < sug | Df () — Df(c) |-Ib—all.
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PREUVE. — Appliquer 1.4. au » f(u) — Df(c).u, dont la différentielleest Df(u) — Df(c). O

Passons a des applications des résultats précédents.

2. Réciproque du théoréme 2.2. Chap. |

Théoréme. — Soient U un ouvert connexe d’un e.v. normé E, f une application différentiable
de U dans un e.v. normé F. Si Df (u) = 0 pour tout u de U, alors f est constante.

PREUVE. — Fixons a dans U et désignons par B I'ensemble des b € U tels que f(b) = f(a).
Puisque f est continue (1.3. chap. 1), B est fermé dans U. D’autre part, tout x de B est centre
d’une boule ouverte contenue dans U et de rayon positif. Cette boule est convexe. D’apres 1.6.,
f(») = f(x) = f(a)en tout point y de cette boule. Donc B est aussi ouvert dans U. Comme B
n’est pas vide et que U est connexe, alors B = U. O

3. Condition nécessaire et suffisante pour qu’une application soit de classe C*

Revenons au 2.10. du chapitre 1. Soient U un ouvert de la somme directe E = E, @ - @ E,,,
d’e.v. normés et f une application de U dans un e.v. normé F.On a vu que, si f est C! dans U,
alors les différentielles partielles D, f : U —» Z(E, ; F) sont C! dans U.

Nous allons prouver la réciproque.

Théoréme. — Avec les notations ci-dessus, supposons que les différentielles partielles existent
en tout point x = (x,, ..., x,)de U et que les applications D, f : U — &£ (E, ; F) soient continues
enac U. Alors fest C' en a.

PREUVE. — D’aprés la formule Df(a).h = Y, D, f(a).h, de(2.10.chap. 1), il suffit de montrer
k=1

que Df{(a) existe. Définissons
6) = [0 — (@) ~ . Dy fla).(x, — ap).
k=1

Alors D, g(x) = D, f(x) — Dy f(a).

Puisque les différentielles partielles sont continues en a, a tout ¢ > 0 correspond r > 0
tel que || D, g(x) | < & k = 1,..., n, si x reste dans la boule ouverte de centre a et de rayon r.
Il résulte de 1.6 que

19| < X 190y X @risos @) — Glxg,ory Xo g s e,y ||
k=1

n
< Z el x, —a | <nel|x-—al.
k=1

Comme ¢ est arbitraire f(x) = f(a) + i Dy fl@)-(x, — @) + of|| x —a]) 0
k=1

4. Un critere de convergence uniforme

Théoréme.4.1. — Soient U un ouvert connexe d’une.v. normé E et f, : U — F une suite d’appli-
cations différentiables dans un espace de Banach F. Supposons que : 1) il existe un point a de U
tel que lasuite f,(a) converge ;2) lasuite Df, : U — E£(E; F) converge uniformément sur chaque
borné de U vers une application g : U — ¥ (E; F). Alors, pour chaque x € U, la suite f,(x)
converge vers une limite, que I’on notera f(x). Cette convergence est uniforme sur chaque partie
bornée convexe de U. Enfin f = lim f, est différentiable et Df = g.
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PREUVE. -— Soit B une boule ouverte de centre a et de rayon r > 0 contenue dans U. D’aprés
1.4, pour tout xe Bon a:

4.2 | f(x) — f(x) = [fl@) — f@] | < sup | Df,(w) — Df,(w) ||| x — a].

Puisque la suite f,(a) converge et que la suite Df,(u) converge uniformément sur B, la suite
f(x) est une suite de Cauchy de F. Comme F est complet, lim f,(x) = f(x) existe. Ce raison-
n= oo

nement montre aussi que si f, converge en un point d’une boule ouverte de U, elle converge
uniformément sur cette boule. L’ensemble des points u de U ou f,(u) converge est donc ouvert
et fermé dans U. Comme il contient a et que U est connexe, il coincide avec U. Autrement dit
lim f(u) = f(u) existe pour tout u € U.

Désignons encore par B une partie bornée convexe de U, de diamétre d = sup | x — ).
x,yeB

D’aprés 1.4. la relation (4.2) est encore valable si a, x € B, et par suite

I £ = fi) | < | @ - f@ || + sup | .d.

Cela montre que f, converge uniformément dans B.
Reprenons I'inégalité (4.2) et faisons tendre p vers + co. Puisque lim Df, = g,ona

| /) = fla) = Ux) = fylal | < sup [ 9G) — Df@w) |1 x = a .

Puisque la convergence de Df, est uniforme sur B, a tout ¢ > 0 correspondun N tel que g > N
implique sup || g(u) — Dfy(u) | < e. D’autre part, pour g ainsi choisi, il existe r < r tel que
lx—al 2 ¥ implique

| £(x) = (@) = Df(a)-(x —a) | S &llx —all.
L’inégalité triangulaire et les inégalités précédentes montrent alors que

| f(x) = fla) — g@.(x —a) | < 3.e.llx—al.
Ainsi f est différentiable en a et Df(a) = g(a). O

On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme. 4.3. — Soient U un ouvert connexe d’un e.v. normé E, f, une suite d’applications
différentiables de U dans un espace de Banach F. Supposons que 1) il existe un point a de U tel
que la série ) f,(a) converge ; 2) la série Y Df, converge uniformément sur chaque borné de U
vers une application S : U - &£ (E ; F). Alors la série ) f,(x) converge pour chaque x de U
vers une limite, que I’on notera h(x). Cette convergence est uniforme sur chaque partie bornée
convexe de U. Enfin, h est différentiable et Dh = S.

S. Théoréme de Sard

Définition. 5.1. — Soit f : U — R" une application différentiable d’un ouvert U de R” dans R".
On dit que a € U est un point critique de f si le rang de I'application linéaire Df(a) est < n.

Définition. 5.2. — Munissons R” de son produit scalaire usuel. Ce produit scalaire définit
la norme et la distance usuelles. Un déplacement de R" sera une application affine de R” dans R”
conservant cette distance.

Donnons-nous ay, ...,a,e R et by > 0,..., h, > 0. Formons

P =[a,,a; + h] x = x [a,a, + h).

On appellera pavé de R” tout transformé de P par un déplacement. Le volume du pavé est,
par définition, A, ..., h,.



22 THEOREMES DE LA MOYENNE

Définition. 5.3. — Un sous-ensemble £ de R" est de mesure nulle si, a tout ¢ > 0, correspond
unrecouvrement de £ par des pavés dont la somme des volumes est inférieure a &.

Le lecteur montrera, a titre d’exercice, que la réunion d’une famille dénombrable d’ensembles
E,,n =1 2,.., de mesure nulle est un ensemble de mesure nulle [recouvrir £, par des pavés
dont la somme des volumes est moindre que &/2").

Théoréme de Sard. 5.4. — Soit f : U — R" une application de classe C' d’un ouvert U de R?
dans R". Alors limage f(C) de 'ensemble C des points critiques de f est un ensemble de mesure
nulle de R".

La preuve estdifficile si p > n[voir J. Milnor]. Nousnous bornerons aucasp = n.

PREUVE. — 17e étape. — Pavons R” par les cubes de c6té 1 et dont les sommets ont des coor-
données entiéres; R" est la réunion dénombrable de ces cubes. D’aprés 5.3, il suffit donc de
prouver que I'image par f de la partie des points critiques contenue dans I'un d’entre eux est
de mesure nulle. Quitte a effectuer une translation, on peut encore supposer que ce cube est le
cube unité / = [0, 1]" Il reste & prouver que la mesure de f(C n I) est nulle.

2¢ étape. — Soitx € C n I Puisque rang Df(x) < n, Df(x) R"est un sous-espace de dimension
< n — L Ilexistedoncunhyperplan P, passantpar f(x) etdont ladirection Pcontient Df (x) R".
Fixons ¢ > 0 et prenons y dans la boule ouverte B(x, ¢) de centre x et de rayon ¢. D’apres 1.7.
ona

fO) =f(x) + Df(x).(y — ) + be). | y — x|,
ou b(e) < sup | Df(x) — Df(u) | tend vers zéro avec ¢ puisque Df est continue, donc uni-
ueB

formément continue sur le compact I. Comme f(x) + Df(x) (y — x) € P,on voit que la distance
de f(») a 'hyperplan P est dominée par . b(¢). Ainsi f[ B(x, £)] est situé entre les deux hyper-
plans paralléles a P et dont la distance & P est ¢. b(e).
D’autre part, 1.4. montre que || f(») — f(x) | < sup | Df(4) |.| ¥ — x ||. Ensorte que f(y)
I

est dansla boule de centre f(x)et derayona.¢ oua = sup || Df(u) |.
1

En résumé f[B(x, ¢)] est situé¢ dans un cylindre droit, dont la base est I'intersection de P
avec la boule de centre f(x) et de rayon a.e, et dont la hauteur est 2 & b(¢). Il est clair que
f[B(x, &)] cst encore dans un pavé de R", dont les cotés paralléles & P sont de longueur \/E.a. b
et dont le coté perpendiculaire a P est de longueur 2 ¢.b(¢). Le volume d’un tel pavé est
2. nn= I gl g, b(e).

3e étape. — Partageons chacun des n c6tés du cube unité / en k parties égales. On obtient k"
cubes de coté 1/k. Chacun d’eux est contenu dans une boule de rayon ¢ = \/;l/k [théoréme de
Pythagore !). Certains d’entre eux coupent I’ensemble C des points critiques. Leur image par
I'application f est donc contenue, d’apres la 2¢ étape, dans un pavé de volume

2_n(n—l)/2_a"_1.b(\/;1/k).k_" .

Ilenrésulte que f(C)est contenu dans la réunion d’au plus k" pavés, dont la somme des volumes
2.n‘""”2.a"“.b(\/n/k) tend vers zéro sik — + co. O

Voici une ultime application, de grande importance pratique, du théoréme des accroissements
finis :
6. Intégration des fonctions réglées et théoréme fondamental du calcul intégral

Tous les espaces de ce paragraphe sont des espaces de Banach.

Fonctions en escalier. 6. 1. — Soient F un espace de Banach et [a, b), a < b, un intervalle fermé
et borné de R. Découpons [a, b] en n intervalles par des pointsa = g, < a, < - < a, = b:
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donnons-nous n vecteurs C,, ..., C, de F. La fonction f:[a, b] —» F, définie par f(x) = C,
poura, < x < ay, f(x) = C, pour a; € x < a,,...,f(x) = C,poura,_, < x < a,sappelle
une fonction en escalier. L’ensemble de ces fonctions sera noté ([a, b], F).

La somme de deux fonctions en escalier, le produit par un scalaire d’'une fonction en escalier,
sont des fonctions en escalier. En sorte que ([a, ], F) est une e.v. Prouvons la premiére assertion.
Soient £, g € ((a, b], F); supposons que f(x) = C;pour @, £ x < a,,,,0 < i € netg(x)=C;
pour b; < x < b;,{,0 <j < m Formons une subdivision de [a, b] en insérant entre a et b
les points a;, b, Dans un intervalle de cette subdivision f et g sont constantes, donc aussi f + g.

Si fe ([a, b], F) posons || fllco = subll) | f(x) |. I est clair que | [lcoest une norme : la norme

la,

de la convergence uniforme sur [a, b].

Fonctions réglées. 6.2. — L’espace # = %#((a, b], F) des fonctions réglées est le complété
de I'espace normé ([a, 8], F]. Une fonction réglée est donc limite uniforme d'une suite de
fonctions en escalier. Exemple : une fonction continue 4 : [a, b] — F est réglée. En effet. /i etant
continue sur le compact [a, b], h est uniformément continue. A tout entier n > 0 correspond
doncp > Otelque || h(x) — h(y) | < l/nsix, yela,blet|x — y| < p. Choisissons donc une
subdivision a = ay < a, < <a, =btelleque|a,, —a | <ppouri =01 ..m—:
et définissons f, par f,(x)=h(a,) pour a,<x<a,, f,(X)=h(a,) pour a; <x<a,. ... 1,\x)=hla,)
poura,_, < x < 4,

Evidemment || & — f, ||co < 1/n, et la suite de fonctions en escalier f, converge uniformément
vers h sur [a, b).

Intégrale d’une fonction en escalier. 6.3. — Si f(x) = C, pour a5 < x < ay, ..., f(x) = C,
pour q < x < a,, l'intégrale de f entre a et b est par définition

n—=1 no

b n—1
1 = f J09dx =5 @y = a)Cous

On vérifie sans peine que I : ([a, b], F) — F est linéaire. D’autre part I'inégalité triangulaire

dans F implique | I(f) | < (b — a)-| f llco. L’application linéaire / est donc continue.
Enfin, si 'on insére un nombre u entre a et b, on voit sans peine que

b “ b
J f(x).dx = j f(x).dx + J f(x).dx.

a u

Si I'on convient de poser J = - J lorsque v < u, on'en déduit la relation (dite de Chasles)

‘ f(x).dx = J f(x).dx + J f(x).dx pour tous u, v, w € [a, b].

“u

Intégrale d’une fonction réglée. 6.4. — Si fe % est limite uniforme d’une suite de fonctions en
escalier f,, la suite /(f,) converge. Eneffet, / étant linéaire continue, /( f,) est une suite de Cauchy
de F. Puisque F est complet, I( f,) converge (c’est pourquoi les espaces de ce paragraphe sont
des espaces de Banach). En fait lim /(f,) ne dépend pas de la suite utilisée pour approcher f

n=oo

uniformément : si g, est une autre suite convergeant vers f, on a
IS =gy lico < ISy —fllco + 1 =9 llcos

qui tend vers zéro si n,p - + oo; donc || I(f,) — 1(g,) ] <G -a.lf, — 9, llco tend vers
zérosin, p — + oo. Il est par conséquent légitime de définir 'intégrale de fe & entre a et b par

b
1) = j fix).dx = lim I(f).

a
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Les propriétés suivantes résultent de 6. 3. :

a) I: R — F est linéaire.

En effet, si f, (resp. g,) est une suite de fonctions en escalier convergeant uniformément
vers la fonction réglée f (resp. g), alors f,, + g, converge uniformément vers f + g et

I(f + g) = lim I(/, + g,) = lim [I(f,)) + I(g,)] = lim I(f,) + lim I(g,) = I(f) + I(g).

De méme I(k.f) = k. I(f) si k est un scalaire.

b) | 1(f) || < (b — a).] fllco qui résulte sans peine de I'inégalité analogue pour les fonctions
en escalier et de la continuité de X »» | X | En particulier / est une application linéaire con-
tinue.

¢) La relation de Chasles subsiste pour les fonctions réglées (vérification aisée).

d) Enfin, si L : F —» K (corps des scalaires) est une application linéaire continue et si fe %,
alors L o f est une fonctionrégléeet L[I(f)] = I[L o f]. Eneffet, si f, est une suite de fonctions
en escalier convergeant uniformément vers f, alors L( f,) est réglée et converge uniformément
vers L(f).

Primitive d’une fonction réglée. 6.5. — Soit g une fonction définie sur un intervalle (a, b)
[qu’on ne suppose plus nécessairement borné), a valeurs dans F, et réglée sur tout intervalle
fermé borné de (a, b).
pt u
Tout d’abord, convenons de poser, comme en 6. 3., j g=— J gsiu,ve(a b)etsiv < u
0

u
u

En particulier | g = 0.

Soit x, un nombre fixe (arbitraire) de (a, b). On appelle primitive de g la fonction G définie en

x € (a, b) par G(x) = '( g(1). de.
Xe
Remarquons d’abord que, bien qu’il existe a priori une infinité de primitives(G dépend de x,),
deux primitives G, et G, de g ne different que par une constante. En effet, la relation de Chasles
entraine

53

G,(x) — G,(x) =J

X1

g(n).dr — J g(.dt = J g(1).de .

Xy

D’autre part, si g est continue, on a :
Théoréme. — Une primitive G d’une fonction continue g estde classe C' et G' = g.

PREUVE. —— D’apres la relation de Chasles et 6.4. on a

x+h

G(x + h) — G(x) — g(x).h = J [9() — g(x)].dz;

x

etle théoréme résulte alors de

>

x +h
" j [90) — g(x)].de

Nkl < sup | g(0) —g(x)]
[x,x+h]}
qui tend vers zéro si h — o, puisque g est continue. O

Théoréme fondamental du calcul intégral. 6.6. — Soient E et F deux espaces de Banach, U un
ouvert de E et f : U — F une application de classe C'. Si x + ty € U pour tout t € [0, 1), alors
1

Slx +y)=f(x) + J Df(x + ty).y.dt.

0
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PREUVE. — Posons g(t) =f(x + ty) pour 0 <1< 1. Si 0 <1 < 1, le théoréme de différen-
tiation des applications composées entraine g'(¢) = Df(x + t.y).y. Définissons h(t) = f(x) +

14
J Df(x + sy).y.ds pour 0 < t < 1 D’apres le théoréme précédent, on a A'(r) =Df(x +1y).y
0

pour 0 < 1 < 1. Par suite g'(t) — A'(t) = 0 pour 0 < ¢ < | et le théoréme du paragraphe 2
entraine g — h = constante pour 0 < ¢ < 1. Relation qui vaut encore pour 0 < 7 < 1,
puisque g et A sont continues. Mais g(o) = h(o) = f(x), donc g(1) = h(1); ce qui prouve le
théoréme. O



3 NOTION DE DIFFEOMORPHISME
RESOLUTION D’EQUATIONS

Ce chapitre est consacré a la résolution d’équation f(x) = 0. Puisque l'existence de solu-
tions est obtenue grace a la convergence d’approximations successives, le cadre est celui
des espaces complets. C'est pourquoi les espaces de ce chapitre sont tous des espaces de
Banach.

Préliminaires

Soit f: R -> R une application continiment différentiable, telle que f'(a) # 0. Il existe donc
un intervalle ouvert /, contenant a, ou f” garde un signe constant (positif, pour fixer les idées).
Ainsi f est croissante sur / et réalise une bijection de /sur I'intervalle ouvert J = f(/).

Si y est « assez voisin » de f(a), c’est-a-dire si y € J,I’équation f(x) = y a donc une solution
x = f7Y(y). D’autre part, on sait que f~!:J — [ est continiment différentiable et que
™YY () = [f(x)]"'. Lasolution x = f~!(y) est donc une fonction C' de y.

C’est ce résultat, classique, que nous allons généraliser.

1. Difféomorphismes

Définition. 1.1. — Soient U un ouvert d’un e.v. normé £, V un ouvert d’un e.v. normé F.
On dit qu’une application f: U — V est un diffeomorphisme de U sur V si f est une bijection
et si f et I'application inverse f~ ! sont de classe C'.

U
2
difféomorphisme du demi-plan { z € C : partie imaginaire z > 0 } sur C — R™,

-2

EXEMPLES. — 1) x » tg x est un difffomorphismec de [— 7—2t sur R. 2) z s 2% est un

Remarque. 1.2. — Un difféomorphisme f: U - V est un homéomorphisme, car f et f !
sont différentiables, donc continues (1.3. chap. 1). Mais un homéomorphisme de classe C'
n'est pas nécessairement un difftomorphisme, car f~! peut ne pas étre différentiable. Ainsi
x > x3 est un homéomorphisme de classe C' de R sur R. Toutefois f~! : y »» p!/3 n’est pas
dérivable a l'origine.

Remarque. 1.3. — Si U n’est pas vide et sif: U — V est un difféfomorphisme, alors £ et F
sont isomorphes. En particulier, leurs dimensions sont égales, si elles sont finies.

En effet; le théoréme de différentiation des applications composées, appliqué a f~! o f = idg.
entraine Df ™ '(f(u)) o Df(u) = idg, si ue U. Ainsi Df(u) e Z(E; F) posséde un inverse
Df '(fw)) € L(FE).

Définition et remarque. 1.4. — On dit que f: U — V est étale et de classe C! si f est de classe
C'etsi Df(u) € L(E; F)estunisomorphisme de E sur F pour tout u € U.

Un diffeomorphisme de classe C' est donc étale. La réciproque est inexacte
fi(p,0 eR* x R > (p.cos 0, p.sin 0) € R? — { 0} est étale, car

JEL D00 dé (cosO — p.sin @ 0
¢t Df(p, 0) = dét sin 6 p.cosﬂ>—p;é ’
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Toutefois f n’est pas un difffomorphisme, car elle n’est pas injective. La raison en est que
louvert R* x R est « trop grand »; en lui substituant I'ouvert U = R* x {0 <0 <2n},
I’application f devient un difffomorphisme de U sur f(U).

Cela conduit au résultat fondamental suivant :

2. Enoncé du théoréme d’inversion locale

Soient U un ouvert non vide d'un espace de Banach E, fune application de classe C ' de U
dans un espace de Banach F. Si, en un point a € U, Df(a) est un isomorphisme de E sur F,
alors il existe un voisinage ouvert / de a et un voisinage ouvert J de f(a) tels que f|, : [ - J
soit un diffeomorphisme de classe C'. De plus, la différentielle au point y = f~'(x) e J de
lapplication inverse f ' est donnée par Df ~!(y) = [Df(x)] "

Remarque. 2.1. — Posons b = f(a). Le théoréme précédent affirme que I’équation f(x) = v
admet une solution x unique, pourvu que y soit choisi assez voisin de b et que x soit cherché
assez voisin de a.

3. Cas de la dimension finie

Nous allons démontrer le théoréme d’inversion locale lorsque la dimension de E et de F
est finie.

1re étape. — Avec les notations du théoréme, observons qu’on peut supposer a = 0, f(a) = 0,
E =F et Df(a) = idg : il suffit de remplacer f(x) par h(x)=[Df(a)] '.[f(a + x) — f(a))

2¢ étape. — Puisque Df est continue, a 0 € ]0, I[ correspond ¢ > 0 tel que || # | < ¢ implique
H Df(u) — Df(o) || < 0. Prenons x et x + y dans la boule ouverte B(o, ¢) de centre o et de
rayon &, et supposons f(x) =f(x + y). Puisque Df(0) = idg, le théoréme fondamental du
calcul intégral (chap. 2) implique

G 0=|fx+p» -S| = “j Df(x + t.y).y.dt

1
= "y +J (Df(x + 1.y) = Df(O))ey-dt| 2 Iy =61yl = —=0d.lyl.

Ainsi y = Oet f est injective sur B(o, &).

Montrons maintenant que l'image par f de la boule B(o, ¢/2) contient une boule B(o, r),
pourvu que o < r < &.(1 — d)/4

3¢ étape. — Donnons-nous z € B(o, r). La boule fermée B(o, &/2) de I'espace E de dimension
finie est compacte. La fonction continue x e B(o, /2) » ]| f(x) —z “ atteint donc sa borne
inférieure en un point x,,.

Je dis que x, est un point intérieur de la boule. Si | x || = ¢/2, le théoréme fondamental du
calcul intégral et Df(o) = id; entrainent

Z x| —=o.lxl

| =
= =8 lx|=ell —82>2r.

Ainsi [ f(X) =z || =2 |/ | = lzh>r>lz| = Lfo) = z|| = || f(xo) — 2 |. La borne
inférieure ne peut donc étre atteinte sur'la frontiére de B(o, ¢/2).

x + f [Df(t.x) — Df(0)].x.dt

4e érape. — Montrons que f(x,) = = Posons y = k.[f(x,) — z], ouk < oet |k | assez petit
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pour que || X, + y |l < &2 [clest possible. car x, € B(o, ¢/2)]. Le théoréme fondamental du
calcul intégral entraine

1

| S0 +9) = fxg) — y | = H f [Df(xy + 1-3) — Df(©)]-y-ds

0

<6yl

et par suite

[fxo +3) = 2| < [ flxo +3) = flxo) =y || + [ fx0) — 2z + »|
SOy I+ + k) fx)) =z =[1 +k— 0.k [ flxg) — 2.

Puisque 1 + k — ok < 1,la définition de x, montre que f(x,) = z.

Se étape. — Posons I = B(o, €/2) nf“[B(o, r)} Cest un voisinage ouvert de o, car fest
continue. D’aprés ce qui précéde f: I —» J = f(J)est une bijection. Montrons que I'application
inverse est continue.

Siy,y+ keld, il existe x, x + heItels que y =f(x),y + k =f(x + h). D’aprés (3.1)
onal| flx +h) —fX) | = —8).| A, dou

1/72 0+ k) =) | < ki = o).

En résumé f: I — J est une homéomorphie de classe C'. Il reste 4 montrer que f~! est
différentiable et que sa différentielle en y est { Df[f~*(»)] } ~ . Nous ne le ferons pas ici, car la
preuve n’est pas plus difficile en dimension infinie, et elle sera donnée au paragraphe suivant.

Remarque. 3.2. — On peut simplifier la 4¢ étape. Démontrons d’abord un lemme, qui nous
sera utile ultérieurement pour d’autres fins.

Lemme. — Soit A un sous-ensemble d’une.v. norme E. Si lafonctionf : A — R est différentiable
(voir 1.4. chap. 1) et présente un minimum en un point a intérieur d A, alors Df (a) = 0.

PREUVE. — Soit & € E. Puisqu’il existe un ouvert contenant a et contenu dans 4, alorsa+t.he A
pour € R et | 7| assez petit. La fonction différentiable ¢ » f(a + ¢.h) e R est donc minimale

pourz = 0. Donc 0 = %f(a + t.h) = Df(a).h, et Df(a) = 0, car h est arbitraire.
t=0

Ceci prouvg, et puisque E est de dimension finie, toutes les normes de E sont équivalentes
(Appendice A.2.7.). On peut donc supposer qu’il existe sur £ un produit intérieur tel que
{ X, X ) définisse le carré de la norme. La fonction x a { f(x) — z, f(x) — z ) est donc
minimale pour x = x,. Ecrivons que sa différentielle en x, est nulle. On obtient (régle de
Leibniz, 2.9. chap. 1) : Df(x,)-[f(x,) — z] = 0. Et, puisque Df(x,) est inversible, f(x,) = z.

Remarque. 3.3. — La preuve précédente présente deux inconvénients. D’abord, elle utilise
la compacité locale de £, qui est de dimension finie [voir J. Dieudonné, p. 106, pour la récipro-
que : un espace normé localement compact est de dimension finie]. Ensuite, elle ne fournit pas
un algorithme permettant d’approcher effectivement la solution. La preuve qui suit va nous
affranchir de ces faiblesses.

4. Preuve du théoréme d’inversion locale

Cette fois E et F sont des espaces de Banach quelconques.
La preuve va nécessiter un certain nombre d’étapes.

Inversion d’un isomorphisme d’espaces de Banach. 4.1. — L’ensemble GL (£; F) des isomor-
phismes de E sur F est un ouvert de #(E; F) et I'application 3 : u» u~ ! de GL (£; F) dans
GL (F; E) est continue.
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PREUVE. — On peut supposer £ = F. En effet, si v € GL (£; F) [supposé non vide, sinon tout
ce qui suit est trivial], 'application u~ v~ ! ou de L(E; F) dans £(E; E) est continue et
GL (E£; F) n’est autre que I'image inverse de GL (£'; E) par cette application.

Soit ue GL(E; E) et he #(E; E). Nous allons montrer que u + he GL(E; E) si
4hll <1/ u~" |. Pour simplifier, désignons par 1 I'application identique id;. Puisque u est
inversible et que u + h = uy[l + u~'oh), il suffit de prouver (poser v = — u~* o h) que
1 — v est inversible si | v || = | u 'oh| < |u '|.|h| < 1. Pour cela inspirons-nous
delaformule I — x)™! =1 4+ x + x%, . ouxeR,| x| < 1, et considérons la suite X, = 1,
X, =1+v.,X,=14+0v 4+ 4+ " Cest une suite de Cauchy de Z(E;E) car [voir
A24lona || X,,, — X, I ="'+ + 0P < JolP* + = + | v |9, qui tend
vers zérosip — + oo, car || v | < 1. Puisque #(E; E) est complet [voir A.2.3], X, converge
vers une limite X. Mais (I — v)o X, =1 — ¢"*!, la composition est continue [voir A.3.4] et
"t 5 0sin— + oo;donc(l —v)oX =1 et X est I'inverse cherché de 1 — v.

Gardons les mémes notations et montrons que J est continue.

Ju+h) =3 =[1-v)" - 1Jou! = (lim X, — 1Jou""

lim (v + - + ") ou"!,

Puisque
P T Y A e (e Y R AN P T Py 1)
tend vers zéro sin —» + oo. On a donc bien lim || 3(u + h) — 3(u) | = 0.

h=0

PREUVE DU THEOREME. 4.2. — Reprenons les notations du paragraphe 2.
Ire étape. — Comme au paragraphe 3, on peut supposera = 0,f(a) = 0, E = Fet Df(o)=id,.

2¢ étape. — Posons g(x) = x — f(x). On a g(o) = 0, Dg(o) = 0. Puisque Dg est continue,
il existe donc 7 > o, tel que x € B(o, 2 r) implique | Dg(x) || < 1/2. Le théoréme dela moyenne
[1.6. chap. 2], applicable dans la boule B(o, 2 r), qui est convexe, montre que

lg) | =] g(x) —g@ | <lxl/2<r.

Ainsi g[B(o, 2 r)] = B(o, r).

Prenons y € B(o, r); nous allons voir qu'’il existe x € B(o, 2 r) unique tel que f(x) =y,
c'est-a-dire A(x) = x, sil'on a posé A(x) = y + g(x).

Etudions 4. Si x € B(o,2r), ona || h(x) | < |y Il + | g(x) | < 2r; h est donc une appli-
cation de B(o, 2 r) dans elle-méme. D’autre part, (1.6. chap. 2), appliqué a g dans la boule
B(o, 2 r), donne || A(u) — h(v) | = | g(u) —g(@) | < | u — v ||/2. Ainsi h est une contraction
de B(o,2 r) dans elle-méme. D’apreés le théoréme du point fixe de Banach [Appendice B],
il existe donc un x € B(o, 2 r) et un seul tel que A(x) = x, c’est-a-dire f(x) = y. Il en résulte que
f~Y:B(o, 1) -» B(o, 2 r) existe.

3e érape. Montrons que f~ ! est 2-lipschitzienne, c’est-a-dire que, pour tous x, y € B(o, r),
S7HX) = ') | € 2.0 x — y . Dapres la 2¢ étape, on peut écrire x = f(u), y = f(v),
ol u, v € B(o, 2 r). Avec la définition w = g(w) + f(w) de g, on en déduit

lu—vll < | g —g®]| +[f@—r0)],
et. puisque | g(u) —g®) | < lu —v /2, lu—v| <2.|f@ —f()
[/ - <2ix-yl.

4 étape. — Montrons que f~ ! est de classe C'. Puisque x » [Df(x)] ™! est la composée des
applications continues Df et J [voir 4.1.], elle est continue. On a donc pu choisir le nombre r
initial assez petit pour que [Df(x)] ™! existe sur B(o, 2 r); de plus, sa continuité montre qu’il
existe un K > o tel que || [Df(x)]"! | < K sur B(o, 2 r). Ceci posé, soient y, y + k € B(o, 1),
alors x = f"Y(y)et x + h = f~'(y + h) sont dans B(o,2r). On a

; Cest-a-dire
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171+ k) = f710) = Df)) k|| = |[(x + B) = x = [DFX)]™ ' [fx + h) — f0) |
= | (D] [f(x + h) — f(x) — Df(x).h] | < K.| fCx + h) — f(x) — Df(x).h | .
Mais | f(x + h) — f(x) — Df(x).h ||/| h || - osih — oet, puisque f ! est 2-lipschitzienne,

Kh Ikl =G +hm —x|/lk) =[f"»+k =W/ k| <2 1l en résulte que
S ! est différentielle et que Df™'(y) = [Df(x)]~". Cela scrit encore Df "' = Jo Dfof™},
qui est continue, comme composée d’applications continues. O

Remarque. 4.3. — La continuité de Df est essentielle. Ainsi f: R — R, définie par

(x/2) + x2.sin(1/x), si x # 0,
169 = { .
) si x =o0,
est différentiable et f’(0) # 0. Cependant il n’existe pas d’intervalle ouvert I contenant o sur
lequel fsoit inversible (le prouver).

Un corollaire : Théoréme d’invariance du domaine. 4.4. — Soient U un ouvert d’un espace
de Banach E, f : U — F une application étale de classe C' dans un espace de Banach F. Alors
S(U) est un ouvert de F.

PREUVE. — Conséquence immédiate du théoréme précédent : par hypothése Dfiu) est un
isomorphisme de E sur F, pour tout u de U.

5. Le théoréme des fonctions implicites

Etudions la fonction f: R? — R définie par f(x, y) = x2 + y* — L.

Si|a| # 1,b > 0et f(a,b) =0, il existe un intervalle 4 contenant a et un intervalle B
contenant b, tels qu’a chaque x € 4 corresponde un unique y € B satisfaisant f(x, y) = 0.
Cela définit une fonction x € 4 » y = g(x) € B vérifiant f(x, g(x)) = 0. Dans le cas présent
glx) = (1 — x»)'2

On aurait pu associer au nombre a un autre nombre ¢, égal ici a — b, tel que f(a, c) = 0.
Nous aurions obtenu une autre fonction A, égale ici & — g, telle que f(x, #(x)) = 0. On dit que
chacune des fonctions g et h est définie implicitement par I'équation f(x, y) = 0.

Si nous avions choisi | a | = 1, il eut été impossible de trouver une telle fonction définie sur
un intervalle ouvert contenant a.

Plus généralement, soient m équations f(x, ) = 0, = 1, ..., m,aminconnues y =(y, ..., J,)-
dépendant de n parameétres x = (x, ..., x,). Supposons que f(a,b) =0, i = I, ..., m, pour
a =(ay,....a)ethb =(b,,.., b,). Sous quelles conditions peut-on attacher a chaque x, voisin
de a, un y unique et voisin de b, vérifiant les m équations f;(x, y) = 0 ? Le théoréme qui va nous
occuper donne un critére simple pour répondre a cette question.

Théoréme des fonctions implicites. 5.1. —— Soient E et F deux espaces de Banach, U un ouvert
de E, V un ouvertde F et f une applicationde classe C' de U x V dans un espace de Banach G.

Supposons qu’en (a, b) € U x V, la différentielle partielle D, f(a, b) € L (F; G) soit un
isomorphisme de F sur G. Alors il existe un voisinage A de a, un voisinage W de f(a, b) et unc
application unique g, : A x W — V, de classe C', tels que, pour tous (x, wye A x W, on
ait f(x, g,(x, w)) = w.

PREUVE. — L’application ¢ : U x V - E @ G, définie par ¢(x,y) = (x, f(x, y)), est d:
classe C!, et sa différentielle en (a, b) est donnée par

Deo(a, b).(h, k) = (h, D, f(a, b).-h + D, f(a, b).k),

pour he E, ke F. Puisque D, f(a, b) est un isomorphisme, Do(a, b) en est également u-
d’inverse (W', k') » (W, D, f(a, b)~'.[k' — D, f(a, b).H)), pour h' € E, k' € G.
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D’apreés le théoréme d’inversion locale, ¢ est un difféomorphisme de classe C! d’un voisinage
de (a, b) sur un voisinage de ¢(a, b). Quitte a réduire ce voisinage de ¢(a, b). on peut supposer
que c’est le produit d’un voisinage ouvert 4 = U de a par un voisinage ouvert W de f(a, b).
Le difféomorphisme inverse ¢~ ! est évidemment de la forme (x, w) » (x, g,(x, w)). L’appli-
cation g, : 4 x W — V est 'application cherchée. gd

Le corollaire qui suit répond a la question posée dans I'introduction.

Corollaire. 5.2. — Gardons les hypothéses de 5.1. et supposons, en outre, que f(a, b) = 0.
Alors il existe un voisinage A de a, un voisinage B de b et une application unique g : A —» B
de classe C', tels que f(x, g(x)) = 0 pour tout x € A. De plus

Dg(x) = — [D, f(x, g(x))]_l o D, f(x, g(x)).

PrReuve. — I suffit de prendre w = 0, g(x) = g,(x,0) et B = g,(4 x { 0}). Dautre part,
le théoréme de différentiation des applications composées, appliqué a f(x, g(x)) = 0, donne
D, f[x, g(x)) + D, f(x, g(x)) o Dg(x) = 0. Mais, puisque D, fest continue, D, f(a, b) inversible
et(x, y) voisin de(a, b), alors (4.1. chap. 3) implique que D, f(x, g(x))est inversible. La derniére
partie du corollaire en résulte. O

Remarque.5.3. — Si K =R ou C, si £ = K" F = K™ etsi f=(f,....f,), la condition
« D, f(a, b) inversible » exprime que le déterminant de la matrice m x m, dont I'élément occu-

"

afl.
pant la i-iéme ligne et la j-iéme colonne est D, , ; fi(a, b) = 5% (a, b), n’est pas nul.
J

Théoréme. 5.4. — Soient E et F deux espaces de Banach, U un ouvertde E et f : U — F une
application de classe C'.
Faisons les hypothéses suivantes :

a) Df(a) est surjective en ac U;

b) il existe un sous-espace de Banach E, de E tel que E soit la somme directe du noyau
E, = Ker Df(a) et de E,.

Alors f(U) contient un voisinage ouvert de f(a).

PREUVE. — Observons d’abord que, puisque Df(a) € Z(E; F) est continue, son noyau E,
est un sous-espace fermé de E. C’est donc un espace de Banach.

Remarquons ensuite que I'hypothése b est superflue si £ est de dimension finie ou si c’est
un espace de Hilbert [d’apres le théoreme de la projection, on peut prendre pour E, I'ortho-
complément de E].

Ceci pos¢, d’apreés la définition de E,, 'application f: U < E; @ E, — F posséde une
différentielle partielle continue D, f(a) : E, — F, qui est un isomorphisme. Les hypothéses des
théorémes 5. 1. sont donc vérifiées et f(U) contient 'ouvert W exhibéen 5. 1. O

Une application. 5.5. — Nous allons montrer, sur un exemple, comment le théoréme 5.4.
peut servir a prouver I’existence de solutions d’équations différentielles.
E est Iespace de Banach C!([o, 1]) des fonctions u : [0, 1] — R de classe C!, normé par
u e =sup | ult)| + sup | u(r) |, étudié en (1.5. Appendice A); F est I'espace de Banach
(0.11 (0,11

C%[o, 1]( des fonctions continues g : [0, 1] — R, muni dela norme dela convergence uniforme.
L'application f: E — F est définie par f(u) : t m /() + t.u%(2).
Nousavons vu(l .5.chap. 1) qu’elle est de classe C* et que Df(0) = g; Par conséquent Df( o)
ast surjective : d’apres (6. 5. chap. 2), g € C°([o, 1]) est I'image par Df (o) d’une primitive de g,
dont onsait qu'elle est dans C!([o, 1]). D’autre part £, = Ker Df(0) est 'ensemble des fonctions

constantes. Si £, est le sous-espace de Banach de £ dont les éléments sont les fonctions u d’in-
tégrale nulle sur [o, 1], on a évidemment £ = E, @ E,.

o

AVEZ. - Calcul différentiel.
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Draprés le théoréme 5.4, il existe donc ¢ > o tel que si g e C%([o, 1]) vérifie | g(x) | < ¢
pour tout x € [o, 1], alors il existe ue C!([o, 1]) telle que u'(¢) + t.u(t) = g(¢) pour ¢ € [o, 1].

Note. 5.6. — Nous reviendrons sur le théoréme des fonctions implicites et sur ses corollaires
au chapitre « Conjugaison et coordonnées locales ».

Le lecteur intéressé trouvera a I'appendice C un algorithme de construction de la racine d’'une
équation f(x) = o, qui améliore considérablement I'algorithme du théoréme de Banach
utilisé dans la preuve du théoréme d’inversion locale.

Enfin, 'appendice D donne deux théorémes d’inversion globale.



4 DIFFERENTIELLES D’ORDRE SUPERIEUR

Ce chapitre est consacré aux différentielles d'ordre supérieur d'une application différen-
tiable, aux régles de calcul les concernant et a la formule de Taylor.

1. Difféerentielles successives. Théoréme de Schwarz

So‘iéht E et F des e.v. normés, U un ouvert de Eetf: U — F une application différentiable.
La différentielle de f est une application de 'ouvert U dans!’e.v. normé #(E; F). On peut donc
se demander si Df est différentiable en a € U, ou méme en tout point de U.

Définitions. 1.1. — On dit que fest deux fois différentiable en a € U si Df est différentiable
en a. La différentielle de Df en a est notée D? f(a). Cest un élément de £(E; £(E; F)), qu’on
appelle la différentielle seconde de fen a.

Bien entendu la définition n’exige pas que Df existe en tout point de U. Il suffit que Df soit
définie sur un voisinage ouvert U’ = U de g, et soit différentiable en a.

Si Df: U — &(E; F) est différentiable en chaque point de U, on dit que f est deux fois
différentiable dans U. Si c'est le cas, ue U » D? f(u) est une application D2 f: U —
P (E; #(E; F)), quon appelle la différentielle seconde de f. 11 se peut alors que D2 f soit
continue dans U; s'il en est ainsi, on dit que f est de classe C? dans U.

Evidemment, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

a) festla classe C? dans U;

b) fest différentiable dans U et Df est de classe C* dans U.
Interprétation de D? f(a). 1.2. — Rappelons que #(E; #(E; F)) est canoniquement iso-
morphe a 'e.v.normé ¥ *(E; F)[voir 4.2. Appendice A]. L'image de D? f(a) e #(E; £L(E; F))
dans cet isomorphisme est donc une application bilinéaire continue de £ x E dans F, qui est
définie par (h, k) » (D2 f(a).h).k : D*f(a) fait correspondre a he E I'élément D? f(a).h
de #(E; F),etl'image de k € E par cette derniére application est (D 2 f(a). h).k, que I'on notera
D? f(a).(h, k).

Calculde D? f(a).1.3. — Supposons f deux fois différentiable en a. Appliquons la formule(1 . 2)
du chapitre 1 a Df :

D2 f(a).h = D(Df)(a).h = %Df(a + t.h) ‘ .
t=0
On obtient ainsi un ¢lémentde #(E; F),dontlavaleurenk € E est

D2 f(a).(h, k) =%Df(a + th).k] -

Mais, toujours d’aprés la formule ((1.2) chap. 1), Df(a + t.h).k = -(%f(a + t.h + s.k)

=0

Par conséquent, D2 f(a).(h, k) = d%‘ d%f(a + t.h + s5.k)

t=s=0°
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EXEMPLE : APPLICATIONS BILINEAIRES CONTINUES. 1.4. — Reprenons I'application bilinéaire
continue b : E, ® E, » F de (2.3. chap. 1). Sia = (a,, a,) et h = (h|, h,) sont deux éléments
de E, ® E,, on a vu que Db(a).h = b(h,, a,) + ba,, h,). L’application Db :

E, ®E, » L(E, E,; F)

est donc une application linéaire continue. D’aprés (2.2. chap. 1) sa différentielle existe donc
et elle est constante. Cette constante est 'élément D? f(a) e L*(E, @ E,; F) dont la valeur
surles élémentsh = (h,, h,) etk = (k,, k;)de E, @ E,est D2 f(a).(h, k) = b(hy, ky)+b(k,,h,),
comme on le voit aussi en utilisant 1. 3.

Théoréme de Schwarz. 1.5. — Si f: Ue E — F est deux fois différentiable en a € U, alors
| fla +u+v) —fl@a+u)—fla+v)+f@—D*f@.u0) |/l ul + | v[)? tend vers
zéro si u et v tendent vers zéro. i

En particulier D* f(a) est une forme bilinéaire symétrique : D* f(a).(u, v) = D? f(a).(v, u)
pour tous u, ve E.

PREUVE. — Puisque Df est différentiable en a, a tout ¢ > o correspond un 6 > o tel que
I x1 < 26 entraine

(1.6) | Df(a + x) — Df(a) — D*f(a).x || < &.| x]|l.
Choisissons u et v de norme inférieure a & et posons
g, =fla+u+v)—fla+u —fla+v)+f(a) — D?f(a).(u,0).

Tenons compte de la régle de différentiation d'une application linéaire continue
u~ D2 f(a).(u, v),on a :

Dg(u) = Df(a + u + v) — Df(a + u) — D> f(a).v =
= [Df(a + u + v) — Df(a) — D* f(@)-(u + v)] — [Df(a + ) — Df(a) — D* f(a)-u],

et (1.6) entraine | Dg,(w) | < 2 &.(lull + | v )

Appliquons le théoréme (1.4. chap. 2) a g, dans la boule B(o, || u [|). Puisque g,(0) = o,
on obtient || g,(w) [| = | g.(w) — g0 | < 2e.(lull + lvl)llull <2e(lull + [v|)? etla
premiére partie du théoréme en résulte.

Puisque f(a + u + v) — f(a + u) — f(a + v) + f(a)est symétrique en u et v, il en est donc
de méme de D2 f(a)-(u, v). O

Définissons maintenant les différentielles d’ordre quelconque, en reprenant les notations
du début : f est une application d’un ouvert U d’'une.v. normé £ dans un e.v. normé F.

Définitions. 1.7. — Convenons que Uexpression « f est une fois différentiable » signifie « f est
différentiable ». Nous allons définir, par récurrence sur Pentier n > o, lexpression « f est
n fois différentiable dans U » et la différentielle D" f(a) d’ordre nde fenac U.

Rappelons, a cet effet, que I'e.v. normé des applications linéaires continues de E dans le.v.
normé ¥""(E; F) des applications (n — 1)-linéaires continues de E x - x E(n — 1 fois)
dans F est canoniquement isomorphe a £"(E ; F) [voir 4.2. Appendice A).

Ceci rappelé, on dit que f est n fois différentiable en a € U s’il existe un voisinage ouvert
U < Ude a ou fest n — 1 fois différentiable en chaque point, et si Papplication uc U >
D" ' f(u) de U' dans L" (E; F) est différentiable en a. La différentielle de D"~ ' f
au point a se note D" f(a) et s’appelle la différentielle d’ordre n de fen a. C’est un élément de
LE; L" YE; F))= L"E; F),etsavaleuren(h,, ..., h,) € E"est notée D" f(a).(h,, ..., h,).
Expression égale, d’aprés la définition méme, a (D(D""' f) (a).h,).(h,, ..., h,).

Le lecteur vérifiera Iéquivalence de la définition précédente avec la suivante : f est n fois
différentiable en a si elle est différentiable dans un voisinage ouvert U' — U de a, et si Df :
U - L(E; F) est (n — 1) fois différentiable en a.

Si fest n fois différentiable en chaque point de U, on dit que f est n fois différentiable dans U.
S’il en est ainsi, u ~ D" f(u) définit une application D" f : U —» L"(E; F), qu’on appelle
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la différentielle d’ordre n de f. Si lapplication D" f est continue dans U, on dit que f est de
classe C" dans U. Le lecteur vérifiera I'équivalence de cette définition avec la suivante : f est
de classe C" dans U si f est de classe C' dans U et si Df est de classe C"~ ' dans U.

Observons que, puisqu’une application différentiable en un point est continue en ce point,
une application n fois différentiable est de classe C"™'.

Les espaces C"(U ; F). 1.8. — La linéarité de la différentiation montre que les applications
f: U > F de classe C" forment un e.v.; on le notera C"(U; F). En particulier C°(U ; F) est
I'espace des applications continues de U dans F.

L’intersection (| C™(U; F) se note C*(U ; F);ses éléments sont les applications f: U — F

n>0
qui sont de classe C " pour tout entier n > 0.
On dit qu'un tel élément est de classe C*, ou, ce qui revient au méme, est indéfiniment diffé-
rentiab,{e, c’est-a-dire n fois différentiable pour tout .

Généralisation du théoréme de Schwarz. 1.9. — Si f: U = E > F est n fois différentiable
en ac U, alors D" f(a)e L"(E; F) est une application n-linéaire symétrique. Autrement
dit, pour tous h, ..., h, € E et pour toute permutation s des entiers { 1,2, ...,n }, on a

D" f(a).(hys ..y h) = D" f(@).(hyys -oes Byy) -

PREUVE. — La question ne se pose que pour n > 2, et le théoréme 1.5. y répond si n = 2.

Supposons donc n > 3 et prouvons le théoréme par récurrence, en le supposant vrai pour
n — 1 Par hypothése D" f(a) = D(D"~! f) (a). D’autre part D"~ ' fest a valeurs dans le sous-
espace X" 1(E; F)de " (E: F) formé des applications (n — 1)-linéaires symétriques. Par
suite D" f(a).h, = D(D"~" f)(a).h, € L~ Y(E; F) pour h, € E, et

D" f(a).(hy, ..., h,) = (D" f(a).h,).(hy, ..., h,)

est une fonction symétrique de A, ..., h,.

Si la permutation s laisse le nombre 1 fixe, le théoréme est donc démontré.

Si la permutation s ne laisse pas le nombre 1 fixe, elle est le produit de permutations laissant 1
fixe par une permutation échangeant les entiers 1 et 2, en laissant 3, ..., n fixes. Le théoréme sera
donc démontré si I'on prouve que D" f(a).(h,, h,, ..., h,) ne change pas lorsqu’on échange h,
et h,. Mais D, f(a) = D*(D""? f(a)); donc, en appliquant le théoréme 1.5.a D"~ 2 f,

(D" f(a).h,).h, = D*(D"" % f)(@).Chy, h,) = D2D"" 2 f)(a).(hy, hy) = (D" f@).hy)h, . O
Calcul de D" f(a). 1.10. — Supposons que f: U = E - F soit n fois différentiable en a € U.
En appliquant de fagon répétée la formule (1.2. chap. 1) on obtient la généralisation suivante

de(1.3):

1.11) D" f(a).(hys ..., ) = (le- d_?-_f(a + > t,-.h,)
n 1 \ i=1

ty=...=th=0
ouh,,.. h,ekFE.

Cette formule rameéne le calcul de D" f(a) a celui des dérivées successives d'une fonction de n
variables réelles ¢, ..., t, et a valeurs dans F.

Le nombre de droite de (1.11) généralise la notion de dérivée de f dans la direction d’un
vecteur h de E. Notons d"f(a) 'opération qui associe a (h,, ..., h,) € E" ce nombre de droite
[on I'appelle quelquefois la dérivée de Gateaux d’ordre nde f au point a). Nous allons démontrer
une généralisation du théoréme du paragraphe 3 du chapitre 2.

Théoréme. 1.12. — Supposons que
a) d'f(x) existe dans un voisinage ouvert U de a;
b) d"f(x) e L"(E; F) pour tout x de U;
c) x e Ums d"f(x) soit continue. Alors f est de classe C" en a et d"f(a) = D"f(a).
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PREUVE. — Montrons-le par récurrence sur n.

Sin = 1,1~ f(x + t.h) est dérivable en ¢ = o pour tout x € U et pour tout he E, et sa
dérivée df(x).h dépend continiiment de x. Posons x = a + s.h, ot 0o < s < let| h| assez
petit pour que x € U. Alors ¢t » f(a + s.h + t.h) est dérivable en ¢t = o et sa dérivée
df(a + s.h). h, qui n’est autre que la dérivée en s de s » f(a + sh), est continue. Le théoréme

1

fondamental du calcul intégral entraine donc f(a + h) — f(a) = J df(a + s.h).h.ds.

0
Par suite

| fla + h) = f(a) — df(a)-h || =

‘ J [df(a + s.h) — df(a)]). h.ds
0

1
<Al J | df(a + sh) — df(a) -ds,

qui est un o(|| # ||) puisque x ~» df(x) est continue en a. Ainsi Df(a) existe, elle est égale a
df(a) et Dfest donc continue en a.

Supposons le théoréme établi pour n — 1. Par hypothése, et d’apres le théoréme fondamental
du calcul intégral,

[D" ' fla + h) — D" ' f(@)])-(hy, ., hy_y) = [d""'f(@ + h,) — A" f(@)ulhys s by ) =
rl
J (df(@ + s.h,)-h,).(hy, ..o h,_,).ds.
On en déduit
[ (D" f(a + h) — D" ' f(a) — d'f(@)-h)olhys oo by ) || <

J [d"f(a + s.h,) — d"f(@)]. (hy, ..., h,).ds H <

0

nl
[yl Uk, J | d"f(a + s+h,) — d'f(a) | ds.

0

Puisque d'f est continue en a, l'intégrale tend vers zéro avec || A |. Il en résulte que
D" Yf(a + h,) — D" f(a) — d"f(a).h, = o(| h, |); D" f(a) existe donc, elle est égale a
d"f(a) et elle est donc continue en a.

2. Régles de calcul

Applications linéaires continues. 2.1. — Si f est une application linéaire continue de I'e.v.
normé E dans I’e.v. normé F, on sait (2. 1. chap. 1) que sa différentielle est constante. Donc
D" f = opourn > 2et f est de classe C*.

Applications bilinéaires continues. 2.2. — Soient £, E, et F trois ev. normésetd : E, xE,»F
une application bilinéaire continue. On sait (1.4.) que Db est différentiable et que D2 b est
une constante. Donc D" b = o pourn > 3etbest declasse C*.

Régle de Leibniz. 2.3. — Soient E, F,, F, et Gdese.v. normés, U un ouvertde E, f: U — F,
et g : U —» F, des applications de classe C* et b : F; x F, — G une application bilinéaire
continue. Définissons, comme en (2.9. chap. 1), I'application p : U — G par x » b(f(x), g(x)).
Alors p est de classe CX.
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PREUVE. — Supposons f et g de classe C'. Selon (2.9. chap. 1) p est différentiable en a e U
etsihe Eona

2.4 Dp(a).-h = b(Df(a).h, g(a)) + b(f(a), Dg(a).h).

Par conséquent Dp est continue et p est de classe C'.

Nous allons démontrer le théoréme par récurrence en le supposant vrai pour k — 1. Suppo-
sons f et g de classe C*. L’application v : L(E; F,) x F, - 2£(E ; G), qui fait correspondre
aAe L(E; F))etle F,lapplication linéaire continue & » b(A(h), !) de E dans G, est continue
et bilinéaire. D’autre part Df et g sont de classe C*~!. Puisque le théoréme est admis pour
k — 1, il en résulte que x » v(Df(x), g(x)) = b(Df(x)., g(x)) est de classe C*~ !

On montre de méme que x ~» b(f(x), Dg(x).) est de classe C*~!. Donc, d’aprés la formule
(2.4), Dpest de classe C* ! et p est de classe C*.

La preuve montre que I'on peut remplacer « de classe C* » par « k fois différentiable » dans
I'énoncé du théoréme.

Différentielles d’ordres supérieures d’un produit. 2.5.

Si f et g sont deux fonctions a valeurs numériques définies sur un ouvert ou elles sont de
classe C", la régle précédente montre que leur produit f.g est de classe C". En appliquant n
fois la regle de dérivation d’un produit, on voit que la dérivée n-ieme est de la forme

(f.g)"" - Z Aq"'f(n*q).g(q)
q=0

ou les coefficients A,, sont des constantes indépendantes de f et g. Spécialisons ces fonctions
en choisissant f(x) = e*, g(x) = €®*, ou a et b sont des scalaires. Aprés simplification la
formule précédente devient (a + b)" =) A,,.a""%.b% Puisque a et b sont arbitraires les
coefficients 4,, sont ceux de la formule du binéme : 4, = C? = n !{n — q) ! q !. Ainsi

(2.6) (fog)™ = i Co.fr=a 4@
q=0

La preuve de la généralisation suivante est laissée a la discrétion du lecteur : sous les hypo-
théses de (2. 3) la différentielle d’ordre n de p est donnée par

D" p(x).(hy, ..., h,) Z Y b[D% f(x).(hyy s by ), D70 g(x)Chys s by, )]
4=0
ou Y est étendue aux C/ partitions de (h,,..., h,) € E" en deux sous-ensembles tels que
ip<<pety << g
On peut donner a cette expression une forme semblable a celle de (2. 6). Soit sym 'opération
de symétrisation, qui fait correspondre a 4 € #"(E; F) l'application n-linéaire symétrique
sym (A) définie par

1
sym (4).(h,, ..., h, =n—- Y Alhgyy o b)) s

ou la sommation est étendue a toutes les permutations sde { 1, 2, ..., n }. En tenant compte du
théoréme de Schwarz (1.9) I'expression précédente se condense en

D"p =sym ¥ CLb(D"f,Dg).

q=0

Différentielles d’applications composées. 2.7. — Soient E, F et G trois e.v. normés, U un ouvert
de E et V un ouvert de F. Supposons que f : U — V et g : V — G soient deux applications
de classe C", alors g of est aussi de classe C".

PREUVE. — On sait déja (2.6. chap. 1) que si f et g sont différentiables, alors g o f I’est aussi

et que D(g o f) (x) = Dg[ f(x)] o Df (x).



38 DIFFERENTIELLES D’ORDRE SUPERIEUR

Si f et g sont de classe C', Dg et f sont continues; I'application composée x » Dg[ f(x)]
est donc continue. Comme Df(x) I'est aussi, la formule précédente montre que D(g o f) est
continue ; g of est donc de classe C!.

Démontrons le théoréme par récurrence en le supposant vrai pour n — 1. Supposons fet g
de classe C", Dy et f sont donc de classe C"~ ! et, d’aprés 'hypothése de récurrence, 'application
composéc x » Dg[ f(x)] cst de classe C""'. Df l'est aussi D’autre part Iapplication
L(F;G) x LE,F) > Y(E;G) qui fait correspondre a 4 e L(F;G) et Be X(E; F)
leur composé 4 o B, est continue et bilinéaire. Donc, d’aprés la régle de Leibniz,

x s Dg[f(x)] o Df(x)

est de classe C"" ! et g o fest de classe C".

Remarque. — Sous les hypothéses du théoreme précédent, et avec la notion de foncteur tangent
T introduite en (2. 6. chap. 1),ona T"(g o f) = T" go T" f par application répétée de la formule
T(gof) = Tgo Tf.

Un résultat analogue en termes de D est passablement plus compliqué :

n

D"(gof) (x).(hy, ..., h,) = Z Z D9 g[ f(x)]-(D" f(x).(A\Y, ..., h‘,{’), v D' f(x).(RY, ..., h‘,’fl’)) s
q=1

ou la somme Z est étendue aux n !/r, ! .. r, ! partitions de 4, ..., h, en q sous-ensembles.

comptant respectivement r,, ..., r, €léments, et dont les 4 sont rangés dans l'ordre croissant

de leurs indices. Si I'on pose, pour abréger (!),

(D" fovos D f) () (hy, ooy hy) =
(D f()-Cys ooy By ). D7 L)y 1o By s DTS By ey g B))

en utilisant le théoréme de Schwarz et la symétrisation sym, la formule ci-dessus prend la forme
condensée

D'(gof) =sym ¥ ¥

a=1r ++rg=n

n!
’T'r—T(Dq g of)(D”f; 000n) D"‘f)
e, !
[voir : L. E. Fraenkel et T. Ratiu, Math. Proc. Camb. Phil. Soc. 83 (1978), page 159. Voir aussi :
H. Federer. Geometric measure theory. Springer-Verlag (1969), page 222].

Inversion d’un isomorphisme d’espaces de Banach. 2.8.

Reprenons les notations de (4. 1. chap. 3) : GL (£; F) désigne 'ouvert formé par les isomor-
phismes de I’espace de Banach E sur I'espace de Banach F; J désigne I'inversion u ~ u !,

qui applique GL (E; F) sur GL (F; E).

Théoréme. — L’application 3est de classe C™ et DI (u).h = — u" ' ohou™'pourhe L(E; F).
PREUVE. — Posons [/ = — u ' ohou . Evidemment L est linéaire et elle est continue car.
d’aprés (2.4, Appendice A), | L.Al| < [fu~' .| u .} h|. Etudions 4 = 3(u + h) — J(u) —
L.h. On a A=@u+h)""o[l—(u+h)ou ' +u+h)ou 'ohou ' ]=(u+h) 'ohou ‘ohou™’
dou | Al < |+ h " u'i* 0 h|> PuisqueJest continue (4. 1. chap. 3), (u +h)" ! —
u 'sih — oetparconséquent | 4 |/ h| — osih— o. Cela montre que J est différentiable
etque D3(u).h = —u 'ohou .

Montrons que J est de classe C'. A cet effet introduisons une notation : sia, b € #(F; E)
notons f(a, b) application linéaire h » — ao hob de L(E; F) dans #(F; E). En sorte que
D3u) = f(u™*,u""). On voit que

(@, b)e L(F;E) x L(F;E)m fla,b)e L[L(E; F); L(F;E)]

est bilinéaire et qu’elle est continue, car | f(a,b).h | = achob | < |all.|b . hl. Par
conséquent DJ est continue, car clest la composée de I'application continue u > (™!, ™)
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de GL(E; F) dans #(F: E) x ¥(F; E) et de l'application continue (a, b) »» f(a, b). On a
donc prouvé que J est de classe C'.

Supposons le théoréme établi jusqu’a 'ordre n et supposons J de classe C*, n > 1. L’applica-
tion u » u~ ! est donc de classe C". D’autre part 'application bilinéaire continue (a, b) » f(a, b)
est de classe C* d’aprés 2.2. 1l résulte de la régle de Leibniz que DI : ums f(u™ !, u™ 1) est de
classe C"; I'application J est donc de classe C"* !. Cela démontre que 7 est de classe C*. d

Remarque. — Soient ae GL(E; F) et he $(E;F) tels que |a 'oh| < 1. La formule
(@a+ht=Y(-a'tohfoa!
k=0

démontrée au (4. 1. chap. 3), permet d’établir que

D ¥a).(hy, . by) =Y (= D (@ ohyyoa oo(@ ! ohyoa ),
ou la sommation est étendue a toutes les permutations sde { 1, 2, ..., k } [le prouver].

Inverse d’un difféomorphisme de classe C". 2.9. — Soit f : U — V un difféomorphisme de
classe C", n = 1, d’un ouvert U d’un e.v. normé E sur un ouvert V d’un e.v. normé F. Alors
le difféomor phisme inverse f ~' est de classe C".

PREUVE. — Sin = 1 le résultat est réduit a une définition ; il n’y a rien a démontrer et I’on sait
(1.2.chap.3)que Df ~' = [Dfof~ 171 Celas’écritencore Df ™! = Jo Dfof™ 1

Supposons le théoréme établi pour n — 1 > 1. Afin de le prouver pour n, nous allons
montrer que si f est de classe C” alors Df ! est de classe C"~'. Puisque f est, en particulier,
de classe C""!, I'hypothése de récurrence dit que f~ ! est de classe C"~ ' Puisque f est de
classe C", Df est de classe C"~'. Quant a J, nous venons de voir qu’elle est de classe C*. D’aprés
le théoréme 2.7. et la formule Df ™' = 3o Dfof™! on conclut que Df ! est bien de classe
cn !, o O

Corollaire. 2.10. — Si dans le théoréme d’inversion locale (2. chap. 3) on suppose en outre f
de classe C", n > 1, alors f est un difféomorphisme local de classe C" [son inverse local f ™'
est de classe C").

Application définie sur une somme directe. 2.11. — Supposons que E soit la somme directe
E, ® - @ E, de.v. normés et soit f une application d’'un ouvert U de E dans un e.v. normé
F.

Supposons f de classe C*, k > 1. En utilisant (2. 10. chap. 1) et le théoréme 2. 7. concernant
les applications composées, on voit que chaque différentielle partielle D, f: U € Z(E,; F)
existe et qu'elle est de classe C*~'. De plussih = (h,, ..., h,), h, € E,, on sait que

@.12) Dfta).h = 3. D, f(a).h, pour aeU.
r=1

On se propose de trouver une formule semblable pour D* f(a), et tout d’abord pour k = 2.
A cette fin utilisons la formule (1.11) :

D2 f(a).(h'Y, h?) =%£f(a + kD 4 s )
> 1=5=0
pour AV, h?) ¢ E. Pour t assez petita + t.h'V e Uetlona
%f(a + t.hY + s h2) = Df(a + t.hV) )
=0

s

D’apreés la formule(2.12), appliquée au pointa + .h'"), cela s’écrit encore

Y D, fla + t.hV).h2.
r=1
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Finalement, dérivons par rapport a ¢ et faisons ¢ = o, on obtient

(2)
)

=0

(2.13) D f(a).(h, ) = 3 —C%D,f(a + kD)
r=1

Explicitons le membre de droite. L’application x € £ » D, f(x) € Z(E,; F) est différentiable
et sa différentielle D(D, f) (x) € Z(E; L(E,; F)) s’exprime a son tour par la formule (2.12) :

D(D, /) (x).hV) = En: DS(D,f).(x).hg” , ou D(D,f)(x)e L(E,; #(E,; F)).
s=1

= D(D, f) (a).h'" et la formule (2.13)

. , d
En combinant ce résultat avec T D, f(a + t.h'")
t=0

on obtient

(2.19) D2 f(a)-(h", H?) = Y DD, f)(@).(h, k).
rs=1
On pose D(D, f) (a) = D2 f(a); Cest un élément de L (E; L(E,; F)), quon sait étre cano-
niquement isomorphe a L(E E,; F). [4.2. Appendice A] On Pappelle une différentielle
partielle d’ordre 2 de f au point a.
D’aprés le théoréme de Schwarz, D? f(a) est une forme bilinéaire symétrique. La formule
(2.14) entraine donc

2. Dif@).(h, B?) =} D f(a).(h?, BY).
En échangeant les indices de sommation r et s dans le membre de droite on obtient

Y. D f(a)-(K), h®) =Y DJ f(a).(K?, h(Y) .

Comme les A{" et les A{*) sont arbitraires, on en déduit
D f(a).(h", ) = D f(a).(h®), h") .
L’application D2 f(a) € #(E,, E,; F) est donc la composée de 'application
(B2, KD) € E, x E s (KV, H?) € E, x E,

et de application D2 f(a) € #(E,, E,; F). En particulier D2 f(a) est une application bilinéaire
symétrique. Par contre il faut se garder de croire que D2 f(a) = D2 f(a) : ce ne sont méme pas
des éléments du méme espace si s # r.

Si maintenant f est de classe C¥, k}\ 2, la formule (2. 14) se généralise sans peine :

avec des notations évidentes.

Cas ou E = R" ou C". 2.16. — Dans le paragraphe précédent prenons £, = - = E, =R (ou
C). Alors Z(E,; F) s’identifie canoniquement a F d’aprés (4. 1. Appendice A); donc & (E;;
Z(E,; F)) s’identifie a L(E;; F), c’est-a-dire encore a F. Il résulte du paragraphe précédent
que D, f(a) et D, f(a) s’identifient au méme élément de F. Dans ce cas particulier on pourra
o%f
o o
Si, en outre, F = R™ (ou C™) et si f est donnée par les composantes dans la base canonique
[ () = fi(x), ..., fu(x)], les composantes de la forme bilinéaire D? f(a), définie sur R" x R"
o

donc écrire D, f(a) = D, f(a), souvent noté

3, .
et a valeurs dans R™ sont ﬁ%(a), i=1,..,m 1 <r s < n, dans les bases canoniques.
n Sfila),

Plus généralement, les composantes dans les bases canoniques de D* f(a) sont D,"l
oY, .
v g O

,,,,,

egalement notées =L..ml<r,.,n<n
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3. Formule de Taylor

On se propose d’étendre a « 'ordre »n » le théoréme fondamental du calcul intégral :
1
fla+h) — f(a) = f Df(a + t.h).h.dt,
0
qui met en cause la différentielle d’ordre 1 de f.

Lemme. 3.1. — Si u est une fonction n + 1 fois différentiable d’une variable réelle t et a valeurs
dans un espace de Banach F, on a

D[u(t) + (1 - O<Dut) + - + % a- t)".D"u(t)] - %(1 —0".D" () .

PREUVE. — On applique la régle de Leibniz(2.9. chap. 1) en prenant E = R,F;, =R, F, = F,
f(©) = — 0% g(t) = D* u(t), 0o < k < n, et pour application bilinéaire continue
b:F, x F, =R x F - F le produit de r € R par y € F. La preuve en résulte par « télesco-
page ». a

Lemme. 3.2. — Si u est une fonction de classe C"*"' d’une variable réelle t, définie sur un ouvert
contenant (o, 1] et a valeurs dans un espace de Banach F, on a

/ 1, 1 a—ye
u(1) — u(0) — u'(o) — 3 u'(0) — -+ — ;l——'u"')(o) = J. U=k)s — r. u™* (t) - dt,
. !
ou u¥(t) = D*u(t).1 € F est le vecteur dérivé d’ordre k.

PREUVE. — On applique le théoréme fondamental du calcul intégral a la fonction
tm|:u(t) + A = D.Dult) + — + ,71-,(1 — ip.Dn u(t)].l

qui est de classe C*, et on utilise le lemme précédent. O
Affaiblissons les hypothéses de ce lemme :
Lemme. 3.3. — Si u est une fonction n + 1 fois différentiable d’une variable réelle t, définie

sur un ouvert contenant (o, 1], a valeurs dans un espace de Banach F, et telle qu’il existe une
constante C majorant | D"* ' u(t) || pour 0o <t < 1, 0n a

Cc
(n nt

u(1) — u(o) — u'(0) — -+ — nl 4"(0)

PREUVE. — On applique le théoréme 1. 1. du chapitre 2 en prenant [a, b] = [o, 1],

(l _ t)n+1

£ = ult) + (1 = 0wty + ~ + %(1 - o) e g = - € LT

Le lemme 3.1. nous place en effet dans les hypothéses de ce théoréme :
1 .
ol =] 2o - omam | < S0 -0 =40,

Il en résulte | f(1) — f(0) | < g(1) — g(0); C'est I'inégalité annoncée. O
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Formule de Taylor avec reste intégral. 3. 4. — Soit f une application de classe C"*! d’un ouve:
U d’une.v. normé £ dans un espace de Banach F. Si le segment [a, a + h] est contenu dans (
ona

fla+ B~ f@ — Dft@h - — D" fla)(hy =

1
=‘[ % (1 — D" fa + t-h)-(h)"" ' -dt .
o !
ou D* f(a).(h)* = D* f(a)-(h, ..., h).
7
k fois
PREUVE. — Supposons que [a,a + h] = {a + th:o <t <1} soit dans U. D’aprés le
théoréme 2.7. des applications composées, la fonction u(r) = f(a + t.h) est de classe C""*
pour o < ¢ < 1 et sa dérivée d’ordre k est, comme on le voit par récurrence sur k,

ul(t)y = D* u(r).1 = D* f(a + th).(h)*.
Il suffit maintenant d’utiliser le lemme 3.2. O
Formule de Taylor avec reste de Lagrange. 3.5. — Dans le théoréme précédent remplagons

I'hypothése « f est de classe C"* ' » par les hypothéses suivantes : festn + 1 fois différentiable
et il existe une constante C qui majore | D"*' f(x) || pour tout x e U. Alors

S+ B) =@ = Dftah - = ety | < oG e,
PREUVE. — Reprenons la fonction u(r) = f(a + th). Elle est n + 1 fois différentiable et
| w0 | = | D" fa + t-h).(* | < [ D™ fla + k) [ AT < Co R
11 suffit alors d’appliquer le lemme 3. 3. O

Théoréme. 3.6. — Soit f : U = E — F une application n — 1 fois différentiable dans I'ouvert
Ude Pe.v. normé E et d valeurs dans un espace de Banach F. Si f est n fois différentiable en
a e U, alors

1
fla+ k) —fla)— Dfa).h — - — = D" fla).(h)" || = ofll A" .

/

S

PREUVE. (H. Cartan). -—Pour n = 1, ce n’est rien d’autre que la définition de la différentielle
en a. On va prouver le théoréme par ré€urrence sur » en le supposant vrai pour n — 1. Consi-
dérons I'application

g =fla+h —fla) — - — ;,1-,D"f(a)-(h)"

et calculons sa différentielle. A cet effet cherchons la différentielle de ¢ : A~ D* f(a).(h)X, ol
k =o,1,..,n Puisque D*f(a)e F*(E;F),silecEona

Do(h).l = %D"f(a).(h + th* |, -0 = D*f(a).(, k,....k) + D* f(a).(k, L k..., k) + -~ +

+ D* f(a).(k, ..., k, I).

Comme, selon le théoréme de Schwarz, D* f(a) est symétrique, tous les termes de la derniére
somme sont égaux. Ainsi Dp(h).! = k.D* f(a).(i, h, ..., h). Si I'on note D* f(a).(h)*~ ! I'appli-
cation linéaire continue /~» D* f(a).(, h, ..., h), on en déduit

1

Dg(h) = Dfta + h) — Df(a) — ~ — m =7 D" f(a).(hy~ " .
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Appliquons I'hypothése de récurrence a Df, on en déduit || Dg(h) | = o(| h I""!);atout e > o
correspond donc 6 > o tel que | k| < & entraine | Dg(h) | < e.|| A |""'. En utilisant
le théoréme des accroissements finis (1.4. chap. 2) on obtient || g(h) | = || g(h) —g(0) | <e. | A II"
et 'on a bien || g(h) | = o(ll # |I"). O

Le méme résultat aurait pu étre déduit du théoréme précédent, mais au prix de ’hypothése
trop forte : « f posséde une différentielle d’ordre n + 1 bornée sur un voisinage de a ».

L’estimée du théoréme 3.6. constitue la généralisation a I'ordre n de celle qui définit la
différentielle d’ordre 1 : /"

| fla + k) — fl@) — Df(a)-h | =o(l k).

C'est-a-dire que
I'= f@ + Dftalh + = + 5 D" fla)-(hy"

approche f(a + h) au voisinage de a a I'ordre n en | & ||. On peut se demander si cette pro-
priété caractérise /. Voici une premiére réponse.

Unicité de la formule de Taylor. 3.7. — Soient F et F deux espaces de Banach, f une application
de classe C" d’un ouvert U de E dans F. Supposons qu’il existe des applications 4, e Z*(E; F),
k = o,.,., n, symétriques telles qu’en ae U on ait

fla+ ) = % g Ak = ol A ).
k=0 "

Alors D* f(a) = A, pour k = o,..., n.

PREUVE. — Posons B, = %(Ak — D* f(a)). La formule de Taylor 3.6. et la relation que

nous supposons donnent, par soustraction membre & membre,
(3.8) Y Bl =o(l h 7).
k=0

Faisons 4 — 0 dans (3. 8), on obtient B, = o. Supposons que B, = - = B, = Opourk < n
Alors (3. 8) entraine

— By () = Bi.(h) + o(ll A II").

(- R LN | Bl IR0+ o) A ")

i=k+2

Divisons les deux membres par | h ||**! et faisons & — o, on obtient B,,, = 0. Les B sont
donc tous nuls : c’est le résultat annoncé. a

Ce résultat facile permet souvent d’identifier les différentielles successives de f lorsqu’on sait
que f est de classe C".

Non seulement le développement de Taylor a I'ordre » est unique, mais sa propriété d’appro-
cher fla + h) & ofll & ||") prés le caractérise. C’est ce que montre le théoréeme suivant, di a
R. Abraham et J. Robbin (Transversal mappings and flows. Benjamin. 1967).

Réciproque de la formule de Taylor. 3.9. — Soit f une application d’un ouvert U d’un e.v.
normé £ dans un e.v. normé F. Faisons les hypothéses suivantes :

a) il existe des applications continues a; : U — FUE; F),j=0,1,..,n, telles que aj(x)
soit symétrique pour tout x de U ; '
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b) soit x e U et h € E tels que x + h soit contenu dans une boule ouverte de centre x appar-
tenant a U. Posons

(3.10 Rix ) = [+ ) = 3 a0t
k=0 ‘

ou(h) = (h, ..., h),etsupposons que pour tout x, € U, | R,(x, k) |/Il h |" — osi(x, h) — (xo, 0)

k fois
Alors f est de classe C" et D* f = a, pour k = 0, 1, ..., n.
PrEUVE.(E. Nelson). — Casn = 1.

Par hypothése f(x + h) = ao(x) + a,(x).h + R (x + h). Puisque | R,(x,h) | = o(l 4 ||).
on a ay(x) = f(x), puis f(x + h) = f(x) + a,(x).h + ol & |). Donc a, = Df et, puisque a,
est continue, f est de classe C'.

Nous allons démontrer le théoréme pour n quelconque en le supposant vrai pour n — 1.

Puisque % a,(x).(h)" + R(x,h) = R,_(x, h) vérifie

| Rocy e ) 1A I < [,;'—, @) | + | Ry ) 10 ||"] Il o

si h — o, ’hypothése de récurrence entraine a, = f, ..., a,—, = D"~ ' f. Ceci pogé fixons x € U
et choisissons ¢ > o assez petit pour que la boule de centre x et de rayon 2 ¢ soit dans U.
Prenons y,ze Etelsque | y |, || z | < eetécrivons f(x + y + z) de deux fagons différentes :

S+ Y +2) = f(x +y) + Df(x +).7 + - + (n—_lm‘) fx+ ).y +

g+ D + Rix + 12,
puis

LDt fG(y + 27t +

S& 4y +2) = [0+ Df()-(y + 2+ + o5y

+ nL.,a,,(x).(y + 2 + R(x,y + 2).
Par soustraction membre a membre on en déduit
G.1D) o) + g1(»)-2 + - + gy (-1 +
+ [% a,(x + YD = 1140 + Rx + 32) — Rx,y + z)] ~0
ou, en tenant compte de la symétrie de la forme n-linéaire a,(x),
(1) g () = (T;IW [D"' f(x +3) = D" ' f(x) — ay(x).y].r "

Imposons maintenant || z || < || y ||l Le crochet de (3.11) vérifie

LIy I < 5 ] ax ) -

a,(x) | + | Rux +3,2) |/l 21" + 2% | Ry, ¥ + 2) | /Il y + z I

Puisque g, est continue, le premier terme du membre de droite tend vers zéro si y — 0.
Puisque (x + y, 2) = (x, 0) si y — 0, 'hypothése b montre que le second terme tend vers zéro
siy — 0.1l en est de méme pour le troisieme. Il résulte alors de (3.11) que, siy — 0,

['go(3») + g,(3)-2 + = + gy (M@ |/l ¥ I" > 0.
En faisant z = 0 on obtient g,(¥) = of|| y II"), donc

g+ g (1)@ =o(ly ).
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Changeons z en z/2 dans cette relation, puis multiplions les deux membres par 2 et retran-
chons membre a membre la relation obtenue de la relation initiale; multiplions enfin par 2
leg deux membres. On obtient

1 _
g:(»)-(2 + - + (2 - i-_—3> “ g1 () @ =0l y 7).
Réitérons le procédé en chassant g,(y).(z)>.. etc. On obtient finalement

gn- 1@ =o(l ¥ 17).

D’aprés (3.12) cela entraine | D" ! f(x +y) —D""! f(x) — a(x).y |/l y ]l =0 si y -0
Par définition de la différentielle, cela signifie D" f(x) = a,(x) et, puisque a, est continue, f
est de classe C". O

Application. 3.13. — Ce résultat est un critéere commode pour décider si une application est

de classe C".
Considérons, par exemple, I'inversionJ : u» u~ ! vueen2.8.Sixe GL (E; E),he #(E;E)

et | x™'oh| <1, on peut écrire (x + h) = Y (— x "o hfox"! + Rx, h), ou
k=0

R, H) = 3 (= x tohfoxt.

n+1
Posons
A (x).(hy, ..., b)) = Z(— D¥.(x" Lo hs“) ox Noo(x"to hs(k) ox~ 1),
hy, ..., h,e L(E; F) et ou la sommation s’étend é_t_outes les permutations s de { 1,2,...,k }.

Evidemment A4,(x) € £ E; F) est symétrique et, puisque x » x~ ! est continue, x »» A (x)
est continue. Enfin R (x, h) est de la forme p,(x, h).(h)" ou p,(x, h) e L"(E; F) dépend conti-

niment de (x, h) et vérifie p,(x,0) = o. Puisque J(x + h) = Y A,(0).(N* + Rx, h), le
k=0

théoréme 3.9 montre que J est de classe C"et que D*J = 4,,k = o, ..., n, pour tout n.

4. Série de Taylor. Analyticité

Définition. 4.1. — Supposons f de classe C*. Il est alors loisible de former la série
Y El—' D* f(a).(h)*. On 'appelle la série de Taylor de f en a[si a = o on l'appelle quelquefois
5 k!

la série de Mac-Laurin de f].
Si, étant donné un nombre r > 0, la série de Taylor en a converge pour tout h € E de norme
Il h | < r,etsisasomme estégalea f(a + h), ondit que f est analytiqueen a.

n
Puisque, pour tout entier n > o, on a f(a + h) =3 El-' D* f(a).(h)" + R,(a, h), [ est
< k!
analytique en a si, et seulement si, le reste R,(a, h) tend vers zéro avec 1/n.

Sans s’attarder sur I'é¢tude des applications analytiques, qui constituerait I'objet d’un cours
tout entier, notons que la série de Taylor peut converger sans que sa somme soit égale a f(a+ h).
Voici des exemples intéressants pour eux-mémes.

Fonctions de classe C ™ et non analytiques. 4.2. — Considérons la fonction f : R — R définie

par
{e.e'”"z si x>0,
J) = 0 ailleurs .



46 DIFFERENTIELLES D’ORDRE SUPERIEUR

Nous allons montrer qu'elle est C*. Evidemment la question ne se pose pas pour x < o,
car alors D" f(x) = o pour tout n. Si x > 0, on voit par récurrence sur n que D" f(x) =
x730,(x).f(x), ot Qo(x) =1, 0,(x) =2, Q)(x) =4 — 6x* et Q,(x), pour n > I, est un
polynéme de degré 2 n — 2 satisfaisant la relation de récurrence

Grii(0) = 2 — 31x2).0,(x) + x*.0.(x).

La fonction f est donc C® pour x > o.
Montrons, par récurrence sur n, que D" f(o) = o. Cest évident si n = 0. Supposons-le
établi pour n. Alors

D™ f(o) = lim D" f(x)/x = lim x™*"~',Q (x).e" !~ =0.
x>0 x>0

5§ 5

En particulier | a dérivée n-iéme de f est continue partout, y compris pour x = o. La fonction f
est donc C*.

La série de Mac-Laurin de f converge évidemment vers zéro puisque D" f(0) = o. Sa
somme n’est donc pas f(h) : f n’est pas analytique en zéro.

A partir de f on obtient de nombreuses fonctions analogues.

Puisque f est C* et croissante pour x > o, la fonctiong(x) = f[1 — f(x)]estdeclasse C*,
décroissante sur R et telle que g(x) = 1 pour x < 0,¢g(x) = o pour x > I.

Prenons a < b et posons h(x) = gla — x).g(x — b). Cette fonction est C*®, nulle hors de
Ja — 1,b + 1, positive ailleurs et égale a 1 sur [a, b]. On I'appelle une fonction « plateau »
[dessiner son graphe].



] FONCTION EXPONENTIELLE.
EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
A COEFFICIENTS CONSTANTS

Ce chapitre est consacré a I'exponentielle exp(A) d'un endomorphisme A d’'un espace
de Banach.

On sait que la fonction exponentielle usuelle t e R » e* ou ae R, vérifie I'équation
différentielle y' = a.y. Cette propriété s'étend a I'application te€ R » exp(tA). C'est la clef
de la résolution des équations différentielles linéaires a coefficients constants.

Dans tout ce chapitre £ est un espace de Banach réel ou complexe. Pour simplifier on
posera £(E; E) = End (E), GL (E; E) = GL (E) et, si A, BeEnd (E), AocB = A.B. Enfin,
si aucune ambiguité n'en résulte, idg = 1.

1. Définitions de I’exponentielle

Premiére définition. 1.1. — Inspirons-nous de la propriété bien connue de I’exponentielle
usuelle : e* = Z ;Yi' pour x eR. Si 4 € End (E) formons la suite S, =1 + 4 + - + g-’
5 n! !

Théoréme. — La suite S, converge uniformément sur chaque borné de End (E) et sa limite
exp(A) vérifie | exp(4) | < exp(ll 4 |).
PREUVE. — Soient p et q deux entiers positifs. D’apres (2.2. et 2.4. Appendice A) on a
| AP+t I AlP*e
— < -~ Al IS
(1.2) 1Spre =S I SGFTT * ot r T
qui tend vers zéro si p, ¢ — oo, car cC’est le reste tronqué de la série convergente Z 1A |"n

(o]
La suite S, est donc une suite de Cauchy et elle converge dans I'espace complet End (E) vers une
limite que l'on note exp(A).
Faisons tendre g vers linfini dans (1.2). Si || 4 || £ R = constante, on en déduit

| exp(4) = S, || < Y. R*/k! et la convergence est uniforme sur la boule de centre o et de
pt+1
rayon R de End (E).
Enfin | S, | < 1+ + | A "/n! entraine | exp(4) | < exp | 4 . O

Seconde définition. 1.3. — Pour tout 4 € End (£) on a exp(4) = lim (1 + %) .

n=

PREUVE. — D’aprés la formule du binéme
A\" E 1
1+=) =5 Ck-=- 4*,
(i) =g
n! k )
ou Ck = m Remarquons que - n—,:‘ > 0. On en déduit
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A\ i 1 Ck X Ak
exp<A)—<1+ ) Z(F‘J)'Ak+zﬁ

n

0 n+1
L(1 G < Al LAy
< — — A+ —_ = | —
%‘(k ! n") Al "; T exp | A | <1 + - ) -0
sin — oe, d’apreés la formule classique e* = lim (l + l;) pour x e R. O

2. Propriétés de I'exponentielle

Continuité. 2.1. — L’application exp est continue; elle est méme localement lipschitzienne :
| exp(4) — exp(B) | < eM.|| 4 — B, si M majore | A | et || B].
PREUVE. — De(2.2. et 2.4. Appendice A) et de I'identité

A" — B" = A" (A —B)+ A" *(A— B).B+ - + A.(4 - B).B""2 + (A — B).B""!
on déduit | A" — B" || < n.[max (| A, | BI)]" *.1 A — B|l. Le théoréme en résulte. a

On prouvera ultérieurement que exp est de classe C*.

Commutation avec la conjugaison. 2.2. — Si B est un isomorphisme de £ et 4 € End(£),
onaexp(B !.4.B) = B~ '.exp(A).B.

PREUVE. — La conjugaison X ~»» B~ 1. X.Best continue et commute avec X x> X" pour tout
entier n > o.

Exponentielle d’'une somme de deux opérateurs qui commutent. 2.3.

Soient A4, B € End (F) tels que A.B = B. A. Alors exp(4 + B) = exp(A).exp(B).
En particulier exp(4) € GL (E) et son inverse est exp(— A).

PREUVE. — Selon (1.3.), et puisque A.B = B.A4,on a

exp(4) * exp(B) = lim (1 + ﬁ) - lim (1 + 5) = lim [(1 +ﬁ> : (1 +§)]".
n=ow n n=oo n n=oo n n
Posonsv:(l +%>-<l +§>,u=l+A+B

o' — o | <n[max(Jul, o] tllo—ul <

n— 1
<[1+!II4II+|l1-’?ll+ﬂz‘1213||:| 4B |
n n n

et utilisons I'estimée de 2.1. :

_ A B .
Si n est assez grand | AB | < n(l A| + | BJ), donc [ ]"™* < (1 + ZI_IA;'LJ’;_Z_LJ) qui

tend vers exp 2(| A | + | B() si n = oo. On en déduit lim | v" — " || = 0, donc

exp(A4).exp(B) = exp(4 + B).
Si 'on remarque que exp(0) = 1, on voit que exp(— A) est 'inverse de exp(A4). a

MISE EN GARDE. — Le résultat est en défaut si A.B # B.A [prendre £ = R?, A de matrice

s semariee ()]

Remarque. — Toute exponentielle est un carré. En effet exp(4) = [exp(4 2)]%
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Théoréme. 2.4. — Soit E un espace de Banach de dimension finie d. Désignons par dét (4)
et tr (A) le déterminant et la trace de A € End (E). Alors dét [exp(4)] = exp[tr (4)].

PREUVE. — Choisissons une base de E. Le déterminant de A est un polynome en les coefficients
de sa matrice, dét est donc une application continue. La définition 1.3. entraine

, R Ly A\" . , A\ "
dét [exp(4)] = dét lim <l + ;) = lim |:det (1 + ;):l .

n=o

Etudions dét (1 + % lorsque n est grand. Pour cela, regardons la matrice d x d de

B e End (E) comme un point de £4, en considérant chaque ligne B, ..., B, comme un élément
de E. Alors dét : E4 — R (ou C) est une application d-linéaire continue. D’aprés (2.3. chap. 1)
elle est différentiable et si h = (h,..., h) € E4 on a

D(dét) (B).h = kil dét (By, -.os Bu_ (s My Bis 15 - By) -
Dans le cas qui nous occupe B = 1, h = Afn, donc
dét(l + ﬁ) =dét1 + Ddeny(l) - 2 + o<1> “l+ieas o<1>.
n n n n n
Par conséquent

dét [exp(4)] = li_m [1 + %tr (4) + 0(%)}" = lim <l + % . trA>n =exp[tr(4)]. O

n=c

Corollaire. 2.5. — Si E est un espace de Banach réel de dimension finie, alors dét [ exp(4)] > 0.
En particulier dét : Exp(E) — GL (E) n’est pas surjective.

Théoréme. 2.6. — Soit A un endomorphisme d’un espace de Banach E. L’application
S :R — GL (E) définie par f(t) = exp(t.A) est de classe C* et f'(t) = A.f(t) pour tout t.

PrREUVE. — Montrons d’abord que f est différentiable en zéro. Puisque f(0) = idg, on a
X
[ f() = SO —s.A|< Y sl Al"n! =exp(lsl. Al) =1 —[s|.IAll =ols]).
n=2

Donc Df(0) existe et f'(0) = Df(0).1 = A.

Evidemment 1. 4 et s. A commutent quels que soient les réels 7 et s. D’apreés (2.3.) on a donc
f(t + 5) = f(1).f(s). Le membre de droite est dérivable en s pour s = 0, le membre de gauche
'est donc aussi et f'(1) = f(1).f'(0) = f(1). A. Puisque A4 et exp(t. A) commutent cela s’écrit
encore f'(f) = A.f(1). Ainsi f est de classe C'.

La relation /" = A.fmontre quesi f est de classe C" il en est de méme de f”; f est donc de
classe C*.

3. Groupe a un paramétre d’automorphismes linéaires
Définition. 3.1. — On appelle groupe a un paramétre d’automorphismes linéaires d’un espace
de Banach E, un homomorphisme 4 du groupe additif des réels dans le groupe GL (E). Si

I'application A est continue, on dit que le groupe est continu.

EXEMPLE. — f : 1t m exp(t.4), ou A e End (E). En effet f(0) = id; et, d’aprés (2.6.),
f(s + 1) = f(5).f(t) pour tous t, s e R.

Montrons que cet exemple est le cas général.
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Théoréme. 3.2. — Tout groupe continu h d un paramétre d’automorphismes linéaires d’un
espace de Banach E est de la forme t ~ exp(t.A), ou A € End (E).

Il y a donc correspondance biunivoque entre ces groupes et les endomorphismes A. On dit
que A est le générateur du groupe exp(t.A).

PREUVE. — Puisque 4 est continu on peut intégrer chacun des deux membres de A(s + t) =
h(s).h(t) entre 0 et a > o. Effectuons le changement de variable s = u — ¢ dans le membre de
gauche et utilisons la propriété d de (6.4. chap. 2); on obtient

f h(u).du = h(1) OJ h(s).ds .

)

Puisque A est continu on peut choisir a > 0 assez proche de 0 pourque L =a~ ! . J h(s) . ds
0
soit proche de A(0) = 1. Il résulte alors de (4. 1. chap. 3) que L est inversible ; comme L commute

1+a
manifestement avec h(t), ’égalité ci-dessus s'écrit h(r) = L™} oj h(u).du. D’apres (6.5.
t

chap. 2) le membre de droite est dérivable par rapport a ¢, il en est donc de méme de 4 et, si
lon pose C = L™'o[h(a) — 1], on obtient A() = C.h(t), oi C commute avec h(r). Cela
permet de calculer la dérivée de g(¢) = h(t) o exp(— C.1). En utilisant 2.6. on obtient

g(t) = K(t).exp(— C.1) + h(1).[— C.exp(— C.0)] =0.

Drapres (2. chap. 2) g est donc constante et égale a g(0) = A(0).exp(0) = idg. Par conséquent
h(t) = exp(C.1).

EXEMPLES. — a) Pour 4 = idg on trouve le groupe ¢~ €' id; des homothéties de centre O
et de rapport positif.

\ Tx(, /X(x)
L
———— 00 ——

/*\

/l\

Fig. 1.
b) Pour 4 € End (R?) dont la matrice est <(1) — (1)> onaA? = — id,. Onen déduit que

cos ¢ — sin ¢

A 1 -
exp(t4) a pour matrice (sm ; —

). On obtient le groupe des rotations de centre O.
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Fig. 2.

¢) Pour 4 € End (R?) dont la matrice est (l) (1)> on a A? = id;. On en déduit que

exp(t. A) a pour matrice <Z}}11 : z}ﬁ ;) On obtient le groupe des rotations hyperboliques.

Fig. 3.

Les figures montrent, dans chacun de ces cas, l'orbite { exp (t.4).x,: 1€ R} d’'un point

X, de £ = R Sil'oninterpréte  comme le temps, la vitesse X & I'instant ¢ ne dépend que de la
position x = exp(t.4).x, a cet instant :

X(x) = % exp(t.4).xo = A.exp(t.4).xy = A.x.
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4. Equations différentielles linéaires homogenes a coefficients constants

Définition. 4.1. — On appelle équation différentielle homogéne du premier ordre a coefficients
constants une expression de la forme

(42) aT =A.x,
ou A est un endomorphisme d’un espace de Banach E.

Une solution de cette équation est une application différentiable f d’un intervalle I de R
dans E, vérifiant f'(z) = A.f(t) pour tout r € /.

Il y a donc correspondance biunivoque entre I'ensemble des équations que l'on vient de
définir et 'ensemble des endomorphismes A de E.

ExeMpLe. — Si £ = K" (K = R ou (), I'équation x' = A.x est équivalente 4 un systéme
de n équations scalaires a n inconnues :

Remarques. 4.3. — a) Désignons par S, 'ensemble des solutions f: I — E de(4.2). Il est clair
que si f, g € S, et que si k est un scalaire, f + ge S; et k.fe S,

L’ensemble des solutions définies sur un méme intervalle I est donc un espace vectoriel.
Si la dimension de S, est finie, on aura résolu I'équation (4.2), c’est-a-dire trouvé toutes ses
solutions, si 'on exhibe une base de S;. Une telle base s’appelle un systéme fondamental de
solutions.

b) Une solution f est continue, car on I'a supposée différentiable. Par conséquent f* = A.f
est continue et f est donc de classe C*. On voit par récurrence que f est de classe C*=.

Théoréme fondamental. 4.4. — Soient E un espace de Banach, A € End (E), x, € E, I un inter-
valle (ouvert ou fermé, fini ou infini) de R, t, € I. Alors il existe une application différentiable

d
unique f : I — E vérifiant d—{ = A.f(t) pour tel et f(t)) = x,. A savoir
Sf(@t) = exp[(t —1,)A].x, .
On dit que f est la solution définie sur Ide x' = A.x, qui vérifie la condition initiale f(t,) = x,.
PREUVE. -— Définissons l'application f: [ —» E par f(1) = exp[(+ — #). A]-x,. Evidemment
f(ty) = x,, et le théoréme 2.6. montre que f vérifie x’ = A.x. L'existence est démontrée.

Démontrons l'unicité. Si g est un second candidat, y = f — g vérifie y'(t) = A.y(r) pour
te lety(ty) = 0.Intégronsde 1,a s € I,en utilisant la propriété dde(6.4.chap. 1) :

M5 = M) — ytg) = J Ay(0).di = A(J y(t).dt>.

to

On en déduit | y(s) [ <hAl. J | ¥(t) ||-dz, qui permet d’estimer la dérivée de
to

F(s) =exp(— | 4 [.5) J I yl.de.

On trouve F'(s) < o pour tout se I Puisque F(s) = o et F(t)) = o il en résulte F(s) = o,
donc y(s) = o,pour se /. On a bien f = g.
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Conséquences. 4.5. — a) Prenons / = R. Il existe donc une solution f de x’ = A.x définie
pour tout ¢ € R et vérifiant f(¢,) = x, pour ¢, et x, arbitrairement fixés.

Si maintenant [ est un intervalle quelconque de R contenant ¢, il est évident que la res-
triction f'|, de f a I vérifie I'’équation différentielle x' = A.x et la condition initiale f|; (£,) =X,
D’apreés I'unicité elle coincide donc avec la solution de (4.4). On exprime cela en disant que les
solutions ¢ ~» f(¢) d’'une équation x’ = A.x peuvent étre prolongées a R tout entier. On dit
encore que les solutions maximales (non prolongeables) de x’ = A4.x sont définies sur R tout
entier.

b) Pour chaque ¢, € I l'application fa f(t,) = x, de I'espace vectoriel S, des solutions
de x’ = A.x dans I'espace E est un isomorphisme d’espace vectoriel.

En effet, lapplication qui a x, € E associe exp[(t — #,).4].x, est injective [unicité de la
solution), surjective [existence de la solution] et évidemment linéaire.

Il en résulte que la dimension de S, est égale a celle de E.

Remarque. 4.6. — Une fois obtenue ce quon appelle la solution générale exp(r.4).x de
I'équation x' = A.x on pourrait croire la résolution achevée. Il n’en est rien, car la série
exp(t.A) = Y (1. A)'/n ! peut étre malaisée a calculer. Si I'on garde la solution sous cette forme,
il y a bien des questions auxquelles il est difficile de répondre : exp(t. 4).x est-elle périodique ?
Reste-t-elle bornée si t » + oo ?

Nous allons montrer qu'il est possible de remplacer exp(¢. 4) par une expression plus simple,
du moins si £ est de dimension finie.

5. Calcul explicite des solutions

Dans tout ce paragraphe E est un espace de dimension finie n.

L’endomorphisme A est diagonalisable. 5.1. — E posséde donc une base { e, } de vecteurs
propres de A4, de valeurs propres correspondantes g, : A(e,) = a,.e,. 1l en résulte
A"(e,) = (a,)". ¢, pour tout n, donc exp(t. 4).e, = exp(l.a,).e,

Les exp(t. a,). e, sont donc solutions de X' = A.x. Comme ils sont au nombre de #» = dim £
et qu’ils sont linéairement indépendants, d’aprés (b.4.5.) ils forment une base de I'espace des
solutions.

Dans la pratique, les valeurs propres g, étant déterminées, on cherchera les e, par la méthode
des coefficients indéterminés en écrivant que exp(t. a,). e, vérifie x’ = A.x.

L’endomorphisme A est nilpotent. 5.2. — Rappelons que 4 € End (£) est nilpotent d’indice
Nsi AV =0, tandis que A7 # O pourp = 1,2,..., N — L S’il en est ainsi exp(t. A) se réduit
au polynéme | + t4 + =+ + (tA)¥ /(N — 1) | La solution générale exp(r. 4). x de x' = A.x
sera donc un vecteur dont les composantes sont des polynémes en ¢ de degré inférieur a N.
On cherchera les composantes de ce vecteur par la méthode des coefficients indéterminés.

EXEMPLE D’OPERATEUR NILPOTENT. — L’ensemble £ des polynomes en u a coefficients dans R
de degré < nest un espace vectoriel de dimension n sur R. Comme la dérivation par rapport a v
diminue le degré d’'un polynéme, p’ € E si p € E. L’application D, qui associe a chaque poly-
néme p de E son polynéme dérivé p’, est donc un endomorphisme de £. Comme la dérivée
n-iéme d’un polynéme de degré < n est nulle, D est nilpotent d’indice n. Par conséquent

exp(t.D) =1 + ¢.D + - + (t.D)" " YY(n — 1)!
Identifions exp(zD) en faisant opérer le membre de droite sur p € £; on obtient

tn—l

plu) + t-p'(u) + - +(_n.__l)_! C p V)
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D’aprés la formule de Taylor (3. chap. 4), ce n’est autre que p(u + ¢). Ainsi exp(¢. D) est 'opé-
rateur de translation T, : p » p(t + .).

Le cas général sur le corps C. 5.3. — E est dorénavant un espace vectoriel complexe de dimen-
sion n. Par conséquent, d’aprés le théoréeme de d’Alembert-Gauss, le polyndme caractéristique
p(2) = dét(4 — 4.1) de 4 € End (E) se factorise : p(4) = (4 — 4)"... (A — 4,)™. L’endo-
morphisme A posséde n valeurs propres 4, ..., 4,, @ condition de les compter avec leur ordre
de multiplicité ry, ..., 7.

On trouvera a 'appendice E la preuve du résultat suivant : soit £; le noyaude (4 — 2,.1)"™
Alors E; est de dimension r; et E est la somme directe des £,

Tirons quelques conséquences de ce résultat :

a) x € E; entraine A(x) e E;. En effet (4—4.1)".(4.x) = A.[(4—4.1)".x] =0. L’opé-
rateur A laisse donc £, invariant etilinduit un opérateur 4, = 4 |, sur £;;

b) A =Y A,les A,commutent, A(E,) = Osii # k,et(4, — 2.1 = 0.

La preuve est évidente.

Ceci posé, nous allons expliciter la solution générale exp(z4).x de I’équation x' = A4.x.

Puisque 4 = ) A et que les A, commutent, d’aprés 2.3. ona

exp(t4) = exp(t.A,) ... exp(t. 4,,) .

Décomposons x € E selon les £, : x = ) x,. La factorisation de exp(r.4) que nous venons
de mettre en évidence et le fait que, si k # i, A,(x;)) = 0, donc exp(t4,).x; = x,, entrainent
exp(tA).x =Y exp(t. 4).x,.

rcrivons exp(t.4;) sous la forme exp[#(4; — A;.1) + 2. 4;.1]. Puisque 1 et 4 — .1 com-
mutent cela s'écrit encore exp(f.A4;) = exp(t. 4).exp[t(4; — A.1)]. Mais A, — 4.1 est
nilpotent d’indice r;; d'aprés 5.2., exp[¢.(4, — 4. 1)] est donc un polyndme en ¢  coefficients
dans End (£) et de degré < r,. Notons-le P (¢).

En fin de compte exp(t4).x = ) e“*.P(1).x,. On a donc démontré que la solution générale

i
de x' = A.xest la somme de m vecteurs de la forme e"*. X (¢), ou X () est un vecteur dont les
composantes sont des polynémes en ¢ de degré inférieur a 'ordre de multiplicité r; de la valeur
propre 4,

Corollaire. — Si a, ..., a,, sont des nombres complexes distincts et p,(t), ..., p,(t) des poly-
nomes en t, Pégalité ¢ p,(t) + - + e .p (t) = o pour tout teR entraine p, = - =

Pm = O.

Méthode pratique de résolution. — Elle consiste a déterminer les valeurs propres 4; avec leur
ordre de multiplicité r,, puis a chercher les polynémes X,(r) par la méthode des coefficients
indéterminés. A cette fin on prend le polynéme X(¢), de degrér, — 1 et a valeurs dans E, le plus
général et on exprime que e"* X (¢) vérifie x' = A.x. Aprés simplification par e"* des équations
ainsi obtenues, il reste des équations polynomiales en ¢ dont tous les coefficients peuvent étre
séparément égalés a zéro, car ces équations sont des identités. On obtient ainsi un systéme
d’équations linéaires qui permet de déterminer ceux des coefficients des X; qui ne peuvent
demeurer arbitraires [a priori r; d’entre eux sont arbitraires puisque dim £, = r/].

Le cas général sur le corps des réels. 5.4. — Ici E est un espace vectoriel réel de dimension n et
A € End (E).

Comme un polynéme de degré n ne posséde pas nécessairement n racines réelles, le raisonne-
ment du 5. 3. ne s’applique plus. Nous allons nous ramener au cas complexe.

Commengons par construire un espace vectoriel complexe a partir de £. Définissons sur le
produit £ x E une addition et un produit par le nombre complexea + i.b par

x5,y + (V)= = x.3 = ) (@ + Lb)(x,p) =(ax — by, bx + ay).
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On obtient un espace vectoriel complexe E£¢ de dimension # qu'on appelle le complexifié de E.
Le sous-espace { (x,0): x € £} est canoniquement isomorphe a E. On I'identifie 4 £ et on
I’appelle I'espace des vecteurs réels. Cela permet d’écrire x au lieu de (x, 0) et comme
(x,y) =(x,0) + i.(y,0), onécrira x + iy au lieu de (x, y).

Définissons maintenant le complexifié de 4 € End (£). C'est 'endomorphisme A°¢ de E¢
défini par A(x + iy) = A(x) + i.A(y). Observons qu'’il laisse invariant le sous-espace réel E.

Enfin, nous appellerons complexifiée de I’équation différentielle x’ = A.x I’équation
' = A°.z. On vérifie sans peine les propriétés suivantes de ses solutions :

a) Une solution ¢ s z(¢) € £¢ de I’équation complexifiée telle que z(0) € E est réelle ; c’est-a-
dire z(¢) € E pour tout «. De plus cette solution est également solution de I’équation réelle.

b) La fonction ¢ m z(t) = x(#) + i.y(f) est solution de I’équation complexifiée si, et seule-
ment si, sa partie réelle x(f) et sa partie imaginaire pure y(¢) vérifient '’équation réelle.

Venons-en a la résolution de I’équation x' = A.x dans E avec la condition initiale
x(0) = x4 € E. Résolvons I’équation complexifiée z' = A¢.z, avec la méme condition initiale
2(0) = x, € E, selon la méthode du 5. 3. D’aprés la propriété a ci-dessus la solution sera donc
réelle et vérifiera X’ = A4.x. C’est donc la solution cherchée. Il nous reste a I’exprimer sous
forme réelle, car elle est la somme de vecteurs de la forme e**. X(¢), ou X(¢) est un polynéme
en ¢, et ou la valeur propre 2 de 4 n’est pas forcément réelle. D’aprés la propriété b ci-dessus
les parties réelle et imaginaire de e**. X(f) sont solutions de x’ = 4.x. Si A=a+ib,a, beR,
on obtiendra donc la solution de X' = A.x sous forme réelle en écrivant qu’elle est la somme
de termes de la forme e®.cos (bt). X(z) et ¢“.sin (bz). X(¢), ou X(¢) est un polynéme en ¢ a
coefficients réels, de degré inférieur a I'ordre de multiplicité de 4.

Donnons quelques applications des résultats précédents.

6. Equations différentielles linéaires homogenes d’ordre n
a coefficients constants

Commengons par un exemple emprunté a la mécanique.

Oscillateur harmonique. 6.1. — Un point de masse m = | se meut sur une droite R, rappelé
par l'origine O avec une force proportionnelle a sa distance a O [a I'aide d’un ressort, par
exemple]. Si ¢ désigne le temps, I'abscisse du point est une fonction ¢ m g(#) qui obéit 4 la loi
de Newton : ¢" = w?.g, ou w est une constante positive [qui dépend du ressort).

L’équation ¢ + w?.q = 0 contient la dérivée seconde de g. Nous allons la ramener a une
équation du premier ordre par un artifice : la réduction au premier ordre. Posons ¢ = mq’ = p
(cest 'impulsion du point). L’équation précédente est équivalente au systéme différentiel
linéaire du premier ordre :

(6.2) g =p, p=-ow’q,

c’esi-a-dire qu’a toute solution g de I’équation correspond une solution (g, p = ¢q') de (6.2) et,
qu'inversement, étant donnée une solution (g, p) de (6.2), g est une solution de ’équation
q + w?*q=0.

La solution générale de (6.2) s’obtient aisément :

{ q(t) = a.cos wt + b.sin wt ,
p(t) = w.[— a.sin wt + b.coswi],

ou la position initiale g(0) = a et 'impulsion initiale p(0) = w.b sont arbitraires.

L’espace R? des (g, p) s’appelle I'espace des phases. Son intérét réside dans le fait que par un
point quelconque (g(0), p(0)) passe une courbe solution (on dit aussi une courbe intégrale)
et une seule. Ces courbes intégrales sont de deux types : I'origine (0, 0), et des ellipses de centre O
et d’équation ¢ + w™2.p* = a® + b

Notons enfin que toutes les solutions sont de période 2 m/w.
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Remarque. — Donnons-nous »n oscillateurs harmoniques. L’espace des phases est

R” ={q =0, 8P =P1sP0)},

ou g, (resp. p,) est la position (resp. I'impulsion) du k-iéme point matériel. L’évolution du
systéme mécanique est régie par le systéme différentiel linéaire homogéne a coefficients cons-
tants g = p, p = — @)’ q k = 1,...n

Les courbes intégrales r » (q(), p(¢)) sont encore bornées, mais elles ne sont périodiques
que si, et seulement si, les périodes partielles 2 n/w, sont commensurables, ie., sil existe des
entiers non tous nuls ¢y, ..., ¢, tels que ¢,.0, + -~ + ¢,.w, = 0.

Cas général. 6.3. — On dit qu’une fonction n fois dérivable y : R — C est solution d’une équa-
tion différentielle linéaire homogéne d’ordre n a coefficients a, ..., a, constants si elle vérifie
6.4) Vit a4 +ay =0,

ou y est la dérivée k-ieme de y.

Résoudre cette équation c’est trouver toutes les fonctions y qui la vérifient. Pour cela, utilisons
la méthode de réduction au premier ordre. Posons y = x,, y' = x,, ..., )" ! = x,; évi-
demment x = (x,, ..., x,,) vérifie le systeme différentiel linéaire homogéne du premier ordre
a coefficients constants

(6.5

X, = — QX — A, Xy — " — Ay X,.

Réciproquement, il est clair que la premiére composante x, d’une solution de (6. 5) est solution
de (6.4). En posant

0 0 0

0 0 0
A=

— 4y — 4y cee T @y

(6.5) seécrit x’ = AX. L’équation caractéristique dét(4 — k.1) =0 n'est autre que
k" + a, k"' + - + a, = 0, comme on le voit aisément par récurrence sur n. D’aprés les
résultats de 5. 3., si k; est une racine d’ordre r; de ce polynéme, la solution générale de x' = Ax
m
est Y exp(k,.1). Pi(¢), ou P(r) est un polyndme de degré r, — 1. En n’en gardant que la premiére
1
composante, on voit que la solution générale de (6.4) est de la méme forme, P(r) étant un
polynome a valeurs scalaires.
On peut trouver choquant de ramener I'intégration de (6.4) a celle d’'un systeme du premier
ordre. Voici une autre méthode, dont le domaine d’application déborde largement le cadre
présent.

Polyndmes différentiels a coefficients constants. 6. 6.

Revenons a I'équation (6.4). Une solution y est a priori » fois différentiable. En fait, puisque
P = —a,.ym Y — . — .y y™ est différentiable, donc y est n + 1 fois différentiable.
Finalement, de proche en proche. on voit que y est C* : toute solution de (6.4) appartient a
C® = C*R; Q).

Désignons par D l’application linéaire (non continue !) qui fait correspondre a fe C*
sa dérivée f et, plus généralement par D* fla dérivée k-iéme de f: on peut considérer que D*
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est la puissance k-iéme de 'opérateur D. L’équation (6.4) s’écrit, avec ces notations,
D"f+a.D""'f+ - +a,y=0.

Sa résolution est ramenée au probleme suivant : trouver le noyau de l'opérateur
p(D) = D" + a, D"** + - + a,de 'espace C*.

On dit que p(D) est un polynéme différentiel a coefficients constants. Il est clair que 'ensemble
de ces polynomes forme un anneau isomorphe a celui des polynémes en x € C. En particulier,
s1 p(x) se factorise en p(x) = g(x).d(x), on a aussi p(D) = q(D).d(D). En sorte que y € Ker p(D)
zquivaut a d(D) y € Ker q(D).

Plagons-nous sur le corps des complexes et revenons a I’équation (6. 4), écrite sous la forme
D)y =0. Le polyndbme p se factorise complétement et, si k est I'une de ses racines,
(D) = (D — k).q(D). On a donc g(D) y € Ker(D — k). Or un élément u de Ker (D — k)
veérifiant «' = k.u, on a u(f) = A.exp(k.7), ou A est une constante arbitraire. Ainsi (6.4)
s'écrit encore g(D).y = A.exp(kt). On peut continuer en factorisant g. Chaque étape introduit
une constante arbitraire. On a terminé au terme de degré (p) étapes. On voit donc, a priori, que
{'espace vectoriel des solutions de D) f = 0 est de dimension n = degré (p).

Cherchons une base de cet espace. Nous allons montrer que si k est une racine multiple
d'ordre r de p, alors 7 » exp(k?). £ est dans Ker (p) pour 0 < s < r. Puisque (D — k)" divise
p(D), il suffit de prouver que (D — k)".(exp(k?). %) =0. Or (D — k) (exp(k?). 1*) = s.exp(kt).157 1,
dou le résultat par itération. Il en résulte que si ky, ..., k,, sont les racines distinctes de p,
d'ordres de multiplicité respectifs r, ..., r,, alors

exp(k,. 1), ..., explky. ). 1774 ., explk,,. ). 71

sontr, + - + r, = nsolutions.
Il reste a montrer qu’elles sont linéairement indépendantes, c’est-a-dire que sipy, ..., p,, sont
des polynémes de degrés respectifsr, — 1,...,r,, — 1, alors

exp(k,.t).p, () + - + exp(k,.0).p,(f) =0

entraine p, = - = p,, = 0. On le prouve par récurrence sur m, en le supposant vrai pour m — 1 :
on divise les deux membres par exp(k,.?), puis on dérive (degré p,) + 1 fois. Il vient
exp(k, — ky) t.P,(f) + -+ = 0, 0u P, s’il n’est pas nul, est un polyndme de méme degré que p,.
Puisque k, — k, # 0, etc., I'hypothése de récurrence entraine p, = - = p, = 0; donc
p, = =p, = 0etparsuitep;, = 0.

7. Solutions bornées ou périodiques de x' = A.x

E est un espace vectoriel complexe de dimension net A € End (E).

Cherchons sous quelles conditions les solutions de X’ = Ax sont toutes bornées.

D’aprés (5.3) la solution générale est une combinaison linéaire des vecteurs de la forme
exp(kz). P(t), ou P est un polynéme de degré inférieur a I'ordre de multiplicité de la valeur
propre k du polyndme caractéristique de A. Si toutes les solutions sont bornées, du fait que
lim e*.* = + oo lorsque ¢ -» + oo (resp. — o) sia > 0 (resp. & < 0), on voit que les valeurs
propres sont toutes imaginaires pures : k = i.w, ou w € R. Revenons au vecteur solution
exp(k?). P(r) ; dans ces conditions | exp(k?). P(r) | = | P(¢) |, qui ne peut rester borné que si P
est de degré nul. L’opérateur A4 est donc diagonalisable et sa matrice dans une base convenable
est diag (iwy, ..., iw,) ou w, € R.

Réciproquement, s’il en est ainsi, la solution générale de x’ = Ax, écrite dans la base ci-
dessus, est (exp(iw, f) x,...). Elle demeure donc bornée. On a donc prouvé le résultat suivant :

Théoréme. — Pour que toutes les solutions de x' = Ax soient bornées, il faut, et il suffit que A
soit diagonalisable et que ses valeurs propres soient imaginaires pures.
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Remarque. — Via la base propre ci-dessus, £ s’identifie a C". Ecrivons chacune des n copies de
Csouslaforme{ g, + ip, : q,, p, € R }. L'espace Es’identifie encore a R?" = {(q,,p1> --- »4mP,) ) -
et la solution générale de x' = A. x s’écrit

q, = a,.cos (w,-1) — b,.sin (w,- 1)
p, = a,.sin (1) + b,.cos (w,.1)

Aux notations prés, on reconnait (voir 6.) la solution générale d’un systéme de » oscillateurs
harmoniques de fréquences w,. On en déduit :

Théoréme. — Pour que toutes les solutions de x' = A.x soient périodiques (donc bornées),
il faut et il suffit que A soit diagonalisable et que ses valeurs propres soient imaginaires pures et
commensurables.

Bibliographie. — Pour des exposés plus complets sur ces questions on renvoie le lecteur au
traité de E. A. Coddington et N. Levinson, et a I'ouvrage de V. Arnold, nourri d’exemples
et écrit dans un style vivifiant.
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Ce chapitre est consacré aux équations différentielles linéaires a coefficients variables.

Préliminaires

Soit 4 un endomorphisme continu d’un espace de Banach E. Nous avons vu au chapitre 5
que la solution générale de I’équation différentielle linéaire x’ = A.x est exp(t. 4).x,, x, € E.

D’autre part, on sait (1.3. chap. 5) que exp(t.4) = lim (1 + i (1 + % .X, est donc

n=oe
une solution approchée de x’ = A.x; c’est la méthode dEuler. Nous allons la généraliser
suivant un procédé dia V. Volterra (1887).

Cessons de supposer que 4 est une constante. Si A est une application continue d’un_inter-
valle / dans End (£), proposons-nous de trouver une application dérivable x : I — E vérifiant
X'(t) = A(t).x(¢) pour ¢ € I, et x(¢y) = x,, 0u ¢, € I, x, € E. Cette équation peut étre approchée
par unsystéme d’équations aux différences finies :

x(t.'+1) - X(’;‘)
Livy —

= A(t).x(t) , i=0,....,.n -1,

ount, <t < <t, =1t A partir de ces équations on obtient

n

x(t) = ]‘[ 1+ A@)-(ipy — 1)-Xo.

Nous allons montrer que cette expression converge vers la solution cherchée de x'(¢) = A(¢). x()
lorsque le pas ;. — t;de lapartition tend vers zéro. Si, en particulier, ¢, =0, t,, , — ¢, =(t —a)/n
et A = constante, la limite n’est autre que exp(tA4).x, ; c’est la solution de x' = A4.x vérifiant
x(0) = x,.

1. Produit intégral

Produit intégral de fonctions en escalier. 1.1. — Donnons-nous un intervalle fermé [a, b],
a < b. Découpons-le en n intervalles par des points a = ¢, < t; < - < t, = b; donnons-
nous n endomorphismes 4., ..., 4, € End (£). L’application 4 : [a, b)) — End (E), définie par
A(r) = A, pour t, <t < t,.., At) = A, pour t,_, <t < ¢, est une fonction en escalier
(voir 6. chap. 2). Son produit intégral entre a et b est, par définition,

PYA) = IE] (1 + A(1).d1) = exp(At,.4,) ... exp(At,.4,)

OuAs, =t;—t;_,pourl <j<n
Le lecteur prendra garde & I'ordre des facteurs, puisqu’a priori, 4,, ..., 4, ne commutent pas.
Par contre, s’ils commutent, et en particulier si 4 est constante, on a

b
PX(A) = exp(At,. A, + -~ + Al,.4)) = exp(J A(t).dt),

a
d’aprés (2. 3. chap. 5).
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Remarque. — On ne change pas le produit intégral en ajoutant des points de subdivision a
ceux de la subdivision #. En effet A(f) demeure constante entre ¢;et ¢, ,;sif; <t < t,,,ona
donc, d’apreés (2.3. chap. 5),

exptiy, — 1) A =exp[lt;,, — 0).A +({ —1).A] =explt;,, — ) A.exp(t’ — 1) A.
Lemme. 1.2. — Soient A et B deux fonctions en escalier définies sur [a, b et a valeurs dans E.
Alors

| Pi(A) — PUB) | < (b —a).e® 2™, 14— B,
oi | A| =sup| A@) || poura <t <bet M=max(| 4], BJ).

PREUVE. — D’apres la remarque précédente on peut supposer que A4 et B sont constantes sur
chacun des intervalles d’'une méme subdivisiona =1, < - <, = b.
Posons a; = exp(At;.4)), b, = exp(t.B)). Alors

| P(4) — PB)| = ' a,...ay, — b,..b, | <lla,..a —a,.a.b | +
+ |l a,... a6, —a,...a3b,0, |+ + laub,_y..0p —b, b, ...0, || <

lay, = by lllla, .l ay | +llay —by ll-lagll--hay ol by Il + - +
+la, =b, Il by Il By |

Utilisons I'estimée 2. 1. du chapitre 5 et | exp L || < exp || L || pour majorer cette derniére

expression. On trouve

| P(4)—P(B) | < At,.|| A, — B, | exp(At,. M).exp(At,. M) ... exp(At,. M) + - +

+ At,.| A, — B, |l.exp(At,. M).exp(At, .. M) ... exp(At, . M) < (b—a). | A—B '".exp(b—a)M.
O

Produit intégral de fonctions réglées. 1.3. — Supposons que 4 :[a, b] - End (£) soit une

fonction réglée, c’est-a-dire (6.2. chap. 2) qu’elle soit limite uniforme sur [a, b] d’une suite A4,

de fonctions en escalier. D’apreés le lemme précédent

| P2A) = PAAY | < (b = @).e® ¥ | 4, — 4,1,

ou M est un majorantdes || 4, |.

Il en résulte que P(4,) est une suite de Cauchy de End (£). Puisque £ est un espace de Banach,
End (E) est complet et P(4,) converge. On voit immédiatement que sa limite ne dépend pas
de la suite 4, utilisée pour approcher A. Il est donc légitime de définir ce qu’on appelle le produit
intégralde A entre aet b par

Pb4) = f[ (1 + A(s).dt) = lim Pi(A4,) .
k=

a

Propriétés du produit intégral. 1.4.

a) Si | A| =sup || A(2) | pour a <t < b, la relation | exp(L) | < exp | L | entraine
immédiatement | P2(4) || < exp(b — a) | 4 |.

b) Le lemme 1.2. s’étend par continuité a toutes les fonctions réglées 4 et B.

¢) P2(A) est inversible.

Larelation [exp(L)]~! = exp(— L)le montreimmédiatement pour une fonction en escalier :

[P2A)]~' = [exp(At,. 4,) ... exp(At;. A)] ™" = exp(— At,.A,)...exp(— At,.4,).

[attention a l'ordre des facteurs).

La propriété s’étend a une fonction réglée quelconque par continuité.

d) Relation de Chasles.
Evidemment PJ(4) = I( = id).
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Sia > b, la propriété précédente permet de définir P2(A) par [P&(A)]™".
Avec cette convention, si 4 : I — End (E) est une fonction réglée définie sur un intervalle /,
on a I'analogue de la relation de Chasles :

PiA) = P{(A).PX(A) pour a,b,cel

[attention a I'ordre des facteurs]. On le vérifie sans peine pour une fonction en escalier, et le cas
général s’obtient par continuité.

b
e) Le lecteur, curieux de s’expliquer la notation [] (1 + A(t).ds), pourra démontrer en
s’inspirant de (1.3. chap. 5) que 4

Pi(A) = lim [] (1 + Ar. A1)
i=0

lorsque le plus grand des pas At; = 1, , — t;dela subdivisiona = 1, < - < t, = btend vers
z€ro.

Enfin, voici I'analogue du théoréme (6.5. chap. 2) qui dit qu’une fonction continue est la
dérivée de I'une quelconque de ses primitives :

f) Sia<t<betsiA:[a b - End(E)est continue, alors f(t) = P/(A) est dérivable et
£ = A@0).f Q)

PREUVE. — Prenons | h | assez petit pour que a < t + h < b. Le produit intégral entre ¢ et
t + hdel'endomorphisme constant A() est évidemment

PITH(A(D) = exp(h. AW) = 1 + h.A(t) + o(h).
D’autre part le lemme 1.2. entraine

[ PieHA) — PEMA@) || < L hlexp(lh). ]l 4 1) Sup | ACs) — A0

s

l s

qui est un o(h) puisque A est continue. Il en résulte P **(4) = 1 + h. A1) + o(h). Et le théo-
réme résulte de la relation de Chasles

PiH(A) — Py(A4) = (P{"(4) — 1).Py(4). O

2. Equations différentielles linéaires homogeénes

Définition. 2. 1. — Soient /unintervalle de R (éventuellement R toutentier)et 4 : / — End (E).
On dit qu’une application différentiable f: I — E est solution de I’équation différentielle
linéaire homogéne du premier ordre x'(1) = A(¢).x(¢)si f'(r) = A(#).f(t) pourt e L

Remarques. — a) Si A4 est constante, nous retrouvons les équations différentielles a coefficients
constants du chapitre précédent.

b) Exactement comme au chapitre 5, on voit que I'ensemble S, des solutions f: I — E est
un espace vectoriel. On aura donc résolu I'équation, c’est-a-dire trouvé toutes ses solutions,
si 'on exhibe une base de S;.

¢) Si Aestdeclasse C*, k > 0, alors toute solution est de classe C**!, comme on le voit
immeédiatement par récurgence sur k.

Théoréme fondamental. 2.2, — Soient E un espace de Banach, x, € E, I un intervalle de R,
toel,et A : I - End (E) une fonction continue. Alors il existe une application différentiable
[ : I — E, et une seule, telle que

{ f(@) = A@).f(t) pour tel;
S(to)
Cette application est de classe C' et elle est donnée par f(t) = P{(A4).x,.

X .
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L’existence résulte immédiatement de la propriété f de 1.4.

Montrons que la solution donnée par le théoréme est unique. Si g est un second candidat,
formons h(f) = (¢)~.g(1), ot @(1) = P;(A). Cest une fonction dérivable et, d’aprés (2.8.
chap. 4),

H(t) = — ()7 @' (1. 0(1) " .g(1) + @(1) ™ .g'(2).

Mais ¢@'(1) = A(1)-@(2) et g'(1) = A(2).g(t), donc A(z) = 0. D’aprés (2. chap. 2) h est une
constante et comme ¢(z,) = 1 on a h(z,) = x,. Ainsi A(z) = x, et l'on a bien

g(t) = o(t).x, = f(2).

Corollaire. 2.3. — Exactement comme en (4.5. chap. 5), on voit, en prenant I =-R, que
x'(t) = A(t).x(t) posséde une solution maximale f : R — E vérifiant f(t,) = x,, et que toute
autre solution g : I — E vérifiant g(t,) = x, est la restriction de f a I.

Corollaire. 2.4, — Exactement comme en (4.5. chap. 5), on voit que I'espace vectoriel S des
solutions maximales f : R — E de x'(t) = A(t).x(t) est isomorphe d E.

Si la dimension de E est finie, une base de S (on dit souvent : un systéme fondamental de
solutions) comporte dim E vecteurs.

La solution générale P} (A)de x'(t) = A(t).x(t) dépend linéairement de la condition initiale
xo. Voyons comment elle dépend de A.

Théoréme de comparaison. 2.5. — Soient E un espace de Banach, x, € E, I unintervalle, t ; € I,
A :1 > End(E) et B:I— End (E) deux fonctions continues. Désignons par f : I - E la
solution unique de x'(t) = A(t).x(t) vérifiant f(t,) = x,, par g : I — E la solution unique
de x'(t) = B(t).x(t) vérifiant g(t,) = x,. Alors

[£(t) —g@) | <e ™Mt —t5].1A—=Bl.Ixoll,

ou | A — B est la borne supérieure sur (to, 1) de | A(s) — B(s) | et M un majorantde || A |
et | B].

PREUVE. — Le théoréme fondamental donne les expressions de f et g. Il suffit ensuite d’appli-
quer le lemme 1.2. O

Remarque. — Proposons-nous d’approcher la solution f de x'(z) = A(#).x(¢) vérifiant
f(ty) = x,. Approchons pour cela la fonction continue A4 par une fonction en escalier : étant
donné & > 0, 'uniforme continuité assure ’existence d’une subdivision t, < t; < - < t, =t
telleque || 4 — B | < ¢siB: [ty t] = End (£)estlafonctionen escalier définie par B(t) =A(t,)
pour t, <t < ty,..,B(t) = A(t,_,) pour t,_, <t < t,. En reprenant la preuve de 2.5,
on voit que exp[At,.A(t,_)] ... exp[At,. A(to)]-x, approche fa e.el =l 4l | —1 | x, |
pres.

Terminologie. 2.6. — On appelle souvent P(A) la résolvante, ou le noyau résolvant de ’équa-
tion x’(t) = A(1)-x(z), et on la note R(aq, 1).

Ce qui précéde ne donne aucun moyen pratique pour la déterminer explicitement. Voici
néanmoins, a titre indicatif, une forme théoriquement explicite.

Exponentielle de Dyson. 2.7. — Soit 4 : I —» End (£) une fonction continue. Donnons-nous
un segment [a, b], a < b, contenu dans I'intervalle /, et soit M un majorant de | A(z) | pour
a<t<hb

Si ¢, t € [a, b], définissons par récurrence des applications R,(c, ) : [a, b)] - End (E) :

Ry(c, 1) = 1(=1idp)

t

R, (ct) =J A(s). R,(c, 5).ds pour n >0,

¢

(2.8)
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Montrons que | Rc, 1) | < LL—'_C| - M" Cest évident pour n = 0. Supposons-le

prouvé pour n;(2.8) implique alors

t
IS—C|”. " Il_clrwl .
| este 0 < JM—” M™ds| < T M

et la propriété est établie.
La suite Ry(c,t) + =+ + Ry(c, t) converge donc uniformément sur [a, b] vers une limite

S(e, t) = i R, (c, t) et (2.8) entraine
0
S, 1) =1+ J A(S). S(c, 5).ds

Il en résulte que f(r) = S(c, 1) est dérivable et qu'elle vérifie I’équation différentielle
f'(r) = A(¢).f(t), avec la condition initiale f(c) = 1. D’aprés (/. 1.4.) et l'unicité, on a donc

f(t) = PY(A). En fin de compte P{(4) = Z R,(c, 1), ou les R, sont déterminés de proche en
0

proche grace a (2.8.) :
R(c, 1) = J J‘A(s,,) wr A(sy).ds, - ds,, st oc <1t

(attention a l'ordre des facteurs).

Expression de la résolvante a Paide d’un systéme fondamental de solutions. 2.9. — Choisissons
une base dans I'espace E, supposé de dimension finie n. Soit x(¢), .., x,(¢) un systéme fonda-
mental de solutions de ’équation différentielle x'(r) = A(r).x(¢). Désignons par X(¢) la matrice
n x n dont la k-iéme colonne, lue de haut en bas, est formée par les composantes de x,(¢).
Puisque x,(f) = PX(A4).x,(a), on en déduit X (1) = R(a, t). X(a).

Puisque les vecteurs x,(a), ..., x,(a) sont linéairement indépendants, la matrice X(a) est
inversible, donc R(a, t) = X (). X(a) ..

Bien que ce soit la résolvante qui ait servi a démontrer I'existence des solutions de
x'(1) = A(1).x(t), c’est cette formule qui la déterminera explicitement si on a le bonheur
d’exhiber n solutions linéairement indépendantes.

A défaut d’une expression explicite de la résolvante R(a, t) = P(A), il se peut que des pro-
priétés de A(r) transparaissent dans R(a, ). Voici quelques exemples importants :

Théoréme. 2.10. — Si A est une constante, R(a, t) = exp(t — a).A.

PREUVE. -— Immédiate, d’aprés 1.1., et sans surprise. En effet, exp(t — a) A. x, est la solution
de I’équation différentielle a coefficients constants x'(1) = A.x(t) vérifiant la condition initiale
x(a) = x, (voir 4. 4. chap. 5).

Théoréme. 2.11. — Pour que C € End (E) commute avec R (a, t) pour tous a, t, il faut et il
suffit que C commute avec A (t) pour tout t.

PREUVE. — Supposons que C. R(a, t) = R(a, 1).C pour tous a, t. Puisque
d
T R(a, 1) = A(t).R(a, 1),
onen déduit C. A(#). R(a, 1) = A(t). R(a, t).C ; et comme R(a, a) = 1, ona bien C. R(a) = R(a).C

pour tout a.
Réciproquement, supposons que C.A(t) = A(t).C pour tout . Posons (1) = C.R(a, ) —

R(a, t). C. Puisque %R(a, t) = A(). R(a, t), on a

AVEZ. — Calcul différentiel. 3
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S0 =C.A().R(@a, 1) — A(1).R(a, 1).C = A(t).[C-R(a, 1) — R(a,1).C] = A(1).f(1).

Donc f est la solution, a valeurs dans End (), de x'(z) = A(z). x(¢) qui vérifie f(a) = C. R(a, a) -
C.R(a,a) = 0. D’aprés l'unicité, f(r) =0 pour tout ¢ et 'on a bien C.R(a, 1) = R(q, 1). C.

EXEMPLE. -— Supposons que I'espace de Banach soit le complexifi¢ £¢ = E + i.E de I'espace
réel E et que, pour chaque ¢, A(¢)° soit le complexifi¢ de A4(¢) € End (E) [voir 5.4. chap. 5]
Alors A(z)° commute pour tout ¢ avec la projection canonique de £ sur l'espace réel E. 1
résulte de 2.11. que la solution de z'(r) = A(2). z(z) vérifiant z(¢,) = z, € E reste réelle pour
tout 1.

Théoréme. 2.12. — Soit b une forme bilinéaire continue sur E. Pour que
(2.13) b(R(a, t).x, R(a, t).y) = b(x,y) pour x,y € E et pour tous a, t ,
il faut et il suffit que

2.14) b(A(t).x, y) + b(x, A(t).y) = 0 pour x, y € E et pour tout t .

PREUVE. — Appelons f(7) le membre de gauche de (2.13). D’aprés la régle de Leibniz (2.9.
chap. 1), f'(z) = b(A(1).R(a, ©).x, R(a, 1).y) + b(R(a, 1).x, A(1). R(a, 1).y).

Si f(r) = b(x, y),on a f(a) = 0, donc (2.14). Réciproquement, si (2. 14) est vérifié, f() =0
et f(¢) se réduit a la constante f(a) = b(x, ). C

EXEMPLES. -— a) Si E est un espace de Hilbert réel (resp. complexe), R(a, ?) est orthogonal
(resp. unitaire) pour tous a, ¢ si, et seulement si, 'adjoint 4* de A4 vérifie A*(¢1) = — A(¢) pour
tout ¢.

S’il en est ainsi le produit scalaire (resp. hermitien) de deux solutions de x'(t) = A(¢).x(¢)
ne dépend pas de ¢

b) Si E est un espace réel symplectique (c’est-a-dire muni d'une forme bilinéaire alternée non
dégénérée w), A(a, t) est symplectique pour tous a, ¢ si, et seulement si, )

@(A().x, y) + o(x, A(1).y) =0

pour x, ye E et pour tout # On dit alors que A(f) est une application infinitésimale sym-
plectique.

Théoréme de Jacobi-Liouville. 2.15. — Supposons E de dimension n finie et soit A : I — End (E)
une fonction réglée. Alors

t
dét Pi(A) = exp J tr (4(s)).ds pour a,t €I [dét = déterminant, tr = trace] .

PREUVE. — Si la fonction A4 est en escalier, en reprenant les notationsde 1.1. on a
Pi(A) = exp(At,. 4,) ... exp(At, . A,) .

La formule résulte alors de (2 .4. chap. 5) et du fait que le déterminant d’un produit est le produit
des déterminants des facteurs.

Le cas général s’en déduit. On prend une suite de fonctions en escalier convergeant unifor-
mément vers A sur [a, t] et 'on observe que le déterminant et la trace sont des fonctions conti-
nues.

EXEMPLE. — Rappelons qu’un volume ¢ de £ est une forme n-linéaire antisymétrique non
nulle et que I'image réciproque f * v = dét (f).v. Pour que f préserve un volume v, c’est-a-dire
pour que f = v = v, il faut donc, et Cest suffisant, que dét (f) = 1.

D’apreés 2.15, on voit donc que pour que PX(A4) préserve un volume de E pour tous a, ¢,
il faut et il suffit que tr A(z) = 0 pour tout ¢
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3. Equations différentielles linéaires avec second membre

Définition. 3.1. — Soient £ un espace de Banach, / un intervalle, 4 : ] - End(E)etB: ] - E
deux fonctions continues. On dit que I'application différentiable f : I — E vérifie '’équation
différentielle linéaire du premier ordre

3.2) xX'(1) = A(t).x(1) + B(1),

si f'(1) = A(1).f(t) + B(t) pour tout ¢ € L.
La fonction B s’appelle le « second membre » de ’équation.

Unicité. 3.3. — Etant donnés x, € E et 1, € I, il existe au plus une solution f de (3.2) vérifiant
ftg) = xo.

PREUVE. - La différence s de deux solutions vérifie I'’équation différentielle linéaire homogéne
K(t) = A(r).h(r) et h(t,) = 0. D’apreés 'unicité (théoréme 2.2.), h(r) = O pour s € 1. O

Existence. 3.4. — Soit R(¢,, ?) la résolvante de I'’équation homogene associée x'(t) = A(t). x(?).
Nous allons chercher la solution f de (3.2), vérifiant f(t,) =x,. sous la forme f(¢) = R(t,, t)-g(¢)
ou g : I - E estune fonction différentiable inconnue. Si le second membre B de (3.2) était nul,
g se réduirait a la constante x, C’est pourquoi cette méthode, due a Lagrange, s’appelle
méthode de la variation de constante.

En tenant compte de dit R(ty, 1) = A(1). R(1,, 1), on obtient

J'(t) = A(1). R(ty, 1)-g(t) + R(ty, 1).9'(1) = A(t).f(t) + R(tg, 1).g'(2) .

Portons cette expression dans (3.2), on trouve R(t,, 1).g'(1) = B(t). On sait que la résolvante
est inversible et que R(f,, 1)”' = R(1, t,) (voir ¢. 1.4), donc ¢'(r) = R(t, ty). B(7). En intégrant
t

et en utilisant g(ty) = R(t,, 1,)-9(ty) = f(t,) = x,, on obtient g(t) = x, + J R(s, 1y). B(s).ds.
to

Finalement, en utilisant la propriété d de (6.4. chap. 2) et la relation de Chasles (d. 1.4.) on

obtient

(3.5) f(1) = R(ty, 1)-xo + J R(s, 1).B(s).ds .

Notons que le second membre est la somme de la solution générale R(¢, t).x, de I'équation
i

homogeéne et de la solution J R(s, 1). B(s).ds de I'’équation (3.2) qui s’annule pour ¢ = ¢,
to
Cette derniére dépend linéairement du second membre B.
Comme l'intégration au second membre de (3. 5) n’est pas toujours aisée, on recourt souvent,
dans la pratique, a des méthodes qui sortent du cadre de ce livre (transformation de Laplace).
Si la dimension de £ est finie, on peut procéder ainsi pour intégrer '’équation (3.2) : une
fois déterminé un systéeme fondamental de solutions x;, ..., x, de I’équation homogéne, on
cherche la solution de (3.2) sous la forme f(1) = ) f.(¢). x,(z), ou les f, sont des fonctions

différentiables a valeursnumériques. En écrivant que f vérifie (3.2) on obtient
2 (0. x,00) = B(@).
Cette équation détermine les f,, car les x,(t) forment une base de £. On en déduit les .
Application : Comparaison de solutions. 3.6. — Montrons comment la formule (3.5) permet
d’améliorer, il est vrai sous des hypotheéses plus fortes, le théoréme de comparaison 2. 5.

Soient / un intervalle, F un espace de Banach, 4 : I x F - End (£) une application conti-
nue en e [ et différentiable en k € F.
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Considérons I’équation différentielle linéaire homogéne, dépendant d’un parameétre k € F :
(3.7 x(1) = A1, k). x(1) .

Soit f(z, k) sa solution telle que f(¢y, k) = xy, 0outy € I et xy € E sont donnés. Cherchons
comment elle dépend de k et, pour cela, calculons sa différentielle en k pour k = k,. Puisque
D, f(t, k) = A1, k).f(t, k) on a, en utilisant le théoréme de Schwarz (1.5. chap. 4),

D, D, f(t. ko) = D, Dy (1, ko) = A(L, ko). Dy flt, ko) + Dy A(L, ko).fUU, ko) -

C’est une équation de la forme x'(r) = A(1, ko). x(¢) + B(1), ou x(¢2) = D, f(t, k), B(t) =
D, A(t, ky).f(t, ko), avec la condition initiale x(z) = D, f(1y, ko) =0, car f(to, k) = x,
pour tout k. D’aprés (3.5) on a donc

L
(3.8) D, f(t, ko) = J R(s, 1, ky). D, A(S, ko). f(5, ko)-ds

te
ou R(., ., k,) est la résolvante de (3. 7).

En remplagant f(z, ky) par sa valeur R(zy, t, ky). x, €t en jouant sur l’arbitraire de x,, on

obtient une formule semblable pour D, R(ty, t, ko).

EXEMPLE. — Le lecteur appliquera la formule (3.8) au calcul approché de la solution de
I’équation de l'oscillateur harmonique perturbé par un terme de frottement k. (), ou k est
un petit parameétre réel et ¢ une fonction continue :

’

g =p, p =—w.q-ko.p.

4. Equations différentielles linéaires d’ordre n

Définition 4.1. — Donnons-nous n + 1 fonctions continues ay, ..., a,, b, définies sur un
intervalle [ et a valeurs dans C. On dit qu'une fonction n fois différentiable f : I — C est
solution de I'équation différentielle d’ordre n

4.2 vt a Yy o gy = b,

si f et ses dérivées ™™ d’ordres k = 1, ..., n vérifient
FO0) + a, ()" @) + -+ a(t).f() = br) pourtel.

La fonction b est appelée le « second membre » de (4.2), et I'équation obtenue a partir de
(4.2) en annulant b s’appelle I’équation homogeéne associée.

Nous allons ramener cette équation 4 une équation vectorielle du premier ordre par la
méthode de réduction au premier ordre (6. chap. 5). Posons y = x,, )" = x5, ..., p"" V) = x,,
on obtient

4.3)

= —a.x, — " —d.x, +b.

Si f est une solution de (4.2), alors (f, f', ..., /"~ 1) est une solution de (4.3). Réciproquement.
la premiére composante f d’une solution de (4.3) est une solution de (4.2).

Introduisons les vecteurs x(¢) et B(r) de composantes respectives (x,(?), ..., x,(1)) et (0, ..., 0,
b(1)), et la matrice



EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 7 67

0 1 0
0 0 0
4.4 A(r) = : ; : .
| a0 a1 — () |

(4.3) s’écritencore x'(t) = A(t).x(t) + B(t). En traduisant les résultats de (3.3) et (3.4) onen
déduit :

Théoréme. 4.5. — Etant donnés t, e I et x, ..., x' ~V € C, Péquation (4.2) posséde une solu-
tion f : I — C et une seule vérifiant f(t,) = Xgy ooy S V(2g) = xP 7Y,

Théoréme. 4.6. — L’intégrale générale de (4.2) s’obtient en ajoutant une solution particuliére
de cette équation a lintégrale générale de I’équation homogene associée.

Ce théoréme raméne la résolution de I’équation (4.2) a celle de ’équation homogéne associée
et 4 la recherche d’une solution particuliére.

Recherche d’une solution particuliére. 4.7. — On appliquera la méthode de variation de
constante de Lagrange.

Dans certains cas on pourra utiliser la remarque suivante : si le second membre b de (4. 2)
est la somme Y b, de plusieurs fonctions, et si s, est une solution particuliére de I'équation
obtenue a partir de (4.2) en remplagant b par b,, alors Y s, est une solution particuliére de (4.2).

Voici un cas encore plus particulier. Soit a résoudre I’équation y™ = b. Cela semble exiger n
intégrations successives. Mais, d’apres (4.5), on peut observer qu'il s’agit de déterminer une
fonction f dont la dérivée n-iéme est connue et pour laquelle f(z), ..., /™~ V(¢,) sont arbi-
traires. La formule de Taylor avec reste intégral (3. 4. chap. 4) résout le probléme :

-t

o ST +

He) = flto) + (0 = t5) * f(te) + = +

1 13
T 1)!J (=71 b(s) - ds.

te

Résolution de ’équation homogéne. 4.8. — Il n’existe pas, comme en (6. 3. chap. 5), d’expression
maniable de la solution générale. Méme sin = 2.

Toutefois, supposons connue une solution particuliére s non nulle de (4.2). Posons y = s.u
et calculons y™* a I'aide de la formule de Leibniz. L’équation sera transformée en une équation
du méme type ou le coefficient de u sera nul puisque s vérifie (4.2). On obtiendra donc une
équation différentielle linéaire d’ordre n — 1 en «'. Si v est la solution générale de cette équation

en u, la solution générale de (4.2) sera donnée par s . Jv + C. s, ou C est une constante
arbitraire.

Wronskien. 4.9. — Supposons connues # solutions fi, ..., f, de '’équation homogéne associée

a (4.2. On en déduit n solutions x, = (f,, f,s ... " V), r = L ...n de I'équation
x'(t) = A(#).x(t). A partir de (x,, ..., x,) formons la matrice X(r) introduite en (2.9) :

VO IR A O]
X(t) =
N2 (0 T A

Le déterminant de X(r) s’appelle le wronskien w(r) des solutions fi, ..., f;.
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Si R(t,, t) est la matrice résolvante de x'(z) = A().x(z), nous avons vu (2.9) que
R(ty, 1). X (2,) = X(2).

Donc dét R(¢,, #).dét X(t,) = dét X(¢). D’autre part nous savons (2.15) que

dét R(z,,t) = epr tr A(s).ds .

o

Comme (4.4) donne immédiatement tr A(s) = — a,(s), il en résulte :

t

w(t) = w(to).exp(— J a,(s). ds>‘

Cela montre (Liouville) que si f, ..., f, est une base de I'espace des solutions définies sur un
intervalle /, leur wronskien ne s’annule pas sur /. A I'inverse, si w(z,) = 0, alors w(z) = 0 pour
tout te I

Polynémes différentiels a coefficients variables. 4.10. — Cherchons 4 adapter la méthode de
résolution proposée en (6. 6. chap. 5) pour la résolution de I’équation homogéne associée a(4.2).

On se heurte a une premiére difficulté concernant la construction d’'un espace de solutions.
Si les fonctions a,, ..., a,sont de classe C", r > 0, au plus, alors festde classe C"*", comme (4.2)
le montre immédiatement par récurrence sur . Par contre f n’est pas nécessairement de classe
Cr*r*1 et, a fortiori, n’appartient pas nécessairement a 'espace C*. L'opérateur D = ad—’ ne
peut donc agir que sur un sous-espace de I’espace des solutions.

Supposons cette difficulté surmontée (par exemple, si les a, sont de classe C*). Essayons
d’écrire, dans le cas simple n = 2, I’équation )" + a,.y" + a,.y = 0 sous la forme
(D — A,;)(D — A4,) y = 0, ou cette fois 4, et A, ne sont plus des constantes. On obtient deux
équations pour déterminer A4, et A4, :

A, +A4,=—a, et A.4, —A; =a,.

Il en résulte que A, doit étre solution de I'équation A4, + a,.4, + (4,)* + a, = 0. Cest
une équation de Ricatti, c’est-a-dire une équation de la forme z’ + a. + b.z + c.z?> = 0;
et Liouville a montré qu’en général elle ne s’intégre pas par quadratures.

La recherche des cas particuliers ou elle s’intégre par quadratures reléve de la théorie de
Galois des corps différentiels et déborde le cadre de ce livre.
Retour aux équations homogénes a coefficients constants. 4.11. — Considérons I’équation
linéaire et homogene a coefficients constants

(4.12) Y +ay Y+ g,y =0.

Supposons que ’équation caractéristique (voir 6.3. chap. 5) p(k) =k"+a,.k" '+ +a,=0
admette une racine multiple ¢ d’ordre r. On a donc p(k) = (k — ¢)".q(k).

Substituons a p le polynéme (k — ¢).(k — ¢ — u)... (k — ¢ — (r — 1) u).q(k). C’est le poly-
nome caractéristique d’une équation de la forme

(4.13) y 4 oaw).y" "+ +au).y =0.

Draprés (6.3. chap. 5) cette équation admet pour solutions les fonctions e, ..., e+~ 1w
: . e — 1 e — 1\ ! )

donc aussi leurs combinaisons linéaires e, e * ” ..., €5 e u , qui sont

linéairement indépendantes. Lorsque u tend vers zéro ces fonctions ont pour limites

(4.14) el et .., et



EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE n 69

Utilisons le théoréme de comparaison 2.5. La matrice (4.4), formée avec a,(u), ..., a,(u),
converge vers la matrice formée avec a,, ..., ¢, siu — 0. Il en résulte que les solutions de (4.13)
convergent vers celles de (4. 12). Donc (4. 14) fournit r solutions linéairement indépendantes de
(4.12). On a retrouvg, selon un procédé di a d’Alembert, le résultat de (6. 3. chap. 5).

Bibliographie. Il est impossible de donner une bibliographie, méme sommaire, concernant
les équations différentielles linéaires a coefficients variables d’ordre n (méme si n = 2 !).
Renvoyons toutefois au traité déja cité de Coddington et Levinson.

On trouvera aussi une étude des solutions périodiques a ’Appendice F.



, CHAMPS DE VECTEURS
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Ce chapitre est consacré aux équations différentielles, a I'existence de leurs solutions
et a I'étude de la maniére dont ces solutions dépendent des conditions initiales et d'éven-
tuels parametres.

1. Champs de vecteurs et équations différentielles autonomes

Champ de vecteurs. 1.1. — Un champ de vecteurs sur un ouvert U d’un espace de Banach E
est une application X : U — E de classe C", r = 0.

Il est bon d’avoir présent a ’esprit 'interprétation suivante. Un fluide occupe I'intérieur U
d’un récipient de 'espace usuel. Attachons a chaque point u de U le vecteur-vitesse X(f, u)
de la « molécule » du fluide passant en u a I'instant ¢. [Les mécaniciens le représentent par un
vecteur « lié » d’origine u; c’est-a-dire, puisque I'espace usuel est un espace affine, par un
bipoint d’origine u et d’extrémité u + X (¢, u).] Si X (¢, u) ne dépend pas de ¢ [on dit que le fluide
est en mouvement permanent], # » X(u) est un champ de vecteur sur U, appelé le champ des
vitesses du fluide.

Supposons que le mouvement soit permanent. Si £ » f{¢) € U est 'équation horaire d’une
molécule, son vecteur-vitesse f'(¢) 4 I'instant ¢ est encore X(f(¢)). La connaissance des tra-
jectoires de chaque molécule et de leur description horaire détermine donc le champ des
vitesses.

C’est le probléme inverse qui va nous occuper : connaissant le champ des vitesses d’'un
mouvement permanent, reconstituer 1’équation horaire de chaque molécule.

Courbes intégrales. 1.2. —- On appelle courbe intégrale du champ de vecteur X une appli-
cation différentiable f : I — U d’un intervalle ouvert / dans U, telle que f'(r) = X(/(¢)) pour
tel

Puisque X est continu, X o f I'est aussi et f est ipso facto de classe C'.

On dit encore que f est solution de I’équation différentielle du premier ordre x’ = X(x).
Résoudre cette équation c’est, par définition, trouver toutes les courbes intégrales de X.

Connaissant la position x, a I'instant f, d'une molécule du fluide et connaissant le champ
des vitesses, on peut espérer que la trajectoire de la molécule s’en trouve déterminée. Cela
revient a chercher une solution f : / - U de x' = X(x) vérifiant f(z,) = x,. C’est ce qu'on
appelle le probléme de Cauchy.

Elimination du temps. 1.3. — Soient J un intervalle ouvert, U un ouvert d’'un espace de Banach
Eet X:J x U — E une application de classe C", r = 0. Pour chaque ¢ € J l'application
ue U X(t, u) € Eest un champ de vecteur sur U. Le mouvement du fluide précité n’est plus
permanent et le champ des vitesses dépend du temps.

Définissons X :J x U >R x E par X(t,u) = (1, X(t, u)) et considérons X comme
un champ de vecteurs de 'ouvert J x U de I'espace de Banach R @ FE (c’est 'espace-temps.
%=1 & = X, 1)
Par conséquent 1 = u(s) = s + coiistante, et les courbes intégrales de X telles que u(0) = 0

df

s’écrivent ¢~ (1, f(¢)); en sorte que = X(t, f(2)). La projection sur E de cette courbe inté-

du fluide). Les courbes intégrales s » (u(s), f(s))de X vérifient donc
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grale (¢, f(r) eR x E)est donc solution de I'équation différentielle x' = X(¢, x). On dit que
cette équation est non autonome, par opposition aux équations x’ = X(x), dites autonomes,
ou ¢ ne figure pas explicitement dans X.

Réciproquement, si ¢t » f(f) est une solution de x’ = X(t, x), alors ¢ » (¢, f(£)) est évi-
demment une courbe intégrale de X. L’é¢tude des champs de vecteurs X(z, x) « dépendant du
temps » est donc ramenée a celle des champs de vecteurs indépendants du temps.

Elimination des paramétres. 1.4. — Soient V un ouvert d’'un espace de Banach P, U un ouvert
d’un espace de Banach £,et X : U x V — E une application de classe C’, r = 0. Pour chaque
ve V l'application ue U » X(u, v) € E est un champ de vecteur dépendant du paramétre v.

Définissons X : U x V — E x P par X(u, v) = (X(u, v), 0) et considérons X comme un
champ de vecteur sur 'ouvert U x V de 'espace de Banach £ @ P.

Les courbes intégrales ¢~ (f(f), v(t)) de X vérifient donc f'(f) = X(f(1), v(t)), v'(¢) = O.
Donc v(f) = v (constante) et f'(£) = X(f(z), v). La projection sur E de la courbe intégrale
(f(t), v) € E @ Pde X est donc solution de I'équation différentielle x' = X(x, v). La réciproque
est manifeste : si ¢ » f(¢) est une solution de cette derniére équation, alors ¢ » (f(¢), v) est une
courbe intégrale de X.

L’étude des équations dépendant de paramétres se raméne donc a celle des équations
autonomes x' = X(x).

Réduction au premier ordre. 1.5. — Soient £ un espace de Banach, U un ouvert de 'espace de
Banach £ @ E et F: U - E une application de classe C", r = 0. Cela définit un champ de
vecteurs (x, y) € U m (y, F(x, y)) e E @ E, que nous noterons X. Une courbe intégrale
s (1), g(1) € E @ E de X vérifie donc f'(r) = g(t), g'(1) = F(f(2), g(1)). Cela montre que f
est différentiable et que f"(r) = F(f(2), f'(t)). En d’autres termes ¢ f(f) est solution de
I’équation différentielle du second ordre x” = F(x, x').

Le procédé est général; il a déja été utilisé en (6. chap. 5) et (4. chap. 6). Par exemple, une
équation différentielle d’ordre # :

n n-1
d"x F( dx d x) olxcE,

= 2.5 Sl 0 000 SrorEETT
dr de’ 77 dem!
se raméne a un systéme autonome sur un ouvertde £" = E@® - @ E :

dx, dx,_; _ dx,
a T eeeTar T T

= F(x,, ..., xu) .

Remarque. — La réduction au premier ordre n’est pas canonique; on peut ramener de bien
des fagons un systéme d’ordre n & un systéme du premier ordre. C’est ainsi que I’équation
X" + w?.x = 0 de loscillateur harmonique (6.1. chap. 5) sécrit x' =y, y = — w?.x; ou
aussi bien X' = w.y, ) = — w.x.

Cette réduction est fondamentale en Mécanique, comme 'exemple qui suit le fait soup-
gonner.

Equations de Hamilton. — Sur un espace vectoriel réel euclidien £ de dimension finie (I'espace
de configuration) on se donne une fonction U de classe C!, a valeurs réelles (le potentiel).

Rappelons (voir 1.3. chap. 1) que si {, > est le produit scalaire de £, le gradient grad U(q)
de U en q € E est défini par dU(q) = < grad U(g),. ).

2

Intéressons-nous a I'’équation de Newton % = — grad U(q), qui régit I’évolution au cours
du temps ¢ d’un systéme mécanique conservatif, d’énergie potentielle U. Il se raméne a un
systéme de premier ordre q' = p,p' = — grad U(q) sur l'espace (des phases) £ @ E des
positions q et des impulsions p.

Introduisons avec Lagrange la forme symplectique (bilinéaire, alternée et non dégénérée) w,
définie sur £ @ E par w[(4,,1),(q2.P2)] = {q1, 2> — £ g2, p, > Elle définit un isomor-
phisme a e (E @ E)* » X, e E® E selon a(v) = w(X,, v) pour ve £E® E.
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Introduisons, toujours avec Lagrange, la fonction « énergie totale » H(g, p) = %( p,py+U(a)

et cherchons I'image de sa différentielle dans I'isomorphisme ci-dessus. On trouve sans peine

Xongn = (p. — grad U(q)). Par conséquent I'équation de Newton gq" = — grad U(q) se

réduit a I'équation du premier ordre m = X 4y¢mp OU m = (g, p). Cest la forme hamiltonienne

des équations d’évolution, qui s’explicite dans une base orthonormée de E sous la forme
cH CH .

familiére aux mécaniciens : g; = ;;,p,v =-gic 1., n
i i

2. Existence et unicité des courbes intégrales

Applications lipschitziennes. 2.1. — Rappelons qu’une application X : U — F d’un ouvert U
d’un e.v. normé £ dans un e.v. normé F est dite K-lipschitzienne, s’il existe un nombre K > 0
tel que | X(x) — X(») ||z < K.l x — y |g pour tous x, ye U. Evidlemment X est alors
continue.

Le théoréme de la moyenne (. chap. 2) montre que, si X est de classe C!, il existe pour
chaque u de U un voisinage V dans U tel que la restriction de X a V soit lipschitzienne. On dit
que X est localement lipschitzienne.

Théoréme. 2.2. — Soient U un ouvert d’un espace de Banach E, X : U — E un champ de vec-
teurs K-lipschitzien. Donnons-nous un point x, de U et prenons r > 0 assez petit pour que la
boule fermée B(x,) = {x€E : | x — xo || < r} soit dans U. Désignons par M une borne
supérieure de || X(x) | dans cette boule et posons a = r/M.

Alors, pour chaque t, € R, il existe une application f : [t, — a, t, + a] — B,(x,) différen-
tiable, et une seule telle que

(2.3) f'@) =X(f(@2) et f(to) = x-

PREUVE. — Vu la continuité de f”, les conditions (2. 3) se résument en

(2.4 1O = x, +j X[f$)].ds.

to

Considérons l'espace des applications continues de (¢, — a, t, + a] dans B,(x,) muni de la
distance d de la convergence uniforme. Le sous-ensemble G de ses éléments u vérifiant u(zy) = x,
en est un sous-espace fermé; G est donc un espace métrique complet.

t
Si u € G, définissons Tu par Tu(t) = x, + f X [u(s)].ds, o | t — 14| < a. Evidemment

to
Tu est continue et Tu(t,) = x, D’autre part Tu € G car, d’aprés les définitions de M, a et r,

t
j X[u(s)]-ds
o

En revenant a (2.4), on voit que f satisfait (2. 3) si et seulement si 1 est un point fixe de T.
Si nous montrons qu’une itérée de T est une contraction de G. le theoreme sera démontré
d’apreés (6. Appendice B).

| Tul) — x| < ’

i <M.t —t,] < M.a < r Ainsi T applique G dans G:

Donnons-nous #, veG. On a
' I
|| Tul) — To(t) | = M [X(s) — X((s)].ds <

SK. [ sy — o bl A=t . d(u,v).

.l
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Remplagons respectivement u et v par Tu et Tv dans I'estimée précédente :

| T? ur) — T2 o(1) | < K. <

f | Tu(s) — Tu(s) || - ds

¢
J (s — L) . ds
to

De proche en proche on obtient | T* u(r) — T*ov(r) | < K*.

Kk
< (Ka')

K2t — 1, ]
<K?.d(u,v). <%—.d(u,v),

t—1, |f
I—E'LI . d(u, v). En parti-

culier d(T* u, T* v) - d(u, v). Si k est assez grand on a (Ka)* < k !, et lapplication T*

est une contraction.

EXEMPLE. — Soit 4 un endomorphisme d’un espace de Banach E. Cherchons f : R — End (£)
telle que f'(¢) = A.f(1), f(0) = 1. Cela s’écrit

f(l)=l+A.jf(s).ds.

0

En appliquant la méthode précédente, on trouve que les approximations successives
fol) =1, ..., f, = T" f, de f Sexprimentpar f,(t) = 1 + tA + = + ".A"/n ! Ainsi f(f) =€
et I'on a retrouvé le fait que (") = A4.e".

Corollaire. 2.5. — Soient U un ouvert d’un espace de Banach E, X : U — E un champ de vec-
teurs lipschitzien. Si f, : I, — U et f, : I, » U sont deux solutions de x' = X(x) vérifiant
la méme condition initiale f,(t,) = f,(t,) = x,, alors f, et f, coincident sur I, N I,.

PrREUVE. — Conséquence immédiate de I'unicité. O

Solution maximale. 2.6. — Par définition, une solution f : / —» U de x' = X(x) prolonge une
solution f, : I, - U si I, = Ietsi f(t;) = f,(f,) pour un t, € I,. D’aprés le corollaire pré-
cédent f coincide donc avec f; sur /;, ce qui justifie la terminologie.

Par définition une solution est maximale si elle n’est pas prolongeable. Montrons qu’il en
existe. .

Théoréme. 2.7. — Toute solutionde x' = X(x) est contenue dans une solution maximale unique.

PReEUVE. — Considérons I'ensemble de toutes les solutions f, : I, = U qui prolongent une
solution donnée f, : I, - U. La réunion / des /, est un intervalle, car c’est la réunion d’inter-
valles contenant /,,. Nous allons définir une solution f : / —» U qui, évidemment, sera maxi-
male.

Site [, il existe I, tel que r€ I,. Posons f(f) = f,(¢). Si t appartient a un autre intervalle /,,
puisque f, et f, coincidentsur I, on a f () = f,(¢) d’aprés 2.4. Donc f(t) ne dépend pas de f,.
On a défini une application f : [ — U. Elle vérifie bien x’ = X(x) pour chaque € I, puis-
qu’elle coincide sur un intervalle /, contenant f avec une solution f,. d

Application. 2.8. -— Le théoréme précédent permet de vérifier qu’une liste de solutions est
exhaustive.

Soit, par exemple, I’équation x’ = x2, x € R. Chacune des solutions fo(f) = 0 pour f€R,
p(t) =(@ — 1) ! pour t > aet n(t) =(a— 7! pour t < aest maximale.

A chaque condition initiale (¢,, x,) correspond une seule de ces solutions : pour x, = 0,
c’est fy; pour x, > 0 (resp. < 0), C’est n, (resp. p,), ot a = x5! + t,.

Comme X(x) = x? est localement lipschitzienne, 2.6. s’applique et I'on a bien toutes les
solutions maximales. On notera que ces solutions, a ’exclusion de f;, ne sont pas définies sur R
tout entier. Nous verrons ultérieurement quelles conditions imposer & X afin d’éviter cette
pathologie.
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Remarque. 2.9. — Si le champ de vecteur X est continu sans étre localement lipschitzien,
'unicité des solutions maximales peut étre en défaut.

Exemple : 'équation x' = 3.(x?)"®> admet deux solutions maximales distinctes f(f) = 0
et g(t) = — to)3 prenant la valeur zéro pour ¢ = t,. Raison : X(x) = 3.x%/3 posséde une
dérivée « infinie » pour x = 0.

Néanmoins on a le résultat suivant, que nous ne démontrerons pas.

Théoréme (Arzela). — Soient U un ouvert d’un espace de Banach E de dimension finie, X : U —» E
un champ de vecteurs continu. Alors, pour tout t, € R et tout x, € U, il existe au moins une
solution f : I — U de l'équation x' = X(x), telle que f(t,) = x,, ty€l.

Traduction des résultats précédents pour les équations différentielles d’ordre quelconque. 2. 10. —
Reprenons I'équation différentielle d’ordre n de 1.5.: x™ = F(x, x/, ..., x"~"). Supposons
que l'application F soit lipschitzienne par rapport a I'ensemble des variables x, ..., x*" 1),
Alors, étant donnés ¢, € R et x,, X, ..., X, ;) € E, il existe une solution maximale f et une
seule telle que f(f,) = X, f(tg) = X1y oo ST Nt) = X,y

Le lecteur traduira lui-méme le théoréme 2.2. en termes d’équations différentielles non
autonomes ou dépendant de parameétres.

3. Dépendance des conditions initiales

Le théoréme 2.2. résout le probléme de Cauchy : étant donnés ryeRet xoe U,sia > 0
est assez petit, il existe une courbe intégrale de X unique, définie sur [t, — a, f, + a] et prenant
la valeur x, pour tout ¢ = t,. Désignons-la par ¢(t, x,). Nous nous proposons d’étudier
Xo M (2, Xg)-

Lemme de Gronwall. 3.1. — Soient u et v deux applications continues de [a, b], a < b, dans
les réels positifs ou nuls. Supposons qu’il existe un nombre A > 0 tel que

3.2) u(t) < A+ ‘[ u(s).v(s).ds poura <t <b.

t
Alors u(t) < A.exp l:f v(s).ds:| poura <t < b.

a

PREUVE. — Si A(r) désigne le membre de droite de (3.2), on a A'(£) = u(t).v(t). Comme, par
hypothése, u(t) < h(r) et v(r) = 0, on a A'(¢) < h(z).v(t). Posons

C() = h(t).exp[— J v(s).ds};

on en déduit C'(r) <0, puis C(r) < 4 pour a <t < b, car C(a) = h(o) = A. D’aprés la

1
définition de C cela s’écrit h(r) < A .expl:J v(s).ds} Le lemme en résulte car u(z) < h(2). O

Théoréme. 3.3 (Cas lipschitzien). — Gardons les hypothéses du théoréme 2.2. Alors, pour
chaque x € B,,(x,), il existe une courbe intégrale ¢(t, x) et une seule de x' = X(x), définie
sur [t, — a/2, t, + af2] et vérifiant ¢(t,, x) = x.

Enoutre || o(t, x) — o(t,y) | < eXkitmol | x — y | pour x,y € B, (xp) et |t —ty | < aj2.
En particulier x ~» ¢(t, x) est lipschitzienne sur B, ,(x,) uniformément en t :

| ot,x) — o(t,p) | < &2 x—y].
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PREUVE. — La premicre partie n’est qu’une reformulationde 2.2.Si x € B, ,(x,), on remplace
dans 2.2. le point x, par le point x et B,(x,) par B,,(x) [qui appartient encore a I'ouvert U].
Enfin, on remplace dans 2.2.le nombre a par a/2 afin que ¢(¢, x) demeure dans B, ,(x,).

Si x, y € B,s(xo), o(t, x) et o(t, y) vérifient (2.4), 2 des changements de notations preés.
Posons u(?) = | ¢(t, x) — @(t, y) |. Puisque X est K-lipschitzien on a

|

u(t) = “ x—y+ J [X(o(s: X)) — X(o(s, y))].ds l <

o

Slx-yl +K. =lx-yl +K.

)

'[ | o(s, x) — (s, y) |- ds

t
J u(s).ds
to
et le théoréme résulte du lemme de Gronwallsi ¢t > ¢,
Sit, > t, on se raméne au cas précédent en changeant ren — tet X en — X. O

Théoréme. 3.4. (classe C'). — Gardons les hypothéses du théoréme 2.2., a ceci prés que nous
supposons X de classe C'. Nous savons alors (voir 2.1.) que X est localement lipschitzien.
Quitte a réduire Iouvert U, nous pouvons encore supposer que X est K-lipschitzien pour un
certain K. Les conclusions du théoréme précédent subsistent donc. Mais nous allons montrer,
qu’en outre, ¢ est de classe C'.

PREUVE. — Si 'on était assuré que ¢ est suffisamment différentiable, le théoréme de Schwarz

(1. chap. 4) et i—‘f = X o ¢ entraineraient

%Dz o(t, x) = DX[o(1, x)] o D, (1, x) ,

avec, puisque @(ty, X) = x, D, ¢(tg, x) = 1.
Cela conduit a étudierla solution u de

(3.5 S uv) = DX[ott, 0].ut)

vérifiant u(z,) = 1 (= idy).

C’est une équation différentielle linéaire en u dont le coefficient DX[ ¢( )] estcontinu puisque
X estde classe C'. La solution cherchée existe donc, elle est unique et elle est définie pour tout ¢
(2.2. chap. 6). Notons-la (2, x). O

Montrons que ¥ est continue

D’aprés (2. 2. chap. 6) 'application ¢ a (¢, x) est continue, et méme de classe C! pour tout x.
Si nous montrons que x ~» (¢, x) est uniformément continue en ¢, le résultat sera établi.

Puisque DX et ¢ sont continues, on peut choisir le rayon r de la boule B,(x,) et le nombre
a > 0 assez petits pour que | DX[e(t,x)] | soit majoré par un nombre m pour tout
tety — aj2, ty + a/2] et tout x € B, ,(x,).

Ceci posé, comme ¢ est continue, I'ensemble { @(z,x):|t—1,| < a/2, x€ B, 5(x,) | est
compact. La fonction continue ¢(t, x) » D X[¢(t, x)] est donc uniformément continue sur ce
compact : a tout ¢ > 0 correspond un 6 > 0 tel que

(3.6) LS et x) — et )] <

implique

3.7 | sup , I DX[op(1. x)] — DX[o(1,y)] | < &.
t~to|<a

D’aprés 3.3., ¢ est lipschitzienne en x uniformément en ¢; il existe donc & > 0 tel que
I x — yIl < ¢ implique(3.6) et par conséquent (3.7).
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Considérons alors les fonctions (¢, x) et (¢, y) définies par

W, 0 = DX[o(, VWD), Yo 1) =1,
(3.9)

L) = DX[@ DY), Wligy) = 1.

Ce sont des solutions d’équations différentielles linéaires. D’apres le théoréme de comparaison
(2.5. chap. 6) on a donc

[t x) —y@y | < g -e™2 . sup | DX[o(t, )] — DX[o(t M) || < a-e-¢)2

|t~ tel €a/2

pourtout |t — ty| < af2si | x — y| < &' Cest I'uniforme continuité en x cherchée.
Montrons que D, ¢(t, x) existe et est égale a Y(z, x).

Posons 0(t, h) = ¢(t, x + h) — (1, x). Puisque% © = Xog et que
0(tg. h) = @ltg, x + h) — @lte, X) = (x + h) —x = h,
ona

0, h) = h + j { X[o(s, x + )] — X[o(s, x)] }.ds.

Drautre part, d’apreés (3. 8),

W, x).h = h + J DX[(s, x)]- (s, h).h.ds.

fo

On en déduit

(3.9)  6(t,h) — Y(t, x).h = J DX[o(s, x)].[0(s, h) — Y(s, x).h].ds + J { }.ds,

to

ou{ } = X[os, x + H] — X[o(s, )] — DX[e(s, x)].6(s, h).

Etudions { }. Puisque, d’aprés 3.3, x » ¢(., x) est lipschitzienne uniformément en ¢, il
existe C > 0 tel que || 0(s, h) || = | o(s, x + h) — @(s,x) | < C.| h | pour |s — 15| < a/2
D’autre part, puisque X est de classe C', étant donné & > O il existe un é > 0 tel que || 6(s,h) | < &
entraine || { } || < e.| 8(s,h) |. Si Ton choisit & pour que C.| Al <5 on a donc
“ {} “ < e.C.|h|, et le second terme du membre de droite de (3.9) est dominé par
|t — 1o |.&.C.| h |l, c’est-a-dire encore par a.&.C.|| h ||

Appliquons I'inégalité de Gronwall en prenant pour u la norme du membre de gauche de
(3.9), pour A4 lenombre a.e.C. || h | et pour v le majorant mde || DX( ) |. On obtient

| @z, x + h) — (1, x) — W(t, x).h | < (constante).e.|| A .
Il en résulte que D, o(t, x) = (¢, x).

Puisque ¢ : (t, x) » ¢(t, x) posséde des différentielles partielles D, ¢ = d%(p etD; ¢
continues, il résulte de (3. chap. 2) que ¢ est de classe C.

Le lecteur trouvera a ’Appendice G une preuve courte et astucieuse, mais conceptuellement
plus difficile, due a J. Robbin.

Théoréme. 3.10. (classe C*). — Gardons les hypothéses du théoréme 2.2., d ceci prés que nous
supposons X de classe C*, k > 1. Alors ¢ est de classe C*.
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PREUVE. — Le théoréme vient d’étre établi si k = |. Supposons k > 2 et admettons que le
théoréme soitvraijusqu’al'ordre k — 1. Alors ¢ estde classe C ! et de

%(p(!, x) = X[o(t, )]
on en déduit
dd
FTR ALY x) = DX[o(t, x)]. X[o(t, x)]

et

% D, o(t, x) = DX[o(t, x)].D, o1, x) .

Ces trois relations forment un systéme différentiel en I'inconnue ((p, —d—(—f D, <p> Puisque X est
de classe C* les membres de droite sont de classe C*"'! par rapport a cette inconnue. D’aprés

I'hypothése de récurrence, ¢, %%)- et D, ¢ sont donc de classe C*™ !, Il en résulte que ¢ est de
classe C*.
Si, en particulier, X est C* alors ¢ est C*. O

Application. 3.11. — Soit 4 un endomorphisme d’un espace de Banach E. Alors 4 » exp(A4)
est de classe C 7.

PREUVE. (H. Poincaré). — Cherchons la solution du systéme différentiel en x, y € End (E) :
dx
dr
chapitre 5 que cette solution est x(¢f) = exp(tA4), y(t) = A Comme le champ de vecteurs
(x, y) » (¥ o x, 0) est de classe C *, cette solution dépend de fagon C * de la condition initiale 4.
En particulier A » exp(l.4) est C*. O

=yox d—}; = 0 vérifiant les conditions initiales x(0) = 1 (= idg), »(0) = 4. On a vu au

On peut souhaiter expliciter la différentielle de X » exp(X). Voici, sans démonstration, ce
qu’on obtient.

Etant donné A4 € End (F), désignons par ad(A) l'application de End (£) dans End (£)
définie par X » 4 o X — X o A. C’est une application linéaire continue car

| ad(A).X || < 2.1 A4 0.1 X .
La différentielle D(exp) (4) de exp en 4 s’exprime par

« (__ 1)n+l . .,
D(exp) (4) = e* ‘% GEDT [ad(4)]".

Nous aurions pu raisonner directement. Si # € End (E), la série
«
YA h+ A2 hoA + o+ hoA" ) n !
1
converge normalement sur tout compact de End (£), car le module de son terme général est

dominé par | 4 I"™ 'l A lf(n — 1) L. Si L(h) désigne sa somme, on voit donc que L est linéaire
etque | L || < e'"4l. Comme on a

1l

fet*" —et — L | < i[(\‘ Al + TR =LAD" —nll A Al A 0!
0

A+ kil

=c — el — ke = ol k1),

cela montre que exp est différentiable et que D(exp) (4).h = L(h).
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4. Champs de vecteurs complets

Définition. 4.1. — Etant donné un ouvert U d’'un espace de Banach E et un champ de vecteurs
localement lipschitzien X sur U, on dit que X est complet si chaque courbe intégrale maximale
de X est définie sur R tout entier. Autrement dit, si, pour chaque ¢, € R et chaque x, € U,
il existe une application différentiable f : R — U vérifiant (1) = X[ f(1)] et f(£,) = xo

EXEMPLE. 4.2. — D’aprés les chapitres 4 et 5, les solutions maximales des équations diffé-
rentielles linéaires sont définies sur R tout entier.

EXEMPLES. 4.3. — Sur £ = R le champ de vecteur constant X = 1 est complet. Par contre,
le méme champ, considéré sur 'ouvert U = R — { 0}, n’est pas complet : la solution générale
f(t) =1t — ¢, ol ¢ est une constante, n’est pas définie pour ¢ = ¢ puisqu’il est interdit a4 f
de prendre la valeur nulle.

Nous avons déja vu que le champ de vecteur X(x) = (x)? sur R n’est pas complet : les
solutions (¢ — £)~!, ou c est une constante, ne sont pas définies pour 1 = ¢

Dans le premier exemple le champ n’est pas complet parce qu’il manque un point a I'espace
R — { 0} (qui est incomplet !). Dans le second exemple, le champ est incomplet parce que
X(x) croit trop vite avec x.

En Mécanique, les trajectoires des points matériels sont solutions d’équations différentielles.
Il est essentiel que ces solutions existent pour toutes les valeurs du temps ¢ C’est pourquoi
nous allons donner quelques critéres de complétude.

Théoréme. 4.4. — Soit X un champ de vecteurs localement lipschitzien défini sur un ouvert U
d’un espace de Banach E. Soit f : |T _, T_.[ > U une courbe intégrale maximale de X. Alors,
ou bien T, = + o0, ou bien T, < + 0 et, dans ce dernier cas, d tout compact K de U cor-
respond un ¢ > Otelque f(t) ¢ Ksit > T, — ¢. En d’autres termes f(t) finit par sortir de tout
compact.

La propriété correspondante vaut pour T _.

PREUVE. — Remarquons d’abord qu’une courbe intégrale maximale est définie sur un inter-
valle d’aprés 2.7. Soit ] T _, T ,[ cet intervalle.

Supposons T, < + oo. Raisonnons par I'absurde et supposons que le ¢ de I’énoncé n’existe
pas. On peut donc trouver une suite de nombres réels 7, convergeant vers T, et telle que
f(1,) demeure dans K. Puisque K est compact, quitte a extraire une sous-suite de z,, on peut
supposer que f(t,) converge vers un point x, de K. D’apres le théoréme 3. 3. il existe un voi-
sinage U = B,,(x,) de x, et un nombre a > 0 tels que pour chaque x € U il existe une courbe
intégrale o(t, x) définie sur [t, — a/2, t, + a/2]. Prenons n assez grand pour que T, —1,<a/2
et f(z,) € U. On aboutit a la contradiction suivante : la courbe intégrale maximale passant par
f(ty) & l'instant ¢, n’est définie que pour ¢ < T ,, et pourtant on peut la prolonger jusqu’a

3> T.. O

I'instant ¢, +
Intégrale premiére. 4.5. — Gardons les notations de 4.4. On dit qu'une fonction #: U — R
est une intégrale premiére du champ X si, quelle que soit la courbe intégrale f: I - U de X,
la fonction A o f définie sur I ne dépend pas de ¢ [par contre elle peut dépendre de la solution f].

Voici un critére simple pour décider si une fonction 4 est une intégrale premiére, sans avoir a
connaitre explicitement les courbes intégrales f.

CRITERE. — Une fonction 4 : U — R de classe C'! est une intégrale premiére de X si, et seule-
ment si, DA(x). X(x) = 0 pour tout x € U.

PREUVE. — Soient h une intégrale premiéreet x € U. Si f est une courbe intégrale de X telle que
f(@) = x,ona h[ fir)] = h[ f(a)] = A(x). En différentiant par rapport a  on obtient

Dh[f(0].f(1) = DAL/ W] X[f(1)] = U



CHAMPS DE VECTEURS COMPLETS 79

Prenons en particulier ¢ = a, on a Dh(x). X(x) = 0.

Réciproquement, supposons que DA(x). X(x) = 0 pour tout x de U. Le calcul précédent
montre que la dérivée de 1 > h[ f(7)] est nulle. Comme ¢ décrit un intervalle connexe, il résulte
de (2. chap. 2) que A[ f(z)] est constante.

Revenons a la complétude des champs de vecteurs. O

Corollaire. 4.6. — Soit X un champ de vecteurs localement lipschitzien défini sur un ouvert U
d’un espace de Banach E. Si X posséde une intégrale premiére h : U — R telle que h™ '(r) soit
compact pour chaque r € R, alors X est complet.

PREUVE. — Chaque courbe intégrale passant par x € U reste sur le compact &~ ![h(x)]. Le
théoréme résulte alors de 4.3.

Remarques. — a) Il se peut que la fonction 4 soit définie sur un sous-ensemble plus grand que
U sur £ tout entier, par exemple. S’il en est ainsi, 'hypothése du théoréme signifie
que A~ !(r) n U doit étre un compact de U.

b) Sih est différentiable, il est facile de voir que les hypothéses du corollaire impliquent que £
est de dimension finie.

EXEMPLE. — Le champ de vecteur X = (y — z,z — x, x — y) défini sur R® = {(x, ), 2)}
admet pour intégrale premiére A(x, y, z) = (x)* + (»)* + (2)?, car Dh. X =2x.(y — 2) +
2y.(z —x) +2z.(x —z) =0. Comme h~!(r) est vide si r < 0 et que Cest la sphére de
centre Oet derayonr'/2sir > 0,le champ X est complet.

Théoréme de majoration a priori. 4. 7. — Reprenons les hypothésesde4.6. Soitf : 1T , T [ - U
une courbe intégrale maximale de X. Supposons que pour chaque nombre réel T > 0 il existe
un compact K. de Utel que f(t) e Ky pour |t | < T.AlorsT_ = — cet T, = + oo.

PREUVE. — Sur l'ouvert R x U de I'espace de Banach R @ E considérons le champ de vecteur
T . dt dx
(1, X), clest-a-dire le systéme el 1, T
T > T, et formons le compact [— T, + T] x K; de R x U. D’aprés le théoréme 4.4.
appliqué au champ (1, X), la courbe intégrale maximale |T_, T ,[- R x U, définie par
s~ (5,1(s)), sort de ce compact. Comme f (s) reste dans K, c’est qu’il existe stelques > T > T _ :
en contradiction avec le fait que f(s) n’est pas défini pour s = T ,.
Méme démonstration pour T _.
Ainsi une majoration a priori f(f) = K; d’une solution f sur l'intervalle | 7| < T entraine
’existence de cette solution sur tout I'intervalle. O

= X(x). Supposons que T, < + oo. Prenons

EXEMPLE. 4.8. — Un champ de vecteurs X localement lipschitzien, défini sur £ tout entier
et constant (= X ) en dehors d’un compact est complet.

PREUVE. — Les solutions maximales f vérifient | f(1) | < A + | t].] Xo|, ol 4 est une
constante (le détailler). O

., . d%q
EXEMPLE. 4.9. (V. Arnold). — Reprenons I’équation de Newton Fr- il grad U(g) de 1.5.
et supposons I’énergie potentielle U partout positive. Alors chaque solution g(r) est définie
sur R tout entier.

dg _ dp _

PREUVE. — L’équation de Newton s’écrit T =PT = grad U(q), ou q,p € E.

Observons d’abord que ’énergie totale H(g, p) = % |l p1*> + U(q) est une intégrale premiére
d’aprés 4.5. : DH.X = ( grad U(g),p ) — {p, grad U(q) ) = 0.
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Considérons la solution maximale (g(z), p(?)) telle que q(0) = go, p(0) = p, et poson:
1 e | d —
Hy = H(go po)- De 5 | p 12 + U(q) = Hy et U(g) = 0, on déduit ]d—‘f ” =lpl <2.H,

donc || q(t) — qo | < /2 Hy.| t|. Par conséquent, si| ¢ | < T,la solution (g(?), p(t)) reste dans
lecompact {(g,p): Il gl < llgo! ++/2H,. T, pll <./2 Hy ) etil suffit d’appliquer 4. 6.

Remarques. 4.9. — On peut montrer que s'il existe une constante k > 0 telle U(q) = — k.|l q|".
alors chaque solution est définie sur R tout entier.

Par contre, prenons £ = { g} = R et U(g) = — q*/2. La solution q(t) = (f — 1)™! ne
peut étre prolongée jusqu'a ¢ = 1.

Le lecteur trouvera d’autres critéres de complétude dans I'ouvrage de R. Abraham
et J. Marsden (page 71).

5. Groupes a un parametre de diffeomorphismes

Les groupes & un paramétre d’automorphismes linéaires d’un espace de Banach et leur
relation avec les équations différentielles linéaires homogénes a coefficients constants ont été
étudiés en (3. chap. 5). Nous allons généraliser cette étude.

Groupes a un paramétre de difféomorphismes. 5.1. — On appelle groupe 4 un parameétre t € R
de difféeomorphismes ¢, d’'un ouvert U d’un espace de Banach E une application ¢ : Rx U- U
telle que :

a) ¢ soit de classe C",r > 1;

b) pour chaque t € R l'application ¢, : U — U, définie par ¢(x) = ¢(t, x), soit un difféo-
morphisme ;

¢) la famille ¢, t € R, soit un groupe & un parametre de transformations de U : ¢, = id,.
Cest-d-dire @o(x) = x pour xe U; @, ¢, = ¢,+, pour s, 1 € R, C’est-a-dire

o(s, o(t, x)) = @t + 5, X)

pour s, t € R et pour xe U.

Observons que le difféomorphisme inverse de ¢, est ¢ _, car ¢, o ¢_, = ¢,_, = ¢o = id,,.

Fixons un point x de U. On peut considérer la courbe 1 € R » ¢,(x) = ¢(t, x) € U comme

définissant un mouvement d’'un point dont la position a l'instant initial 0 est (0, x) = x et
dont la position a I'instant 7 est ¢,(x). L'orbite de ce point est donc { ¢,(x) : t € R }.

Générateur du groupe 5.2. — On appelle vitesse X(x) de ¢, au point x de U le vecteur-vitesse
a linstant 1 = 0 de 1 » @(x) = @1, x) -

d
X(x) = —
) =7 ot x) Y
On voit donc que si ¢ est de classe C", r > 1, on a défini un champ de vecteur X : U —» E
de classe C"~! dont les courbes intégrales sont ¢ » ¢(t, x). On dit que X est le générateur
(infinitésimal) du groupe a un paramétre ¢ (qu’on appelle aussi un flot).
ExeMPLE. — A € End (E) est le générateur du flot ¢,(x) = e'.x.
Théoréme. 5.3. — Le vecteur-vitesse du mouvement d’un point d chaque instant est égal au

vecteur de la vitesse du flot d Uendroit ou se trouve le point a linstant considéré. En d’autres
termes :

Fow| = Xlew].
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PREUVE.
d d d
TGN = 06 + X e 3; 2lr. ols. %)) . X[o(s, x)].

Le générateur X d’un flot ¢ est un champ de vecteurs complet puisque les courbes intégrales
t » (1, x) sont définies pour tout ¢ € R. Nous allons montrer que, réciproquement, un champ
de vecteur complet engendre un flot. En résumé, tout comme en (3. chap. 5), on aura montré
qu’il existe une correspondance biunivoque entre les flots sur U et les champs de vecteurs
complets sur U.

Théoréme. 5.4. — Soit X un champ de vecteurs complet de classe C', r = 1, sur un ouvert U
d’un espace de Banach E. Pour chaque x € U, désignons par t » ¢(t, x) la courbe intégrale
maximale de X telle que (0, x) = x. Alors ¢ : R x U — U est un groupe d un parameétre de
dif féomor phismes de U.

PREUVE. — D’aprés (3. 10.) ¢ est de classe C”; la condition ade 5. 1. est donc vérifiée.
Vérifions la condition ¢. D’abord, par définition, ¢(0, x) = x pour tout x. Ensuite, donnons-
nous ¢, s€ Retposons f(¢) = ot + 5, x),r =t + s5.0na

1@ = 5 ot + 5.0 = 5 0 1) = X[olr, )] = X[ + 5,0] = X[()].

Par conséquent f est la courbe intégrale maximale de X telle que f(0) = ¢(s, x). Il en va
évidemment de méme, par définition de ¢, pour 7 » ¢(z, ¢(s, x)). D’aprés I'unicité

ot + 5,%) = olt, @(s, X)) .

Quant a la condition bde 5. 1. elle est en fait une conséquence des conditions aet b. Puisque ¢
est de classe C*, r = 1, application ¢, : x » ¢(¢, x) est de classe C". Nous avons vu qu’elle est
inversible et son inverse (¢,)”! = ¢_, est de classe C". Il en résulte bien que ¢, est un difféo-
morphisme de classe C" de U sur U. O

Remarque. 5.5. — Si X n’est pas complet, la démonstration précédente montre que pour
chaque x, € U, il existe un voisinage V de x, contenu dans U et un intervalle ] — a, q[ tels que :

a) ¢ :)— a,a x V - U vérifie
a% olt, x) = X[o(s, x)] pour tout xe V;

b) pour chaque te]— a, d, ¢, : x # @(t, x) soit un difffomorphisme de V sur ¢,/(V);
¢) pour t,5,t + S€]— a, al on ait ¢;0 @Y, = Qg4

On résume ces propriétés en disant que ¢ définit un germe de groupe a un paramétre de
difféomorphismes dans un voisinage de x,.

Notes. — Le présent chapitre ne fait qu’effleurer la question. Le lecteur trouvera des exposés
plus complets dans les ouvrages déja cités de V. Arnold, E. A. Coddington et N. Levinson,
de N. Rouche et J. Mawhin. Il trouvera aussi une autre démonstration du théoréme d’existence
dans l'ouvrage de H. Cartan. Enfin, les ouvrages de R. Abraham et J. E. Marsden et de
M. W. Hirsch et S. Smale contiennent des développements récents de I’étude globale des
systemes dynamiques.
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Ce chapitre est consacré a la conjugaison dans le groupe des difféomorphismes. Cette
notion est illustrée, entre autres, par le théoréme du rang constant et par le théoréme du
redressement des champs de vecteurs.

Préliminaires

En géométrie euclidienne les figures sont classées en figures égales, c’est-a-dire superposables
par déplacement. On reconnait que deux figures sont égales en montrant qu’elles ont en
commun un certain nombre de propriétés invariantes par déplacement (songez aux cas d’éga-
lité des triangles). De méme, deux transformations de I'espace sont considérées comme équi-
valentes si I’action de I'une est superposable & I'action de I'autre par un déplacement. C’est ainsi
que deux rotations du plan euclidien sont équivalentes si leurs angles de rotation sont égaux.

On peut étendre ce point de vue a des groupes plus généraux que le groupe euclidien.

A titre de second exemple, examinons le groupe GL (£) des automorphismes d’un e.v. E.
Deux endomorphismes A, Be End (E) sont considérés comme équivalents (on dit « sem-
blables ») s'il existe S € GL (E) tel que B = S. 4.5 1.

Comment reconnaitre que A4 et B sont semblables ? Si I'on suppose que £ = C" et si I'on se
limite a 'ouvert dense U de End (£) formé par les endomorphismes a valeurs propres distinctes
(voir I'Appendice E), 4 € U et B € U sont semblables si, et seulement si, ils ont le méme spectre
{ AL, ... A, }. Eneffet, si S est 'automorphisme qui envoie la base de E formée par les vecteurs
propres de A4 sur celle formée par les vecteurs propres correspondants de B, on a bien
B =S.4.S".

Cette classification offre une méthode pour effectuer des opérations sur End (£), dés que ces
opérations commutent avec la conjugaison. C’est ainsi que 'endomorphisme A4 ci-dessus est
semblable a 'endomorphisme B dont la matrice dans la base canonique de C" est diag (4,).
L’opération d’¢lévation a la puissance entiére k s’en trouve notablement simplifice :

A* = S.[diag(4)]*.S™ " = S.diag(4).57".

Si les valeurs propres 4, sont positives, cette formule fournit, en prime, la possibilité d’étendre
I'opération d’élévation a la puissance k au cas ou k est un réel quelconque.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser au groupe des difféomorphismes de classe C*
d’un espace de Banach E. Nous introduirons la notion d’équivalence correspondante (C*-
conjugaison) et nous chercherons les invariants qui permettent de décider si deux morphismes
de E sont équivalents.

1. C*-conjugaison et coordonnées

C*-conjugaison. 1.1. — Soient f une application de classe C¥, k > 1, d’un espace de Banach E
dans un espace de Banach E', f, une application de classe C* d’un espace de Banach E, dans
un espace de Banach E}. On dit que f et f, sont C*-conjuguées s'il existe des difféomorphismes
¢ E o E ety : E' - E| declasse C* tels que le diagramme suivant soit commutatif
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h
E,———E

En d’autres termes, si f; = @' of o ¢~ !

C*-conjugaison locale. 1.2. — La propriété précédente peut n’étre vérifiée que localement

Gardons les notations précédentes. Soient a € E, a, € E|; posons a' = f(a), a} = fi(a,).
On dit que fetf, sont localement C*-conjuguées aux voisinages de a et a, sl existe des
voisinages ouverts de a, a,, @', a), notés respectivement U, U,, U’, U] tels que

a) f(U)cU,Lfi(U) c Uy,
b) les restrictions de f a Uetde f; a U, soient C*-conjuguées :

U ’
U—" sy

S/U,
U—y;

Le composé de difffomorphismes étant un difféomorphisme, la C*-conjugaison (locale)
est une relation d’équivalence.

EXeMPLE. — Le diagramme suivant montre qu'un C*-difféomorphisme f: E -+ E' est Ck-
conjugué a I'application identique :

idy b

E—% _p

Nous allons traduire ce qui précéde en termes de coordonnées.

Coordonnées. 1.3. — Soit U un ouvert d’un e.v. £ de dimension finie n sur K (nous prendrons
souvent K = R, pour fixer les notations). Si { ¢, } est une base de £, chaque ¢lément u de U
s'écrit de fagon unique ) u,.e,. Notons x, I'application u ~ u, de U dans K. Les fonctions
Xy, ..., X, sont les composantes d’'une application ¢ de U dans K", qui est la restriction a U
d’un isomorphisme de £ sur K" :

¢: U->K"

u - (u; = x), ... u, = x,W).

On dit que (x, ..., Xx,) est un systéme de coordonnées linéaires sur U.

Bien entendu ¢ : U — ¢(U) est un difféomorphisme. Cela nous améne a généraliser la
‘notion de coordonnées.

Nous appellerons carte de domaine U, le couple (U, ¢) formé par un ouvert U et un difféo-
morphisme ¢ de U sur un ouvert de K". Les composantes (x, ..., x,) de ¢ s’appellent un
systéme de coordonnées et (x,(u), ..., x,(u)) s’appellent les coordonnées de u € U dans la carte
considérée. L’application inverse ¢~ ! : ¢(U) = K" — U s’appelle une paramétrisation de U.
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EXEMPLE : COORDONNEES POLAIRES. — Prenons £ =R? = {(x,y)}, U={(x,») : x>0
y>0}

Alors @ 1 u = (x,y)m (p = [x2 + 1Y%, 0 = Arctg y/x) e R? est une carte sur U.
On appelle (p(u), 0(u)) les coordonnées polaires de u.

On constate que I'image inverse par ¢ des droites p = constante de R? sont des cercles.
D’ou le nom de coordonnées curvilignes parfois donné aux coordonnées quelconques.

L’image par ¢ d’une figure de U s’appelle la lecture de cette figure dans la carte. Les cercles
de centre O de E = R? se lisent donc comme des droites en coordonnées polaires.

Sif: U — K est une fonction, son expression dans les nouvelles coordonnées (x,) [ou, si I'on
préfére, sa lecture dans la carte (U, ¢)] est, par définition, fo ¢~ .

Soit encore f une application de classe C* d’un ouvert U d’un espace de Banach E de dimen-
sion n dans un ouvert U’ d’un espace de Banach £’ de dimension m. Soient ¢ : U —» K" une
carte sur U (avec des coordonnées x,), ¢’ : U’ > K™ une carte sur U’ (avec des coordonnées
¥s)- L’application ¢’ o fo ¢~ ! s’appelle I'expression (ou la lecture) de f dans les cartes (U, o).
(U’, ¢)). Cest une application de classe C* de I'ouvert o(U) de K" dans I'ouvert ¢'(U’) de K™,
qui, par censtruction, est C*-conjuguée a I'application f. Elle fournit donc un modéle de f
dans sa classe de C*-conjugaison.

Difféomorphisme local. Coordonnées locales. 1.4. — Rappelons qu’une application fde
classe C¥, k > 1, d’'un ouvert U d’un espace de Banach E dans un espace de Banach F, est
appelée un diffeomorphisme local en a € U s’il existe un voisinage ouvert V de a dans U tel
que la restriction de f a V soit un difféfomorphisme de V sur f(V).

Le théoréme d’inversion locale (2. chap. 3) se reformule ainsi : f est un difffomorphisme local
en asi, et seulement si, la différentielle Df(a) est un isomorphisme de E sur F.

Ceci rappelé, « localisons » les notions de 1.3.

Définition. — Soient £ un e.v. de dimension » sur K, U un ouvert de £, a un point de U. On
appelle systéme de coordonnées locales en a la donnée de n fonctions x; : U — K de classe
C* telles que u € U » (x,(), ..., x,(1)) € K" soit un C*-diffeomorphisme local en a.

On déduit immédiatement du théoréme d’inversion locale, sous la forme que nous venons
de lui donner, le résultat suivant :

Théoréme. 1.5. — (x, ..., x,) est un systéme de coordonnées locales en a si, et seulement si,
le déterminant de la matrice (D; x (a)) n’est pas nul. Ou encore, si, et seulement si, les formes
linéaires Dx ,(a), ..., Dx,(a) forment une base de 'espace dual E*.

La notion de coordonnées locales permet d’exprimer commodément celle de C*-conjugaison
locale. Reprenons les notations de 1.2. et supposons que £ et £’ soient de dimensions finies.
Alors fet f, sont localement C*-conjuguées aux voisinages de « et a, si leurs expressions dans
des cartes adéquates sont les mémes.

ExXeMPLE. — Soient E et F deux e.v. de méme dimension n, U un ouvertde E,f: U — F un
C*-difféomorphisme local en a € U. Choisissons des coordonnées locales (y, ..., y,) en b =f(a).
Alors (x; = y,of, ..., x, = y,of) est un systtme de coordonnées locales en a, car le composé
de deux difféomorphismes est un difféomorphisme. Il en résulte que f, lue dans les coordonnées
(x,), (y,) est 'application identique (comparer a I'exemple de 1.2.).

Nous allons généraliser ce résultat, en ne supposant plus que Df(a) est un isomorphisme de £
sur F.

2. Représentation locale d’une application différentiable

Sauf mention expresse, les espaces de Banach E et F de ce paragraphe sont de dimensions
finies n et m sur le méme corps K.
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Cas ou Df(a) est surjective. 2.1. — Soient U un ouvert de E, f une application de classe C¥,
k = 1,de U dans F, telle que Df soit surjective en a € U. Alors fest localement C*-conjuguée
aux voisinages de a et f(a) ala projection canonique

K" =K™ x K"™™ K™
(X 15 ees Xy wees X)) = ( Xy, ooy X,)

En d’autres termes, le comportement local de f au voisinage de a est celui de sa différentielle

Df(a).

PREUVE. — Puisque Df(a) € & (E; F) est surjective, n = dim £ > dim F = m. Soit(yy,..., V)
un systéme de coordonnées locales en b = f(a). Posons x, = y,of pour r = 1,.... m. On a
donc Dx,(a) = Dy,(b) o Df(a). Puisque Df(a) est surjective et que { Dy,(b) } forme une base
de F * (théoréme 1.5.), les formes linéaires Dx,(a), ..., Dx,,(a) sont linéairement indépendantes.
Complétons-les par n — m formes linéaires x,,, , ..., X, de fagon a former une base de E*.
Alors, d’apres 1.5, (xy, ..., x,) estun systeme de coordonnées locales en a.

Par construction, I’expression de f dans ces coordonnées est

(xl(u)= ooy xn(u)) MF (Xl(u)s woing, xm(u)) . D

Remarque. — Le théoréme vaut encore en dimension infinie, pourvu qu’il existe un sous-
2space fermé E, de E tel que E soit la somme directe Ker Df(a) @ E,. Il a été démontré sous
cette hypothese au (5. 4. chap. 3), dans la perspective d’un théoréeme d’existence plutot que dans
celle, envisagée ici, d’'un modéle local.

Cas ou Df(a) est injective. 2.2. — Soient U un ouvert de E, f une application de classe C*,
k > 1, de U dans F. Supposons que Df soit injective en a € U. Alors f est localement C*-
conjuguée aux voisinages de a et de f(a) a I'injection canonique

K" — K™
(Xl, cees )C") M (X gy ey Xy 0,..0).

Autrement dit, le comportement local de f au voisinage de a est encore celui de sa diffé-
rentielle Df(a).

PREUVE. — Puisque Df(a) € L(E; F) est injective n = dim £ < dim F = m.

Soit (x, ..., x,) un syst¢éme de coordonnées locales en a. Si S est un supplémentaire de Df(a)
dans F, prenons un syst¢éme de coordonnées linéaires (x,, y, ..., X},) sur S.

Alors(xy, ..., X,, X, 1, ..., X;,,) €St UN systéme de coordonnées locales sur U x S au voisinage
de (a, 0).

Définissons ¢ : U x S — F par ¢(u,s) = f(u) + s. La différentielle de ¢ au point (a, 0),
évaluée sur (h, k)e E x S, est Do(a, 0).(h, k) = Df(a).h + k; c’est donc un isomorphisme
de £ x Ssur F.

Définissons des fonctions yy, ..., y,, au voisinage de b = f(a) € F par y, = x;0 ¢~ ! pour
i=1,..,nety,=xop~ "' pouri=n+ 1, ..., m Puisque D¢p(a, 0) est un isomorphisme et que
les formes linéaires Dx,(a), ..., Dx(a), Dx,,(a), ..., Dx,(a) sont linéairement indépendantes,
il en résulte que les Dy,(b) forment une base de F*. D’aprés1.5.,(yy, ..., V) estdonc un systéme
de coordonnées locales sur F au voisinage de b = f(a).

Par construction, ona y; o f(u) = xu) pouri = 1,...,nety; o f(u) = y;0 ¢u, 0) = x}(0)=0
pour i = n + I,...,m L’expression de f dans les coordonnées (x;), (¥;) est donc

(%1 (@), ..oy x,(10) # (X, (), ..., X4(u), 0, ..., 0). O

GENERALISATION. — Le théoréme s’étend aux espaces de Banach de dimension infinie, pourvu
que le sous-espace Df(a) E de F soit fermé et qu’il admette un supplémentaire fermé S.

La preuve estlaméme : ¢ : U x S » F = Df(a) E @ S, définie par ¢(u, s) = f(u)+(0, s),
est un difféomorphisme local au voisinage de (a, 0). Si g est le difféomorphisme local inverse,
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défini au voisinage de (f(a), 0), alors g o f applique un voisinage ouvert V, de a dans U, dans
Df(a) E x {0} et induit un difféomorphisme de ce voisinage sur un voisinage ouvert de 0
dans Df{(a) E.

Rang de Df (a). 2.3.

Rappelons qu’on appelle rang d’une application linéaire L : £ — F la dimension de I'image
de E.

Reprenons les notations de 1.2. Si f et f; sont C*-conjuguées, f; = ¢@'o fop~'. Par
conséquent Dfi(a,) = D¢'(a’) o Df(a) e Do~ '(a,;). Comme D¢'(a’) et Do~ '(a,) sont des
isomorphismes, le rang de Df en a est égal a celui de Df, aupoint a, = f(a). En d’autres termes,
le rang est invariant par C*-conjugaison.

Il en résulte que f ne peut étre localement C*-conjuguée, au voisinage de a, 4 une application
linéaire f; [dont le rang est évidemment constant] que si le rang de Df est constant au voisinage
de a.

Cest ainsi que f : t € R »» > € R ne peut étre C*-conjuguée a une application linéaire au
voisinage de zéro, car f'(0) = 0, tandis que f'(t) =3 1> # 0sit # 0.

1l faut donc bien que le rang de Df soit constant au voisinage de a dans les théorémes 2. 1.
et 2.2. Cherchons-en la raison.

Bien que l'application u ~ rang Df(u) ne soit évidemment pas continue, elle est semi-
continue inférieurement : si rang Df(a) = p, alors rang Df(u) > p dans un voisinage de a.
En effet, un mineur d’ordre p de la matrice jacobienne de f est non nul en a. Comme il dépend
continiiment de u, il demeure non nul dans un voisinage de a.

Lorsque le rang de Df(a) est égal a la dimension de E(injectivité) ou de F (surjectivité),
il prend sa valeur maximum sup { dim £, dim F } au point a. D’aprés la semi-continuité,
il reste alors constant au voisinage de a C’est pourquoi la généralisation naturelle des
théorémes2.1. et 2.2. est la suivante :

Théoréme du rang constant. 2.3. — Pour qu'une applicationf : U c E — F de classe C*, k > 1,
soit localement C*-conjuguée au voisinage de a € U a une application linéaire, il faut et il suffit
que le rang de Df (u) soit égal a une constante r sur un voisinage de a.

PREUVE. — La nécessité est manifeste. Une application linéaire étant égale a sa différentielle,
son rang est constant. Et nous venons de voir(2. 2.) que le rang est invariant par C*-conjugaison.

Démontrons la suffisance. On peut supposer a = 0, f(a) = 0. Choisissons sur E et F des
coordonnées linéaires (x;) et(y}) telles que Df(a) s’exprime par (X7, ..., x,) » (X}, ..., X;, 0,..., 0)
et identifions £ a R" et F a R™ via ces coordonnées.

Si f1,..., f,, sont les composantes de f, considérons I'application ¢ : U — R" définie par
@ = (f1s--s Sy X\ 415 ..., X3). L'expression de Df(0) montre que D¢(0) est I'identité. D’apres
le théoréme d’inversion locale (1.5), il en résulte que x, =f1,.... X, =f,, X,, | =X, |, ..., X, =X,
est un syst¢me de coordonnées locales au voisinage de a = 0. Exprimons f dans les coordon-
nées (xy), (¥}) ; on trouve (x,, ..., X,) 4> (X1, ..., X, F,, 1(X), ..., F(x)), ot F;est une fonction de
classe C*de x = (x,, ..., x,). La matrice jacobienne de cette application contient donc comme
bloc r x r supérieur gauche la matrice unité r x r. Comme son rang au voisinage de a = 0
est égal a r, tout bloc (r + 1) x (r + 1) qu'on en extrait est de déterminant nul. Il en résulte
D; F(xy, ..., X,) = 0 pour i, j > r. Les fonctions F; ne dépendent donc pas de x,,, ..., X,.

Posons y; =y, e = V0 Vrs1 =Vie — Fro i Wi ¥y Yo = ¥ — Fupy, ., ¥,). On
obtient un nouveau systéme de coordonnées locales (y;) au voisinage de f(a) = 0, car ces
formules sont inversibles : y; = y; + Fy(y,, ..., y,) pour i > r. Exprimons f dans les coor-
données (x;), (y;); on trouve (x,, ..., X,) ™ (xy, ..., x,, 0, ..., 0). C’est ce qu'il fallait démontrer.

a

GENERALISATION. — A titre d’exercice, le lecteur pourra démontrer le résultat général suivant
qui ne suppose plus le rang constant :
Soit f une application de classe C*, k > 1, d’un ouvert de R" dans R™ Supposons qu’en un
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point a de cet ouvert le rang de Df(a) soit égal a r. Alors f est localement C*-conjugué au
voisinage de @ a

R" — R’ X R’l»" —y Rm — Rr X Rm_f )
W , v - (w,  h(u, v))

ou h:R" - R™" est de classe C* et Dh(0) = 0. [Voir : R. Abraham et J. Robbin. Transversal
mappings and flows. Benjamin. New York. 1967. Pages 4 et 5]

3. Le lemme de Morse-Palais

Le théoréme 2. 1. montre qu’une fonction f définie sur un ouvert de R", a valeurs réelles,
et de classe C*, est localement C*-conjuguée a une application affine au voisinage d’un point
ae U ou Df(a) # 0.

Nous allons examiner ce qu’il en est au voisinage d’un point ou la différentielle s’annule.

Point critique non dégénéré. 3.1. — Soient U un ouvert d’un espace de Banach £, f : U - R
une fonction de classe C*, k > 1. On dit que a € U est un point critique de f si Df(a) = 0.

Supposons que k > 2. La différentielle seconde D ? f(a), appelée le hessien de f en a, est une
forme bilinéaire continue symétrique sur £ (voir 1.5. chap. 4). Mais #(E, E; R) est canoni-
quement isomorphe 4 £ (E; £ (E;R)) = L(E; E*) daprés (4.1. Appendice A). Cet isomor-
phisme fait correspondre & D2 f(a) 'application linéaire continue 4 € E » D? f(a).(h, .) € E*.
Si cette application est un isomorphisme de E sur son dual £*, on dit que D? f(a) est non
singuliere et que le point critique a est non dégénéré.

ExeMpLE. — Si E = R, le point a est un point critique si f'(a) = 0. Il est non dégénéré si
f"(a) # 0.

Notons que si ¢ est un C*-difféomorphisme d’un voisinage d’un point critique a de f dans E,
on a D[fo @] (@~ ! a) = Df(a) o Dp(p ' a) = 0. Par conséquent ¢~ !(a) est un point critique
de f o . Autrement dit, la C*-conjugaison conserve les points critiques.

Supposons que asoit un point critique non dégénéré de f. Examinons le point critique ¢ ~!(a)
de f o ¢. On peut supposer, pour simplifier les notations, que a = ¢(a) = 0. Si h,/e Eon a
(2.7. chap. 4) :

D(f o @) (a).(h,]) = Df[@(a)].D? @(a).(h,]) + D* f[¢(a)].(De(a).h, Do(a).]) .
Puisque a = 0 est un point critique, cela se réduit a
D(f o ¢) (0).(h,)) = D* f(0).(Dg(0).h, Dep(0).1) .

Comme D¢ (0) est un isomorphisme, cette formule montre que D %(f o ¢) (0) est non singuliére.
Le point critique ¢~ !(a) = 0 est donc non dégénéré. La C*-conjugaison conserve donc la non-
dégénérescence. '

Ceci posé, nous allons montrer qu'une fonction f:R" - R de classe C* se comporte, au

voisinage d’un point critique non dégénéré a, comme la partie f(a) + %DZ f(a).(h, h) de son

développement de Taylor f(a + h) = f(a) + %DZ fla) (h, h) + o(|| A |*). En fait, nous

allons le démontrer dans le cadre plus général des espaces de Hilbert réels. Car la preuve qui
suit, due a R. Palais, est notablement plus simple que celle donnée initialement par M. Morse,
et qui ne s’appliquait qu’a R™.

Nous pouvons supposer, sans nuire a la généralité, que le point critique a est 'origine de E
et que f(a) = 0.

Enoncé du lemme de Morse-Palais. 3.2. — Soit f une fonction a valeurs réelles, de classe
C**2 k > |, définie sur un voisinage U de I'origine d’un espace de Hilbert E.
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Supposons que f(0) = 0 et que 0 soit un point critique non dégénéré. Alors, il existe ur.
C*.diffeomorphisme local ¢ au voisinage de 0, tel que (0) = Oet f(x) = % D2 f(0).(p(x), o(x))

Commengons par établir un lemme.

Lemme. 3.3. — Soit E un espace de Banach. Si B € End (E) est tel que || 1 — B | < 1, alors
il existe une suite de polynomes en B qui converge dans l'espace de Banach End (E) vers un
endomorphisme R tel que R*> = B, et que nous noterons \/ﬁ

De plus, il existe un voisinage U de 1 = id; tel que Be U »> |/ B soit un difféomor phisme
de classe C* de U sur son image.

PrREUVE. — Une éventuelle racine carrée R de B doit satisfaire S = % [ — B) + S*],sil'on

pose R =1 — S. Afin de prouver son existence, nous allons utiliser une méthode d’approxi-
mations successives. Pour cela, définissons une suite 4, € End (F) par récurrence :
Ay, =0, Aoy =0 — B)y + 42]/2, n=01,...

Posonsa = | 1 — B |.
a) Montrons que | 4, | <./a.
C’est évident pour n = 0. Supposons-le établi pour » et prouvons-le pour n + 1.
Ay <1 =B +14,01°]2<(a+a)2=a,
qui est inférieur a \/Zz puisque 0 < a < I.

b) A, est un polynéme en (I —~ B), donc en B.
C’est évident, par récurrence sur n, a partir de la définition de 4,

¢) La suite A4, converge dans End (E).

On a A,,, — A, = (47 — A2 |)/2 et des relations semblables en remplagant n par
n+1,...,n+p— 1 Ajoutons-les membres a membres : A,,, = 4, =A% ,_, — A2_))/2

D’aprés b, les 4, commutent deux a deux. On peut donc écrire
A'H-p - An = (An+p——l - An*l)'(An+p—l + An-- 1)/2 .

Puisque | 4; | <./a, onen déduit || 4,,, — 4, | <</a.!l Aus,-; — A,_, |. De proche en
proche on obtient | 4,,, — 4, | < (/&)1 4, — 4 | < (/a)'*". Puisque 0 <./a < 1,
il en résulte que A, est une suite de Cauchy, qui converge donc vers un ¢lément S de 'espace
complet End (E).

d) (1 —S)* =B

11 suffit de faire n - + oo dans la relation qui définit 4, par récurrence.

Notons que, puisque || 4, | <./a, on a || S| <./a Autrement dit R =1 — S vérifie
1 — R < /a Ainsi R =./B reste dans la boule B(l,,/r) si B est dans la boule B(l, r)
de centre 1 et de rayon r < 1 de End (£).

e) La différentielle de l'application Q : End (F) — End (E) de classe C®, définie par
Q(A) = A% est DQ(A).h = A.h + h.A pour he End (E). 1l en résulte que DQ(1) est inver-
sible. D’aprés le théoréme des fonctions inverses et (2.9. chap. 5), Q est donc un difféomorphisme
de classe C* d’un voisinage U de | = id sur son image. Prenons r < | assez petit pour que
B(l,{/7) = U. Alors, d'aprés d, Q ~* restreint a B(1, r) n'est autre que I'application BsmR=./B
que nous avons construite. Cela montre I'unicité de la racine carrée et prouve que B ~./B
est C*®. O

PREUVE DU LEMME DE MORSE-PALAIS. 3.4. — On peut supposer que U est une boule ouverte
de centre O. Cela permet d’appliquer le théoréme fondamental du calcul intégral (6. 6. chap. 2),
d’abord a f, ensuite a Df :

1
f) = ) - f(O)'=J DfEx)-x.di
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Df(tx) = Df(tx) — Df(0) = J D? f(stx).tx.ds .

0

On en déduit

1 a1
S(x) =f J D? f(s.t.x).(x, x).t.ds.dz .
0 Jo

Draprés la propriété (d.6.4. chap. 2) on peut donc écrire f(x) = g(x).(x, x), ou

1
(3.5) g(x) =f J D? f(s.t.x).tds.dr.
0

0

Ainsi g est une application de classe C* de U dans I'espace de Banach £(E, E; R), qu'dn sait
étre canoniquement isomorphe &8 #(E; £(E; R)) = £(E; E*) [Appendice A]. D’autre part,
le produit scalaire { , ) de E induit un isomorphisme canonique h € E» { h, . > e E* En
conséquence, £ (E, E; R) est canoniquement isomorphe a £(F; E) = End (F). L'image
A(x) de g(x) dans cet isomorphisme est donnée par

i3.6) g(x).(h, 1) = C A(x).h, 1> pourh leFE.

En particulier

1
(3.7 EDZf(O)-(x, x) = g(0).(x, x) = € A(0).x, x >,
qui montre que 4(0) est un isomorphisme, puisque 0 est un point critique non dégénéré. Ainsi

(3.9 f(x) = CAx).x,x) pourxeU.

Nous cherchons un diffeomorphisme local ¢ tel que ¢(0) =0 et f(x) = %Df(O).(q)(x), @(x)),
c’est-a-dire, d’apres (3.7) et (3.8),
(3.9 CAX).x, x ) = A(0). (x), p(x) > .

Pour I'exhiber, posons B(x) = A4(0)~'. A(x). Puisque g est continu, A I'est aussi, d’aprés (3. 6).
Quitte & réduire U on peut donc supposer que A(0)~'. A(x) est voisin de 4(0)"'.4(0) = 1;
Cest-a-dire que | 1 — B(x) | < 1 pour x e U.

D’apres le lemme précédent, B(x) posséde une racine carrée R(x). Nous allons montrer que
@(x) = R(x).x répond a la question.

a) ¢ est de classe C*.

En effet, g étant de classe C¥, A et B = A(0)~'. A le sont aussi, d’aprés (3. 6). Comme I'appli-
cation «racine carrée » est C®, l'application composée x m» B(x) > R(x) =\/W est de
classe C*.

b) ¢ est un difféomorphisme local et ¢(0) = 0.

D’aprés la regle de Leibniz on a Do(x).h = DR(x).(h, x) + R(x).h pour h € E. En sorte que
De(0) = R(0) =./B(0) = 1 est un isomorphisme. Il suffit alors d’appliquer le théoréme
d’inversion locale.

Bien str ¢(0) = R(0).0 = 0.

¢) Il reste a montrer que ¢ vérifie (3.9).

D’aprés le théoréme de Schwarz (1.5. chap. 4), D2 f( ) est symétrique. D’aprés(3.5), il en est
donc de méme de g(x). Il résulte alors de (3.6) que A(x) est égal a son adjoint A(x)*. On en
déduit B(x)* = [A(0)~"'. A(x)]* = A(x).A(0)™"; ou encore B(x)*.A4(0) = A(x) = A(0). B(x).

On peut remplacer, dans cette derniére relation, B(x) par un polynéme quelconque en B(x).
Comme R(x) =./B(x) est la limite d’une suite de tels polynémes (lemme précédent), on a
encore R(x)*.A(0) = A(0). R(x).
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Finalement < A(0). o(x), ¢(x) > = {( A(0). R(x).x, R(x).x> = { R(x)*. A(0). R(x).x, x > =
{CA0).R3(x).x, x ) = { A(0).B(x).x, x > = { A(x).x, x ). O

Remarque. — Le lecteur trouvera dans (R. Abraham et J. Marsden, pages 175-176) une preuve
encore plus courte, mais qui nécessite la mise en ceuvre de notions étranggres a ce livre.

Corollaire. 3.10. — Les points critiques non dégénérés de f sont isolés.

Corollaire. 3.11. — Soit f: R" > R une fonétion de classe C**%, k > 1. Supposons que
f(0) = 0 et que 0 soit un point critique non dégénéré de f. Alors, il existe sur un voisinage de 0
des coordonnées locales (x;) ou f s’exprime par (x,)*> + = + (x,)2 — (x,.,)? — - — (x,)°.

En particulier, la classe de C*-conjugaison locale en 0 de f est caractérisée par le nombre
de carrés affectés du signe + qui interviennent dans la décomposition en somme de carrés de la
forme quadratique D2 f(0).(h, h).

Note. — Le lecteur trouvera d’autres applications du lemme de Morse-Palais dans le chapitre
« Calcul des variations ».

4. Linéarisation des champs de vecteurs

Conjugaison dans le groupe des difféomorphismes. 4.1. — Revenons a la C*-conjugaison
définie en 1.1 et aux notations que nous avions utilisées : f: E — E’ est C*-conjugué a
fi: E, » E; sl existe des C*-diffeomorphismes ¢ : E - E| et ¢’ : E' - E; tels que
fi=¢ofop™h.

Cela implique que tous les C*-difféomorphismes f : E — E sont C*-conjugués a 'application
identique :

E—' +E

idg £

Em—i¥_ .p

La C*-conjugaison est donc une classification trés grossiére lorsque la source E et le but E’
coincident. Nous allons la raffiner.

Nous dirons que deux applications f : E —» Eet f, : E - E de classe C* sont conjuguées
dans le groupe Diff*(E) des C*-diffeomorphismes de E s'il existe ¢ e Diff* (E) tel que
fi = ®o fo¢ ![ondit, le plus souvent, « conjuguées » si le contexte évite les ambiguités].

De nouveaux invariants apparaissent. Si a est un point fixe de f, alors ¢(a) est un point fixe
de f,. Plus généralement, I'image par ¢ de chaque orbite { f"(a) : n € N } de f est une orbite
de f,. Le nombre d’orbites de période P (c’est-a-dire comptant P éléments distincts) est donc
un invariant.

Le lecteur définira sans peine la notion locale correspondante en s’inspirant de 1.2.

Conjugué d’un sous-groupe a un paramétre de difféomorphismes. 4.2.

Supposons que F : R x £ — E soit un sous-groupe a un parametre ¢ € R de difféomor-
phismes de E (voir 5. chap. 7). On vérifie immédiatement que son transformé ¢ o F,o0 ¢!
par ¢ e Diff* (E) en est également un.



LINEARISATION DES CHAMPS DE VECTEURS 91

Cherchons a exprimer son générateur, noté ¢ = X, a partir du générateur X de F. Le théoréme
de différentiation des applications composées entraine

1 1

d _ _ d
GleeFiee (] =Dole™" x) - G Ft. o™ %)

=@ t=e

! x). Le champ de vecteurs ¢ * X s’appelle

Par conséquent, (¢ * X ) (x) = Do(@~' x).X(¢"
I'image de X par .

Notons que, puisque Dy est de classe C*7!, ¢ * X est de classe C*~!. C’est un exemple
d’un champ de vecteurs de classe C*~ ! qui engendre pourtant un flot ¢ o F, 0 ¢~ ' de classe C*.
Ce qui, bien entendu, ne contredit pas le théoreme (3. 10. chap. 7).

Etant donné un sous-groupe a un parametre de difféomorphismes F, (ou son générateur X'),
cherchons s'il existe un difféomorphisme ¢ tel que g o F, 0 ¢~' (ou ¢ * X) présente une forme
plus simple. En particulier, peut-on choisir ¢ de fagon que ¢ o F, o ¢~ ' soit un sous-groupe
a un parametre de translations de £ ? c’est siirement impossible en toute généralité : une
translation n’a pas de point fixe, alors que F, peut en posséder.

Si a est un point fixe de F,, c’est-a-dire si F(z, @) = a pour tout ¢, alors X(a) = 0 (et réci-
proquement). On dit que a est un peint critique de X. Un point de E ot X ne s’annule pas
s’appelle un point régulier de X ; en conformité avec la terminologie introduite en 3. 1.

L’existence de point critique de X est, nous venons de le voir, une obstruction a la transfor-
mation de F, en groupe de translations. Nous allons voir que, localement, c’est la seule.

Théoréme du redressement. 4. 3. — Soit a un point régulier d’un champ de vecteurs X de classe C*,
k = 1, défini sur un ouvert §2 d’un espace de Banach E. Alors, il existe un voisinage ouvert U
de a et un C*-difféomorphisme ¢ : U — @(U) tels que ¢ * X soit constant sur o(U).

En particulier, si E = R", il existe un systéme de coordonnées locales (x,, ..., x,) en a dans
lequel les composantes du champ X somt X, = 1, X, = - = X, = 0. Dans ce systéme de
coordonnées, @ o F o @' s'écrit (x|y...,x,) » (X, + t, X;,.0, X,) ¢ Cest bien un groupe
(local) de translations.

PREUVE. — Sans perdre en généralité, on peut supposer que a est l'origine O de E. Soit E’
un sous-espace fermé supplémentaire de I'espace engendré par X(0):E =R.X(0)® E".
Alors Q n E’estun voisinage ouvert de O dans E'.

Soit F(z, x) le flot local défini par X [voir 5.5. chap. 7]. Puisque F est continue, on peut
choisir un voisinage ouvert U de O dans Q n E’ et un intervalle ] — 2 r, 2 r[ tels que F(z, u) € Q
si—2r<t<2rueU PosonsI =] — r, r[etsoitG larestrictionde Fal x U.Puisque X
est de classe C*, il en est de méme de F et de G (3. 10. chap. 7). Cherchons la différentielle de G
en (0,0). Si (h, k) e R x E' on a DG(0, 0).(h, k) = D, G(0,0).h + D, G(0, 0). k. Mais

D, G(s, u) = %F(l, w| = X[Fs ]

t=s

donc D, G (0,0).h = h. X(0). D’autre part F(0, u) = u entraine D, G(0,0). k = k. Par consé-
quent DG(0, 0) : (h, k) » h. X(0) + k est un isomorphisme de R @ E’ sur E. D’aprés le théoréme
d'inversion locale, et quitte a réduire r et U, G est donc un C*-difféomorphisme de I x U sur
G(I x U).

Posons ¢ = G ™! et cherchons ¢ o F,o ¢~! =G~ '0oG pour — r <t < r(de facon a ne
pas sortir de Q). Puisque F,[F ()] = F,, (u), on obtient

@oF oo l:(ssu)el x Um(s+ t,wye)]—-2r,2r[x U.

L’image de F, par ¢ est donc une translation (s, u) » (s + t,u) de R @ £’ ~ E. Son géné-
rateur ¢ * X est le champ constant ¢ x X(0) = (1, 0). (]

Remarques. — @) On appelle ce théoreme le théoreme de redressement, ou de linéarisation,
parce que les orbites de ¢ o F, o ¢~ ! sont des droites paralléles.
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Fig. 4.

b) Le théoréme de dépendance C* par rapporta x de F (x) se « lit » immédiatement sur son
expression ¢ o F, o ¢~ ! dans la carte (I x U, ¢).

¢) Une autre preuve, fort ingénieuse, figure dans (E. Nelson).

Corollaire. 4.4. — Un champ de vecteurs X différentiable sur R" posséde n — 1 intégrales pre-
miéres, dont les différentielles sont linéairement indépendantes en chaque point d’un voisinage
d’un point régulier de X.

PREUVE. — Soit O ce point régulier. Il existe au voisinage de O des coordonnées locales
(x,, ..., X,) ou le champ ¢ * X a pour composantes (1, 0, ..., 0). I en résulte que les fonctions
coordonnées x,, ..., x, sont des intégrales premiéres de ¢ * X (voir 4. 5. chap. 7). Evidemment
les différentielles de x,, ..., x, sont linéairement indépendantes en chaque point.

Il en résulte que x; 0 ¢, i = 2,..., n, constituent n — 1 intégrales premieres de X, dont les
différentielles sont linéairement indépendantes en chaque point. En effet, d’aprés le critere
(4.5. chap. 7) et 4.2, si x = ¢(y), on a

D(x; o ) (1)-X(¥) = Dx;(¢(y). Do(y). X(y) =
=Dx(x).Dp(¢ ™" x). X(¢ ! x) = Dx(x).(¢ * X) (x) = 0. C

Remarque. — Il faudrait se garder d’en déduire qu'un champ de vecteurs, défini sur un ouvert U
quelconque de R" ou il n’a pas de point critique, posséde n — 1 intégrales premiéres définies
sur U tout entier et dont les différentielles en chaque point sont linéairement indépendantes.

Voici un contre-exemplesin = 4 :

Considérons dans R* = { m = (q;, q,, P, P,) } le champ de vecteurs X de composantes
(P1»P2 — 41> — 2 q,). 1l ne posséde pas de point critique sur 'ouvert U = R* — {0 }. Il est
facile de voir (6.1. chap. 5 que f(m) = (p,)* + (g,)* et g(m) = (p,)* + 2(g,)* sont des
intégrales premiéres dont les différentielles Df(m) et Dg(m) sont linéairement indépendantes.
Par contre, il n’existe pas de troisiéme (ici » — 1 = 3) intégrale premiére A telle que Df(in),
Dg(m) et Dh(m) soient linéairement indépendantes en tout point de U. La raison en est que la
courbe intégrale de X, issue de chaque point a de U, est partout dense sur le sous-ensemble
/@ g ).

Le lecteur le prouvera en s’appuyant sur le théoréme de Jacobi-Kronecker : chaque orbite
de la rotation z ~» e2™r,z du cercle { ze C : |z | = 1 } est partout dense sur le cercle si r e R
est irrationnel (dans le cas qui nous occupe r = \/i)

En s’inspirant de ce qui précéde, le lecteur pourra construire un contre-exemple sur R* :
qu’il songe a une bobine torique sur laquelle s’enroule un fil figurant une orbite.

Par contre, on peut démontrer (W. Kaplan, 1940) que les courbes intégrales d’un champ de
vecteurs différentiable et sans point critique de R? sont les lignes de niveau f~'(r) d’une
fonction f:R? — R. Cette fonction est donc une intégrale premiére globale.

Notes. — Le probléme de la classification par conjugaison dans le groupe des difféomorphis-
mes motive quantité de recherches contemporaines. Le lecteur trouvera dans (V. Arnold)
la classification des points critiques des champs de vecteurs linéaires : X : x a» A(x), ou
A € End (E). 1l trouvera dans (E. Nelson) celle des points critiques des champs de vecteurs
quelconques. Enfin (R. Abraham et J. Marsden) et (M. Hirsch et S. Smale) fourmillent d’infor-
mations sur ce sujet.
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Ce chapitre introduit les notions de sous-variété différentiable, d’espace tangent en un
point d'une sous-variété et d'application différentiable d'une sous-variété dans une autre.

1. Sous-variétés différentiables

Considérons, dans l'esprit du chapitre précédent, que deux sous-ensembles d’un espace
de Banach E sont équivalents s’ils se déduisent I'un de 'autre par un difféomorphisme ¢ : E—E.
A ce titre, les sous-ensembles les plus simples sont ceux qui sont équivalents a un sous-espace
vectoriel, ou a un ouvert d’un tel sous-espace. Un morceau de courbe ou de surface de 'espace
ordinaire est généralement de ce type. Par contre, un cercle ou une sphére ne sont que loca-
lement homéomorphes & une droite ou un plan. Si nous souhaitons les inclure dans notre étude,
il faut «localiser » la notion d’équivalence par difféomorphisme.

Premiére définition des sous-variétés. 1.1. — Soit F un sous-espace de Banach d’un espace
de Banach E. Une partie M de E est appelée sous-variété de classe C* de E modelée sur F, si
tout point me M posséde un voisinage ouvert U tel quil existe un C*-difféeomorphisme ¢
de U sur ¢(U) vérifiant (U n M) = o(U) N F.

On peut dire encore de fagon équivalente (voir 1. chap. 8), qu’au voisinage de chaque point
m e M, on peut trouver une carte (U, @) telle que (U N M) = ¢(U) n F.

Cette définition générale étant donnée, nous nous limiterons dans la suite au cas ou E est
un espace vectoriel réel de dimension ». Si le sous-espace F est de dimension d, on dira que M
est une sous-variété de E de dimension d (ou de codimension n — d).

Nous omettrons le plus souvent le qualificatif « C* » ; étant entendu que k > 1.

EXEMPLE. — Le cercle unité S’ est une sous-variété C* de dimension 1 de R? = { (x, y) }.
by
\
e,

. Olus SH

{u y
o) F

S1
Fig. 5.

Ici, @ : (x, y) »> (Arctg i [x? 4+ 242 ~ 1>,

ExeMPLE. — Tout sous-espace affine de dimension d est une sons-variété de dimension d.
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Conséquences. 1.2. — a) Si d =n, alors F = E et I'on a o(U n M) = (U) N E = ¢(U).

DoncU n M = Uet U = M.Les sous-variétés de dimension maximale sont doncdesouverts
de E (et réciproquement).

b) Sid=0, alors F={0}etl'onaoUnM)=¢eU)nF={0}. Donc Un M se
réduit au point ¢~ '(0). Les sous-variétés de dimension nulle sont donc des parties discrétes
de E (et réciproquement).

¢) L'image d’une sous-variété par un difffomorphisme f : £ — E est une sous-variété de
méme dimension.

d) Puisque ¢ induit un homéomorphisme de U n M sur un ouvert ¢(U) n F de F, une
sous-variété de dimension d posséde, localement, les mémes propriétés topologiques que RY.

EXEMPLES. — Otons un point m a une sous-variété M de dimension 1. Alors un voisinage de
M — {m} est formé de deux parties connexes disjointes. Cest pourquoi la partie de
R? = {(x,y)} d’équation x.y = 0 n’est pas une sous-variété : privée de l'origine, elle est
formée de quatre composantes connexes.

Méme raisonnement pour I'image A de la courbe f : R — R? dont voici le dessin,

10
Fig. 6.

et oula fleche indique que f(¢) tend vers f(0) lorsque t —» + oco. Auvoisinagede f(0), 4 —{ f(0) }
est formée de trois composantes connexes.

Seconde définition des sous-variétés. 1.3. — Pour qu’une partie M d’un espace vectoriel £ de
dimension # soit une sous-variété de dimension d, il faut et il suffit, que tout point me M
posséde un voisinage ouvert U sur lequel soient définies n — d fonctions f; : U — R de classe
C* telles que

a) U n M soit 'ensemble des zéros communs a ces fonctions ;

b) les formes linéaires D, f(u), i = 1,...,n — d, soient linéairement indépendantes pour
uel.

PREUVE. — La condition est nécessaire. — Identifions EAR" = R? x R" “et FaR? x {0}.
Si (U, o) est la carte de la définition 1.1. et si (x,, ..., x,) sont les coordonnées canoniques de
E = R" les fonctions f; = x;0 ¢, i =d + 1,..., n, vérifient trivialement a et b.

La condition est suffisante. — Soit me M. Complétons les formes linéaires Df(m), i=d+1,...,n,
qui sont linéairement indépendantes, par des formes linéaires f|, ..., f;, de facon a former une
base de £*. D’aprés (1.5. chap. 8), (f, .., f,) est un systéme de coordonnées locales sur un
voisinage V' < U de m. L’application ¢ : V' — R" = E de composantes f/, ..., f, est un difféo-
morphisme de V sur ¢(V) vérifiant o(V n M) = o(V) n(R? x {0}). 0

Mise en garde. 1.4. — Supposons qu’une partie M de E soit 'ensemble des zéros communs
a n — d fonctions g,. Il peut se faire que les différentielles des g; ne soient pas linéairement
indépendantes sur M et que, pourtant, M soit une sous-variété. Cela signifie simplement que
les g, sont mal choisies.
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EXEMPLE. — Soit M I’ensemble des zéros communs aux fonctions g, : (x,y,z) e R> wm x? et
g; : (x, », 2) € R® as 2 Les différentielles Dg, et Dg, s’annulent sur M. Pourtant M est une
sous-variété. Il fallait choisir f(x, y, z) = x et fi(x,y,2) = y.

ExempLE. — Nous avons vu que I'ensemble A des zéros de g, : (x, y) € R? » xp n’est pas une
sous-variété. Pourtant, le fait que Dg, s’annule sur 4 ne suffit pas a le prouver. Rien ne dit,
a priori, qu’une autre fonction f; n’aurait pas fait l'affaire.

Rappelons (voir 5. chap. 2) que si ¢ est une application différentiable d’'un ouvert U de
I'espace de Banach E dans un espace de Banach £’, un point a € U est dit point critique (resp.
régulier) de g si Dg(a) n’est pas (resp. est) surjective. Un point b € £’ sera dit une valeur réguliére
de g si g 7*(b) ne contient pas de point critique.

Corollaire. 1.5. — Soit g une application différentiable d’un ouvert U de E dans E’'. Supposons
que b € E' soit une valeur réguliére et que g~ '(b) ne soit pas vide, Alors g~ '(b) est une sous-
variété de E de codimension dim E'.

PREUVE. — Identifions £’ a R” par un choix de coordonnées linéaires. Soient (g, ..., ¢,)
les composantes de g et (b, ..., b,) celles de b. Posons f; = g; — b;. Alors g 'b) ={xeU:
filx) =0,i=1,..,p} et, puisque Dg(x) est surjective, les Df(x) = Dg/(x) sont linéairement
indépendantes pour x € U. Il suffit maintenant d’appliquer 1. 3. O

Remarque (troisiéme définition des sous-variétés). 1.6. — En fait, on a prouvé :

Pour que M soit une sous-variété de dimension d de £ = R", il faut et il suffit que chaque
point m € M posséde un voisinage ouvert U tel qu’il existe une applicationg: U - F = R*" ¢
vérifiant

a) Dg(u) est surjective pour u € U ;

by M nU =g '(b)pourbeF.

La suffisance vient d’étre montrée. La nécessité est contenue dans I'énoncé 1. 3.

EXEMPLE (SPHERES). 1.7. — La sphére S" de R"*! = {(x,,..., X,,,)} est une sous-variété
de dimension .

En effet S" = f71(1), ott f:(x;,...., Xps1) ER"" 1 4o x2 + =+ + x2, | € R. D’autre part + 1
est valeur réguliére de f, car Df(x) = (2 x,, ..., 2 x,, ;) ne peut s’annuler sur S".

EXEMPLE (GROUPE UNIMODULAIRE). 1.8 — Identifions A € End (R") 4 sa matrice n x n dans
la base canonique. Puis identifions cette matrice 4 un ¢lément de R™, en lisant ses éléments
de gauche a droite et de haut en bas (le lecteur arabisant fera la correction qui s'impose).

Le groupe GL () des automorphismes de R” est un ouvert de R™ car c’est I'image inverse de
I'ouvert R — { 0} par l'application continue f : A4 € End (R") » déterminant (A4).

Nous allons montrer que le groupe unimodulaire SL (1) = f~!(1), formé par les endo-
morphismes de déterminant + 1, est une sous-variété de R”*. L’application f est C®, car f(4)
est un polynéme en les coefficients de 4. Ceest un polyndme homogene de degré n,

donc f(t.4) = t".f(A) pour t € R. llenrésulte Df (1. 4).A = %f(tA) = n.t""'.f(A4). Faisons

t =1:Df(4). A = n.f(A). Par conséquent Df(A4) # 0 sur SL (n) = f~*(1). Ainsi + 1 est
valeur réguliére de f : U — Retil suffit d’appliquer 1.5.

EXEMPLE (GROUPE ORTHOGONAL).1.9. — Une matrice n x n symétrique posséde n(n + 1) [2
¢éléments distincts. Cela permet d’identifier 'ensemble S des endomorphismes symétriques s
(Cest-a-dire égaux a leur transposé ‘s) 4 R"** %2 comme nous avons identifi¢ End (R") 4 R™.

Considérons l'application f de I'ouvert U = GL (n) de R™ dans S = R""* V72 dgfinie
par f(4) = 'A.A.C’est évidemment une application C*. D’apres la régle de Leibniz, Df(4).h =
'h. A + 'A.h pour h € End (E). Montrons que Df(A4) est surjective. En effet, si s € S, on a bien
Df(A).h = sen prenant h = '(4~').s/2. Il en résulte que idg. € S est une valeur réguliére de f.

AVEZ. -— Calcul différentiel 4
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Comme le groupe orthogonal O (n) de R" n’est autre que f~!(idg.), 1.5. montre que O (n)
est une sous-variété de R™ de dimension #* — n(n + 1)/2 = n(n — 1)/2.
La preuve de la généralisation suivante de 1.5. est laissée a la discrétion du lecteur :

Théoréme. 1.10. — Soit f une application de classe C* d’un ouvert U de E dans F. Supposons
que Df (u) soit de rang constant r pour u € U. Alors Pimage inverse f ~ ' (b) (supposée non vide)
d’un point b e F est une sous-variété de classe C* de E, de dimension dim (E) — r.

Graphe d’application. 1.11. — Soient £, et £, deux espaces vectoriels de dimension finie,
U, un ouvert de E, etg : U, —» E, une application de classe C*. Alors le graphe { (u,, g(u,)) :
u, € U, } de g est une sous-variété de E = £, @ E, de dimension égale a celle de E|.

PREUVE. — Identifions £, a R” via des coordonnées linéaires, et soient (g ,, ..., g,) les compo-
santes de g. Le graphe de g est I'ensemble des points (4, x,, ..., x,) de 'ouvert U, x R" de E
tels que x; — gw) =0, i =1,...,r. Si P'on pose f(u, x,,...,x,) =x; — g/u), c’est encore
I'ensemble des zéros communs aux fonctions f. Comme les Df; sont linéairement indépendantes
en chaque point, 1.3. entraine le résultat.

Nous allons montrer que chaque point m d’une sous-variété M posséde un voisinage ouvert U
tel que U n M soit le graphe d’une application g comme ci-dessus. Nous aurons obtenu ainsi
une quatriéme caractérisation des sous-variétés de dimension d : localement, ce sont des
graphes d’application d’un ouvert de R? dans un R". O

Proposition. 1.12. — Soit M une sous-variété de dimension d de R" = { (x,, ..., x,) }. Quitte
d permuter x |, ..., X,, tout point m € M posséde un voisinage U tel que U n M soit le graphe
d’une application g d’un ouvert de R® = { (x,, ..., x4, 0, ..., 0) } dans

Rr4 = { (0, cony 0, Xgt19 eeey xn) } .

PREUVE. — Drapres 1. 3. il existe un voisinage U de met n — d fonctions f; : U -» R telles que
U n M soit 'ensemble des zéros communs aux f; les différentielles Df; étant linéairement
indépendantes.

Soit f: U — R""¥Tapplication de composantes f,. On peut extraire de la matrice jacobienne
de fun mineur (n — d) x (n — d) de déterminant non nul. Autrement djt, quitte 4 permuter
les coordonnées de R", on peut écrire R" = ((uy,u;): u; e R4 u, e R*™*) de sorte que
D, fe #(R"*; R"™%) soit un isomorphisme. D’aprés le théoréme des fonctions implicites
(5.2. chap. 3), il existe une application g : u, » u, d’'un ouvert U, de RY dans R"~“ telle que
S(uy, g(uy)) = 0. L’ensemble des zéros de fest donc le graphe { (u, g(u,)) :u, € U, } deg.

EXeMPLE. — Le cercle S' = {(x, y) eR? : x> + y? =1} est localement (mais non globale-
ment) le graphe d’applications différentiables de R dans R : S' est la réunion des U; n S,
oun U ={IxI<lLy>0}, Uy={lxI<lLy<0}, Uy={x>0,lyl <1}, Uy =
{x<0,|yl<!1}LesU nS'i=1I,..,4, étant les graphes respectifs des applications

.\‘wy=\/1—x2, xmy=—/1 —x%,
yrmx =1 —)? yamrx = = /1 -y,

Paramétrisation. 1.13. — Soit M une sous-variété de R" de dimension d. Nous venons d’établir
que chaque point m € M posséde un voisinage ouvert U tel que U n M soit le graphe d’une
application g d’un ouvert V de R? dans R"~ . Autrement dit U n M est I'image de I'application
p:xeVm(xgx)eUcR! x R4 =R" La différentielle Dp(x) = (idg d, Dg(x)) est
évidemment injective. D’autre part, p étant une application continue de V dans U, c’est encore
une application continue de V sur U n M muni de la topologie induite. Enfin, la restriction g,
a M n U, de la projection canonique R" = R? x R"™¢ — RY sur le premier facteur est con-
tinueetgop = idy, poq = id, .y ; ainsi p est un homéomorphisme de V sur U n M.

Cela montre que la condition énoncée dans la cinquiéme caractérisation suivante des
sous-variétés est nécessaire :
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Cinquiéme définition des sous-variétés. — Pour que M soit une sous-variété de classe C*
et de dimension d de R", il faut et il suffit que tout point m € M posséde un voisinage ouvert U
dans R" tel que U n M soit I'image d’un ouvert V de R? par une application p : V — U de
classe C* vérifiant

a) Dp(x)estinjective pour xe V ;
b) pestun homéomorphisme de V sur U n M muni de la topologie induite par R™.
On dit que (V, p) est une paramétrisation (ou une représentation paramétrique) de U n M.

PrREUVE. — Il reste a montrer que la condition est suffisante.

Posons a = p~!(m). Puisque Dp(a) est injective, elle est de rang d et 'on peut trouver d
composantes de p dont les différentielles sont linéairement indépendantes en a. Supposons,
pour fixer les idées, que ce soient les d premiéres. Alors, si 7, : R" = R? x R"™¢ - R? est la
projection canonique sur le premier facteur, D(n, o p) (@) = n, o Dp(a) est un isomorphisme et,
d’apres le théoréme d’inversion locale, m, o p est un difféomorphisme d’un voisinage de a sur
son image dans R%. Notons encore V ce voisinage et U, = &, o p(V) son image.

p applique continiiment V' dans I'ouvert U de R™. Quitte a réduire V, on peut supposer que U
estle produitde 'ouvert U, de R? x { 0 } parunouvert U,de{ 0} x R" % Désignons par, :
R*=R* x R" 4 5> R"?={0} x R"? la projection canonique sur le second facteur.
Sixe V onap(x) = (x, o p(x), m, o p(x)). Comme =, o p est un difftomorphisme de V sur U,
en posant y = m, o p(x) on peut écrire p(x) = (¥, M © Po [rn, 0 p]~ ' (). Cela montre que
U~ M est le graphe de my0po[n, 0p]™! : U, - U,. Le théoréme résulte alors de 1.11.

O
EXEMPLE (TORE DE REVOLUTION). 1.14. — Le tore de révolution T2, obtenu en faisant tourner
un cercle de rayon r autour d’'une droite D de son plan située a une distance d > r de son centre,
est une sous-variété de R3,

En effet, prenons pour axe des z la droite D et situons le centre du cercle dans le plan z = 0.
Le tore est I'image de I'application

0, @) eRZ > (x =(d + r.cos ¢).cos 0,y =(d + r.cos ¢).sin 0, z = r.sin ¢) e R*.

La restriction p de cette application au produit / x J de deux intervalles de longueur infé-
rieure 4 2 7 est une paramétrisation de T2 (vérification immédiate).

EXEMPLE (RUBAN DE MOBI‘Us;,‘l .15. — L’image de l'application
OB,0eR x]) —1,1[> (x =(t.cos O + 2).cos 20,y =(t.cos O + 2).sin2 0,z = t.sin ) e R®

est une sous-variété de R3,
La restriction de cette application au produit / x ]— 1, 1[ d’un intervalle de longueur infé-
rieur & © par ] — 1, 1 est en effet une paramétrisation (le vérifier).

Mise en garde. 1.16. — Une courbe de R”", c’est-a-dire une application différentiable f d’un
intervalle / de R dans R”, n’a pas nécessairement pour image une sous-variété ; méme si f est
un homéomorphisme de I sur f(J).

Contre-exemple : € R » (2, £*) e R?, 4 cause du point de rebroussement a l'origine.

2. Espace tangent

Définition. 2.1. — Soit M une sous-variété de 'espace vectoriel E. Un vecteur v de E est dit
tangent en m a M s’il est le vecteur-vitesse en m d’une courbe tracée sur M et d’origine m.
C’est-a-dire s’il existe un intervalle ouvert / contenant 0 et une application différentiable y :
I - Etelsque y(t) e Mpourtel, y(0) = met y(0) = v.

L’ensemble des vecteurs tangents en m a M s’appelle I'espace tangent en m a M et se note
T, M.
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Théoréme. 2.2. — T,, M est un espace vectoriel de méme dimension que M.

PREUVE. — D’aprés la définition 1. 1., il existe un voisinage ouvert U de m et un difféomor-
phisme ¢ : U - E = R4 @ R" ¢ tels que o(U n M) = R? x {0 }. On peut supposer, sans
nuire a la généralité, que o(m) = 0.

Une courbe y, tracée sur M et d’origine m, a pour image ¢ o y une courbe tracée sur l'espace
vectoriel R? x {0} et d’origine @(m) = 0 et réciproquement.

Il en résulte immédiatement que Dp(m). T,, M = R? x {0 }; ce qui montre que T, M est
I'espace vectoriel Do(m)~'.(R? x {0 }) de dimension d = dim M. O

On identifie le plus souvent I'espace vectoriel T,, M a I'espace affine passant par m et paral-
lelea T,, M :

Fig. 7.

Les différentes définitions des sous-variétés conduisent a autant de caractérisations de
I'espace tangent. Voici celle correspondant a la seconde définition :

Théoréme. 2.3. — Reprenons les notations de 1.3. Alors T,, M est Uintersection des noyaux
des formes linéaires Df (m).

Preuve. — Cette intersection est un espace vectoriel T de méme dimension 4 que T,, M.
Tout revient donc a prouver que T,, M < T.

Soit y : 7 -» E une courbe tracée sur M et d’origine O. Alors f;[y(:)] = 0 pour re I. En
écrivant que la différentielle est nulle pour ¢+ = 0, on obtient Df(m).y'(0) = 0, ce qui montre
que Y(0) e T.

Voici la caractérisation correspondant a la troisiéme définition des sous-variétés.

Théoréme. 2.4. — Reprenons les notations de 1.5. Alors I’espace tangent en m a la sous-variété
de niveau g~ '(b) est le noyau de Dg(m).

PREUVE. — Semblable a celle de 2. 3. 0

EXEMPLE. — La sphére §” de R"*! = {(x,,..., x,4+,) | est la sous-variété de niveau g~ (1),

OU G(X s s Xpay) = XF + 7 + Xa,y ). )
ve T, S" est caractérisé par Dg(m).v = 0, c’est-a-dire ( m, v ) = 0 (ol { , ) est le produit

scalaire usuel de R"*'). On retrouve le fait que T,, S" est orthogonal au « rayon » mde la sphére.

Point de vue des graphes. 2.5. — Reprenons les notations de 1.11. Alors l'espace tangent en
m = (u, g(u)) au graphe de g est le graphe de Dg(u).

PREUVE. — Désignons par n, : E, @ E, - E, et n,: E, @ E, - E, les projections cano-
niques. On exprime qu’une courbe y:/ = E = E; @ E, est tracée sur

M= {(xgx)eE x E,}
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en écrivant n, o y(1) = g[=, o y(z)]. Différentions et écrivons que y(0) = (u, g(u)). On obtient
7,0 9'(0) = Dg(u) o m,.7'(0) qui s’exprime bien que y'(0) = (rn, o y'(0), 7, o y'(0)) appartient
au graphe de Dg(u) [et inversement]. O

Point de vue des paramétrisations. 2.6. — Reprenons les notations de 1.13. Soient (V, p) une
paramétrisation de U ~ M et ac V. Alors lespace tangent en m = p(a) @ M est Dp(a).R".

PREUVE. -— Soit s : I — V une courbe différentiable d’origine a. Alors p o sest une courbe tracée
sur M et d’origine p(a) = m. Son vecteur-vitesse D(p o 5) (0) = Dp(a).s'(0) décrit un espace
vectoriel T de dimension d lorsque s'(0) décrit R%, car Dp(a) est injective. Ainsi T = Dp(a).R?
estinclus dans T,, M etcesdeuxespaces sont de dimensiond ; ils coincident donc. O

EXEMPLE. 2.7. — Nous avons vu (1.2) qu'un ouvert M de E est une sous-variété de £ de méme
dimension que E. Son espace tangent en m € M n’est autre que E. En effet, en reprenant les
notations de 2.2., on peut choisir U = Meto = idy;alors T,, M = Dp(m)™'.E = E.

C’est ainsi que I'espace tangent en un point quelconque a la sous-variété ouverte GL (n)
de End (E) = R" [voir 1.7], n’est autre que End (£). Examinons ce qu’il en est pour quelques
sous-groupes de GL (n) qui sont aussi des sous-variétés de End (E).

ExeMPLE. 2.8. -—— Nous avons vu (1.8) que le groupe unimodulaire SL (n), formé des endo-
morphismes de R" de déterminant I, est une sous-variété de dimension n*> — 1 de End (R").

Cherchons son espace tangenten / = idg,.

Soit N le sous-espace de End (R") formé des endomorphismes u de trace Tr («) nulle. Si exp
désigne 'application exponentielle, considérons la courbe y : t € R ~» exp(t.u) € GL (n), u € N.
C’est une courbe d’origine I qui, d’aprés (2.4. chap. 5), est tracée sur SL (n). D’apreés (2.6.
chap. 5), son vecteur-vitesse en / est y'(0) = u. L’espace T; SL (n) contient donc N. Comme
dim T, SL(n) = dim SL (n) =#*> — 1 = dim N, on voit que T,SL(n) = N.

Nous apprendrons ultérieurement a déterminer I'espace tangent a SL (#) en un point
quelconque.

EXEMPLE. 2.9. — Nous avons vu (1.9) que le groupe orthogonal O (n) est une sous-variété
de dimension n(n — 1)/2 de End (R").

Cherchons un espace tangent en / = idgn.

Soit A4 le sous-espace de End (R") formé des endomorphismes a antisymétriques : ‘a = — a
[cest-a-dire ( a(x.), x> = 0 pour x € R", ot { , ) est le produit scalaire usuel]. Considé-
rons la courbe y : 1€ R m exp(t.a), ou a € A. Si F(¢) désigne le carré scalaire de exp(z.a).x,
ol x € R” la régle de Leibniz et (2.6. chap. 5) entrainent F '(r) = 2 { a.exp(z.a).x, exp(ta).x ),
qui est nul puisque @ est antisymétrique. Par conséquent F(r) = F(0); ce qui montre que la
courbe y d’origine I est tracée sur O (n). Toujours d’apres (2.6. chap. 5), y(0) = a. L’espace
T, O (n) contient donc 4. Comme dim T, O (1) = dim O (1) = n(n — 1)/2 = dim A4, on voit
que T, O (n) = A.

ExeMPLE. 2.10. — Munissons R*" = {(q,p) : qe R", peR"} de la forme symplectique w
définie par (voir 2.12. chap. 6) : w[(q, p), (¢',P)] = {q.p > — {q.p >

Le lecteur montrera que le sous-groupe Sp (n) de GL (2 n), formé des opérateurs s tels que
w[s.( ), 5.0 )] = o[(),( )], est une sous-variété de End (R2").

Il montrera aussi que T, Sp(n) est formé des applications symplectiques infinitésimales,
Cest-a-dire des o € End (R?") tels que @[ a.(), ()] + »[() 0.()'] = 0 pour (), () € R*".

" 3. Applications différentiables

Définition. 3.1. — Soient M une sous-variété de I'espace vectoriel £, M’ une sous-variété de
I’espace vectoriel £', et f: M - M’ une application. On dit que f est de classe C* en me M
s’il existe un voisinage ouvert U de met une application

f:U - f(U) telle que Floasw = Juom
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S: 1 est de classe C* en chaque point de M, on dit que f est de classe C*.
S1 M est un ouvert de E, on peut prendre f = f, et 'on retrouve la définition usuelle.

Application linéaire tangente. 3.2. — Avec les notations précédentes, D f(m) appllque T, M
dans T, M’ etsa restrictiona T,, M ne dépend que de £, et non pas du choix de f.

PREUVE. — Soit y : I - U n M une courbe tracée sur M et d’origine m. Alors fo y est une
courbe tracée sur M’ et d’origine f(m) = f(m). Comme fo y(¢) = fo y(t) pour t€l, on a
Df(m).y(0) = (fo ) (0) = (f 7)Y (0); ce qui montre que D f(m).y(0)e Ty M’ ne
dépend pas de f

La restriction de D fim) a T, M est donc I'unique application linéaire T, f: T,, M- TimM'
telle que T,, f-7'(0) = (fo y)' (0) pour toute courbe différentiable y tracée sur M et d’origine m.
On l'appelle ’application linéaire tangente & f en m. d

EXEMPLE. — Si M est un ouvert de £, alors T, f n’est rien d’autre que Df (m), considérée comme
application linéaire de E dans le sous-espace Df(m).E de E".
On peut encore interpréter T, f comme I'application (m, y'(0)) ~ (f(m), Df(m).y'(0)) que
nous avions introduite en (2.6. chap. 1), précisément sous le nom d’application tangente.
Comme en (2. 6. chap. 1), on a le résultat suivant, dont la preuve est immédiate :

Théoréme de composition des applications. 3.3. — Sif: M - M’ et g : M’ > M" sont des
applications de classe C* de variétés de classe C*, alors g of : M — M’ est une application
de classe C* et T, (gof) = Tymygo T, f

Difféomorphismes de sous-variétés. 3.4. — On dit que f: M — M’ est un difféomorphisme
de la sous-variété M sur la sous-variété M’, si f est bijectiveet si f et f~! sont différentiables.
On dit que f est un diffeomorphisme local en'm e M, s’il existe un voisinage ouvert U,,
de m sur M (pour la topologie induite par £) et un voisinage ouvert V,,. de f(m) sur M’ (pour
la topologie induite par E’) telle que la restriction de f a U,, soit un difféomorphisme de U,
sur V.
S'il en est ainsi, T,, f est bijectif, car f~'of = idy,, implique Ty, f~' o T, f = idy .

ExemMPLE— Si (V, p) est une paramétrisation d’'un ouvert U,, = U n M de M, alors p est un
diffeomorphisme de la sous-variété ouverte V de R? sur U,

EXEMPLE. — Reprenons l'identification End (R”) = R™.

Si ue GL (n), l'application L, : End (R") —» End (R"), définie par L,(g) = uog, est de
classe C®. On l'appelle la translation a gauche par w. Elle posséde un inverse, a savoir L, -,
C’est donc un difffomorphisme.

On définirait de la méme maniére une translation a droite R, : g » g o u.

Supposons que u € SL (n). Evidemment L, laisse SL (») invariante, puisque c’est un groupe.
Par conséquent, la restriction de L, a SL (n) est un difféeomorphisme de SL (#) sur SL ().
Ce difféeomorphisme transporte donc I'espace tangent N en / = idg. sur I'espace tangent en u;
autrement dit T, SL(n) = uo N.

On a un résultat semblable pour O (n) : T, O (n) = uo A

Théoréme d’inversion locale pour les sous-variétés. 3.5. — Avec les notations précédentes, si
T, f est bijectif, f est un difféomor phisme local.

PREUVE. — Choisissons des paramétrisations (p, V) et (p’, V') de M et de M’ aux voisinages
respectifs de met f(m). Quitte a réduire V, on peut supposer que fo p(V) < p'(V’).

Soita = p~'(m). Alors, d'aprés 3.3, T(p' ‘o fop) = TP ' o T, foT, fest bijectif,
comme compos¢ de bijections. Le théoréme d’inversion locale pour les espaces vectoriels
implique qu’il existe un voisinage ouvert de a dans V (notons-le encore V') et un voisinage ouvert
de p'~ '(f(m)) dans V' (notons-le encore V') tels que p' ! ofop : V — V' soit un difféomor-
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phisme. Il en résulte que le composé de difféomorphismes f = p’o(p' "' ofop)op~! est un

diffeomorphisme. O

Notes. — Ce chapitre n’est qu'une introduction a des ouvrages plus complets, comme celui
de P. Malliavin. Le lecteur trouvera aussi dans (J. Milnor) des applications directes de ce qui
précede. En particulier une démonstration géométrique du théoréme fondamental de l'algebre :
Tout polynéme P : C — C non constant posséde au moins une racine.

On trouvera une application de 3.5. dans I'’Appendice H.
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Ce chapitre est consacré a I'étude des extrema d'une fonction a valeurs réelles définie
sur un espace vectoriel normé E. On s'attache particulierement aux espaces £ dont les
éléments sont des courbes d’'un espace vectoriel. Les conditions nécessaires de |'extremum
s’‘expriment alors par une équation différentielle, I'équation d’'Euler-Lagrange.

Le plus souvent ces questions ont pour origine des situations concrétes (Mécanique,
Physique) qui présentent des symétries. L'invariance de I'‘équation d’Euler-Lagrange par
ces symétries se traduit par I'existence d’'intégrales premiéres : c’'est le contenu du théoréme
de Noether.

1. Extrema libres. Extrema liés

Définition. 1.1. — Soient £ un e.v. normé, 4 une partie de £, fune fonction définie sur 4 et a
valeurs réelles. On dit que f présente un minimumrelatif en a € A s'il existe un voisinage ouvert
U de a dans E tel quef(a) < f(x) pour xe U n A

On définirait de la méme maniére un maximum relatif. D’ailleurs f présente un maximum
relatif en a si, et seulement si, — fprésente un minimum relatif en a.

On dit que f présente un extremum relatif en a si elle présente un minimum ou un maximum
relatif en a.

Le résultat qui suit a été établi en (3.2, chap. 3) :

AN
Théoréme. 1.2. — Pour qu’une fonction différentiable f : A — R présente un extremum relatif
en un point a intérieur a A, il faut que Df (a) = 0.

Remarqués. 1.3. — a) La condition Df(a) = 0 est nécessaire. Elle n’est pas suffisante.

CONTRE-EXEMPLE. — Si f: R — R est définie par f(1) = £3, alors Df(0) = 0. Mais 0 n’est pas
un extremum relatif.

CONTRE-EXEMPLE. — Si f: R? — R est définie par f(x,y) = x> — y%, on a Df(0,0) = 0.
Pourtant f'prend des valeurs des deux signes dans un voisinage arbitraire de (0, 0).

b) Si l'on utilise la condition Df(a) = 0 pour déterminer les extrema de fsur A4, et si 4
n’est pas un ouvert, on est condamné a examiner séparément les valeurs que prend f sur la
frontiére de 4. Mais cette frontiére peut étre 4 tout entier si, par exemple, 4 est une surface
de R3. Nous allons voir comment se tirer d’affaire si la frontiére de A est « assez réguliére »,
plus précisément si c’est une sous-variété de E.

Extremum lié. 1.4. — Soient M une sous-variété difféerentiable de £, U un ouvert de E qui
coupe M, fune fonction définie sur U et a valeurs réelles. On dit que f présente un extremum
(relatif) lié en me U n M si la restriction de fa U n M présente un extremum relatif en m.

EXEMPLE. — Si M est un sous-espace vectoriel de E et si f est différentiable, alors f|,, est
différentiable et D(f |y) (m) = Df(m) |5, (voir 2.4. chap. 1).

Lacondition d’extremum lié¢ s’'exprime donc par Df(m) |,, = 0. Cela n’implique évidemment
pas Df(m) = 0.
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Supposons, plus particulierement encore, que E soit un espace euclidien, de produit scalaire
{, ). La condition Df(m).v = 0, pour ve M, s'écrit  grad f(m), v ) = 0. Autrement dit,
le gradient de fen m est orthogonal a M.

Nous allons généraliser ce résultat.

Théoréme. 1.5. — Gardons les notations ci-dessus. Pour que la fonction différentiable f présente
un extremum li¢ en m sur la sous-variété M, il faut que la restriction de Df (m) d I'es pace tangent
T,, M soit nulle.

PREUVE. — Soientv e T,, Met y : I - E une courbe différentiable tracée sur M, d’origine m
et telle que y(0) = v. Evidemment (|, ) © 7(t) = fo y(t) pour ¢ € I, et cette fonction de ¢
présente un extremum relatif pour ¢ = 0. D’aprés le théoreme de différentiation des appli-
cations composées (3.3. chap. 9) et 1.2, on adonc T,(f |y ~a)-t =T, fov = Df(m).v =

SUfen© =0 0

A chacune des caractérisations de I'espace tangent correspond une traduction de ce résultat.
Donnons la plus utile et, pour cela, commengons par un lemme.

Lemme. — Soient a, b, . ..., b, des formes linéaires sur un espace vectoriel E de dimension n.
Supposons que b, .... b, soient linéairement indépendantes et que leurs noyaux soient contenus
dans celui de a. Alors a est combinaison linéaire des b;.

PrReuve. — Complétons les b, de fagon a former une base b,,...,b, de E*, et soit e, ..., e,
la base duale. 1l existe donc des constantes c; telles que @ = Y, c;. b, D'autre part I'intersection
des noyaux de b, ..., b, est I'espace engendré par e,, , ..,¢, On a donc 0 = a(e,) =
Y cible,) =c sir=k+ 1,..,n Par conséquent a = c,.b, + = + b, O

Théoréme des multiplicateurs de Lagrange. 1.6. — Reprenons la seconde définition (1.3.
chap.9) des sous-variétés. Soient U un ouvertde E = R", g, .... g, des fonctions de classe C"',
définies sur U, a valeurs réelles, et dont les différentielles sont linéairement indépendantes en
chaque point de U. On sait que P'ensemble des zéros communs aux g; est une sous-variété M
de R".

Donnons-nous une fonction différentiable f : U — R. Alors, pour que f présente un extremum
lié en m € U sur M, il faut qu’il existe des constantes c; telles que Df (im) = c¢,.Dg,(m) + - +

C,.Dg,(m).

PREUVE. — D’apres (2.3. chap. 9), T,, M est I'intersection des noyaux des Dg,(m). D’aprés 1.5,
T, M appartient au noyau de Df(m). 1 suffit maintenant d’appliquer le lemme précédent.

L’extremum de- f sur M est parfois appelé¢ I'extremum de f soumise aux contraintes
g, = =g, = 0(d’ou le nom d’extremum li¢).

Afin de déterminer le point m, on peut résoudre le systtme D;f(m) = ¢.D;g(m),
Jj =1, ..., n, auquel on adjoint g,(m) = - = g,(m) = 0. C’est un systéme de n + k équations
a k + n inconnues cy, ..., ¢,, m = (m,, ..., m,). Les inconnues auxiliaires ¢; s'appellent mulri-
plicateurs de Lagrange. 0O

Application. 1.7. — Etant donnée une surface M de R®, d’équation g(x, y, z) = 0, et un point
A e R3, les points m € M dont la distance a A est extremum sont donnés par la recherche des
extrema de f(m) = (m — A, m — A ) astreint a g(m) = 0.

Df(m) = c.Dg(m) s'écrit 2(m — A) = c.ghad g(m). Géométriquement, cela signifie que la
normale a M aux points incherchés passe par 4. Mais tous ces points ne donnent pas nécessaire-
ment lieu 4 un extremum : la sphére de centre 4 passant par m ne reste pas nécessairement du
méme coté de M dans un voisinage de m.

Application. 1.8. — Soit « en endomorphisme symétrique d'un espace euclidien
E =R":{ux),y) ={x,u(y) pour x, veE.
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Nous allons montrer que £ possede une base de vecteurs propres de u.

La fonction f: E — R définie par f(x) = { u(x), x ) est différentiable. Elle atteint donc
son maximum sur la sphére unité S(qui est compacte) en un point e,. Pour trouver e, cherchons
les extrema liés de f astreint a g(x) = (x,x) = 1. Daprés la régle de Leibniz,
Df(x).h = Cu(x),h)> + Cu(h), x> =2 ulx),h) et Dg(x).h =2 x,h) pour heE. La
relation Df(e;) = c.Dg(e,) sécrit donc u(e;) = c.e;, ou f(e;) =< ule;),e; ) =c Un
point e¢; de S = g~ (1) ou f est maximum est donc un vecteur propre de u de valeur propre
maximum.

Si maintenant { y, e, > = 0,onad u(y), e; > =y, ule;) ) = c.{y,e; ) =0.Lespace E’
orthogonal a e, est donc invariant par « et la restriction de # a E’ est encore un endomor-
phisme symétrique. Comme dim £ = dim £ — 1, on voit, par récurrence sur la dimension
de E, que E posséde une base de vecteurs propres de # qui sont orthogonaux deux a deux.

2. Conditions du second ordre pour un extremum

Revenons a une fonction différentiable f définie sur un ouvert U d’un espace vectoriel
normé E, et a valeurs réelles. Nous avons vu que sif présente un extremum en g, alors Df (a) = 0.
Nous allons obtenir une condition nécessaire supplémentaire en supposant que fest deux fois
différentiable.

Théoréme. 2.1. — Soit f : U — R une fonction deux fois différentiable en m € U. Si f admet
un minimum relatif en m, on a D? f(m).(X, X) > 0 pour X € E.

PREUVE. — Puisque Df(m) =0, la formule de Taylor donne f(m + h) — f(m) =
1
2
on a f(m+ h) —f(m) =0 pour |h | assez petit, disons pour | h| < e Donc
D2 f(m).(h, h) + 2.r(h) = 0 pour | h | < & Donnons-nous X € E et prenons 7 € R tel que
t#0, |t.X || <e Puisque D?f(m) est bilinéaire, on obtient 2.D2 f(m).(X, X) +
2 r(z.X) = 0. Divisons les deux membres par > et faisons tendre ¢ vers zéro. On obtient
D? f(m).(X, X) > 0.

Si f admet un maximum relatif en m, on a évidemment D? f(m).(X, X) < 0 pour
XekE O

D? f(m).(h, h) + r(h), ou lim | r(h) |/l h I|* = 0. Puisque fadmet un minimum relatif en m,
h—=0

Remarques. — a) Les conditions Df(m) = 0 et D2 f(m).(X, X) = 0 pour X € E ne sont pas
suffisantes pour que f présente un minimum relatif en m. Contre-exemple : si f: R2 - R
est définie par f(x,y) = x> — 3.y3 on a Df(0,0) =0, D2£(0,0).(X,Y) =2(X)* = 0.
Pourtant fprend des valeurs des deux signes dans un voisinage arbitraire de (0, 0).

b) Supposons que f soit trois fois différentiable. Si Df(m) = 0, D? f(m) = 0 tandis que
D? f(m) # 0, alors fne peut présenter un extremum local en m. En effet, la formule de Taylor

donne f(m + tX) — f(m) = % £2.D3 fm).(X, X) + r(tX), ou | r(tX)|/r> >0 si ¢t -0
Cela montre que le membre de gauche se comporte (au signe prés) comme £* au voisinage de m;

il ne peut donc rester de signe constant.

Une condition suffisante pour un minimum relatif. 2.2. — Soit f une fonction a valeurs réelles,
de classe C3, définie sur un ouvert U d’un espace de Hilbert E. Supposons que m € U soit un
point critique non dégénéré de f et que D? f(m).(X, X) > O pour Xe E — {0 }. Alors f
admet un minimum relatif strict au point m; c’est-a-dire que f(m) < f(x) pour x voisin de m
et distinct de m.

PREUVE. — D’aprés le théoréme de Morse-Palais (3.2. chap. 8), il existe un C!-difféomorphisme
local ¢ au voisinage de m tel que p(m) = met f(m + h) — f(m) = % « D? f(m)-(p(h), p(h)).

Le théoréme en résulte. O
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En fait les hypotheses peuvent étre affaiblies. On a le résultat suivant :

Théoréme. 2.3. — Soient U un ouvert d’un espace de Banach E, f : U — R une fonction deux
fois différentiable en m € U. Si m est un point critique, non dégénéré de fet si D* f(m).(X, X) > 0
pour Xe E — {0}, alors f admet un minimum strict en m.

Commengons par un lemme.

Lemme. — Il existe une constante ¢ > 0 telle que D f(m).(X, X) = c.!| X |2 pour X e E.

PREUVE. — Posons L = D? f(m). Puisque L est non dégénérée, 'application
xe Em L(x,.)e E*

est un isomorphisme. Si M est la norme de lisomorphisme inverse, on a donc
I xllg < M.| L(x,.) || Mais | L(x, .) || = sup |L(x,y)|; x étant donné, il existe donc
Ty lj=1
y€ Ede norme 1 tel que2|L(x,y)| = | L(x,.) |
Par conséquent

2.9 I x| <2M.|Lx,p)|.

Maintenant, L = D? f(m) étant symétrique d’aprés le théoréme de Schwarz, on a
0 < L(x +ty,x +1ty) = 2.L(y,y) + 2 t.Lx, y) + L(x, x) pour ¢ € R. Le membre de droite
est donc un trindme du second degré en ¢ dont le discriminant est négatif; si || L || est la norme
de la forme bilinéaire continue L (voir 3.2. Appendice A) on a donc

[L(x, »)]* < L(x, x).L(y, y) < | L |l.L(x, x).

Avec (2.4) cela implique | x |2 < 4 M2 || L ||.L(x, x). En posant ¢! =4 M?2.|L| on a
donc bien c. | x |2 < L(x, x). O

PREUVE DU THEOREME. — La formule de Taylor et le lemme précédent entrainent

fOm + By = flm) = 3D fom)oh, ) + r(B) > 5+ b (7 + 1),

ou r(h) =o(l h}?. Au nombre c/2 correspond 6 >0 tel que | h| < J entraine

[P | < IAIZSi Al <6 onadonc fln+h) — fm) > hI O

Note. 2.5. — Considérons une fonction f: R — R deux fois différentiable, qui ne possede
qu'un seul point critique a non dégénéré ou f”(a) > 0. Le théoréme précédent montre que a
est un minimum local. En fait, c’est un minimum global. Supposons en effet qu’il existe b tel
‘que f(b) < f(a). D’aprés le théoréme de Rolle, il existerait un point c entre a et b ou f'(c) = 0.
En contradiction avec 'unicité du point critique a.

Le raisonnement qui précéde est particulier aux fonctions d’une variable réelle. Pourtant,
le résultat admet la généralisation suivante, que nous admettrons :

Soit f'une fonction a valeurs réelles, de classe C*, définie sur un espace de Hilbert E. Sup-
posons que f ne posséde qu’un seul point critique m, que ce point critique soit non dégénéré
et que D2 f(m).(h, h) > 0 pour h € E. Alors f(m) < f(x) pour tout x € E distinct de m.

Idée de la démonstration. -— Les courbes intégrales du champ de vecteur grad f sont toutes
issues du point m. Elles recouvrent E, et la restriction de f a 'une quelconque d’entre elles
est une fonction croissante a partir du point a.

Dans ce qui suit nous allons particulariser I'espace E et la fonction f.
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3. Espaces de courbes. Equations d’Euler-Lagrange

L’espace des courbes de classe C !. 3.1. — Soient V un espace vectoriel normé sur R, I = [a, b),
a < b, un segment. Une application y : [ —» V de classe C! est appelée une C'-courbe,
paramétrée par tc /, de I'espace V.

L’ensemble C'(/; V) de ces courbes est évidemment un ev. sur R : si keR et si
71, 12 € C'(1; V), on définit encore des C'-courbes k.y, et 7, + 7, en posant (k.y,) (1) =
key (0, (7y + 92) () = 2,(0) + 3,00).

L'espace vectoriel réel C!(1; V) posséde une norme naturelle. En effet, puisque / est compact
et que y et y' sont continues, | () | et | y'(r) | restent bornés sur /. On peut donc poser
[yl = su? | %) | + sup | y'(+) |. On vérifie sans peine que | |, est une norme. On

te tel

I'appelle la C'-norme.

Supposons que I'espace V soit un espace de Banach. Une adaptation immeédiate de la preuve
donnée au (c.1.5. Appendice A) montre que C'(7; V) est complet pour la C'-norme; c’est
donc un espace de Banach.

Fonctions de courbes. 3.2. — On peut faire correspondre de bien des maniéres un nombre
réel a une C'-courbe y. Supposons que V soit un espace euclidien; on peut, par exemple,
b

attacher a y sa longueur euclidienne J I ¥'(¢) |.de. On peut aussi, si 'on interpréte y(r) comme

a

b

. e N . . U |
la position dans V a I'instant ¢ d’'un point de masse + 1, lui attacher I'action 3 J
a

Ces exemples rentrent dans le cadre suivant, auquel nous nous limiterons :

Soit L: R ® V @ V — R une fonction de classe C' (appelée le lagrangien). Etant donné
ye C'(I; V), alors 1 > L(t, y(1), (1)) est une fonction continue. Elle est donc intégrable,
et I'on définit une fonction L : C(/; V) > R en posant

| (1) |2.dr.

b
(3.3 Ly =J L(t, (1), y'(£)).dt .

Nous allons montrer que L est de classe C' et calculer sa différentielle.
Commengons par un lemme intéressant en soi.

Lemme de différentiation sous le signe somme. 3.4. — Soient U un ouvert d’un e.v. normé E,

I = [a, b), a < b, un segment, et f une application continue de I x U dans un e.v. normé F.
b

Supposons que D, f existe et soit continue. Posons g(u) = j‘ f(t, u).dt. Alors g est de

a
b

classe C! sur U et Dg(u) = J. D, f(t, u).dt.

a

PREUVE. — Soit u € U. Quitte a choisir un voisinage ouvert assez petit de u, noté encore U,
on peut supposer que D, fest bornée sur I x U. Soit / : E — F l'application linéaire continue

b
he E s J D, f(¢, u).h.dr. D’apreés le théoréme fondamental du calcul intégral, on a

b
glu + h) — gw) — Ith) = J [f(t, u + h) — f(t,u) — D, f(t, u). h].dt

b 1 .
= J U D, f(t.u + s.h).h.ds — D, f(s, u).hJ dr

[}

b 1
= J {,( [D, f(t,u + sh) — D, f(t, u)].h.ds }.dt.
a 0
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Il en résulte
| gCu + h) —g(uw) — k) | < (b —a).lhl.sup | D, f(t, u + sh) — D, f(t, w) Il ,

ou la borne supérieure est prise pour 0 < s < leta <t < b.
Mais D, f est uniformément continue sur le compact / x { u }. Etant donné ¢ > 0 il
existe donc 0 > 0 tel que || Al < O entraine sup | | < & Cela prouve que ! = Dg(u).
b

Comme u »»J‘ D, f(t, u).dt est continue, g est de classe C!. 0O

a

Théoréme. 3.5. — Si le lagrangien L est de classe C', alors Papplication L : C'(I; V) - R,
b

définie par (3.3), est de classe C' et DL(y).h = J [D, L( ).h(t) + Dy L( ).H'(2)].dt, pour
heC\(I; V) et oi Pon a abrégé (t, y(t), y'(t)) en ().

PREUVE. — On va appliquer le lemme précédent en prenant U = E = C!(/; V), F =R

et f(t, y) = L(t, y(2), y'(2)).

L’application f est continue, comme composée d’applications manifestement continues :

IxC; VY% T1everv 5R
(1, y) a (8, y(2), (1)) » Lit, 3(2), y(2)) .

Montrons que D, f existe et est continue. Puisque L est de classe C, il suffit de montrer
que D, M existe et est continue. Soient y,he C*(I; V). On a M(t,y + h) — M(t, y) =
(0, A(z), h'(t)). Mais lapplication he C'(I; V) » (0, h(2), K(1))e I® V @ V, qui est évi-
demment linéaire, est continue, car | (0, h(s), (1)) | = | h(e) | + | W) | < Il hllci. Par
conséquent D, M existe et D, M(¢, y).h = (0, h(z), (1)), qui ne dépend pas de y et qui est
continue en ¢.

Appliquons le théoreme de différentiation des applications composées & f = Lo M : si
he C!(I; V), on obtient

D, f(t, y).h = DL(M(t, y)).D, M(1, y).h = DL(t, y(z), y'(2)).(0, h(2), K'(2)) ;
c’est-a-dire
(3.6) D, f(t,y).h = D, L( ).h(t) + Dy L( ).K(2),
ou () = (¢ y(), y(@).

Puisque L est de classe C!, on constate a posteriori que D, f(z, y) dépend continiment
de (2, y).
Avec notre choix de f, les hypothéses du lemme précédent sont vérifiées et 'on obtient

b
DL(y).h = j D, f(t, y).h.dt; ce qui, compte tenu de (3.6), démontre le théoréme.

Un probléme d’extremum lié. 3.7. — Gardons les notations ci-dessus. On peut se proposer

de chercher les extrema de la fonction L : C!(/; V) — R, c’est-a-dire les courbes y qui ren-
b

dent minimum (ou maximum) L(y) = | L(¢, y(2), y'(z)).dr.

a
Dans la pratique on rencontre plutot des problémes du type suivant : Trouver, par exem-

ple, le plus court chemin de 4 4 B dans I’espace euclidien V. Ce qui revient a chercher les
b

C'-courbes y d’origine 4 et d’extrémité B rendant minimum |

() |-de.

a
Plus généralement, étant donnés deux points 4 et B de I'espace V' ou sont tracées les courbes,
trouver une courbe y e C!(I; V) dorigine y(a) = 4 et d’extrémité y(b) = B rendant L(y)
extremum.



108 CALCUL DES VARIATIONS

Nous sommes donc amenés a chercher les extrema de la restriction de L au sous-ensemble
I'(4,B) ={yeC'I;V):ya) = 4, y(b) = B}. On voit immédiatement que ce sous-
ensemble est un sous-espace affine fermé de C'(7; V) :si 0 < u < 1 et si y,, y, € (A4, B),
onauy + (I —u.y,e I'(4 B). Etsiy,e I'(4, B) converge vers ye C!(I; V) au sens de
la C'-norme, on a y(a) = lim y,(a) = A4 et y(b) = lim y,(b) = B.

On peut encore observer que I'(0, 0) est un sous-espace vectoriel et que, si y, est un élément
fixé de I'(4, B), parexemple le segment 1 » |(4 — B).t + (aB — bA)]/(a — b), alors I'(A4, B)
se déduit de (0, 0) par la translation y a y + y,,.

D’apreés le théoréme de trace (2.4, chap. 1), la restriction de L a 110, 0) [donc a I"(4, B)]
est de classe C! et la différentielle de cette restriction est la restriction a I'(0, 0) de DL. 1 faut
bien voir que la différentielle de la restriction de L a4 I'(4, B) est une application linéaire
continue qui opére sur I'(0,0) : si v,y + he I'(4, B), leur différence h e I'(0,0) d’apres
I'observation ci-dessus. En sorte que

L Irca.m(y + h) — L lra.s(y) = D[,(y).h + o(h) .

En utilisant les théorémes 1.2. et 3.5, on a donc prouvé le résultat suivant :

Théoréme. 3.8. — Pour que L:r (A; B) — R présente un extremum en y, il faut que

b
j [D, L(t, y(2),v'(2)). h(t) + Dy L( ).h'(2)].dt =0,
pour tout he I'(0, 0), c’est-d-dire pour tout he C'(I; V) vérifiant h(a) = h(b) = 0.

L'usage qualifie une telle courbe y du nom d’extrémale & extrémités A et B fixes du lagran-
gien L. Cette terminologie ne doit pas induire en erreur : la condition DL(y) = 0 est néces-
saire pour 'extremum, mais elle n’est généralement pas suffisante.

Afin de déterminer les extrémales, nous allons donner une forme plus maniable au théoréme
précédent. Pour cela, nous allons nous borner aux courbes 7y tracées sur un espace de Hilbert V.
Cela permettra d’identifier V a son dual V* selon xe V m ( x,. > e V*,

Lemme de Du Bois Reymond. 3.9. — Soit B : I = [a, b) - V* une fonction continue a valeurs
b

dansleduald’unespace de Hilbert V. Pour que J B(t).h'(t).dt = 0 quelle que soithe C'(I; V)

vérifiant h(a) = h(b) = 0, il faut et il suffit que B soit constante.

PrReEUVE. — La condition est évidemment suffisante. Pour montrer qu’elle est nécessaire,
observons que, si C : I — V* est une constante, on a encore

b
J [B(t) — C].KH(1).dt = 0.

a

b
Choisissons C = b—l_af B(t).dt, identifions V a son dual et prenons

h(t) =J [B(s) — C].ds.

On a bien h(a) = h(b) = 0; h est différentiable et h'(t) = B(t) — C est continue. On doit
donc avoir

b
0 =J [B(t) — C].K(1).dt = f I Bty — C |.dt.

Ce qui exige B(t) = C pour te L O
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Corollaire. 3.10. — Soient A : I = [a, b] — V* et B : I — V* deux fonctions continues.
b
Pour que j‘ [A(2).h(t) + B(z).h'(t)].dt = O quelle que soit he C'(I; V) vérifiant h(a) =

h(b) = 0, il faut et il suffit que B soit différentiable et que B' = A.

PRrReUVE. — La condition est suffisante, car B'.h+ B.h' = {( B, h ), donc

b b
j [A.h + B.K].dt = j (B, h).dt = (Bb), h(b) ) — (Bla),ha)) =0.

r
Pour montrer qu’elle est nécessaire, posons C(¢) = | A4(s).ds. On a C'(¢) = A(¢), donc

C.hW+Ah={CHh)+<{C,h) ={C,h). lntégrca)ns en tenant compte de h(a) =
h(b) =0 :

b b
0 = Cb), h(b) ) — < C(a), h(a) ) = J CCh)y.dt = J [C@).H(2) + A(r).h(1)].dr.

b
L’hypothése entraine donc [B(t) — C(1)]).H'(¢t) dr = 0 et, d’aprés le lemme précédent,

B(t) = C(1) + constante. Donc B’ existe et est égal a C' = A. 0O
Théoréme. 3.11. — Soit V un espace de Hilbert. Pour que y € C*(I; V) soit une extrémale

d extrémités fixes y(a) = A et y(b) = B du lagrangien L, il faut et il suffit que t » D, L(t, y(t),
y'(t)) soit différentiable et que

d : .
3.12) a7 Ds Lt 7(0), v' (1)) = D, L(t, y(1), v'(t)) pour tel.
PrReUVE. — Conséquence immédiate du théoréme 3.8. et du corollaire précédent, ou I'on

prend 4 =D, Let B =D, L.
L’équation (3.12) porte le nom d’équation d’Euler-Lagrange. Elle détermine les extrémales.
On observera qu'elle ne fait pas intervenir les valeurs de y en a et b. O

Remarque. — On trouvera dans (H. Cartan, pages 294-296) une preuve du lemme de Du Bois
Reymond, qui vaut non seulement pour les espaces de Hilbert, mais aussi pour les e.v. normés
réels.

Le probléme de Pextremum libre. 3.13. — Soit a chercher les extrema de L : C'(I; V) - R,
sans souci d’imposer y(a) = 4 et y(b) = B. Si L présente un extremum en y, on a DL(y) = 0.
La restriction de DL(y) a tout sous-espace affine de C!(/; V) passant par 7 est donc nulle.
Prenons en particulier, des sous-espaces affines I'(4, B) et appliquons le théoréme précédent.
On voit que y doit encore vérifier les équations d’Euler-Lagrange. C’est d’ailleurs évident
d’aprés (3.5) : pour que DL(y), h = 0'pour tout h € C*(I; V), il faut bien qu’il en soit ainsi
pour les A vérifiant h(a) = A, h(b) = B.

Réciproquement, si y vérifie les équations d’Euler-Lagrange, on peut se demander si
si DL(y) = 0. Le lecteur établira que, pour tout # e C'(/; V) on a

DL(y).h = Dy L(b, y(b), (b)) — D; L(a, 7(a), y(a)),

et il conclura.

Remarque. 3.14. — Afin d’é¢tablir I'équation d’Euler-Lagrange, nous avons supposé que le
lagrangien L était défini sur tout I'espace I @ V @ V. Mais il peut se faire que les images
des courbes y restent confinées dans une partie de I'espace V ou elles sont tracées. Il se peut
aussi que la vitesse y’(¢) demeure comprise entre certaines limites. Il est donc souhaitable
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de restaurer le théoréme 3.5. sous la seule hypothése que L ne soit définie que sur I x O,
oti O est un ouvert de V @ V. Il faut alors étudier y »» L(y) lorsque ye Q = {ye C'(I; V) :
(y(@), y(@®) €0 }. . .

Nous allons montrer que Q est un ouvert de C'(I; V). Cela aura donc un sens de chercher
si ye Qs L(y) R est différentiable ; et comme la différentiabilité est une propriété locale,
tous les résultats de ce paragraphe subsisteront, en particulier les théorémes 3.5. et 3.11.

Soit y, € Q. Donnons-nous ¢ > 0 et soit ye C'(I; V) tel que || y — y, lc: < & D’aprés
la définition de la C'-norme, on a donc || y(1) — (1) ||v < eet || y(z) — (1) |» < & pour
tout ¢ € I. D’aprés la définition de la norme sur ¥V @ V, on a donc

I @, Y @) = ol Yo v v = 1| YO = 7o) v + | ¥(®) = ¥6(®) | < 2&.

. Il en résulte que I'ensemble K = {(y(1), y'(¢)) : te I} reste & une distance inférieure a 2 ¢
du compact { (yo(2), yo(t)) : t € I'} de 0. Comme O est un ouvert de ¥@® V, on peut choisir &
assez petit pour que K < O.

Si y0 € 2, 1a boule de centre y, et de rayon & de C*(I; V) est donc encore dans 2, qui est
bien un ouvert. )

Remarque. 3.15. — Il faudrait se garder de croire qu'un probléme d’extremum, dont les’
données sont différentiables, posséde nécessairement une solution différentiable. Voici, a
titre récréatif, un contre-exemple.

Un homme, perdu en mer, sait qu’il est 4 une distance r d’un rivage rectiligne. Mais le
brouillard est si épais qu’il ignore la direction de cette plage. Quelle est la route de longueur
minimum qu’il doit suivre afin d’étre sir de toucher terre ? Mathématiquement parlant :
trouver une courbe du plan d’origine O, de longueur minimum et qui coupe toute droite
du plan située 4 distance r de I'origine.

Laissons la joie au lecteur de justifier la solution ci-contre :

Fig. 8.

On constate que la courbe n’est pas différentiable. Prenons r = 1. Sa longueur, en fonction
de langle x mesuré en radians, est 2 7 — 4.x + 2.tg x + (cos x) " '. En ajustant x de fagon
qu’elle soit minimum, on trouve qu’elle est égale a 7,28...

4. Nature de I’équation d’Euler-Lagrange

Revenons au lagrangien L(t, g, v). Nous avons vu que si y : ] —» V est une extrémale,
alors te I~ Dy L[t, y(1), y'(t)] est dérivable. Comme Cest une fonction de ¢ par I'intermé-
diaire de y(r) et de y'(¢), on a envie d’appliquer le théoréme de différentiation des fonctions
composées. Pour que ce soit légitime, il faut introduire des hypothéses supplémentaires, en
supposant que D; L et y sont difféerentiables. L’équation d’Euler-Lagrange s’écrit alors
D3 L() + D,; L( ).y () + D35 L( ).y"(t) = D, L( ). Cest une équation différentielle du
second ordre en 7.
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Supposons, en outre, que D43 L( ) e L(V *; V) soit inversible dans le domaine de ( ) =
(& y(2), y'(1). En posant y’ = v, ’équation précédente s'écrit sous forme d’un systéme diffé-
rentiel du premier ordre en (y, v) :

{ y(0) = v(®)
V() = [Ds3 LOT*[D2 LO) = Dys L() = Dy LO)-0(0)]
ou () = (1 y(1), y(©).

Cela conduit a la notion suivante :

4.1

Lagrangien régulier. 4.2. — Soit O un ouvertde V@® V. On dit qu'un lagrangien L : / x O - R
est régulier s’il est de classe C? et si Dy, L(t, g, v) € L(V *; V) est un isomorphisme pour
tel, (g, v)eO.

Théoréme. 4.3. — Lesextrémalesy : I — V d’un lagrangien régulier L sont de classe C?.
Etant donnés t, € I et (qo, v)) €0 = V @ V, il existe un intervalle maximal J — I contenant
t, et une extrémale y : J — V unique tels que y(t,) = a., y'(ty) = v,.

PREUVE. — Posons D, L(t, g, v) = p, ou(q,v) €0; et, ¢, g et p étant donnés, cherchons v.
Puisque D, L( ) est inversible, le théoréme (5.1. chap. 3) des fonctions implicites montre
que, localement, il existe une fonction G, de méme classe C! que D, L, telle que v = G(t, g, p).

Afin d’écrire I'équation d’Euler-Lagrange, exprimons que v = y’ est la dérivée de g = y

et que L D5y L( ) = D, L( ). On obtient le systétme différentiel du premier ordre

dt
dg _ )
d_t' = G(tv q, p) >
d
d_I; =D, L[t,q,G(t,4,p)] .-
Puisque les membres de droite sont de classe C*, (3.4. chap. 3) montre que les solutions
sont de classe C!. En particulier, y = % est de classe C!; c’est-a-dire que 7 est de classe C2

D’autre part, p = D, L(¢, g, v) étant de classe C Let y de classe C2, il est maintenant légitime
d’écrire les équations (4.1).

Quant a la seconde partie du théoréme, c’est une conséquence immédiate du théoréme
d’existence et d’unicité (3.3. chap. 7). O

Remarque. 4.4. — Il n’est pas nécessaire que le lagrangien soit régulier pour que les conclusions
du théoréme 4.3. soient valides.

Supposons, par exemple, que L(¢, g, v) ne dépendent pas de v. Alors D, L est identiquement
nul et I’équation d’Euler-Lagrange se réduit a D, L[¢, y(¢)] = 0, qui définit y(r) implicitement
siD,, L( ) e £(V*; V) est inversible.

Voici un autre exemple. Supposons que L(¢, g, v) ne dépende pas de g. Alors D, L est iden-
tiquement nul et I'équation d’Euler-Lagrange montre que D, L[, y'(r)] = constante. Il se
pourra que 'on puisse déterminer y'(¢) a partir de cette équation sans pour autant que D5 L( )
soit inversible. C’est le cas si, par exemple, V est I'espace euclidien R et si L(t,q,v) = [l v |l
On obtient L~ '.v = Dy L( ) = constante; c’est-d-dire y'() = constante. Les extrémales
y(¢) sont donc des droites décrites a vitesse constante. Il fallait s’y attendre, puisque le pro-

b
bléme d’extremum consiste a4 chercher les courbes de longueur j | ¥'(z) |.d¢ minimum.
Pourtant le lagrangien n’est pas régulier, car on vérifie que Dy, Lu(v).v =0.
Remarque. 4.5. — Le théoréme 4.3. résout le probleme de Cauchy pour I’équation d’Euler-

Lagrange, lorsque le lagrangien est régulier : ¢, € I étant fixé, par un point g, de V passe
une extrémale y et une seule de vitesse 7'(Z,) = v, donnée.
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Ce théoréme ne résout pas pour autant le probléme que nous nous étions posé initialement :
trouver une extrémale y telle que y(a) = A4 et p(b) = B soient donnés.

Méme si ce dernier probléme est résolu, il reste encore a vérifier que y réalise effectivement
un extremum de L. Ce sont la des problémes qui débordent le cadre de ce livre.

Un exemple de lagrangien régulier. 4.6. — Soient N points matériels numérotés de 1 a N,
de masses respectives m; > 0, situés dans I'espace euclidien R3. Notons g,(¢) et v;(r) leurs
positions et leurs vitesses respectives a l'instant t.

Supposons qu'’ils soient soumis a des forces dérivant d’'un potentiel U(q,, ..., qy) de classe

do; U U

. . e v
C'. Les équations de la dynamique de Newton s’écrivent m; * — = = = D, U.1,

— =—,0u
dr aq, 0q;

D; U étant la différentielle partielle de U relativement a g; € R3.
On peut représenter ces N points par un point unique q = (q,, ..., qy) de R3", dont la

. . . 1
vitesse est v = (vy, ..., vy) € R3". Introduisons la force vive T = 3 Y my. |l v, I? et le lagran-

gien L : R @ R* @ R*" — R défini par L(g,v) = T — U. Alors, les équations de Newton
coincident avec I'équation d’Euler-Lagrange. En effet, avec des notations évidentes,

oL _ T _ oL U,

B Ca Tt g T T
donc 0 = m -9 U _d oL\ oL
oncU=m-q*ta ~“@\a ) " a

C’est le principe de moindre action de Hamilton : les mouvements du systéme sont donnés
par les extrémales de l'intégrale d’action | (T — U).dw

Le lagrangien est régulier, car Dy; L( ) a pour matrice

2L { 0 si i#j,
dv.dv; ~ | my si i=j.

Si 'on pose Dy L = p, on trouve que les composantes p,, ..., py de p sont p; = m;.v;, qui
n’est autre que I'impulsion de i-iéme point matériel. La fonction G du théoréme 4. 3. est tres
simple : v; = p;/m,. Le systéme du premier ordre écrit en 4.3. est ici

dg; dpp U
E—Pi/mi, T T T

i

En posant H(q, p) = %Z | p; 1%/m; + U(g), il sécrit

dg, ¢H dp, 0H
T Ty &
C’est la forme hamiltonienne des équations du mouvement (voir 1.5. chap. 7).
Supposons que le systéme se réduise a un point de masse + 1 et qu’il ne soit soumis a aucune
force extérieure. L’équation d’Euler-Lagrange (ou celle de Newton) montre que la vitesse de
ce point reste constante. Les extrémales sont des droites décrites a vitesse constante.

b
Ainsi les droites ne sont pas seulement les extrémales de la longueur J | y(2) |- de, elles

a

2.dt. Voici une généralisation de ce résultat :

b
sont également extrémales de 'action J | v
a

EXeEMPLE. 4.7. — Soit L: R ® V @ V — R un lagrangien indépendant de ¢ € R et tel que,
pour chaque ge V, ve V a L(g, v) soit une forme quadratique non dégénérée et positive.
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Il existe, autrement dit, une forme bilinéaire symétrique non dégénérée b(q) telle que L(q, v) =

b(g).(v, v) > 0 si v # 0; la fonction g » b(q) étant de classe C*.
b

b
On se propose de montrer que toute extrémale y de | L.d¢ est une extrémale de | ,/L.dt.

Commengons par montrer que, si y est une extrémale de L, L[y(¢), y'(¢)] ne dé‘bend pas
de . En effet % —D,L.y +D, L.y =(D, L — % D,L)-y + %(D3 L.7). Mais la
parenthése du membre de droite est nulle d’aprés I'équation d’Euler-Lagrange; d’autre part
la régle de Leibniz entraine Dy L.v = D;[b(q).(v, v)].v = 2 b(g).(v, v) =2 L. 1I reste donc

d
0= T L.
Cette derniere relation et I'équation d’Euler-Lagrange pour L entrainent

d df1, 1 I _
ED3\/E)_D2(\/E):E[§L . .D3L:|—§L 2D, L =

- Looga dL 1,40 d _

——‘—1L E+§L ! aDJL—DzL =0.
C’est I'équation d’Euler-Lagrange pour le lagrangien \/Z; y est donc une exttémale de \/Z
[voir (H. Cartan), pages 303-306].

5. Effet d’une application différentiable

Revenons a I'espace C'(/; V) des C'-courbes y: I — V. Si ¢ : V — V est une application
de classe C¥ k > 1, I'image ¢ o y d'une C'-courbe est une C'-courbe; donc ¢ induit une
application @: C'(I; V) - C'(I; V) définie par (®7) (1) = o[7(1)].

Puisque C!(I; V) est un espace normé par la C'-norme, il est légitime de se demander
si @ est différentiable.

Proposition. 5.1. — Si ¢ est de classe C?, alors ® estde classe C', et la valeurenh e C'(I1; V)
de sa différentielle au point ye C'(I; V) est donnée par D®(y).h : t ~> Do[y(t)]. h(t) pour
tel

PREUVE. — Ire étape. — Fixons ye C'(I; V). Si he C'(I; V), puisque Do, y et h sont de
classe C!, l'application te I » Do[y(¢)].h(t)e V est de classe C'. Cela définit donc une
application L de C!(/; V) dans lui-méme : L(h) : t € I » Do [y(£)].h(t), qui est évidemment
linéaire. Montrons qu’elle est continue.

Il faut trouver une constante A4 telle que | L(h) ||C. < A.| hlc pour tout A Or, si I'on
pose A, = sup | Do[¥(1)] |, ona

| Do[y(0]h() || < | De[yO] ||| Ae) | < Ay | hlcr

D’autre part D2 o[7(1)].(y'(2), .) est une forme linéaire continue sur V, qui dépend conti-
nliiment de . Si 'on désigne par 4, la borne supérieure de sa norme lorsque €/, on a

S Do) ko) }

= | D2 o[y()).(Y'(1), K1) + Doly(0). k() || <

<[ D2 @y '@, ) [ [ A | + | DLy [+ [| () || < (Az + Al ki -
En résumé, d’aprés la définition de la C'-norme, on a || L(y)-h [lor < 2 4y + A). | A llcs

2¢ étape. — 1l reste & montrer que ; ®(; + h) — ®(y) — L(7)-h |cr divisé par |l A llci> tend
vers zéro avec || h ||c.. D’apres la définition de la C'-norme, il faut montrer qu'a ¢ > 0 donné,
on peut faire correspondre un 6 > 0 tel que | & ||; < J entraine || @(y + h) (1) — ®(y) (1) —
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L(y)-h@t) | =] oly(®) + h(D)] — @[y()] — Do[y(1)).h(t) | < e.] hllcx pour tel, et une
inégalité analogue pour la dérivée par rapport a ¢ de &(y + h) — @(y) — L(y)-h.

Bornons-nous & montrer la premiére; la seconde se démontrant de la méme maniére.
Donnons-nous y, he C'(/; V). Puisque 7y et h sont continues, I'ensemble K = { y(¢) +
s.h(t) :1el,0 < s < 1} estun compact de V, qui contient les images de y et y + h. Puisque
D? ¢ est continue | D? ¢[y(t) + s.h(1)] | est borné sur K par un nombre 4. Appliquons
la formule de Taylor (3.4. chap. 4) :

| elx(1) + hD) — @[] — Dp[y(O)-h(t) | < A.| h@) |> < Al A llca)?

Si 0 < &.A7!, on obtient le résultat promis. O

Corollaire. 5.2. — Si ¢ est un difféomor phisme de classe C*, alors ® est un difféomor phisme
de classe C'.

Maintenant, donnons-nous un lagrangien L: I @ V @ V — R de classe C! et revenons

b
a la recherche des extrema de I(y) = j L[t (), y(£)]-de.

Théoréme. 5.3. — La propriété d’une courbe ye C'(I; V) d’étre extrémale de L ne dépend
pas du systéeme de coordonnées choisi sur I'espace V ou elle est tracée.

PrREUVE. — Identifions V a R". Soit (U, ¢) une carte dont le domaine U contient 'image de y;
¢ est un difféomorphisme de U sur ¢(U). D’apres 5.2., ¢ induit un difféomorphisme @ de
I'ensemble des courbes de C'(/; V), dont I'image est dans U, dans I'ensemble des courbes
de C'(/;R") dont l'image est dans ¢(U). Dapres le théoréme de différentiation des appli-
cations composées, en écrivant L = (Lo ® )0 &, on a Di(y) = D[Lo & '] (dy) o DB(3).
Puisque D& (y) est un isomorphisme, cela montre que DL(y) = Oentraine D[L, & ~].(®y) = 0.
Autrement dit, I'image &y de 'extrémale y dans la carte est extrémale de 'expression L, & ~*
de L de cette carte. 0

Ce théoreme est fort important. En mécanique, par exemple, il permet d’écrire les équations
du mouvement dans un syst¢éme de coordonnées quelconques, en utilisant le principe de
moindre action de Hamilton. Bornons-nous a un exemple simple :

EXEMPLE : MOUVEMENT A ACCELERATION CENTRALE. 5.4. — Un point matériel de masse m > 0,
situé dans un plan R?, est soumis & un potentiel U qui ne dépend que de la distance p a l'origine.

Prenons des coordonnées polaires (p, 6) d’origine O. Le lagrangien T — U, introduit
en 4. 6., s’écrit

; 1 , .
Lp, 6, p', 0') =5 mlp? + p*.0%] = U(p).

L’¢équation d’Euler-Lagrange se décompose en deux équations scalaires :
dfaLy oL dfoLy i
dr ép’ dr\ 00 8’
P (s 7 2 dU
La premiére s’écrit m.p” = m. p.0"% — ok Comme 6 ne figure pas dans L, la seconde
s’écrit (%I: = constante; c'est-a-dire m. p*.6" = constante : c’est la loi de conservation du

moment cinétique par rapport a O, appelée aussi « loi des aires ».
Nous verrons au paragraphe 7 comment de telles lois de conservation s’inscrivent dans un
cadre plus général.
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. Invarian un lagrangien
6. 1 ce d’un 1 e

Définition. 6.1. — Supposons que le lagrangien L : I/ ® V @ V ne dépende pas de t€e I
C’est donc une fonction de classe C! définie sur V @ V. A ce titre, il est commode d’interpréter
V @ V comme I'ensemble TV = {qe V,veV } des couples formés par un point g de V et
par un vecteur v tangent a V en ce point (on considére V comme une sous-variété de V). Le
lagrangien L est donc une fonction C! sur TV. Si ¢ : V — V est un C*-difféomorphisme,
il définit (voir 2.6. chap. 1) une application tangente T¢ : TV —» TV selon
(g, v) » (0(q), Dp(g)-v), qui est un C*~!-diffeomorphisme.
Nous dirons que L est invariant par ¢ si L = L, T¢ ; autrement dit si

L(g, v) = L{¢(g), Dp(q)-v]
pourgeV,veV.

EXEMPLE. — Supposons que V =R?® ={(q,,q, q;)}. Donnons-nous une fonction
U : R® > R de classe C’, ne dépendant pas de q,, et considérons le lagrangien

1
L(g1, 92, 93, V15 V35 03) = 5[”% + v3 + 03] — U9z, q5) -

Alors la translation (q,, q,, 93) » (4, + s, 42, 45) laisse L invariant.

Théoréme. 6.2. — Si y : I = [a, b] > V est une extrémale de L, d’extrémités y(a) = A et
y(b) = B, et si le difféomorphisme ¢ : V — V laisse L invariant, alors ¢ oy est encore une
extrémale de L, d’extrémités ¢(A), ¢(B).

PReUVE. — Avec les notations du paragraphe précédent, l'invariance se traduit par
L(®y) = L(y). 1l en résulte DL(®y) o D¢gy) = DL(y). Si y est une extrémale, DL(y) = 0.
Puisque D@(y) estinversible, il en résulte DL(®y) = 0. Cela prouve que ¢ o y est une extrémale.

Remarque. — Beaucoup d’auteurs tiennent ce résultat pour évident. En voici probablement
la raison. Supposons que y réalise le minimum de L(y). Alors ¢ o y le réalise aussi, puisque
L(®y) = L(y); ¢oy est donc une extrémale. Malheureusement la condition DL(y) = 0
n’est pas suffisante pour garantir 'extrémalité; elle n’est que nécessaire.

Voici une application spectaculaire du théoreme précédent, qui montre que des considé-
rations d’invariance peuvent épargner bien des calculs.

Le demi-plan de Poincaré. 6.3. — L’espace V est le plan R* = {(x, y) }. Le lagrangien est

la fonction L(x, y, X, ) = (X* + }?*)/y? définie sur le produit du demi-plan
P={(xy):y>0} par R ={(xj}.

On se propose de chercher les extrémales y dont 'image est dans P.

Ire étape. — On voit immédiatement que le lagrangien est régulier. D’apres le théoréme 4.3.,
il en résulte qu'étant donnés g, € P et v, € R? il existe une extrémale y unique telle que

7(0) = 4o, Y(0) = v,

2¢ étape. — Complexifions P en associant au point (x, y) le nombre complexe z = x + iy.

Avec un abus de notation évident, on peut écrire L(z, 2) = |z |*/[Im (z)]% ou Im = partie
imaginaire.
Un calcul sans malice montre alors que L est invariant par la symétrie s : (x, y) » (— x, y)
az + b

et par les homographies h : z ~» ou les réels a, b, c, d vérifient ad — bc = 1.

cz+d’
3e étape. — Rappelons que ces homographies laissent globalement invariant P et qu’elles
transforment la demi-droite x = 0, y > 0 en une demi-droite x = x,, y > 0 ou en un demi-
cercle centré sur I'axe des x.
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Rappelons enfin quétant donné (g, v,) € TP, ou L(q,, v,) = 1, il existe une homographie A.
du type ci-dessus, qui envoie le point e = (1, 0) en g, et le vecteur u = (0, 1) sur v, : h(e) = q,.
Dh(e).u = v,.

4e étape. — Cherchons l'extrémale y telle que y(0) = e, y'(0) = u [elle est unique d’apres
'étape 1]. D’aprés la 2¢ étape, so y est encore une extrémale. Comme elle vérifie les mémes
conditions initiales s o y(0) = e, (so y) (0) = s(y'(0)) = s(u) = u, que y, elle coincide avec y.
Puisque y est invariante par la symétrie s, son image est donc la demi-droite x = 0,y > 0.

5¢ étape. — Donnons-nous g, € P et v, € R? tels que L(gy, v,) = 1. D’aprés Iétape 1, il
existe une extrémale n unique vérifiant n(0) = g,, 7'(0) = v,

D’autre part (3¢ étape) il existe une homographie & telle que h(e) = qo, Dh(e).u = v,
D’aprés le théoréme 6.2., si y est I'extrémale de la 4¢ étape, ho y est encore une extrémale.
Comme elle vérifie les mémes conditions initiales (ko y) (0) = g, et(ho y) (0) = Dh(e).u = v,
que 7, on a donc ® = h o y [unicité].

D’aprés I'étape 3, il en résulte que toute extrémale w a pour image une demi-droite x = x,,
y > 0 ou un demi-cercle de P centré sur I'axe des x.

Vo

]
1

X
-

0

Ceci posé, appelons longueur au sens de Lobatchevskii d’une courbe

1 tela, b » (x(1), (1) € P

b
de classe C!, le nombre J BT - dt. Proposons-nous de chercher les courbes / de

« longueur » minimum joignant deux points donnés de P. Cela améne a chercher les extrémales

) /%2 & 32
du lagrangien\/z, = __x_y_y_

4.7., on voit que ces courbes ont pour image les demi-droites x = x,, ¥ > 0 ou les demi-
cercles de P centrés sur I'axe des x.

Si 'on appelle distance (au sens de la géométrie de Lobatchevskii) de deux points 4 et B
de P la longueur de I'extrémale qui les joint, ces demi-droites et ces demi-cercles jouent le roTe
des droites de la géométrie euclidienne. On voit sans peine que la symétrie s et les homo-
graphies 4 jouent le role des déplacements de la géométrie euclidienne.

P s’appelle demi-plan de Poincaré, du nom du mathématicien qui a introduit le modéle
que nous venons de décrire pour la géométrie de Lobatchevskii.

. En combinant les résultats précédents et celui de 'exemple

7. Le théoréme d’ Emmy Noether

Nous allons montrer comment I'invariance d’un lagrangien par un groupe a un parametre
de diffefomorphismes produit des fonctions qui demeurent constantes le long des extrémales.

Définition. 7.1. — On dit qu’un lagrangien L : I ® V @ V — R, indépendant de t€ I,
est invariant par un groupe a un parametre s de difftfomorphismes ¢, de V si L est invariant
par ¢, pour tout s.
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Théoréme de Noether. 7.2. — Soit L un lagrangien indépendant de t € I et invariant par un
groupe d un parameétre s de difféomorphismes o, de V. Alors la fonction § : V @ V - R,
0
définie par (¢, v) » D5 L(q, v) (& 09
s=0,
par rapport a v, est constante le long de chaque extrémale de L. On dit que c’est une intégrale pre-
micére de I'équation d’Euler-Lagrange.

€ R, ou D5 L est la différentielle partielle de L

PREUVE. — Soit y : I — V une extrémale. Par hypothése L| ¢ (y(¢)), ad—’ (@,07) (t):| ne dépend

pas de s. Ecrivons que sa dérivée par rapport a s est nulle :

DLl 2l o) O] + Dy L 1+ & S (o0m (0 = 0.

o . 0 d d o , V. . .
Mais, d’aprés le théoréme de Schwarz, i Tinl T TS D’autre part I'équation d’Euler-
Lagrange s’écrit D, L = %D3 L. On en déduit

0
D L1 20 oD @] + Dy LT+ 5 S (oo n (@) = 0.

C’est-a-dire

%{D;L[]-%[wsowm]}=0.

Faisons s = 0; avec les notations du théoréme on a
d § 0
AT { Dy Ly(®), y(0] - 52 @, 0 (1)

}:0. O
s=0

s’interpréte comme le vecteur-vitesse pour s = 0 du point
s=0
y(2) décrivant son orbite sous I'action du groupe ¢, :

0
Remarque. — Fr (@s07) (1)

Fig. 10.

Premier exemple : invariance par translation. 7.3. — Supposons que L soit invariant par un
groupe a un paramétre s de translations : ¢,(q) = g + s.a, ouae V. Alors ¢ [7(¢)] = y(!) + s.a

et %(p,[y(t)] =a

s=0
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L’intégrale premiére correspondante est donc Dy L[y(2), y'(#)].a

Supposons, de fagon encore plus particuliére, que L soit invariant par foute translation.
On peut donc choisir a arbitrairement et le théoréme de Noether signifie que la forme linéaire
Dy L[y(1), y'(1)] ne dépend pas de 1. Ce fait est facile a établir directement. Puisque L est
invariant par toutes les translations, L(g, v) ne dépend pas de g. Donc D, L = 0, et I'équation

s d .
d’Euler-Lagrange T Dy L = D, L entraine D3 L = constante.
EXEMPLE (CONSERVATION DE L'IMPULSION). — Reprenons I'exemple 4.6. Si le lagrangien
L = T — U estinvariant par toutes les translations, U se réduit a une constante.

D’apres ce qui précéde Dy L = D; T demeure constant. Cela sécrit ) m,.v; = constante.
L’impulsion ) m,.v; se conserve donc au cours du temps.

SECOND EXEMPLE : INVARIANCE PAR ROTATION. 7.4. — Soit V lespace euclidien R* orienté
canoniquement. Ce qui va permettre d'utiliser le produit vectoriel A.

Exprimons que le lagrangien L(q, v) est invariant par rotation autour d’un axe passant
par lorigine o € R® Si w est un vecteur porté par cet axe, on s'assure sans peine que
0 L .

% 0(q) = @ A g.Lethéoreme de Noether s’écrit donc Dy L[ (1), y'(t)].(w A g) = cons-
s=0
tante.

En identifiant une forme linéaire a un- vecteur par l’isomorphisme xeVwm o .>eV*
cela s’écrit encore ( Dy L, @ A g ) = constant. Ou encore, compte tenu des propriétés du
produit mixte, ( g A D; L[ ], w > = constant.

EXEMPLE (CONSERVATION DU MOMENT CINETIQUE). — Reprenons I'exemple 4.6. L’invariance
par rotation se traduit par { Y, m;.(g; A v), @ > = constante.

Si, en particulier, le potentiel U ne dépend que de la distance a l'origine, L = T — U est
invariant par foutes les rotations autour de 0. On peut donc choisir  arbitrairement et I'on
trouve que le moment cinétique Y m.(qg; A v;) par rapport a O est constant.

Généralisation du théoréme de Noether au cas ou L dépend de t € I. 7.5. — Supposons que
L:1®V ®V -»>R dépende de tel

Nous allons nous ramener au cas ou i n’en dépend pas un artifice.

Introduisons I'espace-temps V =R @ V = {(t,q) : teR,qeV }, et notons m, : V -» V
la seconde projection. Si y: I - V est une courbe de V, elle se « reléve » en une courbe
Jitelm(,yt)eVetn,oy =y

Définissons un lagrangien L, sur 'espace tangent TV =V @ V = {(t,q, u, v) } par

(7.6) L(t, g, u,v) = L(t, q vu).u pour u #0.

Si 7 :selm(1s), y(s)) € V est une C'-courbe de V, on a

b
L) =j [t(S) y(S),gl d}} ds —f [t(s) 7(5), dv/?i;jl g; ds

b
— '[ L[[(s), (), %] cdt = L(ny07).

Il en résulte que DL,(7) = DL(n, 7) o m, = DL(y) o m,. En sorte que si 7 est une extrémale
de L,, sa projection y = m, oy est une extrémale de L et, quinversement, le relévement 7
d’une extrémale de y est une extrémale de L, [a condition de prendre pour paramétre s = 1].

Si ¢, est un sous-groupe & un paramétre de difffomorphismes de I'espace-temps V', laissant
L, invariant, il donne lieu, d’apres le théoreme de Noether, a une intégrale premiere 3, (1, g, 1, v).
Si y est une extrémale de L, son relévement 7, paramétré par s = ¢, est une extrémale de L,.
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Donc 3,( «(s), y(s),g—; R %) = Jl<1, (), 1, %) ne dépend pas de s = ¢ : clest une intégrale

premiére de L.

EXEMPLE (CONSERVATION DE L’ENERGIE). — Si L ne dépend pas de ¢ € /, alors L est invariant
par le groupe a un paramétre de translations temporelles ¢, : (7, ¢) » (¢ + s, g). On a donc
N

C
o)) =0,0eR@ V.
s=0
Le théoréme de Noether entraine donc D; L,( ).(I, 0) = constante, ou D, désigne la
différentielle partielle relative a (v v) € V. Cela sécrit encore 6%’“1( ) = constante, ou,

compte tenu de 'expression définissant L, L(t, y(¢), 7'(¢)) — D L((z, »(2), 7'(¢)). y'(t) = cons-
tante. C’est ce qu'on appelle I'intégrale premiére de I'énergie. La raison en est que, si 'on
reprend I'exemple 4. 6. et le lagrangien indépendant du temps L(¢,v) = T — U, l'intégrale
premiére correspondante est (au signe prés) — L + Dy L.v = T + U. Clest I'énergie totale.

Bibliographie. — On ne saurait trop recommander (L. C. Young). Outre qu'on est assuré
d'y trouver une perle d’humour au détour de chaque paragraphe, I'étude détaillée du calcul
des variations est complétée par celle de son renouveau moderne : le contrdle optimal. Le
lecteur qui aime la géométrie et les promenades dans les jardins a la frangaise sera comblé
par le dernier chapitre de (P. Malliavin).



Appendice A

ESPACES DE BANACH
ET APPLICATIONS MULTILINEAIRES

Dans toute la suite le corps K sur lequel sont construits les espaces vectoriels (e.v., en abrégé)
est celui des réels ou des complexes.

1. Espaces de Banach

Norme. 1.1. — On appelle norme sur un e.v. £ une fonction | | : £ - Rtelleque || x || = 0,
| x| =0sietseulementsix =0, x +y[| <[ x|+ Iyl il kx|l =|k|.| x| pour tout
ke K et tous x, y € E. Ces propriétés entrainent | | x| — | y | < | x — y .

Un e.v. doté d’'une norme est dit espace normé.

EXEMPLES. 1.2.
a) On vérifie que chacune des applications suivantes est une norme dans R” (ou C") :
(lx 1P+ 4 1 )2
Xy s X)) M x|+ X
sup { | x; by | Xy | 5
b) Soit C2(x) I'ev. des fonctions définies sur un espace topologique X, a valeurs dans K.
qui sont continues et bornées. Alors

[flico = sup /()]

est une norme, appelée norme de la convergence uniforme, ou encore norme C°.
¢) Soit C([«, b)) I'e.v. des fonctions f définies sur un segment [a, b}, a < b, & valeurs réelles
et possédant en tout point une dérivée continue. Alors

Wflier = sttpbllf(x)l + sup |f'(x) ]

x € [a,b]

est une norme appelée norme C'. On observera que | f lict = | f llco + I /" lico-

Distance déduite d’une norme. 1.3. — Soit £ un ev. normé. Pour x,yeE posons
d(x, y) = || x — y . On vérifie que d est une distance sur E, qui devient ainsi un espace métri-
que, donc un espace topologique.

Espaces de Banach. 1.4. — C’est un e.v. normé¢, qui est complet pour la distance déduite de
sa norme.

EXEMPLES. 1.5.

a) R"(ou C") est un espace de Banach pour chacune des trois normes ci-dessus.
b) On sait que C2(X)est un espace de Banach pour la norme de la convergence uniforme

¢) Montrons que I'espace normé C!([¢, b)) du 1.2. est un espace de Banach. Soit ( f,) une
suite de Cauchy. Puisque | f (¢t = f lco + Il /" llco, chacune des suites (f,) et (f,) est unz
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suite de Cauchy de C([a, b)) ; comme cet espace est complet, f, (resp. f, ) converge uniformément
vers une fonction f(resp. g) de C°([a, b]). Tenant compte de

Jlx) = fala) = J fi.de, a<x<b,

a

on a

.f(X) -~ fla) ~ J g(1).dt

= .f(x) = Jx) + ful@) = fla) + J (£ — g(n].dt

a

<Iﬂn~ﬁuﬂ+|mw«f@|+J|ﬂm—gm|m

< 2. i f —/n "C” + (b - a)- “ ’n’ -dg “(‘0.
qui tend vers zéro si n — c0. Donc f” existe et f' = g, car f'(x) = f(a) + f g(e).dr.
Ainsi (f,) converge vers f pour la norme C'. ’

Somme directe d’espaces normés. 1.6.
Soient E|, ..., E, des espaces normés sur le méme corps, de normes respectives | ||, ....
On vérifie que
a) leur produit cartésien devient un e.v. noté¢ E;, @ - @ E, et appelé somme directe de
E,, ..., E,, pour les opérations
(Xgs s X)) + (Vi ees V) = (X + Vs Xy + V)
ki(xy, ., x,) =kox,, .. k.x,), keK;

by [[(xivecox) I =[x I, + = + Il x, |, est une norme sur £, @ -~ @ E,;
¢) E, ® - @ E, est un espace de Banach si chaque espace E,, ..., E, est un espace de
Banach.

2. Applications linéaires continues

Soient E et F deux espaces normés sur le méme corps et f: £ — F une application linéaire.

Théoréme. 2.1. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) f est continue en tout point ;
b) f est continue a Porigine ;

¢ sup | f(x) | < oo (autrement dit : Pimage de la boule unité de E est bornée) ;
[lxll €1

d) sup | f(x)| < co (autrement dit : limage de la sphére unité de E est bornée) ;
lixii=1

e) il existe une constante M telle que | f(x) | < M.| x | pour tout x € E.

PREUVE. — Evidemment a = b.
Montrons que b = ¢ : il existe d > Otel que | x | < 0 = ||f(x) H < LAlors|x|| €1 =
L ouxl 0= SO0 ] <1=|fx)] <5
Evidemment ¢ = d.
Montrons que d = e :soit M = sup | f(x) |.
x =1

Six # 0, x/|| x | est de norme 1 donc | f(x)/! x | | < Met |f(x)| < M.l x|; inégalité
encore vérifiée si x = 0.
Enfin ¢ = a résulte de || f(x) — f(») = [fx =[] <M Ix -yl O
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Norme d’une application linéaire continue. 2.2. — Le nombre sup | f(x) || s'appelle norme

lxil=1
de f et se note | /. La preuve précédente de d = ¢ montre que || f(x) | < | fll.] x| pour
tout x € E.

Montrons que les applications linéaires continues f de E dans F forment un e.v., noté
P(E; F),etque f~ | /| estunenorme (ce quijustifiera son appellation). Soient f, g € #(E; F).
Si xeE [xl=1ona |(f+g))[ =]/ +gx)|<|/]+]gx)|<Ifli+
| g | ;donc f + gestcontinueet | f+g¢ i < [ fIl + |l ¢ |l. D'autre part,sik € K, | (k.f) (x) || =
| ket ) | = 11 G0) |, doi

”51‘1p [ (kf)(x) || =1kl H sup ||/ (x) |
x|i=1 x[=1

c'est-a-dire || k.f|| = |k || fI. Enfin | f§ =0 = f(x) = 0 pour tout x = f = 0.
L’espace de Banach ¥ (E ; F). 2.3. — Si F est un espace de Banach, alors ¥ (E ; F) est complet.

PREUVE. — Soit (f,) une suite de Cauchy de .Z(E: F). Fixons x € E. L'inégalité H fx) —
1) | < IS, —f4 1.1 x || montre que (f,(x)) est une suite de Cauchy dans F. Elle a donc
une limite que I'on notera f(x).

Montrons que f est linéaire :
Sl +y) = lim f(x + y) = lim [fx) + )] = lim Jolx) + lim 5 =1 + S
De méme f(k.x) = k.f(x), ke K.

Montrons que f est continue. A tout £ > Ocorrespond N telquep. 4 > N = | f, — /, || < &

cest-a-dire | (f, — ) () || = [ /,(x) = f,(X) || < & pour || x| = L Faisons tendre g vers .
on obtient || f,(x) = f(x) | < ¢ pour | x| = L On en déduit d'abord | f(x) | < | f(x) -
L) |+ [, <&+ 1f,1 pour | x| =1; donc f est continue. On en déduit ensuite
I'f =/, < &pourp > N;donc(f,) converge vers f. d

Norme d’un produit d’applications linéaires continues. 2.4. — Soient E, F et G trois espaces

normés sur le méme corps et u: £ — F, v : F — G des applications linéaires continues.
Leur composée v, u : £ — G est évidemment linéaire et continue. Soit xe E, | x| = 1.

ona | voux) || = | ofux)] | €l vil.]|wx)| <ol wul Parsuite | vou| < | vl.[lull

Isomorphisme d’espaces normés. 2.5. — Soient £ et F deux espaces normés sur le méme corps.
Une application f: E — F est appelée un isomorphisme (d’espaces normés) si fe L (E; F).
/ est une bijection, et si la bijection inverse f ' (qui est ipso facto linéaire) est continue.

Théoréme. — Soit f : E — F une application linéaire surjective. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) f est un isomorphisme ;
b) il existe deux nombres m > 0 et M > 0 tels que m. x| < | f(x) | < M.! x| pour
tout x e E.

PREUVE. — Montrons que @ = b. Puisque f et /' sont continues, il existe deux constantes
A >0et B> 0telles que | f(x) || < 4.1l x| pour tout xe Eet | /~'(3) | < B.| y | pour
tout ye F. Si xe E, posons y = f(x), en sorte que x =/~ '(p). Alors || x| < B.| f(x) |
etlfona B ' x| <[ f(x) ]| < 4.l x].

Montrons que h = a. L'inégalité || f(x) | < M.| x| prouve que f est continue. L’iné-
galité¢ m.|| x || < I|f(x)|. ou m > 0, montre que Ker (f) ={0}: f est donc injective et,
puisqu’elle est supposée surjective, c’est une bijection. Soit y € F. Posons x = f~!()); on a
y=fetm|x| < flx) sécrit |71 | <m .y} Donc ' est continue.

Normes équivalentes. 2.6. — Deux normes sur un e.v. E sont dites équivalentes si elles défi-
nissent la méme topologie.
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Théoréme. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) les deux normes || ||, et | ||, sont équivalentes;

b) il existe des nombres m > 0 et M > 0 tels que m.| x|, < | x|, < M.| x ||, pour
tout xe E;

c) lapplication identique de E (muni de | |,) dans E (muni de || |,) est un isomorphisme.

PREUVE. -— Evidemment a < ¢, et b <> ¢ résulte du théoreme précédent. O
Cas des espaces de dimension finie. 2.7.

Théoréme. — Sur un e.v. de dimension finie toutes les normes sont équivalentes.

PREUVE. — Tout vecteur x € £ s’écrit x = x,.e; + - + x,.¢, dans une base fixée (¢;) de E.
It est clair que | x| = |x, | + -~ + | x, | définit une norme. Si || ||, est une autre norme,
Ixll, = | Y xeelh S lIxllel <M(x, |+ +1x,0)=M.|x|, ou M=sup
{le lli..,l €I, }. Il en résulte que x » || x ||, est continue pour la topologie de | II,
car (voir I.1)ona |[IIxl, — Iy, | <lx—=yl, S Mifx—-yl.

D’autre part la sphere unité S de £, normé par | ||, est un ensemble fermé et borné, donc
compact, pour la topologie usuelle. Comme x > || x ||, est continue et positive sur S, on a

m = inf || x ||, > 0. En résumé, il existe bien des constantes m > 0 et M > 0 telles que
xeS

m< | x|, £ Mpour | x|| =1 et le théoréeme résulte de 2.6. O

Théoréme. — Soient E et F deux e.v. de dimensions finies sur le méme corps. Alors toute appli-
cation linéaire f : E — F est continue.

PREUVE. — Soient (e,) [resp. (‘/})] une base de £ (resp. F). Choisissons sur £ la norme || x ||

| x; | ci-dessus et sur F la norme analogue | y | =Y |y, Ona | f(x) || = | X x.fe) | <
Yixil|fe)| < AY x| =All x|, ot A =sup{|fle)l ..If(e)]}. Ainsi f est
continue pour les normes || [, donc pour teutes normes d’aprés le théoréme précédent. [

3. Applications multilinéaires continues

Définition. 3.1. — Soient £, ..., E, et F des e.v. sur le méme corps. Une application
S E, x - x E, - F est dite multilinéaire (bilinéaire si n = 2) si la fonction f(x,..... x,)
est linéaire par rapport a chacune des variables x; [attention ! cela ne signifie pas que [ est
une application linéaire de £, @ - @ E, dans F].

Supposons en outre, que £, ..., £, et F solent normés. Alors £, % --- x E, a une structure
d’espace normé (la somme directe des E;) et il est loisible de parler d’application multilinéaire
fiE, x - x E, - F continue. A ce titre, voici une généralisation du théoreme 2.1 :

Théoréme. 3.2. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) fest continue en tout pointde E, x - x E,;
b) f est continue a lorigine (0, ...,0)de E, x --- x E,;
©) | f(xy, ...y x,) | est borné sur le produit des boules unités | x; | < 1 des E;;
d) | f(xy,...rx,) || est borné sur le produit des sphéres unités | x; | = 1 des E;;

e) il existe une constante M telle que || f(x,...,x) | < M.| x, | ... | x, || pour tous les
x €E,..,x,€E,.

PREUVE. — Evidemment a = b.

Montrons que b = ¢ : il existe une constante > O telleque | x; | + - + | x, | < J =
Iy x) | S L Alors [ x4 <1, x, | ST =ldx/nl+ -+ |dx/n| <=
[ £S.x/n, s duxim) | <1 = | flx)o o x) | < (mfo)™
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Evidemment ¢ = 4.

Montrons que d = e : soit M un majorant de | f(x,,..., x,) | lorsque | x, | = =
I, | = 1. Siles x, sont tous non nuls, les x,/|l x; || sont de norme 1, donc | f(x, /i x, II,..) | <M
et par suite || f(xy, . x,) | < M. bx .| x, |5 inégalité encore vérifiée si I'un des x, est nul.

Enfin e = « résulte de

[/ Ceyss X)) = f(X)5 s X ) | = ”f(’cl = Xy Xp, e X))+ S Xy — XL X x) +
A S e X X, = X || < M-[H xp = xy b e hx, I+ +
X el X, — 0]
L’espace ¥(E,, .., E,; F). 3.3. — L’ensemble des applications multilinéaires continues
f:E, x - x E, - F, muni de fagon naturelle d’'une addition et du produit par un scalaire,
est évidlemmént un e.v. Nous le noterons &£ (E,,.... E,. F). Si E, = = E, = E, nous le
noterons simplement £"(E; F).
Posons || fI| = sup{ || f(x,,.... x,) || | lorsque |l x, | = = || x, | = 1. D’aprés la preuve
de d = ¢ du théoréme précédent on a | f(x,,....x,) \‘ < I fIl x|l ... | x|l pour tous

X5 -.s X,. On vérifie alors,commeen 2.2, que f~» | f | est bien une norme sur £(Ey, ..., E,; F)
etque, commeen 2.3, (£, ..., E,; F) ainsi normé est un espace de Banach si F est un espace
de Banach.

EXEMPLE. 3.4. — Soient E, F et G trois e.v. normés sur le méme corps. Si fe Z(E; F) et
g € Y(F; G), notons c(y,f) l'application linéaire composée go f: E — G. Evidemment
c(yg, f) est continue. Ainsi ¢ est une application de #(F:G) x L(E. F) dans Z(E: G).
On sait qu'elle est bilinéaire et (voir 2.4) que [ gof| < | g ll-Ilf]; par conséquent elle
est continue et de norme || ¢ || < |

4. Isomorphismes canoniques

Théoréme. 4.1. — Soit E un e.v. normé construit sur le corps K. Alors ¥ (K ; E) est canoni-
quement isomorphe a E.

PREUVE. — Définissons £ (K : E) — E par fa [ = f(1). Evidemment ~ est linéaire. Elle
est injective car [ =0=f(1) =0 = f(t) = t.f(1) = 0 pour tout re K :f— 0. Elle est
surjective : si x € E posons f(t) = t.x, 00 1 € K; évidemment Je Z(KE)et f = x. Enfin,
elle est continue et || /)| =111 /1l montre que sa norme || || = 1. O

Théoréme. 4.2. — L (E; L*(E; F)) est canoniquement isomorphe @ ¥£**'(E; F).

PREUVE. — Si fe Z(E: $ME; F)) définissons f par f(x,, .. X 1) = (i) (X1, o0 X).
Evidemment f'e £**!(E; F) et fest une application de % (E; LHE; F)) dans #**Y(E; F).
Il est clair que f est linéaire. Elle est injective, car f = 0 — f(x,, ;) (X, ..., x,) = 0 pour tous
les x|, ..., Xiy) =>f(ka) = 0 pour tout x, , , =>f 0. Elle est surjective : sige PK*YEF)
defmlssons fiE - $XE;F) par x » g(x, ...,); évidemment fe L(E: #XE:F))et f =g
Enfin f est continue, car

G X ) = 1 ) s ¥ < G ) el 0 Bl <
SUSIN Sy Xy e

montre que | fI < ||f]l, donc | | < L. [A titre d'exercice on montrera que | || = I1.]
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THEOREME DU POINT FIXE DE BANACH

Point fixe. 1. — On appelle point fixe d'une application f d’un ensemble £ dans lui-méme,
un point a € E tel que f(a) = a.

Voici l'une des raisons de I'importance de cette notion. Si £ est un e.v. et g une application
de E dans E, résoudre en x I’équation g(x) = b, ou b € E est donné, revient a trouver le (ou
les) point(s) fixes(s) de f(x) = g(x) + x — b.

Contraction. 2. — Soit £ un espace métrique, dont la distance est notée ¢ Une application f

d’'une partie U de E dans E est appelée une contraction s’il existe un nombre réel k,0 < k < 1

tel que d[j(»c) S ()] < k.d(x,y) pour tous x, y € U. On appelle k le rapport de contraction.
Notons qu’une contraction est uniformément continue.

Théoréme de Banach. 3. [En anglais : « contracting mapping principle. »]
Soient E un espace métrique complet et f : U — E une application d’un ouvert Ude E dans E.
Faisons les hypothéses suivantes :

a) f est une contraction de rapport k ;

b) il existe uc U dont la distance d[u, E\ U] au complémentaire de U excéde un nombre
fixe M > o;

) dlu, f(w)] < M.(1 — k).

PREUVE. — Evidemment f(u) e U, car d[u,f(0)] < M.(1 — k) < M < d[u, E\U]. Défi-
nissons u, par récurrence : uy = U, ..., U, , = f(u,). Pour que cela ait un sens il faut montrer
que u, € U. Nous le savons déja pour u, et u,. Supposons-le établi pour ug, u,, ..., u, On a
dlu, f(uy)] < dlu, u] + - + d[u,.f (u,)]). Mais il est clair que

d[up’j (u,,)] =] d[fp(ll),fp(ul)] < kP.M.(1 = k) pour 0 <p<n.

Donc d[u, f(u,)] < M(1 — k).[1 + -~ + K] = M.(Il — k") < M.
Ainsi f(u,) = u,,, € U, et la propriété est établie par récurrence.

Le méme raisonnement montre encore que d{u,, p“l] < M.(1 = k).[k? + - + kPHY] <
M. kP. La suite u, est donc une suite de Cauchy de U, qui converge vers une limite a, puisque £
est complet. Cette limite est dans U, car I'inégalité précédente entraine, en faisant ¢ —» + o0,
d(u,, a) < M.k? < M. D’autre part, en faisant p - + o0, on obtient d(u, ¢) < M.

Montrons que ¢ est un point fixe. En effet, puisque f est continue, u,., = f(u,) entraine
a = f(a) en faisant n — + oe.

Soit & un second point fixe eventuel d(a, b) = d[ f(a), f(b)] < k.d(a, b) montre que
d(a, b) = 0. Donc b = a. a

Remarque. 4. —Si U = E, les hypothéses b et ¢ sont superflues et n’importe quel point u
fait l'affaire dans le théoréme précédent.
Donnons deux corollaires utiles :

Dépendance d’un paramétre. 5. — Gardons les notations du théoréme précédent. Soient T un
espace topologique et f : U x T — E une application satisfaisant aux hypothéses suivantes :

a) chaque application partielle f, : x ~ f(x, t), out € T,de U dans E vérifie les hypothéses
du théoréme de Banach ;
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b) pour chaque x € U, Papplication partielle t ~ f(x, t) est continue.
Alors, si a, est Punique point fixe de f,, Papplication t ~> a, est continue.

PREUVE. — Soient £, se T. On a

d(a,, a) = d[f(a), f(a)] < d[f(a), f(a)] + d[ f(a) f(a)] <
< k'd(an as) + d[fs(ar)s fy(ar)] N
Donc d(a,, a,) < (1 — k)~ '.d[(fa,), f(a)]. qui tend vers zéro si s tend vers ¢ C

Une itérée est une contraction. 6. — Si f est une application continue d’un espace métrique
complet dans lui-méme, dont une itérée f™ est une contraction de rapport k, alors f posséde
un point fixe unique.

PREUVE. — D’aprés le théoréme de Banach f" posséde un point fixe a = 11m f")" (w).

Puisque f est continue, f(a) = f[lim...] = 11m ST ). Mais d[(f)" (f(u)) (f Y ()] <
< k".d[f(u), u] montre que lim f™"*'(u) = 11m [ (u) = a.
Enfin, si f(b) = b,ona f(b) = b;etb = a, puisque f" ne posséde qu’un point fixe. ]

Caractére constructif du théoréme de Banach. 7. — Comme nous I'avons vu a propos du théo-
réme d’inversion locale (chap. 3), le théoréme de Banach permet de prouver 'existence et
I'unicité de solution d’équations. Mais il fournit en outre un procédé effectif pour construire
cette solution par approximations successives. La preuve du théoréme de Banach montre
que la suite uq = u, u; = f(u), ..., u, = f"(u) converge vers la solution a de f(x) = x. Elle
montre aussi que la « vitesse d’approximation » de cette solution par la solution approchée u,
est polynomiale en n : d(a, u,) < M. K"

Prenons, par exemple, une fonction f:[a, b] — R, dérivable et dont la dérivée vérifie
| f(x) | < k < 1 pour un nombre k fixé et pour tout x € [a, b]. Supposons enfin que f applique
[a, b] dans lui-méme. Le théoréme des accroissements finis (1.6. chap. 2) montre que
|f(x) = f(»)| < k.|x — y| pour tous x, y € [a, b). La fonction f est donc une contraction
de [a, b] dans [a, b] et les figures ci-contre montrent les approximations successives x, de la
solution de f(x) = x dans les cas respectifs 0 < f'(x) <l et — 1 < f'(x) <O.

~+
b *//+ b N
f(a)
f(b)
f{b) =f
f(a) ( o ) i vt
|
: IR
P [
Pl
a8 X X3Xy X4 Xg a Xg XgpXq X XgXg Xq b
Fig. 11. Fig. 12.

La portée de la méthode est plus générale qu’il n'y parait. Soit a résoudre une équation de
la forme F(x) =0, ou F : [a, b] — R est une fonction dérivable telle que F(a) < 0, F(b) > 0,
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et telle qu’il existe deux constantes positives k, et k, satisfaisant k, < F'(x) < k, pour tout
x €[a, b).

En posant f(x) = x — . F(x), t # 0, nous sommes ramenés a chercher les solutions de
f(x) = x. Puisque f'(x) =1 —t.F'(x),onal —tk, <f'(x) <1 — t.k,. La procédure
antérieure s’appliquera, en ajustant ¢ pour que |1 — 2.k, | < I, |1 — .k, | < 1, car alors
f sera une contraction.

Remarque. 8. — Donnons-nous un e.v. £ et une application f: E -» E. Proposons-nous
de résoudre I’équation f(x) = x. S’il existe sur £ une norme pour laquelle : @) £ est un espace
de Banach, b) f est une contraction, alors le théoreme de Banach fournit une solution.

Il se peut qu’il existe plusieurs normes vérifiant la condition a); c’est en particulier le cas
si £ est de dimension finie. S'il en est ainsi, les conditions sous lesquelles f est une contraction
dépendront de la norme choisie. Cela invite a chercher, dans chaque cas particulier, la norme
la « plus avantageuse ».

Illustrons cela par un exemple : soit x = (x;,..., x,)€ER"am f(x) = L.x + be R" une
application affine [L € Z(R"; R") et b € R"]. Sous quelles conditions S est-elle une contrac-
tion ?

Prenons d’abord la norme | x ||, = sup { | x;| }. On voit sans peine que

[/ =Sy <sup ¥ LI x—yl,,
[ =S

ou (L;)) est la matrice de L dans la base canonique. Une condition suffisante pour que f soit

n
une contraction est donc Z |L,-j| <lpouri=1,..,n
j=1

It
™M=

Prenons maintenant la norme || x |, x; | Alors

M=

[ /) =7 I,

N

|L|j|‘HX_y”2s

sup
j

=1

et une condition suffisante est

M=

|[Lj| <1 pour j=1,..n.

i=1

b=

1/2
Prenons enfin la norme euclidienne || x | = < xf) . L’inégalité de Schwarz entraine

I

1

i

2
. . , ..
() =g iy =% |:Z Lifx; - yj)] <X Z(ij)z- Il x = y I% La condition de contrac-
i J L
tion s'exprime par y (L,)* < L.
ij

Chacune des conditions précédentes est suffisante pour que f soit une contraction. Mais
aucune n’est nécessaire pour assurer la convergence de la suite x, f(x), ..., f"(x). Le lecteur
construira des exemples ou chacune des trois conditions précédentes est remplie, tandis que

les deux autres ne le sont pas.

AVEZ. — Calcul différentiel.



Appendice C
LA METHODE DE NEWTON

Le théoréme de Banach de l'appendice B donne un algorithme pour trouver les racines
d’une équation f(x) = 0. Si I'on pose g(x) = f(x) + x, nous avons vu que, sous certaines
conditions, la suite uy, u, = g(ug), ..., u,,; = g(u,) converge vers l'unique racine a et que
la vitesse d’approximation est polynomiale : | a —u, | < M.k", o M et 0 < k < | sont
des constantes.

La méthode de Newton, pour trouver une racine de I’équation f(x) = 0, consiste a substi-
tuer 4 la courbe y = f(x) sa tangente en un point, dont I'abscisse x, est une approximation
de la racine « cherchée. Si | a — X, | < ¢, I'écart entre la courbe et sa tangente est d’ordre &2,
L’approximation x,, définie par I’équation linéarisée f(x,) + Df(x,).(x; — xy) = 0, est
donc voisine de « a &* prés (voir figure).

Y

Fig. 13.

En itérant ce procédé, on obtient une suite d’approximations convergeant exponentielle-
ment ;| x,., — X,| < C.|x, — x,_, >, C = constante. A l'issue de la (n + 1)-iéme approxi-
mation | ¢ — x, | est donc de I'ordre &, -

C’est cette méthode que nous allons étendre aux espaces de Banach.

Théoréme. — Soient E et F deux espaces de Banach, B une boule de rayon 6 > odeE,f : B — F
une application de classe C'.

Faisons les hypothéses suivantes :

a) il existe une constante M telle que | Df (x) — Df(y) | < M.|| x — y || pourtousx,y € B;

b) il existe x, € B tel que Df (x,) soit un isomorphisme de E sur F et tel que |l f(xy) || soit
assez petit.

Alors x,, | = x, — [Df(x,)]”'.f(x,) existe, et la suite x, converge vers lunique solution
ade f(x) = 0. En outre | a — x, || est de Pordre de &2", o1 0 < & < 1 est une constante.

PREUVE. — Soit x, € B une approximation de la racine cherchée a. Posons y, = f(x,), tout
revient a résoudre en r I'équation f(x, + r) = 0, qui s’écrit encore f(x, + r) — f(xy) = — Vo
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Supposons que I'on sache que x,, + r € B, alors f(x,) = f(xq + r) — Df(x, + r).r + R(x,,r),
ou R =0(| r ). Ainsi r doit vérifier ’équation — y, = Df(x, + r).r — R(x,, r).

Puisque Df est continue et que Df(x,) est un isomorphisme, Df(x, + r) est encore un
isomorphisme (4. 1. chap. 3). Ainsi I'opérateur ¢ :ra — [Df(xy + )]~ '.[yy — R(xy, 1)]
est bien défini si || r | est assez petit.

Nous allons montrer que :

1) ¢ est une contraction de la boule B(x,, ¢') dans elle-méme, si son rayon J’ est assez
petit ;

2) lalgorithme de construction du point fixe de cette contraction, tel qu'il est donné dans
le théoréme de Banach, coincide avec celui de I'énoncé.

Commengons par estimer g(r) = [Df(x, + r)] ' L'identit¢ A~' — B™!' = A~ 1(B —
A).B~! entre isomorphismes linéaires et I'hypothése a du théoréme entrainent | g(r) —

gy | < Moyr = .| gtr) L] g(r) || Posons C = || g(0) |, il en resulte | gr) | < | gtr) —
90) | + |90 | < C.M.Irll g | + € < C.[L= .M. 7 (]!
Par conséquent, si | r || < 6’ < d et (2 MC)™?, alors g(r) existe et H gir) | 2C
D’autre part, si r,r'e B(x,,0") on a | ¢(r) — q)(r’) [ < §g) ||| Rtxgrr) = Rlxq, ¥
[ g(r) —g(r) [.]| ¥o — R(x,.r") |- Mais, d'apres le corollaire 1.7. (chap. 2) et lhypothese a)
du théoréme
| R(VO r) — R(V() r) | = HJ(V() + 1) = flxe 1) + D_/(‘() + r).r — Df(\’o +r).r \ <
< “j(\n +r) *](\’() +r) - Dj(\’() + ). = “ + H [Df(\/() +7r - Df (x,. r).r I‘ <

<MY —riZ+ 07007 —ri].
En utilisant les résultats précédents et I'hypothése «¢) du théoréme, on obtient
| o) = o0) | S 2.C.MLIr —r >+ 0y —ri] +

1 S
+4C2,M.<!lyo I +§M.Ilr||) A —=ri.

cest-a-dire || ¢(r) — @(r) H < K.|lr — ¥ |l, ou K sera une constante positive, indépendante
de retr’ etinférieurea | sid et || y, | sont assez petits.

Par ailleurs | o(r) | < || @(r) — ¢(0) | + @) | <K.lrll + C.ly, | implique
o) | <6 siCliy | <0 — K)o

En résumé, en choisissant || y, | = Hj(xo) |] et par conséquent o', assez petits, ¢ est une
contraction de B(x,, ¢’) dans elle-méme. D’apres le théoréme de Banach, ¢ posséde un unique
point fixe a@ € B(x,, d’), qui est la limite de la suite définie par r, = 0,

Favr = @r,) = = [Df(xo + 1)) ' [¥o — R(xo, 1)) =
— [Df(xy + r)] " S xo + 1) = Df(xy + r)er] =r = [Df(xg + )] " f(xg + 1)
Posons x, = x, + r,, nous obtenons la relation de récurrence annoncée dans le théo-

réeme : X,,, = X, — [Df(x,)]" 1. f(x,)

Evaluons la vitesse de convergence. D’apres 1.7 (chap. 2) et 'hypothése «) du théoréme,
ona |f(x,) = f(x,_ 1) — DI(x)(x, — X,.y) | < M.l x, — x, 12 Ainsi | x,,, — x, || <
D.| x, — x,_ [I?, o0 D est un majorant des M.||[Df(x,)] ' |.

il en résulte

n-1 n
I X1 — Xl S Dllx, —x, ;12 <o <DV xy — xp 12 =

=D '.(D.| x, — x, I)?

Par conséquent, si lon pose ¢ = D.|| x, — xo| = D.|| [Df(x)] " |- f(xy) | et @ = lim x,,
on obtient
la=x, I <% Ix wejrr = Xoay | S D + 7+ ] =02y, O

j=0



Appendice D
THEOREMES D’INVERSION GLOBALE

Une application f: R - R declasse C!, et dont la dérivée ne s’annule pas, est un difféomor-
phisme d’un voisinage de chaque point sur son image. Mais, 4 moins d’imposer une condition
supplémentaire, ce n’est pas nécessairement un difféfomorphisme de R sur R (songer a Arctg x).
Une telle condition peut étre de caractére global : par exemple : |llim | f(£) | = oo. Elle peut

tf—=x

aussi étre de nature locale ; par exemple : il existeunnombre k > 0tel que f'(x) > k pour tout
x. C'est cette derniére condition que nous allons adapter aux espaces de Banach. Remarquons
qu’elle peut s’écrire de deux fagons, dont chacune va donner lieu a un théoréme global.

a) il existe un nombre k > 0 tel que [f()) — f(X)].[y — x] = k.(y — x)?;
b) il existe un nombre k > 0 tel que | [Df(x)]™* | < 1/k pour tout x.

1. Applications strictement monotones

Dans ce paragraphe, H est un espace de Hilbert réel, de produit scalaire ¢, ). Avec des
modifications mineures, laissées a la discrétion du lecteur, les résultats qui suivent s’étendent
aux espaces de Hilbert complexes.

Définition. 1.1. — Généralisons la condition « de I'introduction.
Uneapplication f: H — H est dite strictement monotone s’il existe un nombre k > 0 tel que
(S — fx),y—x>=k.|ly—x|? pourtous x, ye H.

Si H était un espace de Hilbert complexe, le membre de gauche pourrait étre remplacé par
sa norme, ou par sa partie réelle.
Notons que l'inégalité de Schwarz entraine

(1.2 1D =f@ || = kfy = xl

Théoréme. 1.3. — Une application strictement monotone de classe C' est un difféomorphisme
de classe C' de H sur H.

La preuve va résulter des lemmes suivants.

Lemme. 1.4. — La différentielle de f vérifie
(1.5) {Df(x).y,¥y> = k.|ly > pourtousx,ycH.

PREUVE. — Pour tout t réel et pour tous x, y e Hona { f(x + 1y) — f(x),ty > = k.22 y %
Divisons les deux membres par > # 0 et faisons tendre ¢ vers zéro, en tenant compte de la

continuité de u » (u, y >. On obtient (1.5). =

Notons que, réciproquement, (1 . 5) entraine la stricte monotonicité, dont on a ainsi un critére
local. Eneffet, ona { Df(x + ty).y,y > = k.| y ||* pour tout t€[0, 1] et tous x, ye H. Intégrons
les deux membres entre O et I, en tenant compte du théoréme fondamental du calcul intégral
(6.6. du chap. 2) et de la propriété  de (7.4. chap. 2) :
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1
fx+p) —f)y) =< J Df(x + ty).y.dt, y) =
)

rl

= J (Df(x + t.p)y, yd.dr = k| y|?
0

Lemme de Lax-Milgram. 1.6. — Soient H un espace de Hilbert réel et L€ ¥ (H; H). Sup-
posons qu’il existe un nombre k > 0 tel que { Lx, x » = k.|| x ||> pour tout x € H. Alors L
est un isomorphisme et | L' | < 1/k.

PREUVE. — Lestinjective, Lx = 0 entrainant évidemment x = 0.
Montrons que L(H) est un sous-espace fermé. Soit y, = L(x,) une suite convergeant vers .
L’inégalité de Schwarz montre que | Lx | = k.| x | pour tout x, donc

1y, =¥l = LUx, = x) | = ki x, — x, |

et x, est une suite de Cauchy. Puisque H est complet et L continue, x,converge vers un élément x
et L(x) = y.

Montrons que L est surjective. Le théoréme de la projection montre qu’il suffit de prouver
que l'orthocomplément A4 de lev. fermé L(H) est réduit a {0} Si ae A, alors o =
(La,ay > k.|| a|l?>,etl'onabiena = 0.

L’application linéaire L posséde donc une inverse L~'. En posant Lx = y, Iinégalité
§Lx | = k.l x| secrit |yl = k.| L7'(p) || Ainsi L™ " est bornée et || L™" || < 1/k. O

PREUVE DU THEOREME. |.7. -- La relation (1.2) montre que f est injective. Les lemmes | .4.
et 1.6. montrent que Df(x) est un isomorphisme pour tout x. D’aprés le théoréeme d’invariance
du domaine (4.4. chap. 3), f est donc un difftomorphisme de classe C' de E sur l'ouvert
F = f(E).

il nous reste a montrer que f est surjective. Pour cela il suffit de montrer que f(£) est fermé,
ou encore que tout point frontiére b de f(E) appartienta f(E).

1l existe un chemin, c’est-a-dire une courbe continue y : [0, 1] — H, de classe C' sur [o, 1],
d’extrémité p(1) = b, telle que y(¢) € f(H) pour 0 < ¢ < 1. Puisque f: E -» f(E) est un difféo-
morphisme de classe C', 5 = f' oyl [0, I[ = Hest de classe C' et foi(s) = () pour
0 <t < L Si, est une suite croissante de nombres tendant vers 1, (1.2) entraine

[ 7ty = v | = [T = fIFN || = k.| 7e,) — 7)) |

ainsi J(#,) est une suite de Cauchy, qui converge vers un point x. La continuité de f entraine
S(x) = f(x) = lim f[3(,)] = y(1) = b et b appartient bien a f(H). O

n=o

2. Le théoreme de Hadamard-Levy

En généralisant la condition b de l'introduction, nous allons obtenir un résultat di a
Jacques Hadamard (1906) et Paul Lévy (1920)

Théoréme. 2.1. — Soient E et F deux espaces de Banach, f : E — F une application de classe
C'. Supposons que, pour tout x € E, Df (x) € L (E ; F) soit un isomorphisme et qu’il existe
un nombre A > 0 tel que | [Df (x)]"' | < A. Alors f est un difféomorphisme de E sur F.

La preuve exige plusieurs étapes.

Lemme d’unicité des relévements. 2.2. — Soient x€ E, y = f(x), ¢ : Z — F une application
continue d’un espace topologique connexe Z dans F. Supposons qu’il existe un point z € Z et
une application continue ¢ : Z — E tels que ¢(z) =y, ¢'(z) = x, fo ¢' = ¢ [on dit que ¢’
est un relevement de @]. Alors ¢’ est unique.



132 THEOREMES D’INVERSION GLOBALE

q

PREUVE. — Soit ¢” une application possédant les mémes propriétés que ¢'. Z est I'union
disjointe de I'ensemble A4 des points ou ¢’ et ¢” prennent la méme valeur et de son complémen-
taire B. Nous allons montrer que A et B sont ouverts. Puisque z € 4 et que Z est connexe, il en
résultera Z = A.

Siae A, ¢'(a) = ¢’(a) appartient a un ouvert U dont I'image par f est un voisinage ouvert
de ¢(a) = f[¢'(a)], car f est un diffeomorphisme local. Ainsi ¢~ '(U) n ¢"~'(U) est un
voisinage ouvert de @ contenu dans A.

Si b e B, ¢'(b) [resp. ¢"(h)] appartient & un ouvert U’ [resp. U] dont I'image par f est un
voisinage ouvert de p(b) = f[¢'(h)] = f["(b)]. Ainsi @'~ *(U’) n "~ }(U") est un voisinage
ouvert de b contenu dans B. 0O

Lemme. 2.3. — Soient x€ E, y = f(x) et z un point arbitraire de F. Alors il existe un chemin
§:[0,1] - E, de classe C', d’origine §(0) = x, qui reléve le segment y : [0, 1] — F défini
pary(t) =1 —t).y + t.z.

En particulier f est surjective.

PREUVE. — Soit 4 I'ensemble des a € [0, 1] tels que 7 |, , se reléve selon un chemin [0,a[ — E,
de classe C! et d’origine x.

Montrons que 4 n’est pas vide. D’apreés le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage
ouvert U de x dont I'image par f est un voisinage ouvert ¥ de y. Ainsi 7~ (V) contient un
intervalle [o, s[et (f]y)” ! o yestdeclasse C'', vaut x pour 1 = oetreleve y |-

Sia,a e Aeta < d,d’apres le lemme d’unicité le relevement de y lio,a} coincide sur [o, g
avec celui de y o -

Soit « la borne supérieure de 4. Montrons que a e 4. Avec une notation évidente,
fo 1) = y(t) pour o < t < a, donc Df[1)] o 7'(r) = 7(¢). L'’hypothése sur Df implique donc
I'51) | < A.M, oi M est une borne supérieure des || (1) |, 0 < ¢ < L. Si 1, est une suite
croissante de nombres tendant vers a. le théoréme des accroissements finis entraine

L) W) < AML - )

La suite j(z,) est donc de Cauchy et elle converge vers un point b. La continuité de f entraine
f(b) = lim fo ¢,) = lim (1) = b, et (®) = b est bien défini.

Montrons, par I'absurde, que x = |; moyennant quoi le lemme sera établi. Il existe un
voisinage ouvert U’ de ) dont I'image par f est un voisinage ouvert V' de j(x). Puisque
o < 1, y7'(V') contient un intervalle ouvert I = ]x — ¢, o + ¢. Définissons o : I - E par
(f lu)~ " 7, puis posons 7,(1) = (1) si 0 < 1 < o 5,(f) = o(t)si « <t < a + & Evidem-
ment §, estde classe C*, 7,(0) = x et §, reléve y |, Ceci contredit la définition de .  [J

Lacet. 2.4. Un chemin sur F (resp. E), c’est-a-dire une application continue y : [o, |] - F
(resp. E), est appelé un lacet si son origine 9/(0) coincide avec son extrémité y(1).

Lemme. 2.5. — Un lacet y de F d’origine y = f(x) se reléve suivant un lacet j de E d’origine x.
En particulier f est injective.

PREUVE. — Quitte a effectuer une translation, on peut supposer y = 0.
SoitZ ={0o<r<1} x{0o<s <1} Nousallons montrer que ¢ : Z — F, définie par
¢(1,5) = s.7(1), admet unrelévement ¢ : Z — E'tel que ¢(1, 0) = x pour

o<tr<L,pol)=p 1) =x.

Le lemme en résultera en prenant (1) = (1, 1).

D’aprés 2.2. et 2.3. chaque segment s € [0, 1] » 5.7(¢) posséde un relévement unique
@,(s) tel que @,(0) = x. Posons (1, s) = ¢,(s). 1l suffit de montrer que pour chaque s € [o, 1],
t » (1, s) est un lacet d’origine et d'extrémité x.

Pour cela, considérons I'ensemble 4 des « € (o, 1] tels que, pour o < s < a, 1 » (1, $)
posséde les propriétés voulues. Muiatis mutandis le raisonnement du lemme 2. 3. montre que
A =[o, 1]. Bornons-nous a prouver. par I'absurde, que x =sup 4 = 1.
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Chaque point @(t, z) est contenu dans un voisinage ouvert U, dont I'image par f est un
voisinage ouvert V, de f[§t, x)] = (1, ) = a. (7). Puisque [o, 1] est compact, un nombre
fini de ces V, recouvre I'image de ¢ » a. y(¢); soient V' leur réunion et U’ la réunion des L
correspondants. Puisque o < 1, V' contient I'image d’unlacet s » (o + &).y(f) pourun ¢ > o.
Alors t » (f )" o lt, a + &) releve ce lacet, c’est lui-méme un lacet d’origine x, et I'unicité
du relévement montre qu'il n’est autre que @(f, « + ¢). D’ou la contradiction souhaitée.

Si x et x” sont deux points de £ de méme image y = f(x) = f(x'), 'image par f/ du segment
qui les joint est un lacet 7 d’origine y. Ce lacet se reléve, d’aprés ce qui préceéde, en un lacet
unique d’origine x. Comme ce relevement doit étre aussi le segment xx’, c’est que x = x/,
/ est donc injective. O

PREUVE DU THEOREME. 2.6. — f est une bijection de E sur F de classe C'. Puisque Df(x)
est inversible en chaque point Df ~' = [Df o/~ ']~ ! estcontinue et /' est de classe C''.

Remarque. 2.7. — A posteriori f est un revétement, c’est-a-dire une surjection telle que
chaque y € F posséde un voisinage ouvert V dont I'image inverse est 'union disjointe d’ouverts
U; (un seul, dans le cas présent), f réalisant une homéomorphie de chaque U, sur V. A priori
ce n'était pas évident : c’est 'hypothése | [Dp]™' | < 4 quientraine la surjectivité.
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REDUCTION DES ENDOMORPHISMES LINEAIRES

Soient £ un espace vectoriel complexe de dimension n et End(E) = L(E; E). Si
A, B e End (E£), nous noterons simplement A. B I'application composée 4 o Bet 1 I'application
identique Id;.

1. Théoréeme de Hamilton-Cayley

Spectre et polyndome caractéristique. 1.1. — On appelle spectre de 4 € End (£) I'ensemble des
scalaires a tels que A — «. 1 ne soit pas inversible. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) a appartient au spectre de A :

b) lenoyaude A — a.l n’est pas réduit a zéro ;

¢) le déterminant dét(4 — a. 1) est nul.

Une valeur propre de 4 est un élément du spectre de 4 ; c’est une racine du polynome de
degré n: k » dét (4 — k. 1), qu'on appelle polyndme caractéristique de A4.

Puisque la dimension de E est finie, & chaque valeur propre « correspond un vecteur propre
e #0:Ale) =a.e

Lemme. 1.2. — Si 4 € End (E) posséde n valeurs propres distinctes a,, ..., a,, de vecteurs
propres correspondants e, ..., e,, alors ces vecteurs forment une base de E. De plus A annule
son polynéme caractéristique p.

n

PREUVE. — Supposons qu'il existe des scalaires ¢, tels que Y ¢;.¢; = o. Appliquons successi-
vement aux deux membres de cette égalité 4, 4%, ..., A"~ '. On obtient n relations, ce qui
s’écrit, sous forme matricielle

1 1 G
ay a,
=0.
(@a)! (a,)""! Cpe €y

La matrice n x n est une matrice de Vandermonde de déterminant H.(a,- —a;) #0.
i<y
Il enrésulte ¢, ¢, = - = ¢, e,, donc les ¢; sont nuls et les ¢, forment une base de E.
Puisque A(e;) = a,.¢, la matrice de 4 dans cette base est la matrice diagonale diag («,).
La matrice de p(A4) est donc la matrice diagonale diag [p(a,)] qui est nulle puisque les «, sont

racines de p. On a donc bien p(4) = o.

Lemme. 1.3. — L’ensemble des A € End (E) dont les n valeurs propres sont distinctes est un
ouvert dense dans End (E).

PREUVE. — Choisissons une base de E. Cela permet d'identifier 4 4 sa matrice et, par consé-
quent, End (£) a C™.
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Puisque nous sommes sur le corps C, le polynome caractéristique p de 4 posséde n racines
ay, ..., a, éventuellement confondues. Pour qu'une racine soit multiple il faut et il suffit
qu'elle soit aussi racine du polynéme dérivé p’. Soient by, ..., b,_, les racines de p’; p et p’ ont

n—1 n
une racine commune si. et seulement si, 0 = [[ [[ (¢, — &) = p(b,) ... p(b,_,). Cette der-
s=1r=1
niére expression est un polynéme symétrique en b,, ..., b,_,. C’est donc un polyndme en les
coefficients de p et p', c’est-a-dire, en fin de compte, un polynéme P(a, . ..., a,,) en les coeffi-
cients de la matrice de 4. On a donc défini une application polynomiale f: 4 » P(a,,,...)
de End (F) = C” dans C. Elle ne peut donc s’annuler sur un ouvert de End (£) sans étre
identiquement nulle. Ce n'est pas le cas : si les valeurs propres de 4 sont toutes distinctes,
f(A) # 0. 1l en résulte que f(4) # O sur le complémentaire U de f ~'(0); qui est un ouvert
dense dans End (£). O

Remarque. - Tout isomorphisme peut donc étre approché d’aussi prés qu'on le veut par un
endomorphisme diagonalisable d’apres 1. 1.

Théoréme de Hamilton-Cayley. 1.4. — Soit p, le polynome caractéristique de A € End (E).
Alors p(A) = 0.

PREUVE. -- - Si 4 appartient a 'ouvert U ci-dessus, toutes ses valeurs propres sont distinctes.
D'aprés le lemme 1.1. on a donc p,(4) = 0. Puisque lapplication A e End (E) »
pa(A) € End (E) est continue et s’annule sur 'ouvert dense U, elle s’annule partout. O

2. Réduction

Lemme. 2.1. — Supposons que le polynome caractéristique p de A € End (E) soit le produit
de deux polynomes p, et p, premiers entre eux. Alors

a) E est la somme directe des noyaux E, et E, de p,(A) et p,(A). De plus E| et E, sont inva-
riants par A ;

b) la restrictionde A a E,, i = 1, 2, admet p; comme polynome caractéristique, d une cons-
tante multiplicative preés.

PREUVE.

a) E, i = 1,2, estinvariant par 4. Si x e £, alors p,(4) x = 0. Mais p,(4) et 4 commutent,
donc p(A).(Ax) = A.p(A) x =0, etl'on abien A.x € E,

h) Montrons que p,(A).£ < E,.

Un vecteur de p,(4). E s’écrit p,(A).x. Or, d’aprés le théoreme de Hamilton-Cayley,
po(A).p(A) = p(A) = 0, donc p,(A).p,(A) x = Oetlon abien p (A).x€ L,

De méme p,(4).x€ E,.

¢) Montrons que £ = £, + E,.

Puisque p, et p, sontpremiersentreeux, d'apres le théoreme de Bezout il existe des polynomes
q,etq,telsquep,.q, + p,.q, = l.Onadoncp,(A).q,(A) + p,(4).4,(4) = 1 Ensorte que,
st xek, pi(A).q,(A).x+p,y(A).q,(A).x =x. Posons x, =p,(A4).4,(4).x, x; =p,(A).q5(A).x;
onax =x, + x,et dapres b), x; € £,

d) Montrons que £ = E, @ E,.

Il reste & prouver que £, n £, = 0. Si xe E, n E,, p,(A).x = p,(4).x = 0. Puisqu’on
avuauc)que x = p(A4).q,(A).x + p,(4).q,(4).x et que deux polyndmes en A commutent,
on a x =q,(A).[p(A).x] + ¢q,(A).[ps(A).x] = ¢,(4).0 + ¢,(A4).0 = 0.

¢) Finalement, montrons que les restrictions A, et A, de 4 a4 E; et £, admettent pour
polyndmes caractéristiques respectifs p, et p,, & une constante multiplicative pres.
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Choisissons une base B de E qui soit réunion d’une base B, de E, et d'une base B, de E,.
Si, par abus de notations, on note encore A4, A, et 4, les matrices respectives de 4, 4, et 4,

dans les bases B, B, et B,,on a
A 0
A =< : )
0 A,

Cela montre que le polyndme caractéristique de A est le produit des polynémes caractéris-
tiques p, et p’, de A, et A,. Ainsip = p\.py = p,.p,.

Soit k une racine de p) ; nous allons voir qu’elle est aussi racine de p,. A k correspond un
vecteur propre x # 0de la restriction 4, de 4 a £,. Ainsix # 0,x€e E, et Alx) = k.x.

Divisons le polynéome p, () par ¢ — k) : p,(t) = (t — k) q(¢) + p,(k). Remplagons ¢ par 4 :
pi(A) = (A — k.1).q(A) + p,(k). 1, et appliquons les deux membres a x. On a p,(A4).x = 0,
car xe E,; (4 — k.1).x =0, car A(x) = k.x; il reste donc p,(k).x = 0. Comme x # 0,
cela montre que k est racine de p,.

Ainsi chaque racine de p), (resp. p3) est racine de p, (resp. p,). Puisque p, et p, sont premiers
entre eux, ils n'ont pas de racin€ commune, et comme p’,.p5, = p,.p,, on voit que les racines
de p;, i = 1, 2, sont toutes les racines de p,, et que leurs ordres de multiplicité sont les mémes.
Par conséquent p|, = c.p,,p> = ¢ '.p,, ou c est une constante.

Le lemme s’étend par récurrence au cas ou p se décompose en un produit de m polyndmes
premiers entre eux. On a donc prouvé le résultat invoqué en (5. 3. chap. 5) :

Théoréme. — Soient k. .... k, les racines distinctes du polynome caractéristique p de
AecEnd (E): pk) = (k, — k) ... (k, — k).
Alors E est somme directe des noyaux E,, ..., E, de (A — k,.1)"', ..., (4 — k,,.1)"". Les

E; sont invariants par A et la restriction de A d E; admet pour polynéme caractéristique
(k; — k). En particulier dim E; = r..

3. Surjectivité de I'exponentielle

On a vu(2.3. chap. 5) que pour tout X € End (£) I'exponentielle exp X est inversible. Réci-
proquement, nous allons voir que pour tout opérateur inversible 4 d'un espace vectoriel
complexe E de dimension finie, il existe au moins un X € End (E) tel que A = exp X (et par
conséquent une infinité puisque, pour tout entier n, exp(X + 2 win.1) = exp(X)).

11 cas. — Supposons que 4 ait pour polyndme caractéristique P(k) = (¢ — k)". Puisque A
est inversible, ¢ # 0 et il existe x € C tel que ¢ = e*. Posons

r—1
N=a'A—-1 e B=Y (-1 'NYi.
i=1

D’aprés le théoréeme de Hamilton-Cayley N™ = 0; il en résulte exp B = 1 + N par le calcul
classique de exp[Log (1l + u)]. Par conséquent exp[x.] + B] = e“.exp B = A.

Cus général. — Adoptons les notations du théoreme précédent. La restriction 4; de 4 a E,
admettant comme polynéme caractéristique (k;, — k)", d’aprés le premier cas 1l existe
X, € End(E)) tel que exp(X,) = A,. Prenons une base de E formée par la réunion de bases de
E. ... E.Si

alors

et X répond a la question.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
A COEFFICIENTS PERIODIQUES

Soient E un espace de Banach, 4 : R — End (£) une fonction continue. Nous supposerons
dans toute la suite que A est de période T > 0 : A(t + T) = A(1) pour tout r € R.

Voyons les conséquences de cette hypothése sur les solutions de I'’équation différentielle
linéaire x'(t) = A(1).x(1), x(t) € E. La question n’est pas triviale, car bien gue 4 soit de période
T il n'en est pas nécessairement de méme des solutions. C’est déja faux si A est constant (7.
chap. 5).

1. Les opérateurs de monodromie

Théoréme. 1.1. — La résolvante R(a, t) de I'équation différentielle x' = A.x vérifie R(a + T,
t + T) = R(a, t) pour tout t.

PREUVE. -— D'aprés (1.4. chap. 6) on sait que g—tR(a. 1) = A(t).R(a, t) et R(a,a) =1

(I'application identique de E). Puisque A(1) = A(t + T),t~» R + T.t + T) vérifie la méme
équation différentielle et la méme condition initiale R(¢ + 1, + T) = 1. D’aprés I'unicité
Ra+ T,t + T) = R(a,1). a

CONSEQUENCE. — La solution générale de x' = A.x s’écrit f(1) = R(a, 1). f(a). En particulier
f(@a+ T) = R(a, a + T).f(a). Pour que les solutions de x' = A.x soient toutes de période T
il faut donc que C(a) = R(a, a + T) se réduise a 1. On appelle C(a¢) un opérateur de mono-
dromie de X' = A.x. Notons que si 4 est constant, C(a) = e¢’* ne dépend pas de a. Ce n'est
pas le cas général.

Théoréme. 1.2. — Les opérateurs de monodromie sont tous conjugués et, par conséquent, ils
ont mémes valeurs propres.

PREUVE. - Le théoreme précédent et la relation de Chasles pour le produit intégral entrainent
Ct) =Rb.b+T)=Ra+T,b+ T).Ra,a+ T).R(b,a) = R(a, b). C(a). R(a, b)™ .

Les valeurs propres de C(.) sont appelées les nombres caractéristiques de x' = A.x. Si la
dimension de £ est finie et si 4 est constant, les nombres caractéristiques sont les e™7, ou les r
sont les valeurs propres de A. |

Théoréme. 1.3. — Pour que toutes les solutions de x' = A.x soient de période T, il faut et il
suffit que a ~ C(a) prenne la valeur 1.

PREUVE. — On a vu que c'est nécessaire. Montrons que c'est suffisant. Si C(¢) = 1,1a propo-
sition précédente montre que C() = | pour tout 1. Comme f{(t + T) = C(z).f(t), on a bien
f(t + T) = f(z) pour tout 1. O

Cherchons s'il existe au moins une solution périodiq ue.
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Théoréme. 1.4. [G. Floquet. (1883)]. — A chaque valeur propre k de C(a) correspond une
solution fde x' = A.x telle que f(t + T) = k.f(t) pour tout t.

En particulier, pour qu’il existe une solution non nulle de période T. il faut et il suffit que 1
soit valeur propre de C.

PREUVE. — Soit u # 0 un vecteur propre de C(a) de valeur propre k Soit f la solution de
= A.x vérifiant f(a) = w. Alors f(a + T) = C(a).f(a) = k.f(a). En sorte que, si I'on pose
gty = fir + T) — k.f(1), g est la solution de x' = A.x vérifiant g(a) = 0. D'aprés l'unicité
g(1) = 0 pour tout 7.
Sik = 1 la solution f ci-dessus est donc de période T. Réciproquement, si f est une solution
non nulle de période T, f(a) = f(a + T) = C(a).f(a) montre que f{a) est un vecteur propre
de C(a) de valeur propre 1. d

Nous allons voir que les nombres caractéristiques de x’ = A4.x sont invariants par chan-
gement de variable lin¢aire.

Théoréme. 1.5. [A. M. Liapounov. (1892)]. — Soit S : R —» GL (E) une fonction de classe C'
et de méme période T que A. Si dans l'équation x' = A.x on fait le changement de variable
y(t) = S@).x(t), on obtient une équation différentielle y = A,.y dont Popérateur de mono-
dromie C (a) est semblable a celui, C(a), de I'équation initiale.

PREUVE. — Un calcul immédiat montre que ) = A,.y, ou
(1.6) A, =[S + S.AL.S .

Ainsi §', S et 4 étant de période T, 4, I'est aussi et 'on peut parler de I'opérateur de mono-
dromie C,(a) = R,(a. a + T), ou R, est la résolvante de ' = 4,.y.

La solution générale de y' = 4,.y est y(t) = R,(a, 1).y(a) = R,(a, 1).5(a).x(a). Comme
x(1) = R(a, 1).x(a), on a encore y(r) = S(1).x(1) = S(1).R(a,1).x(¢). En combinant ces
résultats, et parce que x(«) est arbitraire, on trouve R,(a, 1) = S(t) R(a, 1).S(a)”'. Prenons
t = a + T;puisque S(a + T) = S(a) on en déduit C,(a) = S(a). C(a).S(a)™". 0O

Cela montre qu’étant données deux équations différentielles linéaires périodiques et de
méme période T, il n’est pas toujours possible de transformer I'une dans l'autre par un chan-
gement de variable linéaire de période T.

Cherchons s’il est possible de se ramener a une équation ' = A4,.y, ou 4, est constant.

2. Le théoréme de Liapounov

Théoréme. 2.1. [Liapounov. (1907)]. — Soit E un espace vectoriel complexe de dimension finie.
Soit A : R — End (E) une fonction continue de période T > 0. Alors il existe au moins une
fonction S : R - GL (E) de classe C' et de période T, telle que le changement de variable
y() = S(t).x(t) raméne I'équation X = A.x d une équation y = A,.y, ou A, est constant.

PREUVE. — Soit C(a) = R(a, a + T) un opérateur de monodromie de x' = 4.x. Il existe
au moins un B € End (E) tel que C(a) = e”® (Appendice E). Prenons S(1) = e"f. R(a, 1)™ ',
autrement dit, posons x(1) = R(a, 1).e '8, y(1). La relation (1. 6) montre que y vérifie 'équation
3 = B.y. Evidlemment S est de classe C'. 1l nous reste & montrer qu'elle est de période T.
Puisquee”™® = R(a, a + T),le théoréme 1. . et la relation de Chasles pour le produit intégral
entrainent

St +T)=e""TB Rt + T,a) =eB.Ra,a + T).R(t + T,a) =
=eB Rt + T,a+T) =eB Rt a =S3). O

Bien que la détermination explicite de S nécessite celle de la résolvante, et en fin de compte
la résolution de I'’équation x' = A4.x, on déduit d'importantes conséquences de ce résultat.
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Forme des solutions. 2.2. — On connait (5.3. chap. 5) la forme de la solution générale de
Féquation & coefficients constants ' = B.y. Si £,. ..., 4, sont les valeurs propres distinctes de
B, cette solution est une combinaison linéaire de vecteurs e“*./*.a. ol v € E et k < ordre de
multiplicité de 4. On en déduit que la solution générale de X' = 4.x est une combinaison
linéaire de vecteurs e“*. t*.S(t) " '.a, ou S(t) est de période T > 0 (donc bornée).

Puisque C(a) = e'®, les valeurs propres de C(a), c’est-a-dire les nombres caractéristiques,
sont les e #. On appelle les 4, les exposants caractéristiques de x' = A. x.

Voici 'une des nombreuses conséquences de ce résultat (Liapounov).

Pour que toutes les solutions de X’ = A.x tendent vers zéro lorsque 1 - + o (resp. — o)
il faut et il suffit que les parties réelles des exposants caractéristiques soient négatives (resp.

positives).

Bibliographie. — Le lecteur trouvera des exposés plus détaillés dans les ouvrages de F. R.
Gantmacher et de N. Rouche et J. Mawhin.
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LE THEOREME D’EXISTENCE ET DE DEPENDANCE
PAR RAPPORT AUX CONDITIONS INITIALES

) DES SOLUTIONS

DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

On se propose de déduire les théorémes (2.2.) et (3.4.) du chapitre 7 du théoréme des fonc-
tions implicites, selon une méthode due a J. Robbin [On the existence theorem for differential
equations. Proc. Amer. Math. Soc. 19, pages 1005-1006, 1968].

Théoréme. - Soient U un ouvert d’un espace de Banach E, X un champ de vecteurs de classe C*
sur U. Alors, pour chaque t, € R et chaque x, € U. il existe un voisinage ouvert V de x, dans U,
un intervalle |t, — a. t, + a[ et une application ¢ : |t, — a.t, + a[ x V — U tels que

a) ¢ soitde classe C',

b) ¢(ty. x) = x pour x € V;

) di,(p(t, x) = X[o(t. x)] pour (1. x) €ty — a.ty, + a x V.

PREUVE. Sans nuire & la généralité. et afin d’alléger les notations, nous pouvons supposer
que 7, = 0, que x, est I'origine de 0 de E et que U est la boule B,,(0) de centre 0 et de rayon 2 r.
Nous posons U, = B,(0)et [ =[— 1. 1].

Rappelons que C°(J: E) [resp. C'(I; E)] désigne I'espace de Banach des applications de
classe C [resp. C'] de I dans £ muni de la norme

IS llco = sup U @) I [resp. § flie =1 f lico + 1" leo)

L’ensemble C{(/: E) des /e C*(I: E), p = 0 ou I, tels que f(0) = 0 est un sous-espace fermé
de CP(1: E): c’estdonc un espace de Banach. Soit C§(/; U,) le sous-ensemble des f € C§(/: £)
a valeurs dans U, C’est un ouvert de C§(/: E) car I'image f (/) de chaque courbe f € C§(/; U)
est compacte et, par conséquent. maintenue a distance finie du complémentaire de U dans £';
il en est donc de méme de chaque courbe voisine de f. O

L’application F.

Si xe U, et fe Cy(/:U,) on a I x + 1) i < 2r donc x + f(1)e U pour 1€ [ et
X[x + f(0)] est défini. Nous pouvons donc définir une application F de I'ouvert R x U, x
Cq(l: U,) de l'espace de Banach R @ £ @ CJ(I; E) dans l'espace de Banach C°(/: E) par

F(k,x, f) 1 tas Qfa([l_) - kX[x+ JO]

L’application F est de classe C'.

Drapreés (3. chap. 2) il suffit de montrer que les différentielles partielles existent et sont conti-
nues.

Evidemment F est différentiable par rapport a k et D, F(k x, f) est 'élément de
#[R: C*I: E)] qui s'identifie canoniquement (d'aprés 4. 1. Appendice A) a I'élément 1 € [~
— X[x + ()] de C°(/: E). Puisque f est continue,{ x + f() : € [ } estuncompactsur lequel
la fonction continue X est uniformément continue. Donnons-nous & > 0, il lui correspond
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donc un 6 > 0 tel que | X[x + f()] — X(3) | <esitelet|x+ fr) —y | <0 Prenons
X, X, e Ug tels que | x, —x; 1 <9/2 et f,, /€ Cal: Uy) telles que || f; — f3 i < 9f2.
Ilen résulte || x, + f,(1) — x, — f5(1) | < & pour ¢ € I, donc

‘ D, F(ky, x,, /i) — D, Flky, X, f3) ‘[ = Su? ‘[ X[x, + f1(0] = X[x, + f5(0)] li <é.

Cela montre que D, F est continue.

Puisque X est différentiable, F est différentiable par rapport a x et D, F(k, x, f) =
— k.DX[x + f]. Cest I'¢lément de Z[E: C*I: E)] qui fait correspondre a y € E I'élément
telnr — k.DX[x + f(t)].y de C°(I: E). Puisque DX est continue, on montre, comme pour
D, F, que D, F est continue.

Enfin, puisque X est différentiable, F est différentiable par rapport a f:si he Ci(I: E),
D, F(k, x, [).h est 'élément de L[Cy(/; E); C°(I: E)] qui associe & & la courbe

re lw‘% — kDX[x + fO].h(n) de C°U:E).

On voit, comme pour D, F, que D, F est continue.

L’application H.
Le calcul précédent montre que Dy F(0,0,0) = %; autrement dit D, F(0, 0, 0) fait cor-

respondre & he Cl(1; £) la courbe 1€ [ » %—I; (1) e E de CY(/: E). L'application linéaire
1

continue D, F(0,0,0) est donc surjective : g € COo%I: E) est I'image de t€ [ » J g(s).ds.
0

Elle est aussi injective : si A'(r) = 0 pour ¢ € /, alors h(t) = constante = h(0) = 0. En résumé

D, F(0, 0, 0) est un isomorphisme de Cg(/: E) sur C°(I: E).

Comme d'autre part, F(0, 0, 0) = 0, le corollaire (5.2. chap. 3) du théoréme des fonctions
implicites dit qu’on peut trouver un voisinage | — «, d[ x V de (0.0) dans R x U, et une
application H de classe C' de ce voisinage dans Cj(/; U,) tels que F[k, x, H(k, x)] =0
pour (k. x) € ]-- u, ¢ x V,cest-a-dire

(1) c%[H(k, xX)(n] = k.- X[x + Ak x)(1)] pourre!.

L application ¢.

Puisque xe V = U, etque H(k, x) (1) e Uyalorso(t, x) = x + H(k, x)(ik),ot0 —a<k<a,
vérifie s ¢(s, x) | < 2 ret definit donc une application de ] — k. k[ x V' dans U.
D’apreés la définition de H, ¢ est de classe C'' en 7 et

%rp(r, X) = % [H(k, x) (1/k)] = k™ k. X[x + Hk x) (1/k)] = X[o(1. x)].

D’autre parl, puisque H(k, x) e C}(I: U,), on a H(k, x) (0) = 0 et par suite (0, X) = x.
On a donc exhibé, pour chaque k € [ — «. «], une courbe intégrale de X d'origine x et définie
sur [-- k, k]. Deux quelconques de ces courbes coincident donc sur l'intersection de leurs
domaines de définition d’apres I'unicité. Donc H(k, x) (1/k) ne dépend pas de k. Si ¢ # 0 on en
deéduit
2) Pt x) =x + H@, x) ().

St + =0, (l) montre que %[H(O, x)(0)] =0 pour re/: donc H(0, x) (1) = constante =

H(0, x)(0) = 0 et par suite H(0, x)(1) = 0. La relation (2) vaut donc encore pour 7 = 0
puisque ¢(0, x) = x. Comme H est de classe C' en (z. x), cette relation (2) montre qu'il en est
de méme pour .
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SIMPLICITE DE SO (3)

Rappelons que SO (n) est le sous-groupe de O (n) formé des éléments « dont le déterminant
dét(a) = + L.

Nous avons vu (1.9. chap. 9) que O (3) est une sous-variété C* de End (R®) = R®. Nous
allons utiliser le théoréeme d’inversion locale (3.5. chap. 9) pour démontrer que G = SO (3)
est un groupe simple.

1. Préliminaires

Proposition. 1.1. — G = SO (3) est la composante connexe de I = idy; de la sous-variété
O (3) munie de la topologie induite par R°.

PrReuvE. — L’application continue dét : O(3) - R ne prend que deux valeurs + | et — 1.
Donc O (3) possede au moins deux composantes connexes, contenues respectivement dans
dét™' (1) = Getdét ' (= 1)

Il suffit donc de prouver que G est connexe. Un élément a € G est une rotation d’angle a
autour d'un axe. Si r(r) désigne la rotation d'angle ¢.a autour du méme axe, alors ¢ € [0, 1] »
r(t) € G est un arc d'origine / et d'extrémité a. |

Proposition. 1.2. — On définit un produit scalaire sur End (R") en posant {c,d) =
Trace (c o 'd), 'd est le transposé de d.
De plus.sis € O (R"),ona(soc,sod) = (c,dyet (socos ',sodos ' > ={c,d).

PREUVE. — La premiere partie est immédiate.
La seconde résulte de 's = 5~ ' et du fait que deux endomorphismes semblables possédent
la méme trace. O

Corollaire. 1.3. — Soient ve End (R") et a, b SO (n). Alors 2v = aocvoa ' + bovoh !
implique voa = aov,vo b = bov.

PREUVE. -On a 2.jvi? =2(r.v)y =<daovoa™ . vy + (horobh ! ).
Utilisons 1.2 et I'inégalit¢ de Schwarz : ( aovoa™', v ) < | v i|% I'égalité n'ayant lieu que
si a*v-a ' =v; et l'analogue en changeant « en h. L'inégalit¢ initiale entraine donc

aovod ' =borob ! =u. O

2. Simplicité de SO (3)

Théoréme. — Un sous-groupe invariant H + I de G = SO (3) coincide avec G.

PREUVE. - - Prenons «e H — { I }; cest une rotation d’axe D. Si X est un vecteur non nul
porté par D, on a donc a(X) = X.
Soit r une rotation qui envoie X sur un vecteur orthogonal ¥ = r(X). Alors

b=roaor 'eH et bY) =Y.



APPENDICE 143

Considérons I'application ¢ : G — G définie par ¢p(g) =goaog 'oa 'ogobog 'ob L
Evidemment ¢ est C*, @(f) = et ¢(G) — H. Montrons que ¢ est un diffeomorphisme local
de G au voisinage de I. D’apres le théoréme d'inversion locale (3.5. chap. 1X), il suffit de
démontrer que T, ¢ est injective.

Soit v € T, G. Prenons une courbe y tracée sur G, d’origine I et vérifiant 7'(0) = v. Son
image par pest p o y(1) = (1)oao (1) o a 'oyp(f)yobo ()" o b . Daprés (2.8. chap. 4)
et la régle de Leibniz, (po 7)'(0) =2 ¢ — aovoa ' — bovob ' Supposons que v € Ker T, o.
Alors 2v = aovoa ' 4+ borob 'etlecorollaire ci-dessus entraine voa = aov, vob =bov.
Ora(X) = X, b(Y) = Y :doncal[v(X)] = v(X)etb[v(Y)] = u(Y). Mais, puisque a et b ne se
réduisent pas a /, leurs seuls vecteurs invariants sont portés par leur axe de rotation. Donc
v(X) est proportionnel a X, et v(Y) a Y. Puisque v est antisymétrique (2.9. chap. 9), v(X) =
v(Y) = 0. Comme X et Y sont orthogonaux, cela implique v = 0. Ainsi T, ¢ est injective, donc
bijective.

Draprés le théoréme d'inversion locale, il existe donc un voisinage ouvert V de I tel que
¢(V') soit un voisinage ouvert de /. Et I'on a vu que p(V) < ¢(G) = H.

Montrons que H est un ouvert-fermé de G. Puisque G est connexe (proposition 1.1.), on
aura prouvé que G = H. En effet, / étant un groupe et la translation a gauche L, par h e H
étant un difféomorphisme de G (voir 3. 4. chap. 9), L, ¢(}') est un voisinage ouvert de / contenu
dans . Cette translation a gauche par un élément /2 € SO (3) conservant également la distance
euclidienne définie sur End (R*) en 1.2.. on voit que // est fermé.

Note. - Une méthode similaire permet de démontrer la simplicité des groupes classiques,
tels SO k + 1), k # 0.
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d’Alembert (méthode de), 69.
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Application
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— définie sur une somme directe, 39.
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— linéaire tangente, 100.
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Banach (théoréme de), 125.
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Courbe intégrale, 70.
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Demi-plan de Poincaré, 115.
Difféomorphisme, 26, 100.
Difféomorphisme local, 84.
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Différentielle, 11.

Différentielle partielle, 15, 39.

— seconde, 33.
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Dyson (exponentielle de), 62.
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Equation différentielle autonome, 71.
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— linéaire homogeéne, 61.
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Espace tangent, 97.
Euler-Lagrange (équation d’), 109.
Exponentielle, 47, 77.
Exposant caractéristique, 139.
Extrémale, 108.
Extremum (relatif, lié), 102.

Floquet (théoréme de), 138.
Fonction en escalier, 22.

— implicites (théoréme des), 30.
— plateau, 46.

— réglée, 23.

Gateaux (dérivée de), 35.
Générateur d'un groupe, 80.
Germe de groupe a un parameétre, 81.
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Gronwall (lemme de), 74.
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— d’automorphismes linéaires, 49.
— de difféeomorphismes, 80.
Groupe orthogonal, 95, 99, 142.
Groupe unimodulaire, 95, 99.

Hadamard-Lévy (théoréme de), 131.
Hamilton (équation de), 71.
Hamilton-Cayley (théoréme de), 134.
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Intégrale premiére, 78, 92.

Invariance du domaine (théoréme d’), 30.
Inverse d’un diffeomorphisme, 38, 39.
Inversion locale (théoréme d’), 27, 100.
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Lagrangien invariant par un difféomorphisme, 115.
Lagrangien régulier, 111.
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Liouville (théoréme de), 68.
Liapounov (théorémes de), 138.
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Matrice jacobienne, 12, 17.
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Morse-Palais (lemme de), 87.
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Nombre caractéristique, 137.
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— non dégénére, 87.

Polynome différentiel, 56, 68.
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Principe de moindre action, 112.
Produit intégral, 59.

Rang constant (théoréme du), 86.

Rang de la différentielle, 86.

Redressement (théoréme du), 91.

Réduction au premier ordre, 55, 56, 66, 71.
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Revétement, 133,

Sard (théoréme de), 21.

Schwarz (théoréme de), 34, 35.

Solution maximale, 53, 73.

Sous-variété différentiable, 93.

Symplectique (forme ou espace), 64, 71, 99.
Systeme fondamental de solutions, 52, 62.

Taylor

— formule de, 41, 42.

— réciproque de la formule de, 43.

— série de, 45.
Théoréme fondamental du calcul intégral, 24.
Trace d’une application différentiable, 12.

Valeur réguliére, 95.
Variation des constantes (méthode de), 65.

Wronskien, 67.
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