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CHAPITRE 1 : LIMITES ET CONTINUITE Bac Technique

LIMITE ET CONTINUITE

I Rappel:

I.1 Activité 1 :

Déterminer les limites suivantes :
2
. ¢ —9
lim =
z—-3 £+ 3
doe — 4

1.

lim
rz—1

lim

r—3

—x2+3:c—2:

V2r+3-—-3

z—3

1.2 Activité 2 :

Déterminer les limites suivantes :

6x—m3+m\/§_

L I e e e e
a:—l)—oo :1;2 —+ \/g
2. I VA2 — 3 = 2 =t
T—+00
3. M — X AV 3 o e e
T——00 I
Rappel :
sinx : sin ax
* lim =1 ! * lim =a poura€clR
z—0 T | rz—0 T
. 1—cosz } . l—cosz 1
* lim ——— = : * lim > ==
z—0 x ! z—0 T 2
tan x | tan ax
* lim =1 ! * lim =a poura€R
z—0 X : x—0 x
|

1.3 Activité 3 :

Déterminer les limites suivantes :
1 2—2cosx

T
x tan 3z

im—— =
z—0cosx — 1
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CHAPITRE 1 : LIMITES ET CONTINUITE Bac Technique

I.4 Activité 4 :

Soit f la fonction définie sur R par :

Etudier la continuité de f en 2.
Solution :

v Toute fonction rationnelle est continue sur son ensemble de définition.

v' Toute fonction polynoéme est continue sur R.

v La fonction f : x — /x est continue sur [0, +oo[=Ry.

I.5 Activité 6 page 10 :

1.6 Exercice 3 page 30 :
Lol 207 4 @ 4 2 it

r——00
. 223 + 22+ 1
2. lim ————— =
z—too % —x — 1

. 1
3. wll)r_{loo\/i-l-m— ...................................................................................

4, M = — A — B L m e e e e

r—r—00

. 2 —1

0 Ll o
. 2 —1

0 LIl o o

x—-+00 £C3
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CHAPITRE 1 : LIMITES ET CONTINUITE

Bac Technique

2

223 — —a?—2_

owh_)ml 22 -3z —4

II Prolongement par continuité :

IT1.1 Activité 1 :
_ 22— 3x+2

1. Soit la fonction définie sur R par : f(z) .
> _

(a) Quel est Pensemble de continuité de f.
(b) Calculer lim f(x).
z—1

2. Soit la fonction définie sur R par :

(a) Montrer que g est continue en xo = 1.

(b) Quel est alors I’ensemble de continuité de g.

Solution :

Kadri Wassim
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CHAPITRE 1 : LIMITES ET CONTINUITE Bac Technique

Théoréme )

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I sauf en un réel xg de I.
Si f admet une limite finie ¢ en x( alors la fonction g définie sur I par :

o(a) = {g@c) = f(z) siz#

g(@o) =4 (%]

est continue sur R.

g est appelée prolongement par continuité de f en xzg.

11.2 Exemple :
Soit f la fonction définie sur |—1; +o00[ \{0} :

f.x’_>\/x+1—l
' x

Montrer que f admet un prolongement par continuité en xy = 0 que 1’on précisera.
Solution :

Kadri Wassim Pape 6. tn

toutes les matiéres, tous les niveaux




CHAPITRE 1 : LIMITES ET CONTINUITE Bac Technique

ITT Limite est ordre :

IT1.1  Activité 1 :

Soit la fonction définie sur R par f(z) = V2?2 +1—=z.
1. (a) Quel est le signe de f(x) si x <0.
(b) Montrer que pour tout > 0 on a: f(z) > 0.
(c) Quel est alors le signe de f(z) pour tout © € R?
2. Calculer et préciser le signe de chacune des limites suivantes : lim f(x), :lim flx), limOO f(z), lim f(x).

Solution :

Théoréme )

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I sauf peut-étre en un réel x.
On suppose que : mll)ng f(z) =¢.
0

v Si f(x) > 0 pour tout = € I\{zo} alors £ > 0. u
v Si f(z) <0 pour tout z € I\{zo} alors £ < 0.

\ J

% o % ¥ b ¥ S S S b ¥ ¥ ¥ 3

A e A % A 4 * ¥4 4 A e A S

Conséquence 3

Soit f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle ouvert I sauf peut-étre en x( € I.

. . _ . _ /
v Si zlgl;lo flz)=1¢, xlgrzlog(x) =/l et f(zx) <g(x) Vael\{zg} alors .
v Si lim f(z) =4, lim g(z) ={let f(z) <h(z) <g(z) Vael\{zo} alors | lim h(zx) ={|
T—To T—>x9 T—xo

vV Si|f(z)] < |g(x)|] Vo e I\{zo} et IILII; g(z) =0 alors zlgg fl@)=0 "

v Sif(x) < g(x) Vo e I\{zo} et Jim f(z) = +oco alors Jim g(x) = +o0 |

v Sif(x) < g(x) Vo e I\{zo} et Jim g(x) = —oo alors Jim fl@) = -0 |
Les résultats du conséquence reste vrai lorsque z tend vers :Eg' Ty , —00 ou +00.
Kadri Wassim Pape$6it. tn
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CHAPITRE 1 : LIMITES ET CONTINUITE Bac Technique

II1.2 Exemple :

Soit la fonction :
2 —coszx
fixr— ————
T
1 3
1. (a) Montrer que pour tout z >0 ona: — < f(z) < —.
T T

(b) En déduire xgrfoof(x)
2. Déterminer lim f(x).
r—r—00
Solution :

Papebolir. tn
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CHAPITRE 1 : LIMITES ET CONTINUITE Bac Technique

IV Limite et continuité d’une fonction composée :

IV.1 Activité :

On donne les fonctions f et g définies par : f(x) = z? 47 et g(x) oSt

T 2+sina’
1. Déterminer g (f(x)) et déduire 1ir%g (f(z)).
r—

2. Déterminer les réels suivants : £ = lim f(z) et ¢/ = lim g(x).
z—0 z—L

Solution :

Théoréme N

Soit f et g deux fonctions, si
li =/l et li =/ al
Jim flz)y="»e wl_)még(x) ¢’ alors u

lim (go f) (x) =

Tr—xo

Kadri Wassim Pape$6itr. tn
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CHAPITRE 1 : LIMITES ET CONTINUITE Bac Technique

IV.2 Exemple :

Calculer les limites suivantes :
in 2
1 lim 4/1+ 2222

z—0 T

. 1—cosx 22
2. lim + .
z—0 2 1—-cosz

Solution :

IV.3 Activité :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I , et g une fonction définie sur un intervalle ouvert J tel
que pour tout x € I ,on a f(z) € J .
Soit xo € I tel que f est continue en z( et g est continue en yg = f(xo).
Montrer que (g o f) est continue en x.
Solution :

Théoréme ~

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, et
g une fonction définie sur un intervalle ouvert J tel que
pour tout x € T on a : f(z) € J .

Si f est continue en un réel xy de I, et g est continue en
f(zo) alors la fonction g o f est continue en .

o ko ko E ¥ ¥ ¥ £ ke ke k. E E b b |
e ,.Con/séque{lﬁe % e ¥ ¥ 4 ¥ 4 ' 4 " 4 " 4 > e o 1 4 4 4 4

5
X,
N
X,
X,

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et continue en un réel z¢ de I, si de plus f est positive |
sur I alors la fonction /f est continue en zg. |

Kadri Wassim Pape 965, tn
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CHAPITRE 1 : LIMITES ET CONTINUITE Bac Technique

IV.4 Exemple :
Déterminer les intervalles sur lesquelles f est continue dans chacune des cas suivants.
1. f(z) = V2?2 —4.
2. f(z) = Va? -3z +2
3. fo) =422 + 2 +1.

Solution :

V Image d’un intervalle par une fonction continue :
V.1 Activité 3 page 20 :

.................................................... 6%

\/

14

Kadri Wassim Pagp 406457, tn
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CHAPITRE 1 : LIMITES ET CONTINUITE Bac Technique

Théoréme <

* L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

* L’image d’un intervalle fermé borné [a; b] par une fonction continue f est un u
intervalle fermé borné [m; M| ot m et M sont respectivement le minimum
et le maximum de f sur lintervalle [a; b].

V.2 Exercice 13 page 31 :

\4

Kadri Wassim Pa@é*@ﬁ-, in
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CHAPITRE 1 : LIMITES ET CONTINUITE

Bac Technique

V.3 Activité :
Soit la fonction définie sur R par :
fl@)=—x siz <0
f(x) = 22 si0<x<2
flz)=6—x sixz>2

-
1. Tracer la courbe ¢ dans un repére orthonormé (O, 1,7 )

2. Résoudre graphiquement f(z) =1 et f(z) = 4 dans lintervalle [—3;2].

3. Soit k un réel compris entre f(—3) et f(—2) déterminer le nombre des solutions dans [—3;2] de ’équation

flx) =k

Solution :

. 4

Kadri Wassim
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CHAPITRE 1 : LIMITES ET CONTINUITE Bac Technique

Théoréme des valeurs intermédiaires (T.V.I) : N

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I.

% Soient a et b deux réels de I tel que a < b, pour tout réel k compris entre
f(a) et f(b), équation f(z) = k posséde au moins une solution dans
lintervalle [a, b]. u

% Si de plus f est strictement monotone sur [a,b] alors I’équation f(z) = k
admet une unique solution dans [a, b].

—
—
o

Si f une fonction continue sur un intervalle [a , b] et vérifiant f(a).f(b) < 0
alors il existe au moins un réel ¢ appartenant a Uintervalle ouvert Ja , b[ tel que

fle)=0.

Kadri Wassim Pa@é%@ﬁ-, in
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CHAPITRE 1 : LIMITES ET CONTINUITE Bac Technique

V.4 Exemple :

Soit la fonction f : & — 2® —x + 1.
1. Montrer que I’équation f(x) = 0 admet au moins une solution « dans | — 2, —1].
2. Donner une valeur approchée de o & 1072 prés.(on utilise la dichotomie)

Solution :

Si f une fonction continue strictement monotonne sur un intervalle [a , b] et
vérifiant f(a).f(b) < 0 alors il existe un unique réel ¢ appartenant a Iintervalle
ouvert Ja , b[ tel que f(c) =0 .

Kadri Wassim Pagp 44647, tn
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CHAPITRE 1 : LIMITES ET CONTINUITE Bac Technique

Si f est une fonction continue sur un intervalle et ne s’annule en aucun réel de
cet intervalle alors elle garde un signe constant sur cet intervalle.

VI Limites et comportement asymptotique :

Soit f une fonction et ¢y sa courbe représentative dans un repére cartésien (O, i, ) M (z,y) un point de la

courbe %. On dit que la courbe &y admet une branche infinie si  ou y tend vers l'infini.

VI.1 Asymptote paralléle & ’axe des ordonnées :

w

. . . . N —-
Soit f une fonction et €y sa courbe représentative dans un repére <O, T, ) 9

du plan.
La droite d’équation = = a (a € R) est une asymptote a la courbe €
si et seulement si

uiy

lim f(z) =+c0 ou lim f(z)=+o0

z—a™ z—a~ —1 0

v

fuiry

Exemple :

VI.2 Asymptote paralléle & ’axe des abscisses :

A
Soit f une fonction et € sa courbe représentative dans un repére (O, T, ) 2
du plan.
La droite d’équation y = b (b € R) est une asymptote & la courbe € .
si et seulement si
dim f(@)=b ou_lim_f(z)=b ] -
.
Kadri Wassim Pagp é9olir. tn
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CHAPITRE 1 : LIMITES ET CONTINUITE Bac Technique

Remarque :

Le signe de f(xz) — b permet de déterminer la position de la courbe par rapport a ’asymptote.

VI.3 Asymptote oblique :

A
Soit f une fonction et €y sa courbe représentative dans un repére <O, 1, ] ) 2
du plan.
La droite d’équation y = az + b (b € R) est une asymptote a la courbe €y :
si et seulement si
Jlim_ /(@) = (ax )] =0 ou_lim_[f(z) =~ (az + )] =0 —

Remarque :

Le signe de f(x) — (ax + b) permet de déterminer la position de la courbe par rapport a Pasymptote.

Exemple :

Kadri Wassim Pagp 496lir. tn
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CHAPITRE 1 : LIMITES ET CONTINUITE Bac Technique

VI.4 Etude d’une branche infinie :

Dans le cas ot lim f(z) = £oo.
T—+00

Soit f une fonction telle que lirf f(x) = foo et € sa courbe représentative dans un repére (O, i, ) .
Tr—r+00
Dans ce qui suit le procédé qu’il faut suivre pour déterminer la branche infinie au voisinage de +oc.

% Si lim @
r——+oc0 I
au voisinage de +o0.

* Si lim M
r—+oo I
au voisinage de +oco0.

* Si lim M

r—+oo I

%

= +o00 , alors la courbe € admet une branche infinie de direction asymptotique celle de (O, j )
ﬁ

=0, alors la courbe % admet une branche infinie de direction asymptotique celle de (O, i )

= a avec (a # 0), alors deux cas peuvent se présenter :
v Si lirf f(z) —ax = b avec (b € R) alors la droite d’équation y = ax + b est une asymptote a la courbe
T—+0o0
¢ au voisinage de +oo0.

v Si lirf f(z)—ax = £oo alors la courbe €y admet une direction asymptotique celle de la droite d’équation
Tr—r+00

Yy = ax au voisinage de +oo.

Remarque :

Dans le cas ot lim f(x) = £o0, I’étude de la branche infinie se fait de la méme fagon.
xr—r—00

Kadri Wassim Pagp 45647, tn
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