Comment déterminer un ensemble de points a partir de la forme algébrique ?

Meéthode : 11 faut savoir « traduire 1’énoncé », les remarques suivantes sont souvent utiles pour le faire :
e zest un nombre réel signifie que Im(z) = 0 ou que z = Z ou que I’image de z est un point
de I’axe réel (on I’interprétera aussi plus loin a I’aide de I’argument)
o e zest un nombre imaginaire signifie que Re(z) =0 ou que z = —Z ou que I’image de z
appartient a I’axe imaginaire.(interprétation aussi avec 1’argument, voir plus loin)
11 faut aussi savoir reconnaitre les ensembles de points a partir de leur €quation :
e ax+by+c=0 pourune droite

e (x—x0)%*+ (¥ —yq)? = R? pour le cercle de centre le point ) d’affixe (xq + iyq) et de

rayon R.

Exemples : A tout nombre complexe z différent de —2i , on associe le nombre complexe Z = Zz-+—2: . On pose
z=x+1y ouxet y sontdeux reels.
1) Exprimer en fonction de x et y la partie réelle X et la partie imaginaire Y de Z.
2) En déduire I’ensemble € des points M du plan complexe, d’affixe z tels que Z est réel.
3) En déduire I’ensemble F des points M du plan complexe, d’affixe z tels que Z est imaginaire pur.

Que faut-il faire ? Quelle forme faut-il choisir ?
Forme algébrique | a +ib  vérifierque acth Cette forme facilite les calculs de somme et de

sont réels. différence et permet de faire le lien entre les

complexes et les coordonnées cartésiennes des
points images.

Forme r(cosO + isinB®) vérifier que r | Cette forme établit le lien entre les complexes

trigonométrique | est un réel positif. et la géomeétrie, elle permet le calcul des
distances et des angles.

Forme re'®  vérifier que r est positif | Cette forme facilite les calculs de produit.de

exponentielle quotient et de puissance de nombres
complexes.

Pour passer d’une forme a |'autre :

x =rcos@ et y =rsinf

h A

Forme algébrique Forme trigonométrique Forme exponentielle

z=x+Iiy

r 9
v

z = r(cos@ + isinf) z =rel?

F ¥
x
r= |x*+y?;cosf == ;sinf -2
r r

Exemple : Relier les nombres complexes proposés a leurs différentes formes :

Complexes Forme algebrique Forme trigonometrique Forme exponentielle
~3 : T T 3
(1+1) —2-2i 2V2 (cos gt Esinz) VZe't
Ty oroim [ 3 3 _3=
—Zﬁ(r:ﬂs;+ e Z)) e V2 (CUSTH‘FESERTE) 2v2e
—3n 3m
8 + 4 2475 2V2 (r:as e + isin T)
L Zﬁe‘%
. - iZ - =
» Cas particuliers a bien savoir : e!*0 =1 ez =i eit = —1 e2 = —i
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Comment calculer module et argument ?

Exemple:z= 3-3..

2] = Vb = 3 (37 = o +9 =18 =0 12 = 3q2.

a 3 1 2 . T T
Cosf=—=—F=—F = . On peutdire®=—ou 0 =- — a2 mpres.
P 342 2 2 = 4 4 P
Sing =2=—3_ — L _ N2 \pGATIF donc® = % +2kn
P 342 2 2 4
% doncz=[3\f§,%]=3\[§e_i:{

|-.z|ﬁd

1A

Comment passer de la forme triconométrique a la forme algébrique ?
pe'®= [p.B]=p(cosB+isin®) =pcosO+i psinO

2n

exemple 2e ' = 2(003_237[ +."sin_23n]=2(—%+szﬁ)=—l—i\]§

2n

e E
] 3

N3

3

Comment utiliser la forme trigonométrique des nombres complexes en géométrie ?

Méthode : Pour utiliser les nombres complexes en géométrie, il est utile de connaitre leur forme trigonométrique, les

régles de calcul sur celle-ci et I"interprétation géomeétrique des modules et arguments suivants :

|zg —zsl = AB ; arg(zz —z,) = (i;4B) (2m) ; = % ;arg (ﬁ) = (AB;AC) (2m)

Zp—EZy

Zp—24

Zp—Z4

Dans ce qui précede A, B et C sont trois points tels que A#B et A#C

Exemples: 1) Soitz, = —V3+i z,=—2i z; =+/3 +i les affixes respectives de trois points A, B et C.

: . . Zy—
Déterminer la forme exponentielle de ——

23 . En déduire la nature du triangle ABC.
3

Comment multiplier deux nombres complexes ?
On peut utiliser les deux formes , mais si on a la forme trigonomeétrique, les calculs seront plus simples.

Exemple: (3+4i)(5-2i)=15-6i+20i-82=15+14i+8 =23+ 141

19

. R XX P
S5e'; x2e'g =10 e'(J7Y =10e'7 (= 10{cos§+fsing)=1052@+f1032@=5 2+542i

Comment diviser deux nombres complexes ?

On peut utiliser les deux formes , mais si on a la forme trigonomeétrique, les calculs seront plus simples.

(3+4) _(3 +4i)(5+2i)_15+6i+20i+8¢7_15+26i-8 =?+26i=l+26.

Exemple : )= 520 (5+2) 2547 25+ 4 29 29 29"
Se‘E
_5 iR 4=
Exemple T3¢ §=25e |
2e’
2
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2) Déterminer |’ensemble des points M d’affixe z tels que |z — 5 + 3i| = 0.
3) Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z telsque |z +7 — 2i| = [z + 5 — ]

4) Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que |z — 5i| = 2|z + 1 — 3i]

Méthode : Pour trouver les ensembles cherchés on utilise en général les caractérisations suivantes :

s zER< z=0ouarg(z) =0 (n)

s zeE Retz>0 <= arg(z) =0 (2m)

e zeRetz<0 e arg(z)=m (2m)

e ZEIR &z=0 ouarg(z)zg (m)

e zeiRetIm(z)>0« arg(z) = g (2m)

e z€iRetIm(z)<0« arg(z) = —g (2m)

s MA = MB < Mappartient a la médiatrice de [AB]

. (m MEB) =0 (m) < M appartient a la droite (AB)privée de A et B

« (MA;MB) == (2n) < M €]AB|

. (m W) = g (m) e M appartient au cercle de diamétre [AB] privé de A et B.

. (m EB') = g (2m) < Mappartient a I'un des demi — cercle de diamétre [AB] privé de A et B,

on précise lequel en citant par exemple un de ses points .

Exemple : On désigne par A et B les points d’affixes respectives —i et 2i. A tout point M d’affixe z, M distinct de A,
on associe le point M’ d’affixe Ztelleque Z = i (Z_Zi).

Z+i

1) Determiner I'ensemble des points M dont les images M™ appartiennent a |’axe imaginaire.
2) Deéterminer I’ensemble des points M dont les images M” appartiennent a ’axe réel.
3) Deéterminer I’ensemble des points M dont les images M” appartiennent au cercle de centre O et de rayon 1.

Comment préciser la position relative de trois points ?

Methode : Dans le plan complexe, z,, zp et z- sont trois nombres complexes distincts, d’images respectives A, B et C.

S Zr—2
On considére le nombre complexe Z = zC z‘q. Ona:
B—ZA

¢ |Z|=1e= AB=AC
e ZeER < A, BetC alignes
e ZeiR < (AB) 1 (AC)

e 7 = +i <= ABC est rectangle et isocéle en A

o
e Z=e*5 < ABC estun triangle équilatéral

Exemple : Dans chacun des cas que peut-on dire des points A, Bet C ?

1) zy=2+41i; zg=1+41i; 2z, =2+ 2i D z,=2+4+1i0; 2g=1+1i; z,=1—i

3)zg=—1—-2i; zg=—10-8i; z, =2 Azg=-1+i3; zg=-1-i3; zo =2
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Comment résoudre une ¢quation du second degré ?
exemple 3z2+4z+1=0.

A=b2-4ac =42-4x 3 x1 =16-12=4 A > 0 donc 2 solutions réelles
Z:-b+ﬁ:-4+\/§,:-4+2:£_ 1

‘@ 2a 2x3 6 6 3

_:b-[A_-4-\4_-4-2 6 o

2 2a 23 6 6 37

exemple -3z2+4z-2=0.

A=b2-4ac =42-4x(-3) x(-2) =16-24=-8 A < 0 donc 2 solutions complexes conjuguees

_-b+inf-A_-4+in8 -4+ix2\2 _ -2+in2_2-i]2
-3 3

& 2a 2(-3) -6
_-b-in[-A_-4-iA[8_-4-ix24[2 _ -2-i\2_ 2+i]2 gog2=iN2 2+in2,
. 2a 2(-3) -6 E 3 = T3 )

A RETENIR : dans C, on peut toujours obtenir la factorisation suivante :

at +bz+c= a(z = z1)(z — z2) ou zj et z; sont les racines du polynome az’ +bz+c

résoudre, dans C, 1'équation : Z=3+4i
On écrit z=x + iy, ainsi : x* 4 2xpi — pF =3 + 4i
Et avec la condition sur les modules (|z|* = 5), on obtient le systéme :
x% + yz =5
x? - y2 =3

2xy =4

T . 2 .
Les deux premiéres équations donnent : x“=4et y=1

Or, d'apres la troisieme condition xy = 2, les reels x et y sont de méme signe. On obtient donc :
Z1=241 ; »n=-2-1i
résoudre, dans C, I'équation : (1+ i)z2 +iz—-1=0
On calcule le discriminant A :
A=b —dac=—1-41+i)(-1)=—1+4(1 +i)=3 +4i
On cherche un complexe & tel que : & =3+4i

D'apres I'exemple précédent, 8 = 2 + i convient. On en déduit nos deux solutions :

_d-@+)_2-2_ . -b+8_++D)_ 2 11,
2(1+1i) 2(1+1) S 2a 2(1+1) 2(1+i) 2 2
Remarque : on pouvait voir dés le début la racine évidente z; = —1 et en déduire z; avec la relation z)z; = L4

a
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Résoudre I'équation (7 — 6i)z> — 2(7 — 6i)z — 85 = 0.

Corrigé
. 2 . 2 85 2 .
(7—6i)z—2(7—6i)z—85=0%&z —22—7—61.:0@2 —2z— (7+6i) =0.
X?-Y*=38 X?=9
A =8+6i=(3+1i) car { 2XY =6 &< Y =1
X2 +Y?=+64+36=10 XY >0

z21=1+B+i)=4+i
z2p=1-(3+i)=-2—i

Résoudre z° — (5+3i)z¢+ (7+16i)z+3 —21i =0

sachant qu'il existe une racine imaginaire pure.

Résoudre z® — (5+3i)z2 + (7+16i)z+3—-21i =0

Posons z = ai.

(E) s’écrit (54> — 16a +3) +i(—a’ +3a* +7a —21) =0

La partie réelle s’annule pour a € {3, %} et seul 3 annule la partie imaginaire

donc le polynéme est divisible par z — 3i et '’équation s’écrit (z — 3i)(z2 — 5z +7+1i) = 0
A=25—-4(7+1i) = -3 —4i = (1-2i)?

Résoudre dans C I'équation  z2 + v3z —5+3v3i =0

1 s’agit d’une équation du second degré. A = 3 — 4(—5+ 3+/3i) = 23 — 12i/3.

x2 —y2 =23 x* =27
(x+iy)2 =23-12iV/3 <= { 2xy=-12/3 <= { 2y <0
x? 4+ y? =31 y* =4

On en déduit A = (v/27 — 2i)% = (3v/3 — 2i)%.
Les solutions de 1'équation sont donc z; = V3—i et zp=-2V3+i.
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