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Avant-propos

Le présent volume reprend, avec quelques additions, un cours professé
à la Faculté des Sciences de Paris, dans le cadre de la licence d'enseigne
ment, pendant les années scolaires 1957-58, 1958-59 et 1959-60. Il est
consacré essentiellement à la théorie des fonctions analytiques d'une
variable complexe. Le cas des fonctions analytiques de plusieurs variables
reelles ou complexes est néanmoins abordé au chapitre IV, ne serait-ce que
pour permettre d'envisager les fonctions harmoniques de deux variables
réelles comme des fonctions analytiques, et de traiter, au chapitre VII,

du théorème d'existence des solutions des systèmes différentiels dans le
cas où les données som: analytiques.
Le sujet traité dans ce livre couvre la partie du programme du certificat
de {( Mathématiques II )) consacrée aux fonctions analytiques. Ce même
sujet était déjà inclus dans le certificat de « 'Calcul différentiel et intégral »
de l'ancienne licence.
Les programmes des certificats de licence n'étant pas fixés dans le détail,
le professeur conserve en principe une assez grande liberté pour la matière
de son COUTS. Cette liberté n'est guère limitée que par la tradition; lorsqu'il
s'agit des fonctions analytiques d'une variable complexe, la tradition, en
France, est à vrai dire assez bien établie. Il sera donc peut-être bon d'indi
quer maintenant dans quelle mesure je me suis écarté de cette tradition.
En premier lieu, j'ai préféré commencer par présenter non le point de vue
de Cauchy (fonctions dérivables et intégrale de Cauchy), mais le « point
de vue de Weierstrass », c'est-à-dire la théorie des séries entières conver
gentes (chapitre 1). Celle-ci est elle-même précédée d'un exposé succinct
des opérations formelles sur les séries entières, c'est-à-dire de ce qu'on
appelle aujourd'hui la théorie des séries formelles. J'ai aussi innové
vis-à-vis de la tradition en consacrant deux paragraphes du chapitre VI

à une exposition systématique, quoique fort élémentaire, de la théorie
des « espaces analytiques» abstraits (à une dimension complexe). Ce qui
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est appelé ici « espace analytique» n'est pas autre chose que ce qui était
auparavant et est encore souvent désigné sous le nom de « surface de
Riemann »; nous avons préféré réserver le nom de surface de Riemann
à la double donnée d'un espace analytique et d'une application holomorphe
de cet espace dans le plan complexe (ou, plus généralement, dans un autre
espace analytique). Ainsi se trouve établie, avec toute la netteté désirable,
une distinction entre deux notions que la terminologie classique rendait
impossible.
Sur un sujet aussi classique que la théorie des fonctions analytiques d'une
variable complexe, auquel tant de traités ont été consacrés et sont encore
consacrés dans tous les pays, il ne pouvait être question de prétendre à
l'originalité. Si le présent traité se distingue de ceux qui l'ont précédé en
France, c'est peut-être parce qu'on s'y conforme à un usage récent, et qui
tend à se répandre de plus en plus: un texte mathématique doit contenir
des énoncés précis de propositions ou de théorèmes, énoncés qui se suffisent
à eux-mêmes et auxquels il soit possible à tout instant de se référer. A
quelques rares exceptions près, qui sont expressément signalées, il est donné
des démonstrations complètes de tous les énoncés du texte.
Les questions un peu délicates de Topologie plane, en relation avec
l'intégrale de Cauchy et la considération des fonctions «multiformes »,
ont été abordées franchement au chapitre II. lei encore, on a pensé que
quelques énoncés précis étaient préférables à de vagues intuitions et à des
idées floues. Sur ces questions de Topologie plane, je me suis inspiré du
livre excellent de L. Ahl fors (Complex Analysis), sans toutefois me conformer
entièrement aux points de vue qui y sont développés. Quant aux notions
de base de la Topologie générale, elles sont supposées connues du lecteur
et utilisées en maints endroits de ce livre; en effet, ce cours s'adresse aux
étudiants de « Mathématiques II », qui sont censés avoir déjà étudié le
programme de « Mathématiques 1 ».
J'exprime mes vifs remerciements à Monsieur Reiji Takahashi qui, fort
de l'expérience qu'il a acquise en dirigeant les travaux pratiques des étu
diants, a bien voulu compléter les divers chapitres de ce livre par des
énoncés d'exercices et de problèmes. Nous souhaitons que le lecteur ait
ainsi la possibilité de s'assurer qu'il a compris et assimilé les notions théo..
riques exposées dans le texte.

HENRI CARTAN

Die (Drôme), le 4 août 1960
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CHAPITRE 1

Séries entières
,
a une variable

1. Séries entières formelles

1. ALGÈBRE DES POLYNOMES

Soit K un corps commutatif. On considère les polynômes formels à une
lettre (ou « indéterminée ») X à coefficients dans K (pour le moment il
n'est pas question de donner de valeur à X). L'addition de deux-polynômes,
la multiplication d'un polynôme par un « scalaire » (c'est-à-dire par un
élément de K) font de l'ensemble K [X] des polynômes un espace vectoriel
sur K, ayant la base infinie

r , X, ... , XA, ....

Chaque polynôme est une combinaison linéaire finie des X· à coefficients

dans K, qu'on écrit 2, aAXA, étant entendu que, dans la suite illimitée.,.,
des coefficients a., tous sont nuls sauf un nombre fini. La table de
multiplication

XP. X, = XP·'
définit une multiplication dans K [X]; le produit

(fapXP) . (~b,X')

CA = ~ apbq.
1'+'1 cr,

Cette multiplication est commutative et associative.
Elle est bilinéaire, en ce sens que

\ (Pl + P,) . Q = P.Q+ P,Q
1 (lP) . Q = 1 . (PQ)

9



I. Séries entières à une variable

quels que soient les polynômes P, Pl) P2J Q et le scalaire À. Elle admet comme

élément unité (noté 1) le polynôme ~ a.X· tel que a. = J, a. = 0 pour
..~o

n > o. On exprime toutes ces propriétés en disant que K [X], muni de sa
structure d'espace vectoriel et de sa multiplication, est une algèbre commu
tative sur le corps K, avec élément unité; c'est, en particulier, un anneau
commutatif à élément unité.

2. ALGÈBRE DES sÉRIES FORMELLES

Une série entière formelle en X est une expression formelle ~ onX", où
n~O

cette fois on ne suppose plus nécessairement que les coefficients a" soient
nuls sauf un nombre fini d'entre eux. On définit la somme des deux séries
formelles

où

ainsi que le produit d'une série formelle par un scalaire:

L'ensemble K [[X]J des séries formelles forme ainsi un espace vectoriel
sur K. On note 0 l'élément neutre de l'addition; c'est la série formelle
dont tous les coefficients sont nuls.
Le produit de deux séries formelles se définit encore par la formule (1.1),
qui conserve un sens car dans le second membre il n'y a qu'un nombre
fini de termes à ajouter. La multiplication est encore commutative et asso-
ciative, et bilinéaire vis-à-vis de la structure vectorielle. Ainsi K [[Xl]
est une algèbre sur le corps K, ayant pour élément unité (noté 1) la série

}: aAXn telle que ao = r , an = a pour ,; > o.
"~O

L'algèbre K [X] s'identifie à une sous-algèbre de K [[X)), à savoir la sous
algèbre des séries formelles dont les coefficients sont tous nuls sauf un
nombre fini.

3. ORDRE D'UNE SÉRIE FORMELLE

Soit 8(X) = ~ a.X·, notée encore 8 pour abréger. L'ardre ",(8) de celle
"~o

série est un entier qui n'est défini que si S =F 0 : c'est le plus petit n tel que
ail =F o. On dit qu'une série formelle S est d'ordre >- k si elle est a ou si
",(8) :> k. Par abus de langage, on écrit .,(S) :> k même lorsque 8 = 0,

bien que ,.,(S) ne soit pas défini dans ce cas.

10



§ 1. Séries entières formelles

Remarque. On pourrait convenir que .'(0) = +- x. Les S telles que .,(S) >- k

(k entier donné) sont simplement les séries L a"X" telles que a,. = 0 pour
,,~o

n < k. Elles forment un sous-espace vectoriel de K[[X]].

Dijinition. Une famille (S,(X»'E" où 1 désigne un ensemble d'indices,
est dite sommable si, pour tout entier k, on a {I)(S;) >- k sauf pour un nombre
fini d'indice') i. Par définition, la somme d'une famille sommable de séries
formelles

S,(X) = ~ a•.,X·
,,~o

est la série

S(X) = ~ a.X·,
,,~o

où, pour chaque n, a,. = ~ a,.,;. Ceci a un sens puisque par hypothèse

les a",i, pour n donné, sont nuls sauf pour un nombre fini de valeurs de i.
L'opération d'addition des séries formelles, lorsqu'elles forment une
famille sommable, généralise l'addition finie, déduite de la structure vecto
rielle de K[[X]]. Cette addition généralisée est commutative et associative
dans un sens que le lecteur précisera.

La notation formelle ~ a,.X" peut alors se justifier a posteriori. En effet,
,.~o

convenons d'appeler monôme de degré p une série formelle ~ a,.X" telle
,,~o

que a; = 0 pour n =1=- p; notons apXP un tel monôme. La famille des
monômes

(N désignant l'ensemble des entiers >- 0) est évidemment sommable, et

sa somme n'est autre que la série formelle ~ a,.X".
,.~o

Remarque. Le produit des deux séries formelles

n'est autre que la somme de la famille sommable, formée de tous les pro

duits

d'un monôme de la première série par un monôme de la seconde série.

PROPOSITION 3. r , L'anneau K[[X]] est un anneau d'intégrité (ceci signifie que
S oF 0 et T oF 0 entraînent ST oF 0).

Il



Démonstration: Supposons S(X) = ~ a.XP
Soient p = ",(S), q = ",(T); soit P

I. Séries entières à une variable

et T(X) = ~ b.X' non nulles.
•

S(X) . T(X) = ~:C,X';,

on a évidemment c,. = 0 pour n < p + q, Cp + q = apbq. Puisque K est
un corps et que ap =F 0, hq =F 0, on a cp+ q =F 0, donc S. T n'est pas nulle.
De plus on a prouvé que

.. (ST) = ",(8) + co (T) pour S 7' 0, T 7' o.

Remarque. On pourrait considérer des séries formelles à coefficients dans un
anneau commutatif A à élément-unité, et non plus nécessairement à coeffi
cients dans un corps K; la démonstration précédente prouve que si A
est un anneau d'intégrité, A[[X]] est aussi un anneau d'intégrité.

4. SUBSTITUTION n'UNE sÉRIE FORMELLE DANS UNE AUTRE

Considérons deux séries formelles

S(X) = ~ a,X',
,.~o

T(Y) = ~ b.YP.
p~O

Supposons, ce qui est essentiel, que ho = 0, autrement dit que w(T) > 1.

A chaque monème a,X' associons la série formelle a,(T(Y)', ce qui a
un sens puisque les séries formelles en Y forment une algèbre. Puisque
b. = 0, l'ordre de a,(T(Y»' est ;;;. n; donc la famille des a,(T(Y»'
(lorsque n prend les valeurs 0, 1, ... ) est sommable, et on peut considérer
la série formelle

}: a,(T(Y»)',
,.~o

dont on regroupera les termes en Y. Cette série formelle en Y est dite
obtenue par substitution de T(Y) à X dans S(X); on la note S(T(Y), ou
encore SoT lorsqu'on ne spécifie pas le nom de l'indéterminée Y. Le
lecteur vérifiera les relations :

\ (S, + S,) • T = SI. T + S,. T
/ (S,S,) • T = (SI. T) (S•• T), 1 • T = 1.

Mais on se gardera de croire que S • (T,+T.) soit égal à S • T, + S • T •.
Les relations (4. 2) expriment que, pour un T donné (d'ordre;;;' 1),

l'application S -+ S • T est un /wmomorphisme de l'anneau K[[X]] dans
l'anneau -K[M], qui transforme l'élément unité 1 dans 1.

12



§ 1. Séries entières formelles

Remarque. Si on substitue 0 dans S(X) = ~ a,.X", on trouve la série for-
,.~o

melle ao, réduite à son «terme constant »,

Si on a une famille .sommable de séries formelles Si et si o.ll(T) >- r, la
famille des Si 0 T est sommable et l'on a

ce qui généralise la première des relations (4. 2). En effet, soit

Si(X) ~ L a".iX " ;
n~O

on a

d'où

( I Si) cT = I (Ian.i)(T(Y))",
1 n~1I 1

tandis que

I Si 0 T = I (I an.i(T(y))n).
i i ,.~o

Pour prouver l'égalité des seconds membres de (4. 4) et (4. 5), OH observe
que, dans chacun d'eux, le coefficient d'une puissance donnée Yp ne fait
intervenir qu'un nombre fini de coefficients an.i et on applique I'associati
vité de l'addition (finie) dans le corps K.

PROPOSITION 4. 1. On a la relation

(4. 6) (S 0 T) 0 V ~ S 0 (T 0 U)

chaque fois que ",(T) ;;> r , ",(V) ;;> 1 (associativité de la substitution).

Démonstration. Les deux membres de (4. 6) ont un sens. Lorsque S est ui

monôme, ils sont égaux car on a

(4· 7) T" 0 V ~ (T 0 V)"

en raison de la deuxième relation (4. 2), par récurrence sur n.
Le cas général de (4. 6) se déduit de là en considérant la série S comme

la somme (infinie) de ses monômes L O,.X"; on a, par définition,
n

SoT = ~ anT",
n~()

et, d'après (4· 3),

(SoT) oU = I an(TnoV),
,,~o
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J. Séries entières à urie variable

ce qui, d'après (4. 7), est égal à

L a,,(T 0 H)· - S 0 (T 0 H).
,.~o

5. INVERSE D'UNE SÉRIE FORMELLE

Dans l'anneau K [[y]l, art a I'Idendité

C.Q.F.D.

(5. 1) (1 - Y)(I + y + ... + y. + ...) = 1,

dont la vérification est immédiate. Donc la série 1 - Y a un inverse
dans K [[)ol].

PROPOSiTION 5. 1. POUT que S(X) = ~ a,.X"possède un élément inverse POUT la

multiplication de K[[X]], il faut et il suffit que ao #0 0, c'est-à-dire <;(0) #' o.

Démonstration. C'est nécessaire, car si

T(X) ~ Lh.X· et S(X)T(X) = r ,

on a aobo = r, d'où ao =1= o. Réciproquement, supposons ao oF 0; on va
montrer que ("o)-'S(X) ~ S,eX) a un inverse T ,(X), d'où il résultera
S(X) a pour inverse (a.)~'T,(X). Or

S,eX) = 1 - U(X),

on peut donc substituer U(X) à y dans la relation (5. 1), et par suite
1 - U(X) a un inverse. C.Q.F.D.

Remarque. On a plongé l'algèbre K[X] des polynômes dans l'algèbre K[[X]]
des séries formelles. On voit que tout polynôme Q(X) tel que Q(o) #' 0

possède un inverse dans l'anneau K[[X]]; cet anneau contient donc tous
les quotients P(X)fQ(X), où P et Qsont des polynômes tels que Q(o) #0 o.

6. DÉRiVÉE D"UNE SÉRIE FORMELLE

Soit S(X) ~ ~ e.X"; par définition, la série dérivée S' (X) est donnée par
la formule

(6. i ) S'eX) ~ ~ na.X·-'.
,,~tJ

O " . dS . d S 1 dé é S' L dé , d'n cent aussr dX' ou encore dX ,pour a envee . a errvee c une

somme (finie ou infinie) est égale à la somme des dérivées. L'application
S -e- S'est une application linéaire de K[[X]] dans elle-même. De plus,



§ 1. Séries entières formelles

la dérivée du produit de deux séries formelles est donnée par la formule

(6.2) .i: (ST) = dS T + S dT.
dX dX dX

En effet, il suffit de vérifier cette formule dans le cas particulier où S et T
sont des monômes, et alors c'est immédiat.
Si Seo) #0 0, soit T l'inverse de S (cf. ne 5). La formule (6.2) donne

(6·3) d (1) 1dS
dX S =-S2 dX '

Par récurrence, on définit les dérivées successives d'une série formelle. Si
S(X) ~ ~ a.X·; la dérivée d'ordre n est

S("(X) = n! a. + des termes de degré:> 1.

On a donc

(6·4) S'o"(o) = n! a.

en notant S'")(0) le résultat de la substitution de la série 0 à la lettre X
dans S'·'(X).

7. SÉRIES RÉCIPROQUES

La série I(X) définie par I(X) ~ X est un élément neutre pour la composition
des séries formelles :

PROPOSlTlON 7. 1. Soit donnée une série formelle S; pour qu'il existe une série
formelle T telle que

(7. 1)

il faut et il S!!ffit que

(7. 2 )

T(o) = 0,

Seo) ~ 0,

SoT = 1,

S'Co) #0 o.

S'il en est ainsi, T est unique, et l'on a T 0 S = 1; autrement dit, Test l'iTwerse
de S pour la loi de composition o.

Démonstration. Soit S(X) = ~ a.X·, T(Y) = ~ b.Y'. Si l'on a
Il~O ..~f

(7· 3)

l'identification donne

S(T(Y)) = Y,

(7· 4) ao = 0,

Donc les conditions (7.2) sont nécessaires.
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I. Séries entières à une variable:

Supposons-les remplies; écrivons que le coefficient de yn est nul dans le
premier membre (7. 3); il est égal au coefficient de y. dans

a,T(Y) + a,(T(Y))' + ... + a.(T(Y))·,

ce qui donne la relation

où Pn est un polynôme connu à coefficients entiers ~ 0, linéaire en
ah ... , an. Puisque al "i= 0, la deuxième relation (7. 4) permet de calculer b1 ;

puis, pour n:):. 2, la relation (7. 5) permet de calculer b.. par récurrence
sur n. D'où l'existence et l'unicité de la série formelle T(Y).
La série ainsi obtenue satisfait à T(o) = 0, T''{o) oF 0; donc, en appliquant
à T le résultat qu'on vient de démontrer pour S, on voit qu'il existe une
série formelle S, telle que

S,(o) = 0, T. S, ~ 1.
Ona

S, = 1 • S, = (S. T) • S, = S. (T e S,) = S. 1 = S.

Ainsi SI n'est autre que 5, et on a bien TeS = I, ce qui achève la démonstra
tion.

Commentaire. Puisque S(T(Y)) = Y, T(S(X)) = X, on peut dire que les
« transformations formelles »

Y = S(X), X = T(Y)

sont réciproques l'une de l'autre; aussi donne-t-on à T le nom de « série
formelle réciproque» de la série S.
La proposition 7. 1 est une sorte de « théorème des fonctions implicites
formelles ».

2. Séries entières convergentes

1. CORPS COMPLEXE

Désormais le corps K sera l'un des corps R ou C : R désigne le corps des
nombres réels, C le corps des nombres complexes.

Rappelons qu'un nombre complexe z = x + !JI (x et y réels) se repré
sente par un point du plan Rê, de coordonnéesxety. Si à chaque z = x +!Y
on associe le nombre « conjugué» :ë = x - iy, on définit un automor
phisme z .... :ë du corps C, en vertu des relations

~+Z' =:e' +z',
Le conjugué de Z est Z. Autrement dit, la transformation .e ~ zest involutive,
c'est-à-dire égale à la transformation réciproque.
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§ 2. Séries entières convergentes

On définit la norme,. ou valeur absolue, ou encore module d'un nombre
complexe z comme suit:

!z[ ~ (z.z)"'.

Elle jouit des propriétés suivantes :

Iz + e'] <; lz] + Iz'[, Izz'l ~ Izl·jz'l,
La norme [z] est toujours ,> 0 et n'est nulle que si z = o. Cette norme
permet de définir une distance dans le corps C : la distance de z à Zl est
Iz - z'!; ce n'est pas autre chose que la distance euclidienne dans le plan
R:'!. Pour cette distance, C est un espace complet, ce qui signifie que le
critère de Cauchy est valable : pour qu'une suite de points z, e C ait une
limite, il faut et il suffit que l'on ait

lim iZm-z,1 ~ o.
m~oo

,~OO

Ce critère de Cauchy a pour conséquence le théorème bien connu : si

une série Lu,. de nombres complexes est telle que l, lu,,1 < + 00, alors

la série converge (on dit que la série est absolument convergente). De
plus

On identifiera toujours R à un sous-corps de C, à savoir le sous-corps
formé des z tels que Z = z. La norme induit une nonne sur R, qui n'est
autre que la valeur absolue d'un nombre réel. R est complet. Dans toute
la suite la nonne du corps G {ou R) jouera un rôle essentiel.

On notera

Re(z) = ...!- (e+ z)
2

et Imfz) =~(z-z)..
la « partie réelle » et le « coefficient imaginaire » de z e C.

2. RAPPEL DE NOTIONS CONCERNANT LA CONVERGENCE DES SÉRIES DE FONC

TIONS

(En ce qui concerne les notions qui interviennent ici, le lecteur pourra 'se
reporter au Cours de Mathématiques I deJ. Dixmier : Cours de l'A.C.E.S.,
Topologie, chapitre VI, § g.)

Considérons des fonctions définies sur un ensemble E, à valeurs réelles
ou complexes (on pourrait, plus généralement, considérer des fonctions
à valeurs dans un espace vectoriel normé complet; cf. loc. cit). Pour
chaque fonction u on notera

'Iuli = sup lu(x)l,
.eE
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I. Séries entières à une variable

qui est un nombre >- 0 éventuellement infini. On a évidemment :

lIu + vII <;: lIu!1 + Ilvll.

pour tout scalaire i., lorsque lIuli < -ê- cc ; autrement dit, sur l'espace
vectoriel des fonctions u telles que !itt\! < -r- cc , lIull est une norme.

On dit qu'une série de fonction u" est normalement convergente si la serie

des normes 2, lIu,,1I est une série convergente à termes positifs j autrement dit,
"

si 2:lIu.1I < + cc , Cela implique que, pour chaque xeE, la série Llu.(x),

est convergente, donc que la série L. u,,(x) est absolument convergente;

de plus si v(x) désigne la somme de cette dernière série, on a

IIvli <;: L !iu.lI.
"

limllv - ±u.11 = o.
P~% n=O 1

p

Cette dernière relation exprime que les sommes partielles L u" convergent
n=(I

uniformément vers v quand p tend vers l'infini. Ainsi) toute série normalement
cotuergente est uniformément convergente.
Si A est un sous-ensemble de E, on dit que la série de terme général u"
converge normalement pour x e A si la série des fonctions

U;, ~ u,IA (restriction de u. à A)

converge normalement. Il revient au même de dire qu'on peut majorer
sur A chaque lu,,(x)l par une constante ~n >- 0, de manière que la série

L En soit convergente.

Rappelons que la limite d'une suite uniformément convergente de fonc
tians continues (sur un espace topologique E) est continue. En particulier)
la somme d'une série normalement convergente de fonctions continues est continue.
On en déduit notamment ceci :

PROPOSITION 1.2. Supposons que) pour chaque tl, lim u,,(.\') existe; soit a" la

oaleur de cette limite. Alors si la série ~ li" est normale':;; convergente, la série ~ an
est convergente, et on a

(interversion de la sommation et du passage à la Iimire).

Tout ce qui précède s'étend aux séries multiples, et plus généralement
aux familles sommables de fonctions (cf. Cours de Dixmier cité plus haut).
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§ 2. Séries entières convergentes

3. RAYON DE CONVERGENCE D'UNE SÉRIE ENTIÈRE

Toutes les séries entières qu'on va considérer auront leurs coefficients
dans l'un des corps R et C.

Signalons tout de même que ce qui suit resterait valable plus généralement pour
Wl corps valué complet Mil discret, c'est-à-dire un corps K muni d'une application
x --+ Ixl de K dans l'ensemble des nombres réels> 0, telle que

\ lx +yi '~Ixl + Iyl, I~'I ~ Ixl-Iy\,1(Ixl ~ 0) _ (x ~ 0),

et telle enfin qu'il existe des x -=1=- 0 avec lxl =1= 1.

Soit S(X) = ~ a"X" une série formelle à coefficients dans R ou C. On
,,~o

sc propose de substituer à la lettre X un élément z du corps i cela donnera
à la série une « valeur» S(z), qui sera un élément du corps; mais une telle

substitution exige que la série ~ allz ll soit convergente. En fait on se bornera
,,~o

au cas où elle est absolument convergente.
D'une façon précise, introduisons une variable r réelle et >- 0, et consi

dérons la série à terrnes positifs (ou nuls)

~ la.jr',
";300

dite série associée à la série S(X). Sa somme est un nombre >- 0 bien déter
miné, éventuellement infini. L'ensemble des r.> 0 pour lesquels

~ la.lr" < + 00
,,~o

est évidemment un intervalle de la demi-droite R+, et cet intervalle n'est
pas vide puisque la série converge pour r = o. Cet intervalle peut être
ouvert à droite ou fermé, fini ou infini, et il peut se réduire au seul point o.
Dans tous les cas, soit fi la borne supérieure de cet intervalle: fi est un
nombre çs 0, fini ou infini, éventuellement nul. On l'appelle le rayon de

corwergerue de la série entière formelle ~ a"X". L'ensemble des z tels que
,,~o

1..:1 < fi s'appelle le disque de convergence de la série entière; c'est un ensemble
ouvert; il est vide si P = o. C'est vraiment un disque lorsque le corps des
coefficients est le corps complexe C.

PROPOSITION 3. 1.

a) pour tout r < P. la série ~ a"Z" converge normalement POUT Izl -< ri en parti
Il~ll

culier, la série converge absolument pour chaque z tel que le] < fi;

b\ la série L a"zn dh.'erge pour iz.' >? (on n'affirme rien pour [z] = p).
":>\1



I. Séries entières à une variable

Démonstration. La proposition 3. 1 va résulter du

LEMME n'ABEL. Soient des nombres réels r et ro tels que 0 < r<ro_ S'il existe
un nombre fini M > a ul que

la,l(ro) ' < M pour tout entier n> 0,

alors la série ~ anZn converge normalement pour [z] <; r.
n~O

En effet on a ja,z'l < la.lr'< M(rfro)", et ',= M(rfro)' est le terme
général d'une série convergente, à savoir une progression géométrique de
raison rjro< J.

Démontrons maintenant l'assertion a) de la proposition 3. 1 : si r < p,

prenons re tel que, <'0 < p; puisque la série ~ lanl(rl.l)" converge, son
n~O

terme général est majoré par un nombre fixe M, et le lemme d'Abel assure

la convergence normale de ~ anzn pour Izl <; r. Il reste à prouver l'asser
n~O

tion b) : si lz! > p, il existe des entiers n tels que lanznl soit arbitrairement

gr~nd) sinon en vertu du lemme d'Abel, la série L jan!,'n serait convergente
n~O

pour un r' tel que P < r' < Izl) ce qui contredirait la définition de l"

Expression du rayon de convergence (Hadamard) : on va démontrer la formule

(3- 1) lfp = lirn supla,i'I'.
,~~

Pour cela, rappelons d'abord la définition de la limite supérieure d'une
suite de nombres réels Un :

Iim sup Un = lim (sup u,,).
n7"" p~"" n~p

Pour démontrer (3. 1), on utilise le critère de convergence classique :

soit une suite de nombres Vn > 0; si lim sup (vn)tin < 1) on a LVn < + cc,
n~"" n

et si lirn sup (v,)'/' > 1, on a Lv. ~ + OC> [« règle de Cauchy», qui
n+:L> n

résulte de la comparaison de la série ~Vn à une progression géométrique).
Ici on a Vn = lan!,n, et par suite n

lirnsup (v,)'" = r(lirnsup la.I'I'),
,,~"" n~""

donc la série L.lanlrnconverge pour ljr> lim sup lanl t/n, et diverge pour-
n n_·:)Q

Ifr < lim sup la,j'/'. Ceci prouve (3.1).
"7""
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§ 2. Séries entières convergentes

Quelques exemples. - La série ~ n !,:Il a un rayon de convergence nul;
. n~O

1 " '1;' 1 d infini- a sene ~ - zn a un rayon e convergence 1 ;

Il~on! r 1
- chacune des séries ~ z;., ~ - z\ ~ 2zn a un rayon de convergence

n~O n>O n n>O n
égal à 1. On vérifiera qu'elles se comportent différemment pour loti = I.

4. ADDITION ET MULTIPLICATION DES SÉRIES ENTIÈRES CONVERGENTES

PROPOSITION 4. 1 : Soient A(X) et B(X) deux séries entières formelles dont le
rayon de convergence soit> p. Soient

S(X) ~ A(X) + B(X) et P(X) ~ A(X) . B(X)

leur somme et leu, produit. Alors:
a) les séries S(X) et P(X) ont un rayon de convergence:> p;
b) on a de plus, pour 1,,1 < p,

st;;) = A(;;) + B(,,),

Démonstration. Soient

A(X) = ~ a.X·,
II~O

Posons

B(X) ~ ~ b,X',
n~O

S(X) = ~ e.X·,
II~O

P(X) = ~ d.X·,
n~O

On a le.l <; y" Id,1 <; 6•. Si r< p, les séries ~ la.lr' et ~ lb.lr· convergent,
donc II~O A~O

Donc les séries ~ Icni'" et }: ldnlrnconvergent; ainsi tout r< fi est au plus
II~O II~O

égal au rayon de convergence de chacune des séries S(X) et P(X). Donc
ces deux rayons de convergence sont> p.
Il reste à prouver les deux relations (4. 1). La première est évidente, et la
seconde résulte de la multiplication des séries convergentes; d'une façon
précise, on a une proposition classique que nous rappelons ici:

PROPOSITION 4. 2. Soient ~ Un et ~ v,. deux séries absolument convergentes. Si
on pose ,.~o ..~O

w,. = L upv"_PJ
o~p~,.

0'



1. Séries entières à une variable

la série ~ wn est absolument convergente, et sa somme est égale au produit
n~O

( }"; up) • (}"; vo).
p;-.o q~O

Posons en effet Œp = }: iani
, ~'l = ~ Ivn ] ; on a

n;;t.p n~'1

de plus, si m ;,> 2n,

est majoré par une somme de termes jupl.lvqi pour chacun desquels l'un
au moins des entiers p et q est > n; donc cette somme est majorée par

ŒO~...... t + ~oŒn + l, et elle tend vers a quand n tend vers l'infini. Donc ~ Wk tend
1 dui d infini '" '" k <:mvers e pro Ult es sommes 1 les ~ Un et ~ [In' ~-

fl~O ..~o

5. SUBSTITUTION D'UNE SÉRIE Er-.IIÈFE CONVERGENTE DANS UNE AUTRE

Soient données deux séries entières formelles S et T avec T(o) = 0; on a,
au paragraphe 1, ne 4, défini la série entière formelle SoT.

PROPOSITION 5. 1. Posons T(X) = ~ boX'. Si les rayons de convergence p(S)
/l~1

el p(T) sont '" 0, il en est de même du rayon de convergence de U = SoT. D'une
façon précise, il existe des r > 0 tels que ~ 'bo:r" < p(S); si r est ainsi choisi,

..~t

le rayon de convergence de U est;> r, et, pour tout .r tel que [el< T, on a

[T(z) 1< p(S)
et

est fini puisque le rayon de convergence de T est =pf. o.
est fini pour T> a assez petit, et par suite

Démonstration. Posons

S(T(z)) = U(z).

S(X) = ~ a,X'. Pour
n~O

r> 0 assez petit, ~ 'b..rll

n~t

Donc ~ 1bnI,n_ t

Il~t

~ [b,lr' = r, (}"; Ib,[r"-')
Il~t n~t

tend vers 0 quand T tend vers o. Il existe donc bien
~ Ib,ir'<p(S). Alors
n~t

un r> 0 tel que
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est fini. Or ceci est une série ~ Ynrn, et si on pose U(X)= ~ CIl.Xn, on a
nç.O n~O

évidemment :cfil ~ Y". Ainsi ~ jc,,!rn est fini, et le rayon de convergence
de U est ;> r. n;?-u

Il reste à prouver la relation (5- 1). Posons S,,(X) = ~ akXk, et soit
S; .0 T = Un. Pour 1.;:< < r, on a ù~f;"';"

V.(z) ~ S.(T(z)),

puisque l'application T --+ T(z) est un homomorphisme d'anneaux et
que Sn est un polynôme. Puisque la série S converge au point T(z), on a

StT(Z)) = lim S.(T(Z)J.
n

D'autre part, les coefficients de U - U" = (S-SR) 0 T sont majorés par
ceux de

série dont la somme tend vers 0 quand n --+ + oc. Il s'ensuit que, pour
;z <; r, VCz) - Va(z) tend vers 0 quand n -+ + 00. On a donc finalement

Vez) ~ lim V,(z) = lim S.(T(z)) = S(T(z))
n..,.. ex R""" Xl

pour

ce qui établit la relation (5. 1) et achève la démonstration.

Interprétatù", de la relation (5. r) : supposons r choisi comme il est dit dans
l'énoncé de la proposition 5. I. Notons T la fonction Z -+ 'I'(z) définie
pour ~zi -< T, et notons de même S et Ü les fonctions définies par les séries
S et V. La relation (5. r) dit que, pour [e] <; r, l'application composée
SoT est définie, et égale à Û. Ainsi la relation U = SoT entre séries
formelles entraîne, lorsque les rayons de convergence de S et de T sont
=1= 0, la relation Ù = SoT, à condition de ne considérer que des valeurs assez
petites de la variable z.

6. INVERSE n'UNE sÉRIE ENTIÈRE CONVERGENTE

On sait (§ 1, proposition 5. 1) que si S(X) ~ ~ a.X', avec a. "'" 0,
119°

il existe une série formelle T(X) et une seule telle que le produit S(X)T(X)
soit égal à J.

PROPOSlTlON 6. 1. Si le rayon de convergence de S est #- 0, il en est de mime du
rayon deconvergence de la série T telle que ST = I.
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Démonstration. En multipliant S(X) par une constante- convenable, on se
ramène an cas Où ao = I. Posons alors S(X) = 1 - U(X), avec U(o) = o.
La série inverse T(X) s'obtient par substitution de U(X) à y dans la série

1 + ~ Y"; or cette dernière série a un rayon de convergence égal à r ,
n>'

donc =1= 0; la proposition 6. 1 résulte alors de la proposition 5- I.

7. DÉRIVATION n'UNE SÉRIE ENTIÈRE CONVERGENTE

PROPOSITION 7- 1. Soit S(X) = ~ a,..X'" une série entière formelle, et soit
"';3:-0

S'eX) ~ ~ nanXn~'
"';3:-0

la série dérivée (cf. § 1, nO 6). Les séries S et S'ont le mime rayon dt convergence.
Deplus si ce raYon dt conoergmce p est oF 0, on a, pour 1<:1 < p,

(7. 1) S' (<:) = Hm S(<: + hl - S(<:)
h h

lorsque h tend vers 0 par valeurs =1= o.

Remarque préliminaire. Si 1<:1 < p, on a aussi 1<: + hl < p pour h assez petit
(à savoir, pour Ih! < P- 1<:1); donc S(<: + h) est défini. D'autre part
dans la relation (7- 1), il est entendu que h tend vers 0 par valeurs réelles
#- 0 si le corps des coefficients est le corps R, par valeurs complexes =1= 0

si le corps des coefficients est le corps C. Dans le cas du corps R, la rela
tion (7. 1) exprime que la fonction <: -+ S(<:) a une dérivée égale à S'(<:);
dans le cas du corps complexe C, la relation (7. 1) montre qu'on a aussi
une notion de dérivée par rapport à la variable complexe z. Dans tous les cas
l'existence d'une fonction dérivée S' (z) implique évidemment que la fonc
tion S(z) est continue pour [z] < p, ce qui peut d'ailleurs se montrer
directement.

Démonstration de la proposition 7. I. Posons lanl = :ln, et appelons t et p'

les rayons de convergence des séries S et S'. Si r < pt, la série ~ n:X"T"- 1

converge, donc ,,~o

L «nrn <;; r( ~ n«nrn-,) < + 00,
ll~1 "';3:-0

et par suite r < p. Inversement, soit T un nombre < p; prenons un
tel que r<r' <p; on a

n~' l 'n (r·)n~'.n«,..r = 7 (IXnr ). n l' '
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puisque T' < p, il existe un M> 0 (fini) tel que Cl",'" -< M pour tout n,
d'où

M (T )"-'nCl"T"-1 <:-~n -;.' ,

et comme la série ~ n (--;. ) "-1 converge, la série ~ nct"r"-I converge; donc
,,~t r l ,,~t

r < p'. Ainsi tout nombre < p' est < p, et tout nombre < pest < p'; d'où
p = p'.

Il reste à prouver la relation (7. 1). Fixons z de manière que [z] < p,
choisissons un r tel que 1<:1 < r < p, et supposons désormais

o #' Ih[ .;;; T - [Z!.

Alors S(z + h) est défini et on a

S(z + h) - S(z)
h

où l'on a posé

S'(z) ~ 2: ".(z, hl,
"~I

".(z, h) = a"1(z + h)"-' + z(z + h)"-' + ... + Z"-' - nz"-'I·

Puisque Iel et Iz+ hl sonr e; T, on a I""(z, h) [ .;;; 2n«"T"-'; puisque T < p,

on a ~ nŒ"r"-1 < + 00; donc, étant donné E> 0, il existe un entier llo
,,~t

tel que

~ 2ntX"T"-t < (,12.
,>'•

Ayant ainsi choisi no, la somme finie ~ u,,(z, h) est un polynôme en h, nul
n.::;no

pour h = 0; donc dès que JhJ est inférieur à un nombre lJ. convenable, on a

l,f, ",(Z, h) 1.;;; ,/2. Finalement, si h satisfait à (7· 2) et à Ih[ .;;; 'i, on

déd;;it de (7.3) que

iS(z + h) -S(z)
: h

s' (e)k 1 2: ".(z, h)' + 2: 2n«"T"-' .;;; a,
! n.:fno 1 n>no

Donc la relation (7. 1) est démontrée.

S(z -l.. h) - S(z)
Remarque. On peut montrer que la convergence de 1 h vers

S'(z) a lieu uniformément par rapport à z lorsque 1<:1 .;;;T (r étant un nombre
fixe strictement inférieur au rayon de convergence p).
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8. CALC:UL DES COEFFICIENTS D'UNE SÉRIE ENTIÈRE.

Soit S(X) une série entière formelle dont le rayon de convergence soit

"ft o. Soit S(<:) la somme de la série ~ a.<:' pour 1<:1 < p. C'est une fonc
n~O

tion qui admet pour dérivée la fonction S'{z) = L na"z"-I. A la série S'
,,~o

on peut de nouveau appliquer la proposition (7.1); donc S'(z) admet
à son tour, pour !zl < p, une fonction dérivée S"(z), somme de la série

entière ~ n(n- I)a"z"-2, série qui a le même rayon de convergence p.
n~O

Et ainsi de suite. Par récurrence on voit que S(z) est une fonction indéfi
niment dérivable pour 1<:1 < p; sa dérivée d'ordre n est

s,n,«;) = n! an + T, (z),

où T" est une série d'ordre >- r, autrement dit Tn(o) = o. D'oit :

(8. 1) 1
an = - S"'(o).

n!

Cette formule fondamentale montre notamment que si l'on connaît la
fonction S(z) dans le voisinage de ° (si petit soit-il), les coefficients a"
de la série entière S sont entièrement déterminés. En conséquence :

Étant donnée une fonction fez) définie pour lz! assez petit, il existe

auplus unesérie entière formelle S(X) = ~ a.X' dont le rayon de convergence
,,~o

soit =F 0, et telle que l'on ait f(..e-) = ~ allz" pour ]z! assez petit.
n?-O

9. SÉRIE RÉCIPROQUE n'UNE sÉRIE ENTIÈRE CONVERGENTE

Référons-nous à la proposition 7. 1 du § 1.

PROPOSITION g. I. Soit S une série entière telle que

Seo) = 0, S'Co) "ft 0,

et soit T la série réciproque, c'est-à-dire la série telle que

T(o) ~ 0, SoT=I.

Si le rayon de convergence de S est =1=- 0, il en est de même de celui de T.
Le lecteur pourra admettre sans démonstration cette proposition, puis
qu'une démonstration (dont le principe ne repose pas sur la théorie des
séries entières convergentes) sera donnée plus loin (chap. IV, § 5, propo
sition 6. 1).
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Voici néanmoins, pour le lecteur curieux. une démonstration directe qui se situe
dans le cadre de la théorie des séries entières. Elle fait appel à la notion de « série
majorante» (cf. Chap. vn). Reprenons les notations de la démonstration de la
proposition 7. 1 du § 1, et considérons les relations (i. 5) de ce paragraphe, qui
permettent de calculer les coefficients inconnus bIt de la série cherchée T(X}. A côté
de la série S(X), considérons une série « majorante », c'est-à-dire une série

S(X) ~ A,X- ~ A,X"
,,~2

à coefficients An > 0 tels que la,,! <: A" pour tout n; nous supposerons de plus que
Al = lat!. A la série S la proposition 7. 1 du § 1 associe une séne

T(Y) ~ ~ BS'
n~1

telle que Ser(y») = Y; ses coefficients B" sont donnés par les relations

(g. r )

analogues à (7. 5) du § 1. On en déduit, par récurrence sur n :

(g.•)

Il s'ensuit que le rayon de convergence de la série T est au moins égal à celui de
la série T. On va montrer que ce dernier est > 0, ce qui démontrera la propo
sition 9. 1.

Pour cela, nous choisissons la série S comme suit: soit r > 0 un nombre stricte
ment inférieur au rayon de convergence de la série S (par hypothèse, ce rayon de

convergence est =F o); le terme général de la série L ia,,:r" est donc majoré
par un _nombre fini M > o, et si l'on pose ,,~I

(9·3) Ali = M/r·~ pour n >. 2,

on obtient les coefficients d'une série majorante de S; sa somme 5(x) est égale à

- ) x'l/r'lS(x ~ A,x - M -_. pour
1 -X'T

x < T.

Cherchons une fonction T(y), définie pour les valeurs assez petites de)', nulle pour
y = 0, et telle que S(T(y») = y identiquement; T(y) doit être solution de l'équa
tion. du second degré

(9·4) (A,/r + M/r')T' - (A, + ylr)T + y ~ 0,

qui admet pour solution (s'annulant pour y = 0) :

T( ) ~ A, + .vlr - \/(A,), - .A,ylr-4M)·/r' + ,v'/r'.
y .(Adr + Mir')

Lorsque [yi est assez petit, le radical est de la forme At V~-+ li, avec .u- < Il donc
T(y) admet un développement en série entière en Y. qui converge pour iY i assez
petit. Ainsi le rayon de convergence de cette série est oF 0, ce qu'il fallait démontrer.
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3. Fonction exponentielle et fonction logarithmique

1. FONCTION EXPONENTIELLE

On a déjà dit (§2, no 3) que la série formelle :s -;XIl a un rayon de conver-
gence infini. Pour Z complexe, on définit Il;;;:U n .

somme d'une série absolument convergente. Cette fonction admet une
dérivée

~ (t') = e'
ds;

d'après la proposition 7. 1 du § 2.
D'autre part, en appliquant la proposition 4. 2 du § 2 aux deux séries

de terme général

on obtient

[ ull = n! z,
l ,_

Vn =,z ,n.

Par conséquent

(1.2) e:+:/=e:.e=/

(propriété fonctionnelle fondamentale de la fonction exponentielle). En
particulier

donc pour tout z.

Posons z = x + iy (x et y réels); on a

et tout revient à étudier les deux fonctions if' et t'J, où x et y sont des variables
réelles. On a

(1·4)
d- (e') = e'

dX '
d ( .) ..- t" = lit'.
dy

2.· FONCTION EXPONENTIELLE RÉELLE eZ

On a vu que eZ=F 0; mieux : ~ = (eZ/! )2 > o.
x'De plus le développement eZ= 1 + x +- + ... montre que r> 1 + x
2

pour x > Q.
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Donc
lim e== + co;

"'..,..+=

en changeant x en - x on trouve

lim ~ = o.

Ainsi e= est une fonction de la variable réelle x qui croît strictement
de 0 à + 00. La transformation t = e= possède donc une transformation
réciproque, définie pour t > 0; on la note

x ~ log t,

C'est une fonction strictement croissante qui croît de - 00 à + co. La
relation fonctionnelle de e= se traduit par

(2. 1) log (tt') ~ log t + log t',

et en particulier log 1 ~ o.
D'autre part, le théorème sur la dérivée d'une fonction réciproque

donne:

(2.2)
d
dt (log t) = t lt,

Remplaçons t par 1 +U(U>-I); log (1 +u) est la primitive de __,
1 + U

qui s'annule pour u = 0; or on a le développement en série entière

[
-- = 1 - U + u' + ... + (- [)"-'u"-' + .. 
1 + U

dont le rayon de convergence est égal à 1. D'après la proposition 7. 1

du § 2, la série des primitives a même rayon de convergence et sa somme

a pour dérivée ~I_; d'où, pour luI < r,
1 + U

(2·3)

(En réalité ce développement est aussi valable pour U ~ r).
Posons pour un instant

(2·4) S(X) = }; --', X',
R~ln.

et cherchons la série composée U = SoT. D'après la proposition 5. 1

du § 2, on a, pour - 1 < u < + r,

l1(U) ~ S(ll(u));
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ur T(u) ~ log (1 + u), S(x) = .. - 1, donc

Ccci prouve que la série formelle U n'est autre que l, en vertu de l'unicité
d'un développement d'une fonction en série entière (cf. § 2, ne 8). Ainsi
les séries S et T sont réciproques l'une de l'autre.

3. FONCTION EXPONENTIELLE lMAGINAlRE ~_.. (y RÉEL)

Le développement en série de &,1 montre que e- i1 est imaginaire conjugué
de e": donc ei:'. ri:, est le carré du module de el='"; mais c'est égal à 1 d'après
la relation (1. 3). Ainsi

On voit que, dans le plan représentatif du corps C, le point ç"Y est sur le
cercie-unité, lieu des points dont la distance à l'origine 0 est égale à 1. Les
nombres complexes u tels que lu; = 1 forment un groupe U pour la multi
plication; et la propriété fonctionnelle

exprime ceci: l'application y ---'>-e i.'"est un homomorphisme du groupe additifR dans
le groupe multiplicatif U. On va étudier de plus près cet homomorphisme.

THÉORÈME. L'homomorphisme y~ei.'" appliqy.e R sur U, et son «noyau» (sous
groupe des y tels que c':" = l, élément neutre de U) se compose de tous les
multiples entiers d'un certain nombre réel> o. Par définition, ce nombre se note 2r..

Démonstration. Introduisons la partie réelle et la partie imaginaire de i:';
on pose, par définition,

i:' = cosy + isiny,

ce qui définit deux fonctions réelles cos y et sin y, telles que

Ces fonctions sont développables en séries entières dont le rayon de conver
gence est infini :

)

cosy = 1 _ -01 y"' +" -L ( I)"y'" -L .""; (on)! ' ,

. 1 -II (~I)n y!n+t--.L..
"smy~y-;;Iy T"""T(
1, ."J' 2n+I)!
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On va étudier le sens de variation de ces fonctions. Observons que, en
séparant le réel de l'imaginaire dans la deuxième relation fI. 4), on obtient

~ (cosy) = - siny, ~ (siny) = cosy.

Pour y = 0; cos y est égal à 1; puisque cos y est une fonction continue, il
existe unYo > 0 tel que cos y> 0 pour 0 <y <Yo' Donc sin y, qui a pour
dérivée cos y, est strictement croissant dans l'intervalle [0, Yo]. Posons
sin Yo = a > o. On va montrer que cos y s'annule pour une certaine
valeur> 0 de y. En effet, supposons que cos y> 0 pour Yo <;'Y <YI;
on a

(3. 2 ) f "'
COSYl - cosYo = - - sinyt{y.

-~

Or siny > a, puisque sin y est croissant dans l'intervalle [Yo,yJ où sa déri
vée est > 0; donc

1:' sinyt!Y ~ a(y, - y.).

Portons ceci dans (3. 2) et observons que cos YI > 0; on trouve

1
YI - Jo < -cosYo'a

Ceci prouve que cos y s'annule dans l'intervalle [YOIYO + --;- cos YoJ. Appe

Ions ~ la plus petite valeur> 0 de y pour laquelle cos y = 0 (ceci est une
2

définition du nombre 7r). Dans l'intervalle[0, : } cosy décroît strictement de

1 à 0, et sin y croît strictement de 0 à 1; donc l'application y ---7 e'~' applique

bijectivement l'intervalle compact [0, :] sur l'ensemble des points (u, v)

du cercle-unité dont l'abscisse u et l'ordonnée v sont> o. En vertu d'un
théorème de topologie concernant une application continue et bijective
d'un espace compact, on obtient le :

LEMME. L'application y ---7 e(vest un homéomorphisme de [ 0, -~] SUT la partie du

cercle-unité u2 + V2 = 1 située dans le quartde plan u > 0, v >- o.

Pour ~<Y<7r, on a eÎ)' = ie{"--;), d'où l'on déduit facilement que
2

ei)' prend une fois et une seule toute valeur complexe de module 1 dont
l'abscisse est <;, 0 et l'ordonnée> o.
Conclusions analogues pour les intervalles [7:' 3;] et [ 3

2
'l't . 2Tol Ainsi, pour
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o <: y < 27t, ei] prend une fois et une seule toute valeur complexe de
module r , tandis que e2 i

'lt = 1. Ainsi la fonction ei.., est périodique de
période 27t, et l'application y ~ eiJ' applique R sur U. Le théorème est
démontré.

4. MEsURE DES ANGLES. ARGUMENT D'UN NOMBRE COMPLEXE

Notons ."Z le sous-groupe du groupe additifR formé des multiples entiers
du nombre 2'7t. Par passage au quotient l'application y -e- t'y induit un iso
morphisme 9 du groupe quotient R/."Z sur le groupe U. L'isomorphisme réci
proque !?_1 de U sur R/2r.Z associe à tout nombre complexe u tel que
lui = 1 un nombre réel défini à l'addition près d'un multiple entier de
27t; on l'appelle l'argument de u et on le note arg u. Par abus de notation,
on note aussi arg u l'un quelconque des nombres réels dont la elasse modulo
27t est l'argument de u; la fonction arg u est alors un exemple de « fonc
tion multiforme », c'est-à-dire susceptible de plusieurs valeurs pour une
valeur donnée de la variable u. Cette fonction résout le problème de la
« mesure des angles » (en identifiant chaque angle au point de U qui lui
correspond) : la « mesure d'un angle» est un nombre réel qui n'est défini
que modulo 27t'.

Sur le groupe quotient R/."Z, mettons la wpologie quotient de la topo
logie usuelle de la droite numérique R : soit p l'application canonique de R
sur son quotient R/2'JtZ; un sous-ensemble A de R/2'l'tZ sera dit ouuer:
si son image réciproque P-' (A), qui est un ensemble de points de R inva
riant par la translation 21t, est ensemble ouvert de R. Il est immédiat
que l'espace topologique R/21t'Z est séparé (autrement dit, deux points
distincts possèdent deux voisinages ouverts disjoints). De plus, il est
compact; en effet soit 1 l'intervalle fermé [0, 2i>]; l'application naturelle
1 --> R/."Z applique l'espace compact 1 sur l'espace séparé R/."Z, qui est
donc compact d'après un théorème classique de topologie. L'homomor
phisme 9: R/2....Z-4-U est continu. C'est une application bijective de l'espace
compact R{."Z sur l'espace séparé U; donc 9 est un homéomorphisme de R/."Z
sur U.

Définition générale de l'argununt : pour tout nombre complexe t =F 0, défi..
nissons l'argument de t par la formule

arg t ~ arg (tilt 1).

Le second membre est déjà défini puisque tlltl eU. (On observera que
l'argument de 0 n'est pas défini.) Comme plus haut, arg t n'est défini
qu'à l'addition près d'un multiple entier de 21t. On a ainsi

t = Itle''''''
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Application. Soit à résoudre l'équation t" = a (où a oF 0 est donné). Elle
équivaut à

[
arg t = -arg a.

n

Elle possède n solutions complexes t, car on trouve pour arg l un nombre

réel défini à l'addition près d'un multiple entier de 21t.
n

5. LOGARITHME COMPLEXE

Étant donné un nombre complexe t, cherchons tous les nombres complexes
z tels que e: = t. Il n'en existe que si t # o. Dans ce cas, la relation (4- 1)
montre que les z cherchés sont les nombres complexes de la forme

(5. 1)

On pose, par définition,

(5. 2 )

log [t[ + i arg t.

log t = log Itl + i arg t.

C'est un nombre complexe défini à l'addition près d'un multiple entier
de 21ti. D'après cette définition, on a el<).~ 1= t. Lorsque t est réel et > 0,

on retrouve la fonction classique log t, si on se borne à prendre pour arg 1

la valeur o.
Quels que soient t et t' complexes =1=- 0, et quelle que soient les valeurs
choisies pour log t, log t l et log (tt'), on a

(5· 3) log (U') = log t + log t' (mod. •"i).

Déterminations du logarithme. Jusqu'ici on n'a pas défini log t comme une
vraie fonction.

Définition. On dit qu'une fonction continue J(t) de la variable complexe t,
définie dans un ouvert connexe D du plan C, ne contenant pas le point
t = 0, est une détermination de log t si, pour tout r ea D, on a e/O)= t (autre
ment dit, sif(t) est l'une des valeurs possibles de log t).

On verra plus loin (chapitre II, § 1, na 7) à quelle condition doit satis
faire l'ouvert D pour qu'il existe dans D une détermination de log t. Dès
maintenant, on va voir comment on peut obtenir toutes les déterminations
de log t s'il en existe une.

PROPOSITION 5, I. S'il existe une déterminationJ(t) de log t dans l'ouvert connexe
D, toute autre détermination est de laformef(t) + 2h,i (k entier); réciproquement,
f(t) + 2k"i est une determination de log t pour tout entier k.
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Supposons en effet quef(t) et g(t) soient deux déterminations de logt.
La différence

h(t) ~f(t) -g(t)
27tZ

est une fonction continue dans D et ne prend que des valeurs entières;
puisque D a été supposé connexe, une telle fonction est nécessairement
constante. En effet, l'ensemble des points te D tels que h(t) soit égal à un
entier donné n, est ouvert et fermé. Donc cet ensemble est vide ou égal à
D. La constante est forcément un entier. Quef(t) + 2k7ti soit une détermi
nation de log t pour tout entier k est évident.

On définirait de même ce qu'il faut entendre par une détermination
de arg t dans un ouvert connexe D ne contenant pas l'origine. D'ailleurs
toute détermination de arg t définit une détermination. de log t, et vice
versa.

Exemple. Prenons pour D le demi-plan ouvert Re (t) > 0 (rappelons qu'on
note Re (t) la partie réelle de t). Pour tout t dans ce demi-plan, il y a

une valeur et une seule de arg t qui soit >-~ et <~ ;notons-la Arg t.
_ 2 2

On va montrer que Arg t est une fonction continue, et que par suite

log Iii + iArgt

est une détermination de log t dans le demi-plan Re (t) > o. On l'appellera
la détermination principale de log t.

Puisque Arg t ~ Arg (t/ltl) et que l'application t -+ t/ltl est une appli
cation continue du demi-plan Re (t) > a sur l'ensemble des u tels que
lui = 1 et Re (u) > 0, il suffit de montrer que l'application y ~ Arg u
est continue. Or c'est l'application réciproque de u = ei.~ Y parcourant

l'intervalle ouvert ]- -~. + : l; la fonction u = ev est une application

continue bijective de l'intervalle compact [ -~-, + :] sur l'ensemble

des u tels que luI = r et Re (u) >- 0; c'est donc un homéomorphisme, et
l'application réciproque est bien continue.

6. DÉVELOPPEMENT EN sÉRIE DU LOGARITHME COMPLEXE

PROPOSITION 6. 1. La somme de la série entière

T(u) = ~ (_ 1)"-1 U".
1l~1 n

qui converge pour ',ul < 1, est égale à la détermination principale th log (1 + u).
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§ 3. Fonction exponentielle et fonction logarithmique

Observons d'abord que si luI < r , t = 1 + u reste dans un disque ouvert
contenu dans le demi-plan Re(t) > o. Reprenons alors les notations de la
relation (2. 4), et rappelons que les séries S et T sont réciproques l'une de
l'autre; la proposition 5. 1 du § 2 montre que l'on a S (T(u)) = u pour
tout nombre complexe u tel que lui < 1. Autrement dit, eT(a) = 1 + U;
et par suite T(u) est une détermination de log (1 + u). Pour montrer que
c'est la détermination principale, il suffit de vérifier qu'elle prend la même
valeur que la détermination principale pour une valeur particulière de u,
par exemple qu'elle est nulle pout u = o. Or c'est évident sur le dévelop
pement en série de T(u).

PROPOSITION 6. 2. Si f(t) est une delermiTUltion de log t dans un ouoert connexe D,
la fonction f( t) admet une dérivéef' (t) par rapport à la variable complexe t, et vn a

f' (t) = ilt,

En effet pour h complexe of=- 0 et assez petit, on a

f(t + h) - [(t) _nt + h) - f(t) .
h - eJU+h)_ef<JJ '

e=. -/:
lorsque h tend vers 0, ceci tend vers l'inverse de.la limite de -,-~.

z -z
pour ~' tendant vers Z = J(t); la limite cherchée est donc Pmverse de la
valeur de la dérivée de eepour <.=f(t); elle est donc égale à .iU'= üt,

Remarque. A titre de vérification, la dérivée de la série entière T(u) est
bi . l' 1ren ega e a --.

1 + u

Définition. Pout tout couple de nombres complexes t =1= 0 et Ct, on pose

ta. = e'J.lugl.

Ct étant fixé, c'est une fonction multiforme de t. On définit comme ci-dessus
cc qu'on entend par une détermination de t», dans un ouvert connexe D.
Toute détermination de log t dans D définit une,détermination de ta. dans D.

Révision. Ici le lecteur est prié de revoir, le cas échéant, les développements
en série des fonctions usuelles: arc tg x, arc sin x, etc. D'autre part,
pour tout exposant complexe Ct, on considère, pour x complexe tel que
Ixl < r,

(1 + x)a. = e'.1.1ug{l+.tJ

où log (1 + x) désigne la détermination principale (la fonction (1 + x)'
prend donc la valeur 1 pour x = 0); étudier le développement de cette
fonction en série entière.
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I. Séries entières à une variable

4. Fonctions analytiques d'une variable réelle ou complexe

I. DÉFINITIONS

Définition I. I. On dit qu'une fonctionf(x), définie au voisinage de xo, est
développable en série entière au point Xo s'il existe une série entière formelle

S(X) = ~ anX" dont le rayon de convergence soit =1= 0 et qui satisfasse à
,,;;"'0

f(x) = }; a,(x - x.)"
R~O

pour lx - xoi assez petit.

Cette définition s'applique aussi bien dans le cas où x est une variable
réelle que dans le cas d'une variable complexe. La série S(X), si elle existe,
est unique d'après le nO 8 du § 2.

Sif(x) est développable en série entière au point xo, la fonction! est indé
finiment dérivable dans un voisinage de xo, puisqu'il en est ainsi de la
la somme d'une série entière. Si le produit fg de deux fonctions f et g
développables en série entière au point Xo est identiquement nul dans un
voisinage de xo' alors l'une au moins des fonctions f et g est identiquement
nulle au voisinage de xo; en effet cela résulte du fait que l'anneau des séries
formelles est un anneau d'intégrité (§ 1, proposition 3. 1). Sifest dévelop
pable en série entière au point xo, il existe une fonction g, développable
en série entière au point Xo et ayant une dérivée s' = f dans un voisinage
de X o; une telle fonction g est unique à J'addition près d'une constante;
il suffit, pour le voir, de considérer la série des primitives des termes du
développement en série entière de la fonction f.
Nous considérerons désormais un ensemble ouvert D de la droite réelle R
ou du plan complexe C. Si D est un ouvert de R, D est une réunion d'in
tervalles ouverts, et si de plus D est connexe, D est un intervalle ouvert.
Désignons par x une variable réelle ou complexe, qui varie dans l'ensemble
ouvert D.

Définition 1. 2. Une fonction f(x) à valeurs réelles ou complexes, définie
dans l'ouvert D, est dite analytique dans D si, pour tout point Xoe D, la fonc
tionf(x) est développable en série entière au point xO• Autrement dit, il doit

exister un nombre p(xo) > a et une série entière formelle S(X) = ~a..X'',
de rayon de convergence çs p(xo), telle que npO

f(x) ~ L a,(x - x.)'
n;;"'O

pour

Les propriétés suivantes sont évidentes: toute fonction analytique dans
D est indéfiniment dérivable dans D, et ses dérivées successives sont ana-
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lytiques dans D. La somme, le produit de deux fonctions analytiques dam,
D, est analytique dans D; autrement dit, les fonctions analytiques dans D
forment un anneau, et même une algèbre. Il résulte de la proposition 6. 1

du § 2 que si f(x) est analytique dans D, f~ ) est analytique dans l'ouvert
D privé des points x. tels que f(x.) = o. x
Enfin, il résulte de la proposition 5. 1 du § 2 que sif est analytique dans
D et prend ses valeurs dans D' , et si g est analytique dans D', alors la fonc
tion composée g 0 f est analytique dans D.

Soit f une fonction analytique dans D, supposé connexe; si f possède
une primitiveg, c'est-à-dire s'il existe dans D une fonction g dont la dérivée
s' est égale àf, alors cette fonction primitive est unique à l'addition près
d'une constante, et c'est une fonction analytique.

Exemples defonctions analytiques. Les polynômes en x sont des fonctions ana
lytiques sur toute la droite réelle (resp. dans le plan complexe); une fonc
tion rationnelle P(x)/Q(x) est analytique dans le complémentaire de
l'ensemble des points x. tels que Q(x.) ~ o. Il va résulter de la proposi
tion 2. 1 que la fonction eu: est analytique. La fonction arc tg x est analy-

tique pour tout x réel, puisque sa dérivée -'--, est analytique.
I+X

2. CRITÈRES D' ANALYTICITÉ

PROPOSITION 2. I. Soit S(X)
gence p est "" o. Soit

= ~ anXn une série entière dont le rayoll de conver
n;:'O

S(x) ~ L a"x"
";>-'0

sa somme pour lx; < p. Alors S(x) est unefonction analytique dans le disque lx] < p.

Ce résultat n'est nullement évident. Il sera une conséquence immédiate
du suivant, plus précis:

PROPOSITION 2. 2. Sous les hypothèses de la proposition 2. r, soit x, tel que Ix,l<p.
Alors la série entière

(2. 1) L -', S''''(x,)X"
n;:.on.

a un ra)'on de convergeme >- P-lxol, et l'ail a

pour
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1. Séries entières à une variable

Démonstration de la proposition 2. 2. Posons r., ::= !Xo!, 2:" == la"l. On a

S(Pl(X) = L (p + q)! a lx )1
o q~O q! P+'l,o·

IS(P)(x.)i< L (L+, Q)!'P+1(ro)1.
,.q~o q.

Pour '0 < T < p, on a

Donc le rayon de convergence de la série (2.1) est):. r- "o- Comme r

peut être choisi arbitrairement voisin de p, ce rayon de convergence est
>- p-ro·
Soit maintenant x tel que ix - xoi < ? - "o- La série double

~ (P -; i)! ap+q(xo)1(X - xo)p
P.1 p. q.

converge absolument, d'après (2. 3). Pour calculer sa somme on peut donc
grouper les tenues d'une manière arbitraire. Nous allons calculer cette
somme de deux façons différentes. Un premier groupement de termes
donne:

~ a,( L 1 (n! ) , (x - xo)P(xo)'-p) ~ L a,x' ~ S(x);
,,~I} O~p~n p. n - p . n~O

un autre groupement donne :

)' (x - Xo)P( '" (p + q)! a (x )1) = '" (x - xolPS(P)(x )
... pl ~ 1 p+q 0 ..t..J p,O·
p~O • q90 q. p~O'

En comparant, on obtient (2. 2), et ceci achève la démonstration.

Remarque 1. Il se peut que le rayon de convergence de la série (2. 1) soit
strictement plus grand que P-lxo!. Prenons par exemple la série

S(X) = ~ (.X)'.
"90

On a S (x) = --'-. pour Ixl < I. Prenons pour Xoun nombre réel. On il
1 -IX

r 1 ( .x-xo)-' '" i' ( ,--= 1 -1--- = ~ _ x-xo).
1 - ix 1 - ixo 1 - ixo "~o (1 - lXo)1I+1
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Cette série converge pour lx- XOI <VI + (XO)2, et VI + (XO)2 est strie
tement plus grand que 1 -Ixoi.

Remarque 2. Posons

A(r) = L la.!r·
,,~o

D'après l'inégalité (2. 3) on a

pour r<?"

(2. 4) I ~ S(P)(x) l,ç A (r)
P! (r - ro)P

pour Ixl ,ç ro< r < ?

Remarque 3. Si x est une variable complexe on verra au chapitre II que toute
fonction admettant une dérivée est analytique, et par conséquent indéfi
niment dérivable. La situation est toute différente dans le cas d'une variable
réelle: il existe des fonctions ayant une dérivée première et n'ayant pas de
dérivée seconde (il suffit de prendre une primitive d'une fonction continue
qui n'admet pas de dérivée). De plus il existe des fonctions indéfiniment
dérivables qui ne sont pas analytiques; en voici un exemple simple: la
fonctionf(x) égale à zéro pour x = a et à e- t jz

! pour ."1; =1= a est indéfiniment
dérivable pour tout x; elle s'annule ainsi que toutes ses dérivées pour x = 0;
si elle était analytique elle serait identiquement nulle au voisinage de
x = 0, ce qui n'est pas le cas.

THÉORÈME. Pour qu'unefonction f(x) d'une variable réelle x, indéfiniment dérivable
dans un intervalle ouvert D, soit analytique dans D, ilfaut et il sriffit que tout point
Xoe D possède un voisinage V possédant la propriété suivante: il existe deux nombres
Met l,[mis et > 0, tels que

pour tout x e V et tout entier p # o.

Démonstration abrégée. On monrre que la condition est nécessaire en utili
sant l'inégalité (2.4). On montre qu'elle est suffisante en écrivant le dévelop
pement limité de Taylor de la fonction f(x) et en majorant le reste de
Lagrange grâce à (2.5).

3. PRINCIPE DU PROLONGEMENT ANALYTIQUE

THfoRÈME. Soit June fonction analytique dans un ouvert connexe D, et soit x,) e D.
Les conditions suivantes sont équivalentes:
a) f{n)(xo) = a pour tout entier n >- 0;
b) f est identiquement nulle dans un voisinage de Xo;
c) f est identiquement nulle dans D.
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1. Séries entières à une variable

Démonstration. Il est évident que c) entraîne a). On va montrer que a)
entraîne b) et que b) entraîne c}. Supposons remplie la condition a).
On a donc l(n)(xo) = 0 pour tout n ~ 0, en convenant que fCO) = f Au
voisinage de x(" J(x) est développable en série entière suivant les puis-

sances de x -~ .'0'0' et les coefficients ~ f(nl(xo) sont nuls; donc f(x) est
ni

identiquement nulle dans un voisinage de xo, ce qui démontre (h).
Supposons remplie la condition (h). Pour montrer quefest nulle en tous
les points de D, il suffit de montrer que l'ensemble D' des points xe D au
voisinage desquels f est identiquement nulle est à la fois ouvert et fermé (D'
n'est pas vide en vertu de (h), donc, puisque D est connexe, D' sera égal
à D). Que D' soit ouvert résulte de sa définition. Il reste à prouver que
si XoE D est adhérent à D', alors Xoe D: Or pour chaque n ~ 0, on a
fCR.)(x) = a en des points arbitrairement voisins de Xo (à savoir les points
de D'); donc, en vertu de la continuité def(f1), on afCfI)(xo) = 0; ceci ayant
lieu pour tout n >- 0, on vient de voir que J(x) est identiquement nulle
au voisinage de Xo' Ainsi .t'oE D', ce qui achève la démonstration.

COROLLAIRE J. L'anneau des fonctions analytiques dans un ouvert connexe D est un
anneau d'intégrité.

En effet, _si le produitfg de deux fonctions analytiques dans D est iden
tiquement nul, et si Xoe D, l'une des fonctions f et g est identiquement
nulle au voisinage de xo' puisque l'anneau des séries entières formelles
est un anneau d'intégrité. Mais si J est identiquement nulle au voisinage
de xo, f est nulle dans D tout entier, d'après le théorème précédent.

COROLLAIRE 2. (Principe du prolongement analytique.) Si deuxfonctions ana
lytiques f el g dansun ouvert connexe D coïncident au voisinage d'un point de D, elles
siJtit identiques dans 1).

Le problème du prolongement analytique consiste en ceci : étant donnée une
fonction analytique h dans' un ouvert connexe Dt, et étant donné un ouvert
connexe D contenant DI, on se demande s'il existe une fonctionf analytique
dans D et qui" prolonge h. D'après le corollaire 2, si une teUe fonction f
existe, elle est unique.

f. ZÉROS D'UNE FONCTION ANALYTIQUE

Soitf(x) une fonction analytique dans un voisinage de xo, et soit

f(x) = ~ a,,(x - xo)"
f1~Ù

san développement en série entière pour IX - xoi assez petit. Supposons
f(xo) = 0, et supposons que J(x) ne soit pas identiquement nulle au voisinage
de Xo'
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Soit k le plus petit entier tel que ak =1=- o. La série

~ a"(x-xo)"-k
R)./':

converge pour lx - xoi assez-petit, et sa somme g(x) est une fonction ana
lytique au voisinage de .Yo et telle que g(xo) #:- o. Ainsi, pour x voisin de
xo, on a

f(x) ~ (x - xo)'g (x) , g(xo) oF o.

L'entier k> 0 ainsi défini s'appelle l'ordre de multiplicité du zéro X o pour
la fonction j" Il est caractérisé par la relation (4.1), où g(x) est analy
tique au voisinage de xU• L'ordre de multiplicité k est aussi caractérisé par
la condition :

f<"J(xo) ~ 0 pour 0 <; n < k, f<'J(xo) oF o.

Si k = r , on dit que Xo est un zéro simple. Si k >- 2, on dit que ~·o est un
zéro multiple.

La relation (4. 1) et la continuité de g(x) entraînent

f(x) oF 0 pour o <Ix-xoi <' (e > 0 assez petit).

Autrement dit, le point Xo possède un voisinage dans lequel il est l'unique
zéro de la fonction f(x).

PROPOSITION 4- 1. Si f est unefonction analytique dans un ouvert connex§ D et sif
n'est pas identiquement nulle, l'ensemble des zéros def est un ensemble discret (autre
ment dit, tous les points de cet ensemble sont isolés).

En effet, d'après le corollaire 2 du no 3, f n'est identiquement nulle
au voisinage d'aucun point de D, et on peut appliquer ce qui précède
à chaque zéro de f

En particulier, tout sous-ensemble compact de D ne contient qu'un nombre
fini de zéros de la fonction f.

5. FONCTIONS MÉROMORPHES

Soient f et g deux fonctions analytiques dans l'ouvert connexe D, et
supposons que g ne soit pas identiquement nulle. La fonction f(x)Jg(x)
est définie et analytique au voisinage de tout point Xo tel que g(x o) oF 0,

c'est-à-dire en tout point de D sauf peut-être en des points isolés.
Examinons le comportement de f(x) Jg(x) au voisinage d'un point Xo qui
annule g(x); si f n'est pas identiquement nulle, on a

f(x) = (x-XO)'fl(X), g(x) = (x - XO)"gl(X),
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où k et k' sont entiers, k > 0, k' > 0,11 et gl sont analytiques au voisinage
de xO'!l(xO) of=. 0, gl(XO) :F 0; donc, pour x:F Xo et voisin de XO'

f(x) = (x _ Xo)'-" hi!.) ,
g(x) g,(X)

La fonction h.(x) = f.(x)/g.(x) est analytique au voisinage de xo et l'on a
h, (xo) '" 0, Deux cas sont alors possibles :

10 on a k ;> kt; alors la fonction

(x - xo)'-"h,(x)

est analytique au voisinage de Xo et coïncide avec f(x)/g(x) pour x'" ,..
Ainsi prolongée au point xo' la fonction fig est analytique au voisinage de
Xo; elle admet xo pour zéro si k > v.

2· On a k < k', Alors

On dit dans ce cas que xo est un pôle pour la fonction fig; l'entier k' - k

s'appelle l'ordre de multiplicité de ce pôle. Lorsque x tend vers x., [1«X)
,g x)

tend vers + zc , On peut convenir de prolonger la fonction fig en lui don
nant la valeur « infini» au point xo' On reviendra plus tard sur l'intro
duction de cet unique nombre infini noté 00.

Silex) est analytique et admet xo pour zéro d'ordre k ;» 0, il est clair que
1!f(x) admet ". pour pôle d'ordre k.

Définition. On appelle fonction méromorphe dans un ouvert connexe Dune
fonctionf(x) définie et analytique dans un ouvert DI obtenu en enlevant
de D un ensemble de points isolés, dont chacun est un pôle pour f(i).

Au voisinage de chaque point de D (sansexception),jpeut donc se mettre
sous la forme du quotient de deux fonctions analytiques h (x)fg (x), le
dénominateur n'étant pas identiquement nul. On définit d'une manière
évidente la somme et le produit de deux fonctions méromorphes : les
fonctions méromorphes dans D forment un anneau, et même une algèbre.
En fait elles forment un corps, car si f(x) n'est pa. identiquement nulle
dans D, elle n'est identiquement nulle au voisinage d'aucun point de D,
d'après le théorème du nO 3; donc 1!f(X) est analytique ou possède un
pôle en chaque point de D, et par suite 1!f(X) est méromorphe dans D.

PROPOSITION 5. 1. La dérivéel' d'unefonction f méromorphe dans D est uneforu:
tion méromorphe dans D; lesfonctions f et f' ont les mimes pôles; si x. est un pôle
d'ordre k def, c'est un pôle d'ordre k + 1 def",



Exercices

En effet, f' est définie ct analytique en tout point de D qui n'est pas un
pôle de f. Il reste à montrer que si Xo est un pôle de f, X o est aussi un pôle
def'. Or on a. pour x voisin de XII>

1
f(x) = ( ),g(x),

X-Xo

g(x) étant analytique, avec g(x,) #' 0, k > o. On a donc, pour x #' x"

J'(x) ( I)k+ , [(x - x.)g'(x) - kg(x)]
x-xo

1
(x _ x.y-' g,(X),

et comme gl(XO) of=- 0, Xo est bien un pôle def', d'ordre k + I.

Exercices

1. Soient K un corps commutatif, X une indéterminée, et E = K[[X]]
l'algèbre des séries entières formelles à coefficients dans K. Pour S. T dans
E, posons

deS T) = \0 s~ S = T,, 1e:" SI S #' T, et w(S - T) ~ k.

a) Montrer que d définit une distance dans l'ensemble E.

b) Montrer que les applications: (S, T) -+ S + T, (S, T) -+ ST définies
dans E X E, à valeurs dans E. sont continues par rapport à la -topologie
définie par la métrique d.

c) Montrer que l'algèbre K[X] des polynômes, comme sous-ensemble de
E. est partout dense dans E.

d) Montrer que l'espace métrique E est complet. (Si (5".1/ est une suite
de Cauchy dans E, remarquer que, pour tout entier m > 0, les m premiers
termes de Sn ne dépendent pas de n, pour n assez grand.)

e) L'application S ----r S' (la dérivée de S) est-elle continue?

2. Soient P. q des entiers ):. I. Soit la série entière formelle

S,eX) = 1 + X + X' + ---+ X· + "',
et posons

a) Montrer, par récurrence sur n, la relation
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et Cil déduire (par récurrence sur p) le développement

(2) Sp(X) = ~ ('p+n-I)X",
n?,O n

, (k) cl' . 1 /li ' hi '1 k!ou \ h csrgnc e coe crent morrua hf(k _ h)!'

b) En utilisant Sp(X). S'l(X) = Sp+q(X), montrer la relation

(3) o~~,jP+i-I)(q+:=i-I) =(p+q~n-l)

[qui généralise (1), cas où q = 1].

3. Expliciter les polynômes P" dans la démonstration de la proposition
7. r , § 1~ pour n -< 5, et calculer les termes de degré .<; 5 de la série formelle
réciproque de

S(X) = X _2..X' j- 2.. Xc. + '" .L (- I)P._'- X'P+' .L "',
3 5 1 2p + l '

4. Déterminer les rayons de convergence des séries suivantes:

a)

h)

~ q"'~" lIql < I,
n~O

~ np~" (P enlier> 0),
n~O

c) }; anz", avec a'lrl+l = a 2n+\
n~O

Q2n = b2,. pour n >- 0:

a, b réels et o<a, b<l.

5. Soient deux séries entières fcrmelles :

et posons

S(X) ~ ~ a"X",
..~o

et T(X) = ~ i.x-, (b. #- 0)
n~O

U(X) = ~ (a.)pX·, V(X) = ~ a.b.X",
n~O n~O

(p entier). Montrer les relations suivantes:

W(X) = ~ (a./b")X"
n~O

pCV) > p(S) . peT),

et si peT) #- 0,

p(W) ,,;; p(S)fp(T).
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Exercices

6. Soient a, b et c dans C, c n'étant pas un entier <, o. Quel est le rayon de
convergence de la série

S(X) = 1+ahX+~a + I)~(h+ 1) X' +.
C 2!C(C+I)

+ a(a + I) ... (a + n- l).h(h + I) ... (h + n - 1) X, + ...
n!c(c+ r) ... (c+n-l)

Montrer que sa somme S(z), pour Iz[ < p(S), satisfait à l'équation diffé
rentielle suivante

Z(I - z)S' + (c - (a + h + I)Z)S' - ahS = o.

7. Soit S(X) = ~ a,X' une série entière formelle telle que I(S) = I.

Posons n~O

et

t - 1 ( " ) <,"--- So T SI T ... -j-Sn pour npo,
n+I

U(X) ~ ~ s,X',
n~O

V(X) = ~ t,X".
n~O

Montrer que: (i) p(U) = p(V) ~ r , et que: (ii) pour tout ki < r ,

~_I ( ~ a,z,) = ~ s,z".
1 - Z n~O ,,~o

8. Soit S(X) = ~ a"XII une série entière formelle, dont les coefficients sont
")00

définis par les relations de récurrence suivantes :

où IX, ~ sont deux nombres réels donnés.

a) Montrer que l'on a, pour n> r , ia"j <, (2C)n-\ où C= max (':Ii, ~, 1"2).

et en déduire que le rayon de convergence p(S) oF o.

h) Montrer que l'on a :

(1 ~ "'" - ~z')S(z) ~ Z, pour ~zl < I(S),

et en déduire que, pour Izi < I(S), on a

S(z)
l-""'-~Z'

c) Soient "1' Z, les deux racines de ~X2 + «X - 1 = o. En utilisant la
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J. Séries entières à une variable

décomposition en éléments simples du second membre de (1), trouver
une expression de a; à l'aide de ZI et Z2' et en déduire que

p(S) = Min (j;:;,I, IZ21).

(Remarquer que, si S(X) = S, (X) .S,(X), on a: p(S);>Min(p(S,), p(S,)'.)

9. Montrer que, si x, y sont réels, n entier >- 0, x fo ak« (k entier), on a

o~~";,,cos (px +y) = cos (: x +y) sin n t 1 x/sin -~,

~ . . (n ').n+I.x"-' sm (px + y) = sm -x + y sm--x/sm - .
O,~p~n 2 2. 2.

(Utiliser CQS (px + y) + i sin (px + y) = e"l" + y) = iI'("")P.,

10. Montrer les inégalités suivantes, pour tout Z E C:

1 J. Montrer qu'on peut écrire, pour tout entier n >- r, et tout z complexe

( I + ~,)' = I + ;:; + ~ (I-.I..) ... (.-p n I);:;p~.'
n 2~p~" n

et en déduire que, pour tout Z complexe, on a

e' ~ lim (1 + ~)'.
,.~oo n

12. Montrer que la fonction d'une variable complexe z définie par

il' , e:" ( . il' - ri')cos z = T resp. sm Z = .
2 2.

est le prolongement analytique, dans tout le plan C, de la fonction
cos x (resp. sin x), définie au § 3, ne 3. Montrer que l'on a, quels que
soient Z, z' e C,

cos (z + z") = cos Z cos z' - sin z sin z',
sin (.t + z'} = sin z cos z' + cos z sin z";

cosê z + sinê Z = 1.

13. Montrer que l'on a

2 ./. ./.-x ~* SIn x ~ x
n

pour x réel, 0 -< x -< 7t/2.



Exercices

'4. Soit z = x + iy, x, Y réels. (i) Montrer que l'on a

[sin (x + lj)j' = sin'x + sh'y,
[cos (x + iv)I' ~ cost » + sh'y;

(ii) déterminer les zéros des fonctions sin oz, cos az (où a est un nombre
réel =10.0);

(iii) montrer que, si - rr < a < 7t', et si n est entier positif, on a

el

pour -L 1 + .z = n 1 - ry,
2

/ l -,

• 1 cha (n +-)
smaz!~ \ 2

sin ez."" h (' + 1)", S ':'t" Tl -
2

pour

,N. B. Par définition, ch z ee cos (jz), sh<:~-isin(i<:).)

15. Soit 1 un intervalle de la droite réelle R. Montrer que, sif(x) est une
fonction (d'une variable réelle, et à valeurs complexes) analytique dans I,
on peut la prolonger en une fonction analytique dans un ouvert connexe
D du plan complexe, contenant I.

16. (i) Soient (/XII), ((jn) deux suites de nombres ayant les propriétés sui
vantes :
a) il existe une constante M > 0 telle que

l~l + X 2 ---;- ... + IX,,! < M pour tout n >- r ,

b) les ~" sont réels> 0 et ~l >- ~2'> ... >- ~rt >- .. ". Montrer que l'on a,
pour tout n>- I,

(Introduire Sn = ~l + ... + Q:", et écrire

(iij Soit S(X) = L a"X" une série entière formelle à coefficients complexes,
n~U

telle que teS) = 1, et que L- an soit convergente. Utiliser (i) pour montrer
,,~o

que la série 2: a"x" converge uniformément dans l'intervalle fenné [0, 1]
n~O

de R, et en conclure que

lim ~ a.x" = 2: an'
oX-i>"l II~O rr~o

O<,zo<Cl _
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I. Séries entières à une variable

(iii) Soit maintenant S(X) = L X"/n 2 , et soit D l'intersection du disque
,,~I

ouvert [z] < 1 et du disque ouvert 1..: - 11< 1. Montrer qu'il existe une
constante a telle que l'on ait

S(z) +S(I-Z) ~a-logzlog([-z) pour z e D,

où log désigne la détermination principale du logari thme complexe dans
le demi-plan Re(z) > 0 (qui contient D).
(Remarquer que, si ze D, on a 10g(1 - z) ~ - 'I'[z}, avec

T(X) = X.S'(X),

en vertu de la proposition 6. 1 du § 3, et que, d'après la proposition 6. 2 du
§ 3, on a

~(logzlog (1 -z)) = log (1 - z) _ IOl(z
d;:. z I--Z

Utiliser ensuite (ii) pour montrer que l'on a

a = ~ I/n2,
..~l

a- (log 2)2 = }: I/n22 n
- 1.

n:a:-l

pour zen).

(Cf. Chapitre v, § 2, e, application de la proposition 2. 1).



CHAPITRE II

Fonctions holomorphes, intégrale de Cauchy

1. Intégrales curvilignes

1. GÉNÉRALITÉs

Rappelons quelques notions élémentaires relatives aux intégrales curvi
lignes dans le plan R'.

On notera x et y les fonctions coordonnées dans R2.
On appelle chemin différentiable une application

t -e- y(t)

du segment [a, b] dans le plan R', telle que les coordonnées x(t) ety(t) du
point y(t) soient des fonctions continûment différentiables, On supposera
toujours a < b. L'origine de y est le point y(a), l'extrbnité de y est le
point y(b). Si D est un ouvert du plan, on dit que y est un chemin
différentiable de l'ouvert D si la fonction y prend ses valeurs dans D.

Une forme différentielle dans un ouvert D est une expression

co ~ Pdx+ Qdy

dont les coefficients P et Qsont des fonctions (à valeurs réelles ou complexes)
continues dans D.

Si y est un chemin différentiable de D, et li) une forme différentielle

dans D, on définit l'intégrale JCI) par la formule

1,w = r y'(w),

où y'(w) désigne la forme différentiellef(t) dt définie par

f(t) ~ P(x(t),y(t))x'(t) + Q_(x(t),y(t))y'(t);
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II. Fonctions holomorphes, intégrale de Cauchy

autrement dit, 1'(",) est la forme différentielle déduite de '" par le change
ment de variables x = x(I),y = y(I). Ainsi:

f'" = [f(l) dl.

Considérons maintenant une fonction 1 = I(u) continûment dérivable
pour a, -< u -< b, (avec a, < b,), dont la dérivée l'(u) soit partout> 0,

et telle que I(a,) = a, I(b,) = b. L'application composée de l'applica
tion u -->- t(u) et de l'application (1. 1) est

u -->- r(t(u»).

Elle définit un chemin différentiable h' On dit que r, est déduit de r
par changement deparamètre. La forme différentiellef,(u) du, transformée de '"
par l'application (1. 2), est égale à

f(t(u»)I'(u) du,

en vertu de la formule donnant la dérivée d'une fonction composée. La
formule du changement de variable dans les intégrales simples donne la
relation

1"' =1""T T,

Autrement dit, l'intégrale curviligne [(1) ne change pas de valeur si on
• T

remplace le chemin différentiable r par un autre, déduit de r par change-
ment de paramètre. On pourra donc éventuellement désigner par la même
lettre des chemins qui se déduisent les uns des autres par changement
du paramètre.
Prenons maintenant une fonction t = t(u) continûment dérivable pour
a, -< u -< b" mais telle que l' (u) <, 0, t (a,) = b, t (b,) = a (le « sens de

parcours» du segment est renversé). Alors on constate que rhl = - [ w.
.. TI .. ':

On dit alors qu'on a effectué sur r un changement de paramètre qui

change l'orientation de r j ceci a pour effet de multiplier .f (1) par - I.

Subdivisons l'intervalle [a, b] décrit par lc paramètre '1 en un nombre
fini d'intervalles partiels

[a, IJ, [l" t,J, ... , [t"-1> q, [/"' b];

on suppose a < t, < l, < ". < t"_, < 1" < b. Soit ri la restriction de
l'application y au i·ième de ces intervalles; il est clair que
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§ 1. Intégrales curvilignes

Cette propriété conduit à généraliser la notion de chemin différentiable.
On appelle chemin dijJérentiable par morceaux une application continue

y: [a, b] -+R',

telle qu'il existe une subdivision de l'intervalle [a, b] en un nombre fini
d'intervalles partiels comme ci-dessus, de façon que les restrictions de r
à ces intervalles partiels soient continûment dérivables. On pose par
définition

La valeur du second membre ne dépend pas de la décomposition.
L'origine de ''1'1 s'appelle l'origine de y, l'extrémité de 1n+l s'appelle l'extré
mité de r. On dit que le chemin est fermé si son origine et son extrémité
coïncident.

Un chemin fermé r peut aussi être défini en prenant, au lieu d'un paramètre
réel t qui varie de a à b, un paramètre 6 qui décrit la circonférence-unité.

Exemple. Considérons, dans le plan R2, le périmètre (ou «bord ») d'un
rectangle A dont les côtés sont parallèles aux axes de coordonnées. Le
rectangle est l'ensemble des points (x, y) satisfaisant à

b,<y<b,.

Son bord se compose de quatre segments de droite

x = a 2}

y = h2}

X = al'

y = hl}

hl <y<;; h2,

al <:; x <:; a2,

hl <:;y<:; hl'
al < x < a2•

Pour que ce bord définisse un chemin fermé y, différentiable par
morceaux, on doit préciser quel est le «sens de parcours» choisi. On
conviendra toujours que le sens de parcours est le suivant:
y croît de hl à hl sur le côté x = a2, x décroît de 6 2 à al sur le côtéy = hl,
Y décroît de h2 à hl sur le côté x = al' x croît de al à a2 sur le côté y = bl"

Alors l'intégrale 1'" est bien définie; elle ne dépend pas du choix de

l'origine de r, car ~lle est de toute façon égale à la somme des intégrales
le long des quatre côtés, chacun étant parcouru dans le sens qu'on vient
d'indiquer.

2. PRL\IlTIVE n'UNE FORME DIFFÉRENTIELLE

LEMME. Soit D un ouvert connexe du plan. Q.uels que soient les points a E D et
b E D} il existe un chemin différentiable par morceaux, contenu dans D, ayant a
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II. Fonctions holomorphes, intégrale de Cauchy

pour origine et b pour extrémité. (On exprimera brièvement ce fait en disant
que a et b peuvent être joints par un chemin différentiable par morceaux.)

Démonstration. Tout point ce D est centre d'un disque contenu dans D;
c peut être joint à tout point de ce disque par un chemin différentiable
par morceaux et contenu dans D, par exemple par un rayon. Soit alors
donné un point a e D; si c peut être joint à a, tout point assez voisin de c
peut aussi être joint à a, d'après ce qui précède; donc l'ensemble E des
points de D qui peuvent être joints à a est ouvert. D'autre part, E est
fermé dans D; car si ce D est adhérent à E, c peut être joint à un point
convenable de E d'après ce qui précède, donc o peut être joint à a. Par
hypothèse, D est connexe; le sous-ensemble E de D, qui est ouvert et
fermé dans D, et n'est pas vide (puisque ae E) est donc D tout entier.

C.Q.F.D.
Soit toujours D un ouvert connexe du plan, et soit r un chemin différen
tiable par morceaux, contenu dans D; soit a son origine, b son extrémité.
Soit F une fonction continûment différentiable dans D; considérons la
forme différentielle œ = dF; alors on a la relation évidente

(2. 1) J: dF = F(b) - F(a).

Il résulte de là et du lemme que si la différentielle dF est identiquement nuite
dans D, la fonction F est constante dans D.
Étant donnée une forme différentielle (1) dans un ouvert connexe D, cher
chons s'il existe une fonction F(x, y) continûment différentiable dans D
et telle que dF = w. Si w ~ P <lx + Qcfy, la relation dF ~ w équivaut à

(2. 2) ilF = P,
ilx

ilF ~ Q.
ily

Une telle fonction F, si elle existe, s'appelle une primitive de la forme w.

Dans ce cas, toute autre primitive G s'obtient en ajoutant à F une constante,
puisque d(F - G) = o.

PROPOSITION 2. I. Pour que laforme différentielle w admette uneprimitive dans D,

il faut et il suffit que l'~n ait f œ = 0 pour tout chemin fermé T, différentiable

par morceaux, contenu dans D'.

Démonstration. 10 La condition est nécessaire, car si ro = dF, la relation

(2. 1) mo~tre que f w = 0 chaque fois que l'origine a et l'extrémité b
de r coîncident. '

20 La condition est suffisante. Choisissons en effet un point (xo' Yo) E D;
tout point (x, y) e D peut être joint à (XOl Yo) par un chemin r continû...
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1. Intégrales curvilignes

ment différentiable par morceaux et contenu dans D (d'après le lemme);

l'intégrale ..f Ul ne dépend pas du choix de t, puisque par hypothèse

l'intégrale d~ 00 est nulle pour tout chemin fermé. Soit F(x, y) la valeur

commune des intégrales f œ relatives aux chemins t d'origine (xo,Yo) et

d'extrémité (x,y) contenus 'dans D. On va montrer que la fonction F ainsi
définie dans D satisfait aux relations (2. 2).
Donnons à x un petit accroissement h; la différence

F(x + h, y) - F(x, y)

est égale à l'intégrale rœ le long de n'importe quel chemin d'origine

(x, y) et d'extrémité (; + h, y) contenu dans D. Intégrons en particulier
le long d'un segment de droite parallèle à l'axe des x (ce qui est possible
si Ihl est assez petit) :

F(x + h,y) - F(x, y) = lZ+"p("y)d"

et par suite, si h 01= 0,

Lorsque h tend vers 0, le second membre tend vers P(x, y), en vertu de la
continuité de la fonction P. On a donc bien

~F-=P(x,y).
~x

On prouverait de même que bF~ Q(x, y). Ceci achève la démontratîon
de la proposition 2. 1. by

Considérons en particulier les rectangles contenus dans D et dont les
côtés sont parallèles aux axes (nous entendons que le rectangle doit être
tout entier contenu dans D, aussi bien son intérieur que sa frontière).

Si y est le bord d'un tel rectangle, on doit avoir f li} = 0 pour que la

forme différentielle (ù admette une primitive dans D. Cette condition
nécessaire n'est pas toujours suffisante, comme on le verra plus loin. Cepen
dant elle est suffisante lorsque D est « simplement connexe» (cf. ne 7).
Pour le moment nous nous contenterons de démontrer ceci:

PROPOSITION 2. 2. Soit D un disque ouvert. Si l'on a J: œ = 0 chaque fois que y

est le berd d'un rectangle contenu dans D et dont les côtés sont parallèles aux axes,
alors (1) admet une primitive dans D.
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II. Fonctions holomorphes, intégrale de Cauchy

Démonstration. Soit (xo,Yo) le centre du disque D, et soit (x, y) un point
quelconque de D. Il Y a deux chemins Il et 12 ayant pour origine (xo,Yo)
et pour extrémité (x, y), et tels que chacun d'eux se compose de deux des
quatre côtés du rectangle (dont les côtés sont parallèles aux axes) ayant
pour sommets opposés (xo,Yo) et (x,y) [Voir figure 1]. Puisque ce rectangle

1
( ...y) y, (x,y

y,r--:-lY1
LU

(xo.>'o) (x,Yo)

Figure 1

est contenu dans D, on a 1 (Il = i w. Soit F(x, y) la valeur commune
11.1 èlF àF

de ces deux intégrales; on montre comme plus haut que - = P, - =Q,
. 1 . . ôx ôyet ceci prouve a proposition.

3. FORMULE DE GREEN-RIEMANN

Cette formule généralise, dans un certain sens, la relation (2. 1) : au lieu
de relier la valeur d'une intégrale simple à celles d'une fonction, elle relie
les valeurs d'une intégrale double et d'une intégrale curviligne. Soit A
un rectangle ayant ses côtés parallèles aux axes, soit 1 son bord, et soient
P(x,y) et Q(x,y) des fonctions définies dans un voisinage D de A, continues

dans D et admettant dans D des dérivées partielles èlP et ~ continues.
La formule de Green-Riemann s'écrit alors: by àx

1P dx + Qdy ~ J.'( (ÔQ _ ÔP)dX dy.
, JA ÔX ôy

Démonstration. On va par exemple prouver

l Q dy = J.'(ôQdxdy.
T JA bx
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§ 1. Intégrales curvilignes

On sait que l'intégrale double de la fonction continue i)Qpeut se calculer
comme suit : ()X

j '. ' ilQ _ .
Explicitons: . ". ilx dx - Q(a., y) - Q(a,. y),

rapport à y, on trouve

en intégrant alors par

l ',Q(a" y) dy - C' Q(a" y) dy
b, .. b l

ce qui est justement égal à f Qdy. C.Q.F.D.

La formule de Green-Riemann est valable pour des domaines plus gêné,
raux qu'un rectangle; mais nous laisserons pour le moment cette question
de côté.

PROPOS'TION 3. r• Soit co = P dx + Qdy uneforme différentielle dans un ouvert

D 1 J'" • II ilP ilQ. . t "connexe ,et supposons que es uenvees parue es - et - existentet soun {onu-
nues dans D. Alors la relation à_v àx

(3. 2)

est nécessaire pour que lù admette mu primitive dans D; elle est sulfisante lorsque D
est un disque ouoert.

Démonstration. D'après la formule (3.1), la condition (3.2) entraîne que

f (j) = 0 chaque fois que '{ est le bord d'un rectangle contenu dans D;

si D est un disque ouvert: ceci entraîne que ('J admet unc primitive (pro

position 2.2). Réciproquement, si (' hl = 0 chaque fois que y est le bord.,
d'un rectangle A contenu dans D et dont les l'ôtés sont parallèles aux axes,
on a

(3· 3) jj' ~ (ilP _ ilQ:) dx dy = 0

.-\ \0)' ()x

pour tout tel rectangle A. Or ceci entraîne la relation (3. 2). En effet: si

la fonction continue ~R - ~Q n'était pas identiquement nulle dans D
()j' i)x
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II. Fonctions holomorphes, intégrale de Cauchy

il Y aurait un point de D au voisinage duquel elle serait par exemple> 0,

et par conséquent l'intégrale

serait> 0 pour un rectangle A contenu dans ce voisinage, contrairement
à l'hypothèse (3. 3). La proposition 3. 1 est ainsi démontrée.

4. FORMES DIFFÉRENTIELLES FER.MÉES

Dijinition. On dit qu'une forme w = P dx + Q dy,.à coefficients P et Q
continus dans un ouvert D, estfermée si tout point (xo'yo) e D possède un

voisinage ouvert dans lequel w a une primitive. On peut supposer qu'un
tel voisinage est un disque de centre (xo, Yo)' Alors les résultats des ne 2

et 3 entraînent aussitôt:

PROPOSITION 4. I. Pour qu'une forme différentielle w à coefficients continus dam D

soit fermée, il faut et il suffit que l'on ait ,1; œ = 0 chaque fois que r est le bord

d'un petit rectangle contenu (ainsi que son intérieur) dans D, et ayant ses côtésparal
lèles aux axes. Si on suppose en outre que P et Q ont des dérivéespartielles du premier
ordre continues, alors la condition (3. 2) est nécessaire et suffiante pour que ÜI soit
fermée.

D'après la proposition 2. 2, toute forme fermée dans un disque ouvert y admet
une primitive. On va maintenant donner l'exemple d'un ouvert connexe D
et d'une forme fermée œ dans D qui n'admet pas de primitive dans D.

PROPOSITION 4.2. Soit D l'ouvert formé de tous les points z =f' a du plan
complexe G. La forme (I) = dzfz est fermée dans D maisny admet pas de primùiie.

En effet) au voisinage de chaque point Zn ~ 0, il existe une détermination
de log z et cette détermination est, au voisinage de zo, une primitive de
lÙ:jz. Donc (0) est fermée. Pour montrer que œ n'admet cependant pas de
primitive dans D, il suffit de trouver un chemin fermé 'Y contenu dans D

et tel que r rk # o. Or soit"( le cercle-unité centré à l'origine et parcouru
J. ;;: "

dans le sens direct. Pour calculer 1(,), on pose Z = (il, t variant de 0 à 27.;
on a L_-;

~ = i dt,
;;:

et par suite

[
d;;: 0

2<. •
- ~) l dt = 2lr. =F o.

. , z 0
C.Q.F.D.



§ 1. Intégrales curvilignes

Dans l'exemple précédent la forme to est complexe. Prenons maintenant
la partie imaginaire de hl. Puisque

d,=dx-idy
<: x --7- ~J'

la forme différentielle

x dx -1 _y ttJ-'
x:!. -l- ),2

.xdy-'ydx
, a .'x +yw

est fermée dans le plan privée de l'origine. Elle n'admet pas de primitive,
car d'après (4. 1) on a

j' X dY - Vdx• -: =.. -'x".,:-_-:~y'-,;= = 2r.

si ; est le cercle-unité parcouru dans le sens direct. En fait, m est la diffé

rentielle de arc tg-"'"~-, qui est une fonction multiforme (c'est-à-dire avec plu
x

sieurs déterminations) dans le plan privé de l'origine.

5. ÉTL'DE DES PRIMITIVES NON UNIFORMES

Soit to une forme fermée définie dans un ouvert connexe D. Bien que cc
n'ait pas nécessairement de primitive (uniforme) dans D, on va définir
ce qu'on entend par primitive de w le long d'un chemin y de D. Un tel chemin
est défini par une application continue d'un segment 1 = [a, b] dans D;
on ne fait ici aucune hypothèse de différentiabilité.

Définition; Soit i : [a, b] -e- D un chemin contenu dans un ouvert D, et
soit (IJ une forme différentielle fermée dans D. On appelle primitive de (j)

le long de y une fonction continuef(t) (t parcourant [a, b]\ qui satisfait à
la condition suivante :

(P) quel que soit 'r e [a, b], il existe au voisinage du point y(-t') e D une primitive
F de oo telle que l'on ait

I.S' 1)

j)OIO' t assez voisin de 't'.

F(y(t)! = J(t)

THÉORÈME 1. Une telle primitive f existe toujours et est unique à l'addition près
d'une constante.

Démonstration. Tout d'abord, sif! ctf2 sont deux telles primitives, la diffé
rence J.(I) - J,(I) est, d'après (S. r), au voisinage de chaque e e [a, b],
de la forme F.(y(I) - F,(y(t)); comme la différence F.-F, des deux

S7
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prumtrves de to est constante, il s'ensuit que la fonction fl(t) - fit) est
constante au voisinage de chaque point du segment 1. Nous exprimerons
cela en disant que la fonction Il -12 est localement constante. Or une fonc
tion continue et localement constante sur un espace topologique connexe
(ici, sur le segment 1 = [a, h])est constante. En effet, pour tout nombre Il,

l'ensemble des points de l'espace ou la fonction est égale à u est à la fois
ouvert et fermé.
Il reste à montrer l'existence d'une fonction continuef(t) satisfaisant à la
condition (P). Chaque point, e 1 admet un voisinage V (dans 1) que y
applique dans un disque ouvert où (J) possède une primitive F. Puisque 1
est compact, on peut trouver une suite finie de points

a = to< 11 < ... < ln < ln+1 = b,

de façon que, pour chaque entier i tel que 0 -< i < n, y applique le seg
ment [1" ti+ d dans un disque ouvert Vi dans lequel existe une primitive Fi
de (1). L'intersection Vi n V i + t contient r(li+J, donc n'est pas vide; elle
est connexe, donc Fï+' - Fi est constante dans Vin Vi+l' On peut
donc, en ajoutant à chaque Fi une constante convenable, faire en sorte,
'de proche en proche, que F i+ 1 coïncide avec F, dans Vi n Vi+l' Soit alors
jet) la fonction définie par

jet) = F,(y(t)) pour

Il est évident que jet) est continue et satisfait à la condition (P) : c'est
clair pour une valeur 't différente des li; le lecteur le vérifiera lorsque -r

est égal à l'un des li'

Remarque. Supposons que r soit différentiable par morceaux, autrement dit
que l'on ait une subdivision de I telle que la restriction de "( à chaque
segment partiel [lü 1;+1] soit continûment différentiable, Alors l'intégrale

[OJ est définie; c'est par définition
'" -;

Sifest une primitive le long de ';, on a, d'après la formule (2. 1),

1." = j(t,+,) - j(t,) ,
"d'où en ajoutant

1,,, = j(h) - j(a).

Ceci conduit à définir Jli) même pour un chemin continu "f, sans hypothèse
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de différentiabilité relative à y: on prend la relation (5. 2) comme diji
nition, ce qui est licite car le second membre ne dépend pas du choix de
la primitive f le long de 1.

PROPOSITION 5- I. Si Y est un chemin fermé nepassant pas par l'origine, -I-.f'!5:
est un entier. 2'l't'! -:.t

Démonstration. w = t5 est une forme fermée. Dans la démonstration du
Z

théorème r, on peut supposer que chaque Fi est une détermination de
log z. Donc f(b) - f(a) est la différence de deux déterminations de log z
au point y(a) = y(b), et par suite est de la forme 2"in, où n est entier.

COROLLAIRE. -.!...fX d{ y/x est an entier (le même que précédemment).
2",x+y

La quantité rx d-,; - ; dx s'appelle souvent la variation de l'argumentv, x +
du point z = x + il' lorsque ce point décrit le chemin 1 (que r soit
fermé ou non).

6. HOMOTOPIE

Pour simplifier, tous les chemins qu'on va considérer seront paramétrés
par le segment 1 = [0, 1].

Dijinition. On dit que deux chemins

Y.: 1 -+ D et YI:1 -+D

ayant même origine et même extrémité (c'est-à-dire 10(0) = ":'1(0),
Y.(:) = y,(I» sont homotopes (dans D) avec extrémités fixes, s'il existe une
application continue (t, a) -+ o(t, a) de 1 X 1 dans D, telle que

(6. 1) \ 0 (t, 0) = y.(t),
10(0, a) = y.(o) = 1,(0),

o(t, 1) = y,(t),
0(1, a) = y.(I) = 1,(1).

u étant fixé, l'application t -e- o(t, u) est un chemin ';u de D, ayant même
origine que l'origine commune de Yo et YI' et même extrémité que l'extré
mité commune de ":'0 et YI- Intuitivement ce chemin se déforme continû
ment quand u varie de 0 à r , ses extrémités restant fixes.

On a une définition analogue, concernant le cas de deux chemins fermé:
Y. et 11: on dit qu'ils sont homotopes (dans D) comme chemins fermés s'il
existe une application continue (t, a) -+ o(t, a) de 1 X I dans D, telle que

(6.2) j ~(t, 0) = :.(t),
0(0, a) = 0(1, a)

o(t, 1) = Yl(t),
quel que soit li,
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(donc, pour chaque u, le chemin Ya est un chemin fermé). En particulier,
on dit qu'un chemin fermé Yo est homotope à un point dans D si l'on est dans
la situation précédente, la fonction 11(t) étant en outre constante.

THÉORÈME 2. Si 'Ïn et "fI sont deux chemins de D homotopes avec extrémités fixes,
on a

quelle que soit la forme fermée '" dans D.

THÉORÈME 2 bis. Si io et il sont deux chemins fermés de D, homotopes comme
chemins fermés, on a

pour toute forme fermée (.) dans D.

Ces deux théorèmes vont se démontrer comme conséquence d'un lemme
qu'on va exposer maintenant. Tout d'abord voici une

Définition. Soit (t, u) ---7 ô(t, u) une application continue d'un rectangle

(6·3) al.-< u.-< b'

dans l'ouvert D; et soit w une forme fermée dans D. On appelle primitive de
œ suivant l'application ô une fonctionf(t, u) continue dans le rectangle, et satis
faisant à la condition suivante :
(P') quel que soit le point (" c) du rectangle, il existe au voisinage de ô(" u) une
primitive F de œ telle que l'on ait

F(ô(t, u») = f(t, u)

en tout point (t, u) assez voisin de (-" u).

LEMME. Une telle primitive existe toujours etestunique à l'addition près d'uneconstante.
Ce lemme est en quelque sorte une extension du théorème 1. On va le
démontrer d'une manière analogue. En utilisant la compacité du rectangle,
on peut en faire un quadrillage en subdivisant l'intervalle de variation
de t par des points t i et l'intervalle de variation de u par des points UJ>

de façon que, quels que soient i et j, le petit rectangle, produit des seg
ments [th &i+ 1] et [UJ> U}+ 1], soit appliqué par 0 dans un disque ouvert U I, J

dans lequel existe une primitive Fi,j de w.

Fixons}; comme l'intersection Vi,jn U;+I,j n'est pas vide (et est connexe),
on peut ajouter à chaque F1,j (j fixe, i variable) une constante de manière
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que Fi,i et Fi+t,i coïncident dans Ui,in Ut+I,i; on obtient alors, pour
ue [ujl uj+t], une fonctionjj(t, u) telle que, pour tout i, on ait

Jj(t, u) = F i, j(8(t, u)) lorsque

AinsiJj(t, u) est continue dans le rectangle

et c'est une primitive de w suivant l'application Oh restriction de ; au
rectangle précédent. Chaque fonction fi est définie à une constante addi
tive près; on peut alors, par récurrence sur j, choisir ces constantes addi
tives de façon que les fonctionsjj(t, u) etJj+i(t, u) soient égales lorsque
u ~ uj+ t- Soit maintenantf(t, u) la fonction définie dans le rectangle (6. 3)
par la condition que, pour tout j, on ait

f(t, u) = Jj(t, u) lorsque

C'est une fonction continue qui satisfait à la condition (Pl), donc c'est
bien une primitive de w suivant l'application o. Le lemme est ainsi démontré.

Démonstration du théorème 2. Soit 0 une application continue satisfaisant
aux conditions (6.1). Soitfune primitive de œ suivant 8. Il est évident
que f est constante sur les côtés verticaux t = 0 et t = 1 du rectangle
IxI.Onadonc

f(o, 0) = f(o, 1),

et comme

1,. w = f(l, 0) - f(o, 0),

f(l, 0) =f(I, 1),

rw=f(l, I)-f(o, 1),
J"

le théorème 2 est démontré.
La démonstration du théorème 2 bis est tout à fait analogue; on utilise

une application 0 satisfaisant à (6. 2).

7. PRnrrrIVES DANS UN OUVERT SIMPLEMENT CONNEXE

Définition. On dit qu'un ouvert D est simplement connexe s'il est connexe et
si en outre tout chemin fermé contenu dans D est homotope à un point dans
D.

THÉORÈME 3. Toute forme différentielleftrmée w dansun ouvert simplement conne_:e
D possirk uneprimitive dans D.

En effet, d'après le théorème 2 bis, on a 1CI) = 0 pour tout chemin fermé y
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contenu dans !J, ce qui, en vertu de la proposition 2. r, entraîne que l:lt

admet une primitive dans D.
En particulier, dans tout ouvert simplf':ment r-ormexe ne contenant pas O.
la forme fermée dz'z admet une pr-imitive ; autrement dit. log z admet
utU! détermination dans tout ouvert simplement connexe ne contenant pas O.

Exemples d'ouverts simplement connexes. On dit qu'un ensemble E du plan est
étoilé par rapport à l'un de ses points a si, quel que soit le point zEE, le
segment de droite joignant a à z est contenu dans E.
Tout ouvert D étoilé par rapport à l'un de ses points a est simplement connexe:
en effet D est évidemment connexe; de plus, pour chaque nombre réel u
compris entre 0 et r, l'homothétie de centre a et de rapport u transforme D
en lui-même; lorsque u décroît de 1 à 0, cette homothétie définit une homo
topie de n'importe quelle courbe fermée à un point.
En particulier, tout ouvert convexe D est simplement connexe. En effet, un
ouvert convexe est étoilé par rapport à chacun de ses points.

En revanche, le plan privé de l'origine n'est pas simplement connexe:
par exemple, le cercle Iz! = 1 n'est pas homotope à un point dans C-lol

puisque l'intégrale (dz de la forme fermée dz le long de ce cercle n'est
< Z Z

pas nulle (cf. la relation (4.1)).

A titre d'exercice, le lecteur pourra démontrer l'équivalence des quatre
propriétés suivantes (pour un ouvert connexe D) :

a) D est simplement connexe;

b) toute application continue du cercle [z] = 1 dans D se laisse prolonger
en une application continue du disque Izi < 1 dans D;

c) toute application continue du bord d'un carré dans D se laisse prolonger
en une application continue du carré dans D;

cl) si deux chemins de D ont même extrémités, ils sont homotopes avec
extrémités fixes.

8. INDICE D'UN CHEMIN FERMÉ

Définition. Soit y un chemin fermé dans le plan C, et soit a un point de C
n'appartenant pas à l'image de y. On appelle indice de y par rapport à a
et on note 1(1', a), la valeur de l'intégrale

(8. 1)

D'après la proposition 5. 1 l l'indice 1(,,:", a) est un nombre entier.

6.
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En remontant aux définitions, on voit que pour calculer l'indice, on doit
chercher une fonction continue f(t) , définie pour 0 -< t -< r , à valeurs
complexes, et telle que

on a alors

PROPRIÉTÉS DE L'INDICE

1) Le point a étant fixé, l'indice l(r, a) reste constant lorsque le chemin fermé r
se déforme continûment sanspasser par a. En effet, l'intégrale (8. 1) varie conti
nûment, et sa valeur est à chaque instant un entier; donc elle reste constante.

2) Le cheminfermé r éUintfixé, l'indice l(r, a) est unefonction localement constante
de a lorsque a varie dans le complémentaire de l'image de y. Même démonstration
que pour 1). Il s'ensuit que l(r, a) est une fonction de a qui est constante
dans chaque composante connexe du complémentaire de l'image de ï'

3) Si l'imagede r est contenue dans un ouvert simplement connexe D ne contenant pas
lepoint a, l'indiceI(r, a) est nul. En effet, le chemin fermé r peut se déformer
en un point en restant contenu dans D, donc sans jamais passer par a; et
il suffit d'appliquer 1).

4) si Y est un cercle parcouru dans le sens direct, l'indice I(y, a) est égal à 0 si Q

est extérieur au cercle, et est égal à 1 si a est intérieur au cercle.

Le cas où a est extérieur au cercle est justiciable de 3) ; lorsque a est intérieur
au cercle, il suffit d'examiner le cas où a est le centre du cercle, en vertu de
2); et alors on applique la relation (4.1).

PROPOSITION B. I. Soit f une application continue du disque fermé x' + y' ,;;; r'
dans le plan R2; soit r la restriction def au cercle x2 + y2 = r2 , Si un point a
du plan n'appartient pas à l'image de r et si l'indice l(r, a) est"" 0, alors f prend
au moins unefois la valeur a dans le disque ouvert x2 +y2 < r2,

En effet, raisonnons par l'absurde, en supposant que f ne prenne pas la
valeur a. La restriction de f aux cercles concentriques de centre 0 définit
une déformation continue du chemin fermé y en un point. Par conséquent

Pintégrale 1~ est nulle, contrairement à l'hypothèse.
r z- a <

Définition. Soient YI et 12 deux chemins fermés ne passant pas par l'origine o.
On appelle produit de ces deux chemins le chemin fermé défini par l'appli
cation

t -+ r,(t). y,(t),
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où le point désigne la multipli~tion des nombres complexes ;l(t) et
y,(t).

PROPOSITION 8. 2. L'indice, par rapport à l'origine, du produit de deux chemins
fermes ne passant pas par 0, est égal à la somme des indices de chacun de ces deux
chemins fermés. Autrement dit:

I(y.h' 0) ~ I(y., 0) + I(y" 0).

En effet, soientfl(t) et];,(t) deux fonctions continues à valeurs complexes
telles que

Soit y(t) = y.(t). y,(t) le produit des deux courbes fermées; la fonction
J(t) = J.(t) + f,,(t) satisfait à

et l'on a

I(y, 0) ~J(') -J(o)
2'"

ce qui démontre la proposition.

PROPOSITION 8. 3. Soient 1 et .:"1 deux chemins fermés dans le plan C. Si T ne
prendjamais la valeur 0 et si l'on a toujours ly.(t)I<ly(t)l, alors l'application
t -e- ,(t) + y.(t) neprend jamais la valeur 0, et l'on a

I(y + Y., 0) = I(" 0).

En effet, on peut écrire

y(t) + ,.(t) = ,(t) . (1 + ~'sn;

le chemin fermé t --+ 1 + ~(~t1 a un indice nul par rapport à l'origine,

puisqu'il est contenu dans le disque ouvert de centre 1 et de rayon 1. Ainsi

le chemin fermé v + Il est le produit des chemins fermés 1 et 1 + "(l,,
et en appliquant la proposition 8. 2, on obtient la proposition 8. 3.

g. COMPLÉMENTS: BORD ORIENTÉ n'UN COMPACT

LEMME. Si un chemin v est continûment différentiable et si la dérivée .( est partout
oF 0, alors, au ooisinage de chaque valeur du paramètre t, l'application t --+":'(t) est
injective et son image partage (localement) le plan en deux régions.
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La signification exacte de cet énoncé va être précisée dans la démonstration
qui suit. Soit t ~ ,Ct) une application continûment différentiable d'un
segment [a, b] dans le plan R2; supposons que la dérivée r'(t) soit #- 0
pour toute valeur de t. Les coordonnées x, y du point ,Ct) sont donc des
fonctions continûment dérivables 1,(1), 12(1), et leurs dérivées 1;(1),1;(1)
ne s'annulent pas simultanément. Le théorème des fonctions implicites
montre alors que si to est un point intérieur à l'intervalle (c'est-à-dire
a < to < h), et si on note Xo = ":'l(tO) , Yo = "(2(tO)' il existe une application
continûment différentiable (t, u) ~ li (t, u) d'un voisinage ouvert U du
point (to, 0) sur un voisinage ouvert V du point (xo' Yo), qui satisfait aux
conditions suivantes :

(i) .(1,0) = 1(1);

(ii) ;) est un homéomorphisme de U sur Y, dont le jacobien est > a
en tout point de U (donc 0: conserve l'« orientation »).

Ainsi, par l'homéomorphisme réciproque de 0:, V s'applique homéomor
phiquement sur U, les points du chemin y venant sur les points de la droite

"1

I@, 1 V
• b

figure 2

u = o. Les points du complémentaire de y dans V se répartissent donc en
deux ensembles ouverts V+ et Y- : ceux pour lesquels u est> 0, et ceux
pour lesquels u est < o. Si on a pris pour U un disque ouvert de centre
(tOI 0), les ouverts Y+ et V- sont connexes. Ainsi le chemin y partage
l'ouvert V en deux composantes connexes, ce qui justifie l'énoncé du lemme.

Définition. Soit K un compact du plan C, et soit F' = (I"i)iEI un ensemble
fini de chemins fermés C, dont chacun est différentiable par morceaux. On
dit que r est le bord orienté du compact K si les conditions suivantes sont
satisfaites :

(BO 1) dans chaque application t -e- [',(1) les images de deux points
distincts sont distinctes. exception faite de l'image de l'origine et de l'extré-

CARTAN
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mité du segment de définition. De plus les images des divers ri sont deux
à deux disjointes et leur réunion constitue la frontière de K;

(BO 2) si r est un arc différentiable de l'un quelconque des fi, la dérivée
l'Ct) est partout #- 0; de plus, si to est intérieur à l'intervalle de définition
de j, et si l'ouvert V du lemme précédent a été choisi assez petit, alors
V~ TU: rencontre pas K tandis que V+ est contenu dans l'intérieur de K.

D'une manière imaginée, la condition (BD 2) s'exprime en disant que
lorsqu'on parcourt y dans le sens des t croissants, on a constamment à sa
gauche les points de l'intérieur de K, tandis qu'à sa droite on a des points
qui sont dans le complémentaire de K.

Exemple. Prenons pour K un rectangle (fermé) dont les côtés sont parallèles
aux axes; alors le périmètre de ce rectangle, tel qu'il a été défini à la :fin
du ne r , est bien le bordorienté de K.

Nous admettrons sans démonstration que la formule de Green-Riemann
s'applique au bord orienté I' d'un compact K. D'une façon précise, si
(j) = P dx + Qdy est une forme différentielle à coefficients continûment
différentiables dans un ouvert contenant le compact K, on a l'égalité

(g. 1) rpdx + Qdy = {Or (~Q-~P) dxdy.
J» .. JK (')X oy

(la notation;; désigne ~J;/ si r se compose de chemins fermés ri).
En particulier, si la forme w est fermée dans D, on a la relation

(g.2)

chaque fuis que I' est le bord orienté d'un compaCt contenu dans D.

2. Fonctions holomorphes; théorèmes fondamentaux

1. RAPPEL SUR LES FONCTIONS DIFFÉRENTIABLES

Soit D un ouvert du plan R2, et soitf(x,y) une fonction définie dans D et
à valeurs réelles ou complexes. On dit que f est différentiable au point
(xo' Yo) e D, s'il existe une fonction linéaire ah + bk des variables réelles
h et k, telle que l'on ait la relation

(1. 1) f(x. + h, Y. + k) - f(x" Y.) = ah + bk + .Vh2 + k2
,

chaque fois que h et k sont assez petits; a désigne un scalaire (réel ou



§ 2. Fonctions holomorphes; théorèmes fondamentaux

complexe), fonction de h et k, dont la valeur absolue tend vers 0 lorsque

';h' + k' tend vers o. Si f est différentiable au point (x., Y.), les cons
tantes (réelles ou complexes) a et b sont déterminées de manière unique,
at sont égales aux dérivées partielles

IJf
a = - (x., Yo),

(lx

IJfb~ - (x., y.).
lJy

Rappelons que l'existence des dérivées partielles de f au point (x., Y.)
n'est pas suffisante pour que la fonction soit différentiable en ce point;
mais sifpossède en tout point suffisamment voisin de (xo,Yo) des dérivées
partielles, et si ces dérivées partielles sont continues au point (xo' Yo)!
alors f est différentiable en ce point. Une fonction qui admet des dérivées
partielles continues dans un ouvert D est dite continûment différentiable
dans D.

2. CONDITION D'HOLOMORPHIE

Soit D un ouvert du plan complexe C, et soitfune fonction de la variable
complexe z = x + br définie dans D.

Définition. On dit quef(~) est Iwlomorphe au point ~. e D si

(2. 1) lim f(~o + u) - f(~o) existe
fI~O u
'1'#0

(u désigne un nombre complexe variable). Il revient au même de dire
que f possède au point ~. une dériuée par rapport à la variable complexe.;
On dit que f est holomorphe dans l'ouvert D si elle est holomorphe en
chaque point de D.

La condition (2. 1) peut aussi s'écrire

(2.2) ft:;;. + u) - f(~o) = cu + .(u) lui,

où .(u) tend vers 0 lorsque u tend verso; c est ladérivéef'(~.). Puisque
z = x + ry, la relation (2. 2) s'écrit aussi

(2·3) f (xo + h,y. + k) - f (x.,Yo) = c(h + ik) + .(h, k) ';h' + k'.

Ceci montre que f, considérée comme fonction des deux variables réelles
x et y, est différentiable, et que

a = c, b = ic,
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a et b désignant les constantes de la relation:

cf . d' ,oy= IC, ou

(I. 1). On a donc l'If . . c,
l'IX

(2·4) ~J+ i~l= o.
('lx l't)

Réciproquement, soit f une fonction différentiable des variables réelles x

et y satisfaisant. à (2. 4). Alors la relation (1. 1) entraîne (2. 3), avec c :» a,
ic = b. Donc J est holomorphe au point Za X a +·~o. Nous avons donc
démontré la proposition suivante :

PROPOSITION 2. 1. POUT quef soit holomorphe en un point, il faut et il suffit quel,
comidérée commefonction des deux variables réelles x et y, soit différentiable en ce
point et que fon ait la relation (2. 4) entre les dérivées partielles def en ce point.

Explicitons (2. 4). Lorsqu'on écritf = P + iQ, les fonctions Pet Q étant
réelles, on obtient les conditions de Cauchy

(2·5) ~P = _ilQ.
ily ~x

3. INTRODUCTlON DES VARIABLES Z ET Z

Soit f une fonction (à valeurs réelles ou complexes) différentiable des
variables réelles x et y.
Considérons la différentielle

df= ~f dx + ilf ily,
ilx ily

Les fonctions particulières Z = x + Î)' et z = .'t"- ry admettent les diffé
rentielles

(3. 2 ) dz = dx + i dy, dz ~ dx-idy;

on a donc inversement

(3· 3) dx = ~ (dz + dz),
2

dy ~~. (d;; - dz).
2'

En portant ceci dans (3. 1) on obtient la relation

df = -' (ilf _ i ?'J) dz + -~ (~f + i ilf.) dz.
2 \èx by 2 ~x ()_V

Ceci conduit à introduire les symboles

68
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Avec ces notations, on obtient la l'dation

(3· 5)

La condition (2. 4) qui exprime que f est une fonction holomorphe de la
variable complexe Z s'écrit alors

(3. 6)

Autrement dit, pour que f soit holomorphe il faut et il suffit que, dans
l'expression (3, 5) de la différentielle dt, le coefficient de dz soit nul. Ou
encore : di doit être proportionnelle à de; le coefficient de proportionnalité
est alors simplement la dérivée j '{z).
Comme application, démontrons le résultat suivant : Soit f une fonction
holomorphe dans un ouvert connexe D; si ln. partie réelle de f est constante, f est
constante.
En effet, la partie réelle Re Cf) n'est autre que -'- Cf+ J); par hypothèse
on a, dans D, d(f + 1) = 0, ce qui s'écrit 2

Mais puisque f est holomorphe, on a ~{ = 0; par passage à l'imaginaire

" ~J Ainsiconjugue, on a - = O. 1, on a :
~~

Or une expression a dz + b dy' ne peut être identiquement nulle que si les

coefficients a et b sont nuls, ce qui donne ~I= 0,~ = o. Ainsi tif = 0, et
f est constante dans D. Z z

De là on déduit que si f est holomorphe et =/= 0 dans un ouvert connexe D, et

si log 111 est constant, ou si arg f est constant, alorsf est constante.
En effet, considérons la fonction :

g(~) = logf(~) = log If(~) 1 + i argf(z).

Plaçons-nous au voisinage d'un point Zo où nous choisissons une déter
mination de l'argument; g est holomorphe et sa partie réelle (ou sa partie
imaginaire) est constante. Donc g est constante au voisinage de ZOo Ainsi
J = e'J est localement constante dans D, et par suite est constante puisque
D est connexe.
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4. THÉORÈME DE CAUCHY

THÉORÈME I. Si f(~) est holomorphe dans un ouvertD dit plan complexe, la forme
différentielle f(~) dz est fermée dans D.

En raison de l'importance de ce théorème, nous allons en donner deux
démonstrations :

Première démonstration. Cette démonstration suppose une hypothèse supplé-
. 0 1 d' - , - Il ~f Or .mentaire. n va supposer que es errvees parue es - et ~ sont connnues

(\X Cl)'
dans D. (En réalité, il résultera de la deuxième démonstration que cette
hypothèse est automatiquement vérifiée dès que J est holomorphe.) Pour
vérifier que la forme différenrielle j'{z) dz = f(~) dx + if(~) dy est fermée,
il suffit, d'après la formule de Green-Riemann (§ 1, formule (3- 1)) de
vérifier que l'on a

Of~ iOf.
Oy Ox

Or c'est précisément la condition (2. 4) qui exprime quefest holomorphe,
'ct la démonstration est achevée.

Deuxième démonstration. Cette démonstration, contrairement à la première,
ne nécessite aucune hypothèse supplémentaire, mais elle exige un raison
nementplus subtil. Pour montrer quef(z) dt est fermée, nous devons prouver

que l'intégrale [f(~) dz est nulle le long du bord 1 de n'importe quel rec

tangle R cont;n~ dans D (y compris son intérieur). Pour cela posons a

priori :

.ff(~) dz = .(R).

Partageons le rectangle R en quatre rectangles égaux, en subdivisant
chacun de ses côtés en deux parties égales. Soient ï i les bords (orientés)

Il --
"

Figure 3

(i = r, 2, 3, 4). On vérifie facilement

, ,
J/(~) d~ = ,~, J/(~) d; = ,~, .(R,).

des quatre rectangles partiels
(cf. fig. 3) que
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Donc parmi ces quatre rectangles il y en a au moins un tel que

I.(R,)I ~-'-I.(R)I. Appelons R(l) ce rectangle. Partageons à nouveau le
4-

rectangle R(l} en quatre rectangles égaux; l'un au moins d'entre eux, soit
R(2), satisfera à la condition

On peut recommencer indéfiniment cette opération. On obtiendra aInSI

une suite de rectangles emboîtés; le k-ième R(k) aura ses côtés 2 k fois plus
petits que ceux du rectangle R, et son aire sera donc 4k fois plus petite
que celle du rectangle R. Si r(R(k») désigne le bord orienté du rectangle
R(k), on a

D'après le critère de convergence de Cauchy, il existe un point Zo et un
seul commun à tous les rectangles R(k). Évidemment Zo E D. Donc f(z) est
holomorphe au point ZO, et par suite :

fez) ~f(zo) + f'(;;o) (z-zo) + '(z) Iz-zol,
avec

lim sfz} ~ o.
c e- :Q

On en déduit

)
L <k»f(;;) tk; = f(;;o) L (k»dz +l' (zo).L <k»(Z - zo) dz

(4. 3) ". '" ".

+L.'k»'(Z) Iz-zoi dz.

Dans le second membre de (4. 3), les deux premières intégrales sont nulles
et la troisième est négligeable devant l'aire du rectangle R(k) lorsque k

augmente indéfiniment; elle est donc négligeable devant lk' En comparant
4

avec (4. 2), on voit qu'on a nécessairement œ(R) = 0; par suite, d'après

la définition même de .(R), on a Jf(;;) dz = o. Ceci achève la démons-
trauon. '

COROLLAIRE. 1. Unefonctionf(z) Iwlomorphe dans D admet localement une primitive
qui est Iwlomarphe.

Cette assertion exprime que tout point de D possède un voisinage ouvert
dans lequel f admet une primitive holomorphe. L'existence locale d'une
primitive résulte de la définition d'une forme fermée; et la primitive locale
est bien holomorphe, puisqu'elle a pour dérivée f.
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II. Fonctions holomorphes, intégrale de Cauchy

COROLLAffiE. 2. Sif(z) estholomorphe dans D, ona[f(z) dz=0 pourtoutchemin
fermé 1 de D qui est homotope à un point dans D. "
Cela résulte du théorème 1 ci-dessus, et du théorème 2 bis du § 1, ne 6.

Généralisation. On va étendre la condition de validité du théorème 1.

THÉORÈME 1 bis. Soit f(z) unefonction continue dans un ouoertD, et holomorphe
en tout point de D sauf peut-être aux points d'une droite à parallèle à l'axe réel.
Alors la forme f(z) de est fermée. En particulier, si f est IwwtrU1Tphe en toutpoint
de D saufpeut-§tre en des points isolés, la forme f(z) dz est fermée.

Démonstration. On doit prouver que l'intégrale [f(Z) tk est nulle pour le

bord r de tout rectangle contenu dans D. Or ceci 'est évident si le rectangle
ne rencontre pas la droite à. Supposons que le rectangle ait un côté porté
par à, et soient u, U + a, U + ih, u + a + ih les quatre sommets du rec
tangle, u et u + a étant sur ~; a et b sont réels, et on supposera par exemple
b ;» o. Soit R(,) le rectangle ayant pour sommets

U + ÏE, U + a + ir, u + ib, u + a + ib,

étant un nombre> a très petit; l'intégrale j"f(z) tk étendue au bord

de R(E) est nulle; or, lorsque e tend vers 0, cette intégrale tend vers l'inté

grale étendue au bord 1 du rectangle R. Donc J: f(z) tk = o. Enfin, si

la droite d rencontre le rectangle R sans porter l'un de ses côtés horizon

taux, la droite ~ partage R en deux rectangles RI et R", l'intégrale Jfez) dr

étendue au bord de chacun des rectangles Rf et R~ est nulle, d'après ce

qui précède; or la somme de ces intégrales est égale à l'intégrale rfez) dz
étendue au bord de R. Ceci achève la démonstration. •

5. FORMULE INTÉGR.-\LE DE CAUCHY

THÉORÈME 2. Sail June fonction holomorphe dans un ouvert D. Soit a e D, et soit
1 un chemin fermé de D, ne passant pas par a et homotope à un point dans D. On
a alors

1 jf(z) dz-. --- = 1(1, a)f(a),
e ee -; Z - a

ou 1(':" a) désigne l'indice du chenzinftrmé -: par rapport au point a (cf. § r, no 8).
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Démonstration. Soit g(z) la fonction définie dans D par

~
g (Z) =J(z) - f(a)

z-a
g(z) ~ f'(a)

pour

pour

z -oF a,

z = a;

la fonction g est continue) en raison de la définition de la dérivée. Elle est
holomorphe en tout point de D autre que le point Q. D'après le théo
rème 1 bis, on a

Or
f f (z ) - f(a) dz = o.

~ Z-Q

f ~(a) :z ~ I(y, a)f(a),

pour

d'après la définition de l'indice. Ceci établit la relation (5. 1).

Exemple. Soit]une fonction holomorphe dans le voisinage d'un disque fermé,
et soit ï le bord du disque parcouru dans le sens direct. On a

f f (z ) dz~ \ 27df(a) s~ a est inl~ri.eur au d~sque,

~ Z - a i0 SI a est exteneur au disque.

6. DÉVELOPPEMENT DE TAYLOR D'UNE FONCTION HOLOMORPHE

THfoRÈME 3. Sail f(z) unefonction holomorphe dans un disque ouverl Izi < p;
alorsf est développable en série entière dans ce disque.

Cela veut dire qu'il existe une série entière S(X) = ~ anX" dont le rayon
,,~o

de convergence est ;> p et dont 1,. somme S(z) est égale à f(z) pour [z] < p.

Démonstration. Soit T < p. On va trouver une série entière qui converge
normalement vers f(z) pour lz] -<: r. Cette série sera indépendante de T,

en vertu de l'unicité du développement en série entière d'une fonction
au voisinage de Q. Le théorème en résultera donc.
Choisissons un T 0 tel que T < r 0 < j'j. On va appliquer la formule intégrale
du théorème 2, en prenant pour l' le cercle de centre 0 et de rayon T0

parcouru dans le sens direct : .

f(z) = --'-of.L</.ljl
2'It"l ~ t-z

La fonction _1_ qui figure sous le signe d'intégration peut être développée
I-z .

en série, compte tenu du fait que k: < it;. D'une façon précise on a

1 1 1 (
1 - z/I =/ 1
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J l' '" l'It'fez) = -. "-' z· "-;;':i:i dt.
21tl "-' ': ..~o t

La serie converge normalement pour I.e: -< r et Itl = T O' On peut donc
l'intégrer terme il terme) et on obtient une série normalement convergente
pour Izl ,;:; r :

où les coefficients a" sont donnés par les intégrales

(6. r )
_. J /' f(t)dt

a. --. /n+l·
21tl. ,/ "= .."

Le théorème 3 est ainsi démontré.

Commentaire. Le théorème 3 montre que toute fonction holomorphe dans
un ouvert D est analytiq~ dans D. Réciproquement toute fonction analy
tique dans D est holomorphe dans D, puisqu'on sait qu'une fonction
analytique admet une dérivée. Ainsi , pour les fonctions d'une variable
complexe, il y a équivalence entre holomorphie et analyticité. Si on applique
aux fonctions holomorphes les résultats connus pour les fonctions analy
tiques) on voit qu'une fonction holomorphe est indéfiniment dérivable, et en
particulier continûment dérivable) et que la dén'vée d'une fonction holo
morphe est holomorphe.

7. THÉORÈME DE MORERA

THÉORÈME 4 (réciproque du théorème r). Soit fez) une fonction continue
dans un ouvert D. Si la forme différentieUef(z) d; estfermée, alOTS lafonctionf(z)
est holomorphe dans D.

En effet, f admet localement une primitive g. Cette primitive est holo
morphe, etf = s' est la dérivée d'une fonction holomorphe, donc est elle
même holomorphe d'après ce qui précède.

COROLLAIRE. Sif(z) est continue dans D ethotomorphe m tous lespointsrh D sauf
peut-ltre auxpointsd'unedroite ~, f estholomorphe en toutpoint deD SatU exception.

En effet) on peut supposer ~ parallèle à l'axe réel, en effectuant au besoin
une rotation. D'après le théorème r bis) la formef(z;) d; est fermée, Donc,
d'après le théorème 4, f est holomorphe en tout point de D.
On voit que le théorème 1 bis n'était qu'une généralisation illusoire du
théorème r. Mais nous avons eu besoin de l'établir, pour des raisons
techniques de démonstration.
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8. VARIANTE POUR LA FORMULE INTÉGRALE DE CAUCHY

THÉORÈME 5. Soit r le bord orienté d'un compact K contenu dans un ouoert D
et soit ft;;) une fonction holomorphe dans D. Alors

.!rf(;:;) dz ~ 0;

si de plus a est intérieur à K on a

(8. 1) rft;:;) dz = 2"i f(a).
Jr z-a

Démonstration. La première assertion résulte de la relation (g. "1) du § 1.
Pour démontrer la deuxième assertion, considérons un petit disque

ouvert S de centre a et dont l'adhérence est intérieure à K. Le bord orienté
du compact K - S se compose de r et du cercle-frontière de S parcouru
dans le sens indirect. Nous dirons que ce bord orienté est la différence de r
et du cercle-frontière "( de S parcouru dans le sens direct. En appliquant

à K - S et à la fonction f(;;L. qui est holomorphe dans D -[ a \, la
<:-a

première partie du théorème 5, on obtient

t iJ") dz = 11(<:) dz.
Jr z-a t z-a

cc qui, compte tenu du théorème 2, donne la relation (8. 1).

g. PRINCIPE DE SYMÉTRIE DE SCHWARZ

On a vu (corollaire du théorème 4) que sif{z) est continue dans un ouvert D
et holomorphe en tout point de D sauf peut-être aux points de l'axe réel,f
est holomorphe en tout point de D sans exception.
Considérons alors un ouvert non vide D, connexe, symétrique par rapport
à l'axe réel; soit D' l'intersection de D avec le demi-plan fermé r» 0, et
soit Dt l'mtersection de D avec le demi-plan y -< o. Supposons donnée une
fonction f(z) continue dans DI, à valeurs réelles aux points de l'axe réel,
et holomorphe aux points de DI où y > o. On va montrer qu1il existe dans
Dune fonction holomorphe qui prolonge f; une telle fonction est unique, en vertu
du principe du prolongement analytique (cf. chap. r, § 4, ne 3).
Considérons dans D"' la fonction g(z) définie par la relation

g(z) ~1(?).

Cette fonction est continue dans DIf, et on vérifie aussitôt qu'elle est holo
morpho en tout point de DIf, non situé sur l'axe réel. La fonction h(z) égale à
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f(~) dans D'et à g(~) dans D'est continue dans D et holomorphe en tout
point de D non situé sur l'axe réel. Elle est donc holomorphe en tout point
de D sans exception.
On observera que la fonction h prend des valeurs imaginaires conjuguées
(c'est-à-dire symétriques par rapport à l'axe réel) en deux points de D symé
trique à l'axe réel. C'est pourquoi l'on donne à la construction précédente
le nom de «principe de symétrie ».

Exercices

I. a) Soit r un chemin différentiable par morceaux, et soit r son image
par l'application z ---+:e: (symétrie par rapport à l'axe réel). Montrer

que, sif (z} est une fonction continue sur r, la fonction z --')of (Z) est continue
sur "f, et on a

b) En particulier, si r est le cercle unité, parcouru dans le sens direct, on a

2. Soit '[ un chemin continu (non nécessairement différentiable par
morceaux). Montrer que l'on a

si ooI} 002' œ sont des formes fermées, a e C. (Pour la définition du symbole

j; Cl), voir Remarque, § 1, na 5')
3. Soit j un chemin différentiable par morceaux, dont l'image soit contenue
dans un ouvert D, et soit r.r(z) une fonction holomorphe dans D, à valeurs
dans un ouvert .6. (dans le plan de la variable complexe w). Montrer que
r = f' u"( est un chemin différentiable par morceaux, et que, pour toute
fonction continue f(w), on a



Exercice)

Cette formule reste-t-elle vraie même dans le cas où y n'est plus néces
sairement différentiable?

4. Soient 1 le chemin (différentiable): t ---* y(t) = re", 0 -< t < 2'Jl:,

et y.. le chemin: t -+ "(n(t) = (1 - 1{n)Tifl, t variant dans le même inter
valle. Montrer que si f (z) est continue dans le disque fermé !zl <, r,
on a

5. Montrer que, si J (z) est continue dans le disque fermé kj < T, holo
morphe dans le disque ouvert [z] < T, on a

f(z) =~ r f(t) dt pour tant Izi <r,
21tl )1I1=rt-Z

l'intégrale étant prise dans le sens direct.

6. Trouver un chemin t ---* r(t), t variant dans [0, 21t], ayant pour image
l'ellipse x'la' + y'lb' = 1 dans le plan R' (a, s :» 0). Calculer de deux

façons différentes l'intégrale i: 1 et déduire de là• , z

7. Soit P,,(t) = t IL + an_1t"-1 + ... + ao un polynôme de degré n:> i ,

à coefficients complexes, et soit IR l'image du cercle Iti = R par l'application
t -+ Z = Pn(t). Montrer que, si R est assez grand, 'fa ne passe pas par
l'origine z = 0, et que l'on a I(-CRI 0) = n; en conclure que Pn(t) = 0
a au moins une racine. (Montrer d'abord que, pour R assez grand, on a
Jt"1> la.-,t"" + ... + aol pour III> R. Utiliser ensuite la proposition 8. 3
du § 1, pour montrer que I(YRI 0) est égal à l'indice, par rapport à l'origine,
de l'image du cercle III = R par l'application t -+ t'.)

8. Soitf(z) = u(x,y) + iv(x,y) une fonction holomorphe dans un ouvert
connexe D. Si on a

au(x, y) + bv(x, y) = c dans D,

a, b et c étant constantes réelles non toutes nulles, alors f(z) est constante
dans D.

9. Soit D un ouvert convexe dans le plan, et soit f (z) une fonction holo
morphe dans D. Montrer que, pour tout couple de points a, b E D, on
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II. Fonctions holomorphes, intégrale de Cauchy

peut trouver deux points c et d sur le segment joignant a et b, tels que l'on
ait

f(a) - f(b) = (a - b) (Re(f'(c)) + iIm(f'(d))).

(Considérer la fonction d'une variable réelle t définie par

F(I) =f(b + (a - b)/)/(a - b),

et appliquer le théorème des accroissements finis aux parties réelle et imagi
naire de F(I).)

la. Soit D un ouvert connexe, symétrique par rapport à l'axe réel, ayant
une intersection non vide 1 avec ce dernier. Toute fonction f (z) holo
morphe dans D peut se mettre, d'une façon et d'une seule, sous la forme:

f (<.) = g(<.) + ih(<.) pour tout Z e D,

où g et h sont deux fonctions holomorphes dans D, réelles sur I. Montrer
qu'on a alors

g(~) ~ g(;:), h(~) = he;:) et frZ) ~g(z) ~ ih(;:), pour tout z e D.

Il. Soient f et g deux fonctions holomorphes dans un ouvert connexe D
dans le plan, partout non nulles dans D; s'il existe une suite (an) de points
de D, telle que

Hm a" = a, aeD, an =F a

et que l'on ait

pour tout n,

pour tout n,

montrer qu'il existe alors une constante c telle que f (z) = cg(z) dans D.

12. Soit :r(z) une fonction continue sur le bord orienté I' d'un compact K.
Soit D l'ouvert complémentaire de l' dans C, et posons, pour Z E D.

(i) Si on pose? = inf ~ - a~, pour a E D, montrer que --'-, pour ~ E l'
rer ,-;:

et [z - al -< r, avec 0 < ,. < p, peut se développer en série entière nor
malement convergente suivant les puissances de (..: - a) j en déduire que
r (z) est analytique au voisinage de chaque fi e D. (Cf. la démonstration du
théorème 3, § 2.)



Exercices

(ii) Montrer que l'on a

J'"'(a) = ni r ~m dt,
Jdt -a)"+1

pour tout entier n ;;. J, aeD. (Cf. chapitre Ill, § 1).

13. 50itf(<:) holomorphe dans 1<:1 < p;1 montrer que, si 0 < T < p, on a

lim f (<. + h) - f (z) =l' (<.)
,1,..;.-0 h

0<1 1" ..::: ,.. - 1"
uniformément pour l'<:i -< T. (Écrire en utilisant 12),_

f(<: + h) - f(<:) -1'(<:) =~ r f(l) dl ,
h 27<iJ, ,,;,' (1- <. - h)(l- <.)2

où T' = (? + T)/2, ,hl < (T' - T)i2 = (p - T)14 (par exemple), et en
déduire que, si M = sup,'="lf(I);, on a

; t(<: + h) -/(<.) -1'(')'1' < 4M (+ Th')
1 h "- (? - T)' "

14. Si deux courbes fermées de C - {o} ont même indice par rapport à 0,

elles sont homotopes dans C - [o],
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CHAPITRE III·

Développements de

Points singuliers et

Taylor et

résidus

de Laurent.

1. Inégalités de Cauchy; théorème de Liouville

J. EXPRESSION INTÉGRALE DES COEFFICIENTS DE TAYLOR

On a vu (chapitre II, § 2, ne 6, théorème 3) que sif(z) est holomorphe
dans un disque ouvert D centré à l'origine, f(z) est la somme d'une série

entière ~ anzn qui converge dans D.
,,~o

Les coefficients an de cette série entière sont donnés par la relation:

1
a; = -1'0'(0).

n!

Autrement dit, les an sont les coefficients du développement de Taylor
def(.e) à l'origine. Cette série entière porte le nom de série de Taylor de
f(z). On se propose maintenant d'exprimer les coefficients an par des
intégrales portant sur la fonction f
Posons .[ = re", pour a <; T < p, ? désignant le rayon du disque D. On a

f(ri~) = }: anTllei/l?
11.;0:.0

Si on fixe T, 1) étant variable,J(Tei~) est une fonction périodique de 0, et la
relation précédente donne le développement de Fourier de cette fonction.
On observera que dans ce développement ne figurent que les i nt relatifs
à des entiers n > o. Or on sait que les coefficients du développement de
Fourier d'une fonction continue de période 27t s'expriment par des inté
grales portant sur la fonction. Dans le cas présent la série (1. 1) converge
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normalement quand 0 varie, T étant fixé; on peut donc l'intégrer terme à
terme et l'on obtient

dans le second membre, toutes les intégrales sont nulles sauf celle qui
correspond à p = n, et l'on obtient la formule fondamentale

(1. 2)

que l'on aurait aussi pu déduire de la relation (6. 1) du chapitre II, § 2.
Cette expression intégrale fournit une majoration du coefficient an : soit
M(r) la borne supérieure de If(r";') 1 lorsque a varie, c'est-à-dire la borne
supérieure des valeurs defsur la circonférence de rayon r. La valeur absolue
du second membre de ([.2) est majorée par M(r), et la relation (1.2) donne
donc l'inégalité fondamentale

(1. 3) 1 I
,ç:: M (r )

an ~ Til 1 n entier >- o.

Ces inégalités sont connues sous le nom d'inégalités de Cauchy.

2. THÉORÈME DE LIOUVILLE

THÉORÈME. Unefonction f (z) Iwlomorphe dans tout leplan et bornée est constante.

Démonstration. On applique l'inégalité (1. 3) à n'importe quel entier n > 1.

La quantité M(r) est, par hypothèse, majorée par un nombre M indépen
dant de T. On a donc

M
la,l <Ç-

r'

si grand que soit T. Comme le second membre de cette inégalité tend vers 0

quand T tend vers l'infini (n étant> 1), on voit que an = 0 pour n > 1;
ainsi f(~) ~ ao est constante.

Application: théorème de d'Alembert. On va montrer que tout polynôme à
coefficients complexes et non constant possède au moins une racine complexe.
Soit P(z) un tel polynôme; raisonnons par l'absurde, en supposant que

P(~) oF 0 pour tout z complexe. Alors la fonction P(~) est holomorphe
dans tout le plan. Elle est bornée; en effet

P(-1:) = a,z!'+ a'_I-1:·- 1 + ... + ao= -1:'(a. + a';1 + ... + ~). a. * 0,
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tend vers l'infini quand [z] tend vers l'infini, donc il existe un disque compact

en dehors duquel Ipez) [ est borné; d'autre part Ipez) 1 est borné sur ce

disque compact puisque c'est une fonction continue. Ainsi, _(1 est bornée
Pz)

dans tout le plan, donc constante d'après le théorème de Liouville. Il
s'ensuit que P(z) est une. constante, contrairement à l'hypothèse.

2. Propriété de moyenne; principe du maximum

1. PROPRIÉTÉ DE MOYENNE

Appliquons la relation (1. 2) du § 1 dans le cas particulier où n = o.
On obtient [12~a. = - f(reil

) de,
2" •

ou encore

f(o) = ~12f(reil) de.
2" •

Cette relation exprime que la valeur de f au point 0 est égale à la valeur
moyenne defsur le cercle de centre 0 et de rayon T. Il s'ensuit, plus géné
ralement, que si S est un disque fermé contenu dans un ouvert D où f
est holomorphe, la valeur defau centre du disque S est égale à la moyenne
des valeurs de f sur le cercle-frontière de S (cette moyenne étant prise
par rapport à l'arc du cercle).
On dira qu'une fonction f définie et continue dans un ouvert D, à valeurs
réelles ou complexes, possède la propriété de moyenne si, pour tout disque
compact S contenu dans D, la valeur de f au centre de S est égale à la
valeur moyenne de f sur le cercle-frontière de S. Nous verrons plus tard
que les fonctions qui possèdent la propriété de moyenne ne sont autres
que les fonctions harmoniques. Dès maintenant, nous pouvons dire que toute
fonction holomorph» possède la propriété de moyenne. Il est clair que si une fonction
à valeurs complexes possède la propriété de moyenne, il en est de même
de sa partie réelle et de sa partie imaginaire. Donc la partie réelle et la
partie imaginaire d'une fonction holomorphe possèdent la propriété de
moyenne.

2. PRINCIPE DU MAXIMUM

Ce principe va s'appliquer à toute fonction (à valeurs réelles ou complexes)
qui possède la propriété de moyenne (c'est-à-dire, comme on le verra
plus tard, aux fonctions harmoniques).
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THÉORÈME 1 (principe du maximum). Soit f une fonction continue (à valeurs
complexes) dansun ouoert D duplan C. Sifpossède la propriété de moyenne, et si Ifl
possède un maximum relatif en un point a e D (i. e. si If(") 1< If (0)1 pour tout
Z assez voisin de a), alorsf est constante dans un voisinage de a.

Démonstration. Si f (a) = 0, le théorème est évident. Supposons donc
f(a) .. 0; en multipliant au besoinfpar une constante complexe conve
nable, on se ramène au cas oùf(a) est réel> 0, ce qu'on supposera désor
mars.
Soit, pour r > 0 assez petit,

M(r) = sup If (a + r~l) 1.
1

Pour r;;" 0 assez petit, on a M(r) <f(a) par hypothèse. De plus, d'après
la propriété de moyenne, on a

(2. 1) f(a) = -'- ('f(a + r~') d6,
27tJo

d'oùf(a) < M(r), et par suitef(a) = M(r). Il s'ensuit que la fonction

g(z) = Re(f(a) - f(z))

est;> 0 pour iz - ai = T assez petit, et que g (z) = 0 si et seulement si
f(z) =f(a). D'après (2. 1), la valeur moyenne de g(z) sur le cercle

Iz-al = r

est nulle; comme g est continue> 0, ceci exige que g 'soit identiquement
nulle sur ce cercle, et par suite on a f (z) = f (a) lorsque Iz - al = r
assez petit. C.Q.F.D.

COROLLAIRE. Soit D un ouvert borné et connexe du plan C. Soit f une fonction
(à ualeurs complexes) <fijinle et continue dans l'adhérence TI et possédant dans D la
propriété de moyenne; soit M la borne supérieure de.lf(z)1 quand z parcourt la
frontière de D. Alors:

(i)
(ii)

If (z)1<; M pour z e D:
si If (a)1 = M enunpoint a e D,fest constante.

Démonstration. Soit M' la borne supérieure de If (z) 1 pour z e D, borne qui
est atteinte en un point au moins a du compact TI (puisque If(z) 1 est conti
nue). Si aeD,fest constante au voisinage de a, d'après le théorème 1;
le théorème 1 montre même que l'ensemble des points de D où f prend
la valeur f (a) est ouvert, et comme il est évidemment fermé et non vide,
cet ensemble est D tout entier (puisque D est connexe); puisque f est
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continue dans D, on a aussif(~) =f(a) pour z e Ïî, ce qui prouve que
M' = M et démontre les assertions (i) et (ii). Il reste à examiner le cas où
If(a)1 #0 M'en tout point aeD; mais alors M = M' (ce qui prouve (ii),
et (ii) est trivialement vrai puisqu'on n'a I/(a)1 = M en aucun point a
de D.

Remarque. Le principe du maximum s'applique notamment dans le cas
suivant: si une fonction! est continue dans un disque fermé et holomorphe
à l'intérieur du disque, la borne supérieure de Ifi sur le bord du disque
majore Ifi à l'intérieur du disque. En particulier, dans les inégalités de
Cauchy (1. 3), M(r) est non seulement la borne supérieure de if(~)1 pour
Iz! = T, mais aussi pour )z! < r,

3. Lemme de Schwarz

THÉORÈME (lemme de Schwarz). Soit f(~) unefonction holomorphe dans Le
disque I~I < 1. Supposons

f(o) = 0, If(~)1< 1 POUT !~I < 1.

A/ors: 1° on a If(~)I";;; I~I pour I~I < 1;
2° si, POUT un Zo #- 0, on a l'égalité [f(zo)l = !zol, alors on a identiquement

f(~) = ).~, P.I = I.

Démonstration. Dans le développement de Taylor f(~i = ~ a.~·, le coeffi
n~O

dent ao est nul, puisquef(o) ~ o. Il s'ensuit quef(~)/~ est holomorphe
pour I~I < 1. Puisque If(~) 1 < 1 par hypothèse on a

pour !.ç:i = r.

Cette inégalité vaut aussi pour l.e:! -< r en vertu du principe du maximum.

Si on fixe z dans le disque I~I < r , onr' If(~)1< J.;l quel que soit r"> I~I

et < 1. A la limite on a donc I/(z)l -< [z], ce qui établit l'assertion 10 de
l'énoncé. Si on a If (~o)1= I~ol pour un Zo "" 0, la fonction holomorphe
f(z)/z atteint la borne supérieure dé son module en un point intérieur au
disque 1<:) < 1; donc, d'après le principe du maximum, cette fonction est
constante et l'on a donc identiquementf(z)/.e: = i., li.1 = I. Ceci achève
la démonstration.
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4. Développement de Laurent

1. SÉRIES DE LAURENT

On considère ici des séries entières formelles hanXn, où la sommation

{formelle) porte sur tous les entiers n positifs, négatifs ou o. A une telle

série associons les deux séries formelles (au sens ordinaire) }: anXn et
1I~(j

:l. anX-n. Soient Pl et IIp: les rayons de convergence de ces deux séries .
• <0
Considérons les séries convergentes

(1. 1)

(1. 2)

fI(z) = ~ a.z·
n~U

pour

pour

Montrons que I,(z) est une fonction IwloT1WTphB de z. Posons Z = I/u; la
fonction

est holomorphe pour lu] < I/p2l et sa dérivée est donnée par la formule

Le théorème de dérivation d'une fonction composée montre que Iz(z)
admet une dérivée égale à

Ainsi la série (1. 2) est dérivable terme à terme pour Izi > Pa- Supposons
désormais que 2, < P,. Alors la somme f(z) de la série

(1. 3)

est holomorphe dans la couronne circulaire Pz < [z] <?1J et sa dérivée

f'(z) est la somme de la série ~ nanZ n- l obtenue en dérivant terme à terme.

La série~ an?''' prend le nom de sériedeLaurentdans la couronne P2 <!;:;)< h.
Dans tout ce qui précède on n'exclut pas le cas où pz = 0) ni le cas où

rI = + 00. La convergence de la série (1. 3) est normale dans toute
couronne T2 '<; [z] <" Tl quels que soient rI et T 2 tels que

P2 <:: T 2 < Tl < Pl"



n entier >- a ou < o.
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2. DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE DE LAURENT D'UNE FONCTION HOLOMORPHE

DANS UNE COURONNE

Définition. On dit qu'une fonctionf(z), définie dans une couronne

P2 < !.<:! < Pl'

est développable en série de Laurent dans cette couronne, s'il existe une série

de Laurent ~ anZn qui converge dans cette couronne et dont la somme

soit égale à j (z) en tout point de la couronne.
D'après le ne I,f(z) est alors holomorphe dans la couronne et la convergence
est normale dans toute couronne fermée ra -< Iz1 -< Tl telle que

P2 < r 2 < Tl < ?I;

de plus on va montrer que la série de Laurent, si elle existe, est unique.
En effet, posons z = re'' (,02 < r < ."1); en intégrant terme à terme, par
rapport à 6, le développement normalement convergent

on obtient, exactement comme au § 1 (n» 1), la formule intégrale

a-r" = 2~ 1'"r'"' f (re"l de,

On voit que la fonctionfétant donnée, les coefficients an du développement
de Laurent def, si un tel développement existe, sont déterminés de manière
unique par la relation (2. tl. On l'appelle le développement de Laurent def

THÉORÈME. Toute fonction f (zl holomorphe dans une couronne P, < Izi < Pl est
développable en série de Laurent dans cette couronne.

Démonstration. Donnons-nous deux nombres "a et r 2 tels que

?2 < r2 < Tl < il'

On va montrer qu'il existe une série de Laurent qui converge normalement
dans la couronne "e <;;; Izl <;;; Tl et dont la somme est égale àf(zl dans cette
couronne. En vertu de l'unicité du développement de Laurent, qui résulte
de la formule intégrale (2. 1), la série de Laurent ainsi obtenue ne dépendra
pas du choix de rl et r2' Donc cette série de Laurent convergera vers f (z)
dans toute la couronne P2 < [z] < Pl' ce qui démontrera le théorème.

Les nombres rI et T2 étant .choisis, soient r~ et T~ deux nombres tels que
Pz < T~ < '2 < rI < Ti < Pl' Considérons la couronne compacte
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dont le bord orienté est la différence du cercle "1'1 de centre 0 et de rayon 'l
parcoUIU dans le sens direct, et du cercle "1'2 de centre 0 et de rayon ""2
parcouru dans le sens direct. D'après la formule intégrale de Cauchy
(Chapitre TI, § 2, théorème 5), on a, pour T, <; [z] <; T"

(2.2)

Considérons la première intégrale; on altI = r~ et !zl:< Tl < r~; on peut
donc écrire le développement en série

qui converge normalement quand t décrit le cercle de centre 0 et de rayon r~.

Remplaçons dans la première intégrale -~ par cette série; en vertu de la
t-z

convergence normale on peut intégrer terme à terme, d'où

(2·3)

en posant

(2·4) a = _,1](t) dt,
n 21t'i Tt t,,+1

n> o.

Considérons maintenant la deuxième intégrale; on a

d'où
Itl = T; et

Dans la deuxième intégrale on remplace _,_ par cette série; et puisque
t-z

cette série converge normalement, on peut intégrer terme à terme, d'où

(2·5)

en posant

(2.6)

_~l](t)dt=~a.z',
2Tt'l T! t-z n<O

a. ~_' l](t)dt, n <o.
2'1ti l~ tn + 1

Finalement la relation (2. 2) montre que l'on a

pour

la convergence étant normale. Le théorème est ainsi démontré.
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3. DÉCOMPOSITION D'UNE FONCTION HOLOMORPHE DANS UNE COURONNE

PROPOSITION 3. 1. Étant donnée une fonction ft,,) holomorphs dans une couronne

P. < 1"[ < P" il existe une fonction f,(") holomorphe dans le disque 1": < p,
et une fonction f.(,,) holomorphe pour [z] > P., telles que l'on ait

f (z) = f, (,,) + f.(,,)·

Cette décompositioll est unique si on astreint la fonction fç à tendre vers 0 quand [z]
tend vers 00.

En effet, soit f(") = ~ a.z· le développement de Laurent de J.
Posons -"'<"<+00

La relation (4. 1) est évidemment satisfaite, et if.(z) 1tend vers 0 quand l''i
tend vers 00. Supposons que l'on ait une autre décomposition

ft,,) ~ g,(,,) + g.(,,),

et montrons que f, = g,. f. ~ ga- Soit h la fonction holomorphe égale à
f, - g, pour 1"1 < p, et égale à g. - f. pour 1"1> P.; cette fonction h
est holomorphe dans tout le plan, et tend vers 0 quand 1"1 tend vers oc.
En vertu du principe du maximum (§ 2, nva}, la fonction h est identi-
quement nulle. C.Q.F.D.

4. INÉGALITÉS DE CAUCHY; APPLICATION A L'ÉTUDE D'UN POINT SINGULIER

ISOLÉ

n entier >0 ou <o.(4. 1)

Considérons la formuleintégrale (2. 1). Si M(r) désigne la borne supérieure
de If(")1 pour Izi =r, le second membre de (2.1) a son module majoré
par M(r), d'où l'inégalité de Cauchy

M(r)
10.1 < 'r'

Considérons une fonction f(") holomorphe dans le disque pointé
o < loti < p. Demandons-nous si cette fonction peut se prolonger en
une fonction holomorphe dans tout le disque [z] < p, centre inclus. Ce
prolongement, s'il existe, est évidemment unique (en vertu du principe
du prolongement analytique, ou, plus simplement ici, pour une raison de
continuité).

PROPOSITION 4. L Pour que le prolongement soit possible, il faut et il suffit que
la fonction f(z) soit bornée au voisinage de o.

Cette condition est évidemment nécessaire. Montrons qu'elle est suffi-
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sante. Dans le disque pointé 0 < kl < p, la fonction f est développable

en série de Laurent ~ Q",t". Par hypothèse il existe un nombre
-00<"<+""

M> 0 qui majore If(z) 1pour Izi = r assez petit, quel que soit r, D'après
l'inégalité de Cauchy (4. 1), on a

si petit que soit r et pour n < 0 ceci entraîne a" = o. Donc le dévelop
pement de Laurent defse réduit à une série de Taylor, et celle-ci définit le
prolongement cherché def(z).

Définition. Soit f(z) une fonction holomorphe dans le disque pointé
0< [z] < p. On dit que l'origine 0est un point singulier isolé defsi la fonc
tion f ne peut pas se prolonger en une fonction holomorphe dans le
disque tout entier [z]< p.

Une condition nécessaire et suffisante pour que 0 soit un point singulier
isolé est que les coefficients a" du développement de Laurent ne soient pas
tous nuls pour n < o. On voit que deux cas sont possibles :

rer cas: il n'existe qu'un nombre fini d'entiers n < 0 pour lesquels a" #=- o.
Dans ce cas il existe UIJ. entier positif n tel que z,,! (z) soit une fonction

g(z) holomorphe au voisinage de l'origine. Donc f (z) = g(:) est miro-
17WTPhe au voisinage de l'origine. Z

ae cas: il existe une infinité d'entiers n < 0 tels que al. ~ o. Dans ce cas
la fonction J (<.) n'est pas méromorphe au voisinage de l'origine.

Définition. Dans le premier cas on dit que le point 0 est un pôle de la fonction
f; dans le second cas on dit que 0 est un pointsingulier essentiel de la fonctionf.

THÉORÈME (Weierstrass). Si 0 est unpoint singulier essentiel isolé d'une fonction
fez) holomorphe dans un disque pointé 0 < [z]< p, alors, pour tout s "> 0,

l'image du disque pointé 0 < 1<:1 < s par f est dense dans le plan C.

Démonstration. Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe un disque
de centre a et de rayon T> 0 qui soit extérieur à l'image du disque pointé
o < \zl < a par f. On aurait donc

(t· .) ff(z) - al >- r pour 0< Izi < a,

La fonction g(z) ~f (z)
l
_ a serait holomorphe et bornée dans le disque

pointé 0 < :'.t"î < s, D'après la proposition 4. r, cette fonction se prolon-
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gerait en une fonction holomorphe dans le disque Izi < a, fonction notée

encore g(z). Alors g(zj serait méromorphe dans le disque Izi < " et

J(z) ~ a + g(~) serait aussi méromorphe, ce qui contredit l'hypothèse

suivant laquelle 0 est un point singulier essentiel de f (z).

Remarque. Le cas d'un point singulier essentiel Zo se ramène évidemment
au cas où Zo = 0, en remplaçant z par Z - ZOo

Signalons sans démonstration le théorème suivant, beaucoup plus précis
que le théorème de Weierstrass :

THÉORÈME DE PICARD. Si 0 est un point singulier essentiel isolé de la fonction
holomorphe J (z), alors l'image parJ de toute couronne 0 < Izi <, est le plan C
mut entier ou le plan C prioé d'un seul point.

Exemple. La fonction el f: = ~ ~~ est holomorphe dans le plan pointé
n~on! z"

Z of=- 0, et elle admet l'origine comme point singulier essentiel puisque le

c~efficient de ~ est =F 0 pour tout n;>' o. Cette fonction ne prend jamais
z"

la valeur 0; à titre d'exercice on montrera qu'elle prend toute valeur
#0 0 dans tout disque pointé 0 < lel < s,

5. Introduction du point à l'infini. Théorème des résidus

1. SPHÈRE DE ~MANN

Dans l'espace R3, notons x,y, u les coordonnées d'un point et considérons
la sphère-unité 82; :

Munie de la topologie induite par celle de l'espace R', la sphère 8 2 est
un espace compact, puisque 8 2 est un sous-ensemble borné et fermé de
R3. Soient P et P' les deux points de 8 2 dont les coordonnées sont respecti
vement (0, 0, 1) et (0, 0, ~ 1). Considérons la projection stéréographique
de pôle P. Elle associe à tout point M de 52 distinct de P le point du plan
u = 0 aligné avec P et M. Son affixe complexe z est donnée par la formule

x+iY
z~---,

'-u

où x, y, u sont les coordonnées du point M.

go
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Considérons de même la projection stéréographique de pôle pl, et prenons
le point du plan u = 0 imaginaire conjugué du point transformé de
M(x,y, u) par cette projection stéréographique. Son affixe complexe Z' est
donnée par la formule

(r. 2) 1 x-iyZ ~~~.
1 + U

On observera que, pour tout point M(x, y, u) distinct de P et P', on a,
entre les nombres complexes z et z' correspondants, la relation

zz,' = 1.

L'application (x, y, u) ----7 Z est un homéomorphisme de 8 2 - P sur C;
on dit que l'on a une carte de S2- P sur le plan complexe C. De même
l'application (x, y, u) ----7Z' est une carte de 8 2 - pt sur le plan complexe C.
Munie de ces deux cartes, S~ s'appelle la sphère de Riemann.

Soit D un ensemble ouvert de 8 2, On dit qu'une fonctionf définie dans D
est holomorphe dans D si, au voisinage de tout point ME D distinct de P,
elle s'exprime comme fonction holomorphe de z, et si au voisinage de tout
point MeD distinct de P', elle s'exprime comme fonction holomorphe de
z', Observons qu'au voisinage d'un point distinct de P et de pl, toute fonc
tion holomorphe de z est une fonction holomorphe de Z' et réciproquement,
grâce à la relation (I. 3). Grâce à la relation (I. 1), nous identifierons
toujours la plan complexe C à la sphère S2 privée du point P. On voit que
8 2 est obtenue en adjoignant à C un « point à l'infini ». Pour étudier une
fonction au voisinage du point à l'infini P, on utilisera la variable complexe
zr = I/Z, qui s'annule au point P. Dans C, les ouverts Izl > r forment un
système fondamental de voisinages du point à l'infini. Une fonctionfCz)
définie dans un tel ouvert est «holomorphe à l'infini» si, par le change
ment de variable z = I/Z 1

, elle s'exprime comme fonction holomorphe de
z' pour Iz'l < Ifr.

De même, une fonction fez) sera méromorphe à l'infini si elle s'exprime
comme fonction de z' méromorphe au voisinage de z' = o. Enfin, une
fonction fez) holomorphe pour lz\ > r admet le point à l'infini comme
point singulier essentiel isolé si la fonctionf(I/Z') admet l'origine Z' = 0

comme point singulier essentiel isolé. Si

est le développement de Laurent def (z) pour lzl > T, une condition néces
saire et suffisante pour que le point à l'infini soit un pôle defest que ~l = 0

pour tous les entiers n > 0 sauf un nombre fini d'entre eux; la condition
pour que le point à l'infini soit un point singulier essentiel est qu'il existe
une infinité d'entiers n >= 0 tels que a" =F o.
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Sur la sphère 8, on a la notion de chemin différemiahle, de chemin Jenni, de
bord orienté d'un compact.

2. THÉORÈME DES RÉSIDUS

Considérons d'abord une fonction fez) holomorphe dans une couronne
?2 < 1<;] < ?1 centrée à l'origine.

PROPOSITION 2. 1. Si 'f est un chemin fermé contenu dans une telle couronne, on a

(2. 1) ~.lJ(z) dz = I(r, 0) a_o,
21t't r

où 1(y, 0) désigne l'indice du chemin y par rapport à l'origine 0, et 0_
1

est
le coefficient de 11z dans le développement de. Laurent def.

Démonstration. On a

J(z) = 1L,lz + g(;;),
où

g(z) = ~ a"z"
/1:;=-1

est holomorphe dans la couronne et y admet une primitive égale à

(cf. § 4, nO 1).

On a donc la relation

(2.2) ~J(Z) dz = lL'i dzlz + Ig(Z) dz.

Or 19(z) dz ~ 0 puisque g admet une primitive,
-,
f dzlz = 2"i I(y, 0) d'après la définition de l'indice.

Ces deux relations.jointes à (2.2), donnent (2. 1).
La formule (2. 1) s'applique notamment lorsque la fonction J admet

l'origine 0 comme point singulier isolé (pôle ou point singulier essentiel).
Dans ce cas, y désigne un chemin fermé dans un voisinage de 0, ne passant
pas par o. Le coefficient 0_1 du développement de Laurent de f s'appelle
alors le résidu de la fonction f au point singulier o. En particulier, si ~ est
un cercle de centre 0 et de petit rayon parcouru dans le sens direct, on a

(2·3)

On définit de même le résidu en un point singulier isolé situé en n'importe
quel point du plan complexe C.
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La définition du résidu au point à l'infini nécessite une convention spéciale:
soitf(z) une fonction holomorphe pour Izi > T. Posons Z ~ rfz'; on a

fez) dz = - z~2f(:.) dz'.

Par définition, le résidu de f au point à l'infini est égal au résidu de la

fonction ----'-*f( ~,) au point ;;' = o. Donc si 2,an;:::n est le dévelop·
Z ~ "

pement de Laurent def(;:::) au voisinage du point à l'infini, le résidu dej
à l'infini est - a_l.

THÉORÈME DES RlisIDUS. Soit D un ouvert de la sphère de Riemann 82, el soit f une
fonction holomorphe dans D sauf peut-être en des points isolés qui sont singuliers
pour f. Soit r le bord orienté d'un compact A contenu dans D, el supposons que l'

.'11' contienne aucun point singulier def, ni le point à l'infini. Les points singuliers
ZI. contenus dans A sont alors en nombrefini, et on a la relation:

(2·4) I/ (z) dz = 2";(f Res (f, z,)) ,
où Res (f, Zk) désigne le résidu de la fonction f au point .çk; la sommation est étendue
à t-Ous les points singuliers .çkE A, Y compris éventuellement le point à l'infini.

Démonstration. Distinguons deux cas, suivant que le point à l'Infini appar
tient ou non à A.

Figure 4-
N. B. La partie hachurée représente le complémentaire du compact A.

r" cas: le point à l'infini n'appartient pas à A; A est donc un compact
(borné) du plan C (Cf. fig. 4); chaque point singulier Zk est le centre d'un
disque fermé Ok intérieur à A, et l'on peut choisir les rayons de ces disques
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assez petits pour que ces disques soient deux à deux disjoints. Soit "(k le
bord du disque 811' parcouru dans le sens direct.
Soit A' le compact obtenu en enlevant de A les intérieurs des disques
précédents; le bord orienté de A' est la différence de l' (bord orienté de A)
et des cercles "(11'. Puisque f est holomorphe au voisinage de A' l on a
(Cf. chapitre Il, § 2, ne 8, théorème 5)

(2·5) !/(z) dz ~ ~ .(f(Z) <k;.

D'autre part, d'après (2:.3),

1f(z) dz = 21ti Res (f, z.),
••

et en portant cela dans (2. 5), on obtient la relation (2. 4) à démontrer.

2~ cas : le point à l'infini appartient à A. Soit Izi # r un voisinage du point
à l'infini qui ne rencontre pas I' et tel que f(z) soit holomorphe dans ce
voisinage (point à l'infini éventuellement exclu). Soit AH le compact obtenu
enenlevant de A l'ensemble Ouvert Izi > r (cf. fig. 5). Le bord orienté de A'

\

Figure 5
N. B. La partie hachurée représente la complémentaire de A.

est la SOmme du bord orienté r de A et du cercle [z] = T parcouru dans le
sens direct. En appliquant à AH ce qu'on vient de démontrer dans le premier
cas, on obtient

la somme du second membre étant étendue à tous les points singuliers Z.t
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contenus dans A et autres que lepaint à l'itifini. D'autre part, d'après la défi
nition du résidu à l'Infini, on a

1 ft;;) tk; ~ - 2,d Res (f, 00),
I~J=J"

et en portant ceci dans (2. 6) on obtient:

ce qui n'est pas autre chose que la relation (2. 4) à démontrer lorsque le
point à l'infini est l'un des points .tk-

Remarque. Considérons en particulier le cas où le compact est la sphère S2
tout entière. Dans ce cas le bord est vide, et la relation (2. 4) se réduit à :

(2·7)

Par exemple, la somme des résidus d'unefraction rationnelle (y compris le résidu
à l'i'!fini) est nulle.

3. CALCUL PRATIQUE DES RÉSIDUS

Cas d'lin pôl.e simple à distance/mie. Soit Zo un pôle simple def; on a donc

ft;;) ~-'- g(;;),
Z-Zo

où g est holomorphe au voisinage de ;;., avec g(;;.) .. o. Soit

g(;;) ~ ~ a, (;; - ;;.)'
R~Q

le développement de Taylor de g(;;) au voisinage de 2;0; on voit que,

dans le développement de Laurent f(;;) , le coefficient de --'- est égal
à g(;;.). On a donc z - ;;.

(3. r) Res (f, ;;.) = lim (e - ;;.) ft;;).

Sif est donnée sous la forme d'un quotient PlO., P et Q étant holomorphes
au voisinage de zo, et Zo étant un zéro simple de Q avec P(zo) =1= 0, on a

(3. 2 )

Q' désignant la dérivée
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Exemple. Soit f (e) = --,f'-; la fonction possède deux pôles simples
z + 1

Z = + i; on a Plo.: = ~- ei1
, et par suite le résidu de f au pôle i est

2Z
. l' 1ega a --.

2e

Cas d'ur pole multiple. Soit fez) l ,g(Z), où g(,-) est holomorphe
(z - zo)

au voisinage du point <0' avec g({,o} :.6. o. Le résidu de ffZ) est égal au
coefficient de (z - ZO)k-1 dans le développement de Taylor de g({,) au point
Zo. Tout revient donc à calculer un développement limité de ,l?(<J. Pour cela,
il est souvent commode de prendre comme nouvelle variable t = <- Zo'

Exemple. Soitf(z) = (2 e" )' Soit à calculer le résidu def(z) au pôlez z + 1 .

double Z = i. On a ici

e"
g(z) = z(z + i) "

Posons Z = i + t, et. cherchons le coefficient de t dans le développement de
Taylor de

e,(i+l)

h(t) = .
(i + t) (2i + t)2

Il suffit d'écrire le développement limité de degré 1 de chacun des termes

e'('+/) = r1(I + it·+ ...),

(i + t) -1 = - i(1 - it)-' = - i(1 + il + ..),
(2i + 1)-2 = -~(I -2- tf ' ~ -~(I + it ......).

4 2 / 4

D'où

h(t) = -'-(1 -i- 3it + ..-J,
4'

et le résidu cherché est __3_.
4'

Application: résidu d'une dérivée logarithmique. Soit f (z) une fonction méro
morphe au voisinage de zoo On se propose de calculer le résidu de la
dérivée logarithmique J'1f au point ZOo On a

fez) = (z-zo)' g(z),

où g est holomorphe au point zo, g(zo) +- 0; l'entier k est;> 0 si f est

96



§ 5. Introduction du point à l'infini. Théorèmes des résidus.

holomorphe en '<:0' k < 0 si Zo est un pôle de f; prenant la dérivée
logarithmique des deux membres, on obtient

k
f'1f= -- - s'ts.

Z-Zo

doncf'/fadmet Zo pour pôle simple, et le résidu de cepôle est égal à l'entier k,
ordre de multiplicité du zéro ou du pôle Zo (compté positivement s'il s'agit
d'un zéro, et négativement s'il s'agit d'un pôle).

4. APPLICATION A LA DÉTERMINATION DU NOMBRE DES PôLES ET DES ZÉROS

D'UNE FONCTION MÉROMORPHE

Pnososrrrox 4. 1. Soit fez) une fonction méromorphe non constante dans un
ouvert D, et soit l' le bord orienté d'un compact K contenu dans D. Supposons que
la fonction f n'ait pas de pôle sur I' et ny prenne pas la valeur a. On a alors:

_1 Ir f' (;:.) riz = z - P,
2 rri r f(;:.)-a

où Z désigne la somme des ordres de multiplicité des racines de l'équation

f(;;) -a = 0

contenues dans K, et ou P désigne la somme des ordres de multiplicité des pôles def
contenus dans K"

C'est une conséquence immédiate du théorème des résidus, et du calcul

explicite des résidus de la fonction f' (z)
f(z) - a

En particulier, lorsque f est holomorphe, l'intégrale du premier membre
de (4. 1) est égale au nombre des zéros de f(z) - a contenus dans K,
étant entendu que chaque zéro est compté un nombre de fois égal à son
ordre de multiplicité.
On observera que la valeur de l'intégrale du premier membre de (4. I)
est égale au quotient par 21t de la uariation de l'argument de f(z} - a lorsque z
décrit le chemin fermé I' (Cf. chapitre Il, § r , ne s)"

PROPOSITION 4. 2. Soit Zo une racine d'ordre k de l'équation f(z) -:::: a, f étant
une fonction holomorphe non constante au voisinage de ZOo Pour tout voisinage V
assez petit de zo, et pour tout b assez uoisin de a et =1 a, l'équation f(z) = b possède
exactement k solutions simples dans V.

En effet, soit '( un cercle de centre Zo et de rayon assez petit pour que Zo

soit l'unique solution de l'équation f (z) = a contenue dans le disque
fermé de bord '(. Supposons de plus que le rayon de '( soit assez petit pour
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quef'(z) soit '# 0 en tout point du disque autre que le centre ZOo Consi
dérons l'intégrale

1 jf'(z)dz
2,,; ,f(z) -b .

On sait que (4. 2) reste constant lorsque b varie dans une composante
connexe du complémentaire de l'image de 'Y par f (Cf. chapitre JI, § 1,
ne 8). Donc, pour tout b assez voisin de a, on a

1 jJ'(Z)dZ 1 j'f'(z)dz
2"; ,f(z) - b~ 2"; ,f(z) -a k,

et par suite l'èquation j'(z) = b possède exactement k racines à l'intérieur
de l' si l'on compte chaque racine avec son ordre de multiplicité. Mais
pour b -=F a et assez voisin de a, les racines de l'équation f(z) = b sont toutes
simples, car la dérivée f' (z) est -=F 0 en tout point z assez voisin de zl)
et *- zoo La proposition 4. 2 est ainsi démontrée.

5. ApPLICATION AUX FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES

Soient el et &2 deux nombres complexes linéairement indépendants sur le
corps réel R, c'est-à-dire tels que el # a et que le quotient e2/el ne soit pas réel.
Tous les vecteurs de la forme nlel + nzt2' où nI et "a sont des entiers
arbitraires, forment un s~us-groupediscret il du groupe additif du corps C.
On dit qu'une fonctionf(z) définie dans le plan admet le groupe 0 comme
groupe de périodes si l'on a

(5. 1) f(z + n,e, + n,e.) = f(z) pour tout z,

quels que soient les entiers nI et n2. Pour cela il faut et il suffit que l'on ait

(5. 2 ) f(z + e,) = f(z), f(z + e2) ~ f(z).

Soit Zo un nombre complexe quelconque. Considérons le parallélogramme
(fermé) ayant pour sommets zo, Zo + el' Zo + e2, Zo + el + e2· Il se
compose de tous les points de la forme Zo + tle l + t2e2, ou 0 -< t l <. r,
o <; /2 <; I. Un tel parallélogramme s'appelle un parallélogramme de
périodes ayant pour premier sommet ZOo Soit maintenant f (z) une fonction
méromorphe dans tout le plan et admettant le groupe 0 comme groupe
de périodes. Choisissons Zo de façon quef(z) n'ait pas de pôle sur le bord r
du parallélogramme de périodes ayant pour premier sommet zoo On

peut considérer l'intégrale f fez) dz, dont la valeur est nulle à cause de la
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périodicité; en effet

!f(z) dl:. = !.'[f(Zo + te,) - f(Zo;+- '. + te,)] dt

+1 [f(zo + e + te.) - f(zo + te.)] dt.

Appliquant ce résultat à la dérivée logarithmique f' /f, et compte tenu
de la proposition 4. r , on obtient :

PROPOSITION 5.1 . Sif(z) estunefonction méromorphe dam tout leplan, nonconstante, et
admettantlegroupe u comme /!,TOupe depériodes, le nombre deszérosdecettefonctioncon~

tenus dam un parallélogramme de périodes est égal au nombre des pôles contenus dam
le même parallélogramme, siIn'admetni eiro ni pôlesur le borddeceparallélogramme.

COROLLAIRE. Une fonction holomorphe dans C et admettant (l comme group, de
périodes est constante.
Sinon, le nombre des zéros de f (Z) - a devrait être égal au nombre des
pôles, donc nul; et ceci pour tout a, ce qui est absurde.

Considérons maintenant la fonction zf'(z)/(f(z) - a). Cette fonction
n'étant pas périodique, on ne peut plus affirmer que son intégrale sur le
bord i d'un parallélogramme de périodes est nulle. On va montrer que la
valeur de l'intégrale

(5· 3) _1 r;çf' (z) dz
2~iJd(z) - a

appartient au groupe de périodes Q. En effet, elle est égale à

e r f'(z) dz , '1 r f'(z) dl:.
- 2~iJ,J(Z) -a -r- 2~iJ,J(Z) -a'

'h désignant le côté du parallélogramme d'origine Zo et d'extrémité Zo + el'

et ·h désignant le côté du parallélogramme d'origine Zo et d'extrémité

Zo + ',. Or les intégrales --'-c rf; (~) dz et _1. r;; (~) dl:. ont pour
21UJ Tl Z -a 2T::lJ1~ z-a

valeurs des nombres entiers. D'autre part, l'intégrale (S. 3) est égale à la
somme des résidus de la fonction zf'(z)/(f(z) -a). Calculons ces résidus.
Les pôles sont tout au plus les pôles def(::.) el les zéros def(::) - a. ·Si
~i est un pôle, le résidu pour ce pôle est égal à - k~i~ k désignant son ordre
de multiplicité. De même le résidu d'un zéro Xi de f (z) - a est égal à
k7.;, k désignant son ordre de multiplicité.

En résumé, on obtient :

PROPOSITION 5. 2. Soit f (z) UfU! fonction méromorphe dans tout le plan, non
constante, et admettant le groupe (} comme groupe de périodes. Pour tout nombre
complexe a, on a

mod.jz,
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où les (li désignent les racines de l'équation fez) = a (chacune d'elles étant comptée
autant defois que l'exige son ordre de multiplicité) et les f3 i désignent les pôles (chacun
étant compté avec son ordre de multiplicité), contenus dans un parallélogramme de
périodes.

En particulier, la somme L Y..i prise modulo !.1 est indépendante de Q.

6. Calcul d'intégrales par la méthode des résidus

On se propose de calculer des intégrales définies sans expliciter une primitive
de la fonction sous le signe d'intégration, mais en interprétant la valeur
de l'intégrale comme somme des résidus relatifs à des points singuliers
d'une fonction holomorphe convenablement choisie. Il n'y a pas de méthode
générale permettant de traiter ce problème. Nous allons nous borner à
considérer quelques types classiques et à indiquer, pour chacun d'eux, quel
est le procédé qui permet de transformer le problème en un calcul de résidus.

r " type. Considérons une intégrale de la forme

I ~ (2"R(sin t, cos t) dt,
Jo

où R(x, y) désigne une fonction rationnelle n'ayant pas de pôle sur le
cercle x2 + y2 = 1. Posons i' = z; lorsque t croît de 0 à 2'7t', z décrit le
cercle-unité. Donc 1 est égal au produit par 2r.Ï de la somme des résidus
de la fonction

~R(2., (z _...!...), ...!...(z + ...!...))
lZ2t Z2 Z

aux pôles contenus dans le disque-unité.
On a donc

la somme étant étendue aux pôles contenus dans le disque-unité.

Exemple, Soit I 1'" dt 'd' ,= .' ou a eslgne
o a+smt

un nombre réel> L On a

~ 2Î
I ~ 2" '"' Res , .

.t~ + 2ttLC' - 1

Le seul pôle Zo contenu dans le disque-unité est ..co = - ia + i va2
- 1 ;

1 ésid Î 1 d"I 2"e r 51 u est ---. = .~' OU =./ .
Zo + la V a2 - 1 V a2 - 1
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2P. type. Considérons une intégrale de la forme

où R est une fonction rationnelle n'ayant pas de pôle réel. On doit supposer
en outre que l'intégrale est convergente; pour cela il faut et il suffit que la

partie principale de R(x) à l'infini soit de la forme ~I l'entier Tl étant ~ 2.

Une condition équivalente est la suivante x

(2. 1) lim xR(x) ~ o.
1"'1-;.'"

Pour calculer l'intégrale 1 on va intégrer la fonction R(z) de la variable
complexe z sur le bord r d'un demi-disque de centre 0, de rayon T, situé
dans le demi-plan y ça u (fig. 6). Pour r assez grand la fonction R(z) est

y

y

o y
Figure 6

x

holomorphe sur le bord y et l'intégralel'R(z) dz est égale à la somme des

résidus des pôles de R contenus à l'intérieur de r. On a donc

(2.2) J+'R (X) dx + J' R(z) dz = 2"; ~ Res (R(z)),
-,. ~(r)

où OCT) désigne la demi-circonférence de centre 0 et de rayon T parcourue
dans le sens direct, et où la sommation est étendue aux résidus des pôles
situés dans le demi-plan y > o.
Lorsque T tend vers + 00, la première intégrale du premier membre de
(2. 2) tend vers 1; on va montrer que la seconde intégrale du premier
membre de (2. 2) tend vers Q. Il en résultera

(2·3)

la somme étant étendue à tous les pôles de R situés dans le demi-plan
supérieur y > o. On verrait de même que
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la somme étant étendue cette fois à tous les pôles du demi-plan inférieur
y<o.
Il reste à prouver que r R(z) dz tend vers 0 quand r tend vers + 00.J&"(rl

Cela résulte aussitôt du lemme suivant:

Lm.n.m I. Soitf(z) unefonction continue définie dans un secteur

r et 6 disignant le nwduk et l'argoment de z. Si

lîm zf(z) = 0 (6, <: arg Z <: a.),
I~I"""'"

alors l'intégrale I~f(z)dz étendue à l'arc de cercle de centre 0 el de rayon r contenu

dans le secteur, tend vers 0 lorsque r tend vers -t- x.
En effet, soit M(r) la borne supérieure de If(z) 1 sur l'arc de cercle
Izi = r. On a

If f(z) dzl<: M(r) r(a. - 6,),

et le lemme en résulte aussitôt.
On démontrerait de la même manière le lemme suivant:

LEMME 2. Soitf (z) unefonction continue dijinie tiens un secteur

61 ':< a .:< 62J

T et 6 disignant le module et l'argument de z. Si

lim zf(z) = 0
"-;)00

(a, <: arg Z <: a.),

alors l'intégralef f (z) dz étendue à l'are de cercle de rayon r contenu dans lesecteur,

tend ners 0 lorsque r tend oers o.

Exemple. Soit à calculer l'intégrale

1
+ ~ dx

I = , 1 + ",.

La fonction~ possède six pôles, tous sur le cercle-unité; lés trois pôles
r + "-

situés dans le demi-plan supérieur sont

<02

l~

e ' ,
1.'C

e "
3i~

e '
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Le résidu en un tel pôle est égal à 6~ = - ~. D'où

I=--!... r+oo~=_~(/~+e'f+/if)
2J_~ 1 +x" 6

=~(2sin~ +1)=;.

3e type. On se propose d'étudier les intégrales de la forme

r+~

l = L~ f (x) if" dx,

où f(z) est une fonction holomorphe au voisinage de tout point du demi-plan
fermé y,> 0, saufpeut-être pour un nombrefinide points. On va d'abord consi
dérer le cas où les points singuliers ne sont pas sur l'axe réel. Alors l'intégrale

a un sens, et, lorsque r tend vers +- 00., sa valeur tend vers

lorsque cette dernière intégrale est convergente.
On se propose de démontrer le résultat suivant:

PROPOSITION 3. I. Si lim f (e) = 0 pour y ;> 0, alors
1·17,""

la sommation étant étendue auxpoints singuliers rie f(z) contenus dons le riemi-PÛln
supérieur y > o.

Observons d'abor~~que si l'intégrale L~~If (x)1dx est convergente, l'inté

grale proposée j' f(x)"" dx est absolument convergente; la relation 3. 1
donnera alors -co

(3. 2 )

L'intégrale L:~f(x) "" dx peut aussi être convergente sans être absolu

ment convergente; par exemple il est bien connu que si la fonctionf (x) est
réelle et monotone pour x> 0, et tend vers 0 quand x tend vers + co, Pinté-
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1
+~

grale 0 f (x) fi- dx est convergente (on applique la deuxième formule

de la moyenne); dans un tel cas la relation (3. 2) sera encore valable.
Avant de commencer la démonstration de la proposition 3. r , observons
que ]eizj <: 1 dans le demi-plan y> o. Ceci nous conduit à faire une inté
gration dans le demi-plan y ;> 0, le long du contour déjà utilisé pour le
deuxième type ci-dessus. Avec les mêmes notations que dans (2. 2), nous

allons montrer que l'intégrale 1. f(z)fi' dz tend vers 0 lorsque r tendvers + 00.
&(r-,

La proposition 3. 1 en résultera évidemment.
Si l'on savait que lim zf (z) = 0, il suffirait d'appliquer le lemme 1. La

1:1...,.00
relation (3. r) est donc démontrée dans ce cas. Par exemple, considérons
l'intégrale

1
· ~ cos X r (1+- fi- )-.-- dx = -Re -.-- dx ;o x + r 2 _~ X + l

sa valeur est égale à 1Ù ~ Res (~) 1 la sommation étant étendue aux
z + l

pôles situés dans le demi-plan supérieur. II y a un seul pôle Z = i; il est
simple, et le résidu est

.-'-r-r-s
2.

d'où

Pour prouver que 1. f (Z) fi' de: tend vers 0 sous la seule kypatphedel'énaneé
&(r)

de la proposition 3. r , on utilisera le lemme suivant:

LEMlolE 3. Soit f (z) une fanetion définie dans un secteur du demi-plan y;;;' o.

Si limf(z) = 0 l'intégrale j'f(z) e'':dz étendue à l'arc de cercle de centre 0 et de
.: +'"

rayon r contenu dans le secteur tend vers a lorsque T tend vers ....:.... zc,

Posons en effet Z ~ re", et soit M(r) la borne supérieure de If (rfi')1lorsque
6 varie, le point Tei' restant dans le secteur. On a

(3· 3)

On va montrer que 1" e-l"Sio'r da est majoré par un nombre fixe indépen

dant de T, ce qui achèvera la démonstration du lemme 3. En fait on a

(3· 4)
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Démonstration de (3. 4) : on a

2 ./ sin 0 ./
- ""-- "" 1.. 6

d'où

pour 0<0 <~,
2

Ainsi la proposition 3. 1 est entièrement démontrée.

_Examinons maintenant le cas où la fonction f (z) peut posséder des
points singuliers sur l'axe réel. On se bornera à un exemple, celui oùf (e)
possède un pôle simple à l'origine. Dans ce cas il convient de modifier
le chemin d'intégration de façon à contourner l'origine le long d'un demi
cercle r(l!:) de petit rayon s> 0, centré à l'origine et situé dans le demi
plan supérieur (fig. 7). Nous utiliserons le lemme suivant:

o
------ 0(&,.) (r,'='.)-----

Figure 7

!.EMME 4. Si z = 0 est un pôle simple de g(z), on a

'Y(~) étant parcouru dans le sens des arguments croissants.

En effet, on a g (z) = !!... + k(Z), où k désigne une fonction holomorphe
Z

à l'origine. L'intégrale f~.)h(Z) dz tend vers 0 lorsque e tend vers 0, et

l'intégrale 1 !!...dz est égale à -nia. D'où la relation (3· 4)·
~(.) z

On appliquera ce lemme à la fonction g(z) =f(z) d'.

Exemple: Soit à calculer l'intégrale

t»: 1rr: 1.[r: l'+~i']1= --dx~- --dx~~hm -dx+ "<dx .
•_ Il X 2 .. ~:JO X 2l • ~ll .. _:JO x • ..... x

D'après la figure 7, ceci est égal à .

1 l' r e" d "R (el' ) "-----; lm - Z = - es -, 0 =-.
2l ~-~n. 'f\.'l Z 2 Z, 2



III. Développements de Taylor et de Laurent. Points singuliers et résidus

Remarque impa:t:nte: si, au lieu de i~"",aof (x),z dx, on avait eu à calculer

l'intégrale i~ f (x) e-" dx, i! eût fallu intégrer dans le demi-plan iriférieur

au lieu du demi-plan supérieur; en effet, c'est dans le demi-plan inférieur
y < 0 que la fonction I..-"j est bornée et c'est dans ce demi-plan que le
lemme 3 est valable (mutatis mutandis). Plus généralement, une intégrale

de la forme J~+~~ f(x)e"" dx (où a est une constante complexe) se calculera

en intégrant dans le demi-plan où 1"'1 < 1.

On n'oubliera jamais que sin z, cos z ne sont bornés dans aucun demi-plan.
Pour calculer une intégrale de l'une des formes

i:~ f(x) sin' x dx,

on exprimera toujours les fonctions trigonométriques à l'aide de l'expo
nentielle complexe, de façon à pouvoir appliquer la méthode précédente.

4' type. Considérons les intégrales de la forme

1
+~~

1= dx,
o x'

où • désigne un nombre réel tel que 0 < • < r, et R désigne une fonction
rationnelle sans pôle sur le demi-axe réel x > o. Il est clair qu'une telle
intégrale converge pour la limite d'intégration 0; pour qu'elle converge
pour la limite d'intégration + œ , il faut et il suffit que la partie principale

de R(x) à l'infini soit de la forme ...!...., avec n > 1; autrement dit il faut et
x"i! suffit que

lim R(x) = o.
=+-+.>0

Pour calculer une telle intégrale, on considère la fonction f (<:) = R(z)
C

de la variable complexe z, définie dans le plan privé du demi-axe réel ;> 0;
soit D l'ouvert ainsi défini. Il convient de préciser la ditermination choisie
pour C dans D : on prendra la détermination de l'argument de <: comprise
entre 0 et 2'7t. R
Avec cette convention, intégrons -~ le long du chemin fermé &(r, .)

C
défini comme suit : on parcourt successivement l'axe réel de oS > 0 à
T> 0, puis le cercle r(T), de centre 0 et de rayon T, dans le sens direct,
puis l'axe réel de r à e, et enfin le cercle y(.), de centre 0 et de rayon s,
dans le sens indirect (cf. figure 8). L'intégrale

106



§ 6. Calcul d'intégrales par la méthode des résidus

est égale à la somme des résidus des pôles de R(.t) contenus dans D, si r
.t'

a été choisi assez grand et E assez petit. On a

car, lorsque l'argument de ~ est égal à 21t", on a ..:'" = e~::illlzlll. Puisque l'ar
gument de ~ reste borné, ~J(~) tend vers 0 quand ~ tend vers 0 ou quand I~I

Figure 8

tend vers l'infini; donc les intégrales le long de y(r) et de y(') tendent vers
o quand r tend vers z et quand ~ tend vers 0 {lemmes 1 et 2;>.-\ la limite,
on obtient donc

et cette relation permet de calculer J.

Exemple. Soit à calculer I=l+~ (dx )' (0<.<'). On a ici
o xll 1 + x

R(~) =~ ; il Y a un seul pôle, ~ = - 1; le résidu de R(~) en Ce pôle
I+~ .t'

est égal à e:,~1 compte tenu de la détermination de l'argument de z, qui

est égale à " en Ce point. La relation (4. 2) donne alors

1 =...,..."-.
sm 1t%

5' type. Considérons les intégrales de la forme

1+~R(x) log x dx,

où R est une fonction rationnelle sans pôle sur le demi-axe réel x >- 0,

et telle que lim xR(x) = o. Cette dernière condition assure la convergence
_l'~+-<J<'

de l'intégrale.
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III. Développements de Taylor et de Laurent. Points singuliers ct résidus

On considère le même ouvert D que pour les intégrales du 4e type, et le
même chemin d'intégration. Ici encore, il convient de préciser la déter
mination choisie pour log z; on choisira l'argument de z compris entre 0 et
2'l't. Pour une raison qui va apparaître immédiatement, ce n'est pas la
fonction R(z) log z qnc l'on va intégrer, mais la fonction R(z) (log z) '. Ici
encore les intégrales le long des cercles r(r) et l(S) tendent vers 0 quand r

tend vers 7:.. el s "ers 0, à cause des lemmes 1 et 2. Lorsque l'argument
de z est égal à 2'-, On a

log z ~ log x + 2,rt,

x désignant le module de z. On obtient ainsi la relation

r~R(x) (logx)'dx- C~R(x) (logx+ 2,rt)'dx = 2,rt~Res!R(z) (logZ)'1 ;
'" 0 L 0

d'où

(s. 1) -2 f>·~R(x)logxdx-2"il+~R(x)dx=~Res!R(z)(logz)'t.
c 0 0

En principe, ceci donne seulement une relation entre les deux intégrales

1+~R(x) dx et 1+~R(x) logxdx. Toutefois, supposons que la fonction

rationnelle R soit réelle (c'est-à-dire prenne des valeurs réelles pour x
réel); en séparant le réel de l'imaginaire dans la relation (5.1), on obtient
les deux relations

(s. 2)

(s· 3)

l+ ~R(x) logxdx = -2...Re(~Res !R(z) (logz)'I),
o 2

[
. ~ 1 )

R(x) dx = --Im(~Res !R(z) (logz)'1 .
'" 0 2r.

La sommation s'étend à tous les pôles de la fonction rationnelle R(;~)

contenus dans D.

Exemple. Soit à calculer l'intégrale

-1+~ logx
1 - ( )' dx.o 1 + x

Le résidu de gOï ~)23 au pôle z = - 1 est égal au coefficient de t2dans le

développement limité de (ir. + log (1 - t)) 2:; c'est donc 1 - in, et on

trouve 1 = -~.
2
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Remarque. En intégrant la fonction R(.:::) log z, on obtiendrait de la même
manière la formule

(5· 4)

La méthode précédente peut aussi s'appliquer, dans certains cas, lorsque
la fonction rationnelle R possède un pôlesimple au point x = 1; dans ce cas

l'intégrale 1-+- "" R(x) log x dx a encore un sens, puisque la détermination

principale de log;: admet le point 1 comme zéro simple. Il convient alors
de modifier le contour d'intégration utilisé .précédemment: lorsqu'on
intègre le long de l'axe réel positif, l'argument de z étant égal à 2;;, on doit
contourner le poin z = 1 le long d'un demi-cercle de centre 1 et de petit

Figure 9

rayon (fig. 9). Le lecteur démontrera que lorsque la fonction R est réelle,
on a la relation

(5. 5) J.··~R(x) logxdx = ,,'Re (Res (R, 1)) --'-Re (~Res (i»)
o 2

où!désigne la fonction R(z) (log z) 2, et où le sommation est étendue à tous
les pôles de f autres que Z = 1. Par exemple, on vérifiera que

J.
' + 'Xl~ _7'1:2

dx--·
c x2 - 1 4

Exercices

I. Soitf (;:;) holomorphe dans 1;:;1 < R, R> I. Évaluer de deux manières
différentes les intégrales

1 (2 -+- (z +-'-) )f (.:::) d;
1~1=1 Z Z
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III. Développements de Taylor et de Laurent. Points singuliers et résidus

étendues au cercle-unité parcouru dans le sens direct, et en déduire les
égalités suivantes :

~
~ (""j«") cos'~dO= 2f(0) +J'(o),
'lt Jo 2

21'" a- f(e") sin' -drJ= 2f(0) - J'(o).
7t 0 2

2. Soitf(z) une fonction holomorphe dans un ouvert contenant le disque
Izi < R, et soit r l'image du cercle lel = R par l'application z -+ f(z) ;
on supposera f univalente, i.e, f(z) # f (z') si z # z'. Montrer que la

longueur L de t est égale à R f.'~ If' (Re'Jldo; en déduire que l'on a

L > 2"RIJ'(0)1.

Montrer, dans les mêmes conditions, que l'aire A de l'image du disque
fermé [e] -< R, par la même application, est donnée par:

en déduire l'inégalité suivante:

(Passer en coordonnées polaires, et remarquer que l'on a, pour 0 -< r< R,

1J'(oJl'~ 4:'i.tf' (re") dol'

<~ (2"1J'(re")I' 110 ['~ do = -'-- (2~!f'(re"JI'do,
4'ltJo LO 2'ftJo

en vertu de l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales.)

3. Montrer que, si! (z) est holomorphe dans un ouvert contenant le disque
fermé Izi < 1, on a

-'-c 1 f(z) dz = \1(0) s~< r ,
2~1 ",=,z - a If(o) - f(lla) si lai> r,

l'intégrale étant prise dans le sens direct. (Utiliser l'Exerc. 1. b) du chapitre Il

et la formule intégrale de Cauchy.)

4. Soitf (z) une fonction holomorphe dans le plantout entier, et supposons
qu'il existe un entier n, deux nombres réels positifs R, M, tels que l'on ait

pour . [z] > R.

Montrer qu'alors f (z) est un polynôme de degré au plus n.
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5. Soit f une fonction holomorphe non constante dans un ouvert connexe
D, et soit D' un ouvert connexe tel que son adhérence DI soit compacte
et contenue dans D. Montrer que, si If (z) 1 est constant sur la frontière de
D', il existe au moins un zéro def(z) dans D'. (Démonstration par l'absurde,
en considérant I/f(z).)

6. Soient D un ouvert borné et connexe, et considérons n~ints Pl' P2) ... ,

P, dans le plan R'. Montrer que le produit pp r- PP, ..... PP, des distances

d'un point P, variant dans l'adhérence D, aux points Pl' P2, ••• , P'U atteint
son maximum en un point de la frontière de D.

7. Soitf(z) une fonction holomorphe dans le disque [z] < R, et posons
M(r) = sup If(z)[, pour 0 < r < R. Montrer que

I:t=r

a) M(r) est une fonction continue et croissante (au sens large) de T dans
0< r «: R;

b) si fez) n'est pas constante, M(T) est strictement croissante.

8. ( Théorème des trois cercles» d'Hadamard : soit f (z) une fonction
holomorphe dans un ouvert contenant la couronne fermée

et posons

l'inégalité

r. < [z] < r, (0 < TI < T,),

M(r) = sup [f(z)l, pour T. < T < r,. Montrer
(:l=r

suivante:
logr~ -IOllr logr-Iorr,

M(r) < M(Tl)i0grf logr,. M(r
2

p og r t logri,

que l'on a

pour Tl -< r -< "e- (Appliquer le principe du .maximum à la fonction
zp((f(z))', avec p, q entiers et q>o; choisir ensuite. réel tel que
ri M(r.)= r;M(r,), et une suite de couples d'entiers (Po> q,) telle que
lirn P,/q, = a, ) Vérifier que l'inégalité (1) exprime que log M(r) est une

f~~tion convexe de log T, pour Tl -< r -< '2'

9. Soit f (z) holomorphe dans Izi < R, et posons

I,(r) = ~J.'~lf(reil)[2d6, pour 0 < T < R.
2r. 0

Montrer que, si ail désigne le n-ième coefficient de Taylor de fez) au point
z=o,ona

I,(r) ~ L la,l'r";
n;:::CO

en déduire que, si °< r < R J
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III. Développements de Taylor et de Laurent. Points singuliers et résidus

(i) 1,(r) est une fonction continue croissante de r (au sens large);

(ii) on a 11(0)1' <; 1,(r) <; (M(r))', (M(r) a le même sens que dans 7));

(iii) log 1,(r) est une fonction convexe de log r, dans le cas oùfn'est pas idcn
tiquement nulle (montrer que, si on pose

s = logr, J(s) = 1,(<') ~ ~ la,I'e'"', on a
II.~O

(1 J)" ~ J"J - (J')' .
og J:!'

pour montrer que JJ'T - (J')2 > 0, utiliser l'inégalité de Cauchy-Schwarz
pour les séries absolument convergentes :

10. Soit f une fonction holomorphe dans le disque Izl < r, telle que
If (e)1 < 1 dans ce disque; s'il existe deux points a, b distincts dans le
disque tels que f(a) ~ a, f(b) = b, alors on a fez) = z dans le disque.

( Considérer la fonction g(z) = h(;:);.;;( a), avec h(z) ~ f(" z +~), pour
1- Z I+az;

laquelle on a g(o) = 0, g( b - ~b) = b - :" et Ig(z)1 < [ dans le
\I-a l-uv

disque).

Il. Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert contenant le disque
lz] <; R. On pose, pour 0 « r « R,

A(r) = sup Re(f(re")).
o~~~:!':

(i) Montrer que A(r) est une fonction continue croissante (au sens large)
de r (remarquer que eRoM = 1"""1)"

(ii) Montrer que, si on a de plus f(0) ~ 0, on a, pour a « r < R,

2r
M(r) <; R _ r A(R).

(Considérer la fonction g(z) =f(;:)/(2A(R) - f(z)).)

(iii) Montrer que l'on a, pour 0 « r < R,

2T R + T
M(r) « R _ r A(R) + R _ rlf(o)1
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12. Soit x un paramètre complexe.
(i) Montrer que le développement de Laurent de la fonction

à l'origine z = 0, est de la forme suivante:

pour 0< Izl< + co ,

avec

an = ~1"" e"'eoal cos nt dt, pour n #- o.
1t 0

~ontrer que l'on.a de même pour la fonction exp (X(Z-~)/'2)' le
developpement suivant : \ z 1

avec

b" =-'-[cos (nt-xsint) dt, pour n>o.
1t 0

(Remarquer que, si z' = - I/z, on a

exp (x(z' - I/Z')/') ~ exp (x(z - I/Z)/')' pour 0 < lz] < + (0).

(ii) Soient m, n deux entiers >- o. Montrer que l'on a .

(± I)'(n + .p)!
pl (n + p)! '1 r (Z2 ± I)m dz _

-. m+n+l-
21U L 1~1=1 Z

si m = n + 2p,
entier> 0,

a dans les autres cas,

avec p

et en déduire les développements en séries entières de d", b; comme fonctions
du paramètre x (h,., comme fonction de x, porte le nom de fonction de
Bessel de première espèce).

13. Soit fez) une fonction méromorphe au voisinage de l'origine z = 0,

et admettant un pôle simple à l'origine. Soit x un nombre complexe quel
conque. Montrer que le développement de Laurent de la fonction de z

F(z)
J(z) - x

a la forme suivante :

- -'- + u, + u,z + ... + u'+1z" + 000,

Z
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III. Développements de Taylor ct de Laurent. Points singuliers et résidus

où u" est un polynôme en x, de degré n exactement. (On pourra faire
une identification, en utilisant le développement de Taylor de la fonction
zf(z).)

14· Soit fez) une fonction holomorphe dans le demi-plan supeneur Pt
défini par Imfz) > 0; supposons fez + 1) = fez) pour tout z e P+.
Montrer qu'il existe une fonction holomorphe g(l) dans le disque pointé
0< III < r , telle que l'on ait

f(z) = g(e'"") , pour z e P't.

En déduire que f(z) possède un développement de la forme suivante:

f (z) = }; a",'7.''';
-a:><"<"''''

avec

pour y > 0 quelconque. Montrer que cette série converge normalement
sur tout compact dans P+. Montrer que, s'Il existe une constante M > 0

et un entier no tels que l'on ait

if (x + ry) 1 <; M,"'" pour tout y assez grand,

et uniformément en x, alors le développement est de la forme suivante :

fez) ~ a.,'""!
"~-1I0

15. (i) Montrer que la fonctionf(z) = ti(" - 1) est méromorphe dans
le plan C tout entier, et admet les points ~ = 2PTti, Pe Z, comme pôles
simples. Calculer le développement de Laurent au point z = 2/J'rd. Si
o. (n ;;. - 1) désigne les coefficients du développement pour p = 0,
montrer que a2'i = 0 pour q entier.> r , et que si on pose

B" = (- 1)'-1(2n)! 0'''-1 pour n;;' r,

montrer que l'on a la relation de récurrence suivante:

1 1_ + ~ (- 1)·-IB.
(2n + I)! 2(2n)! .";,,,;. (2')! (2n _ 2, + I)! = 0,

pour n > J (par identification des coefficients dans les deux membres de
la relation
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1
(ii) On pose, pour n > 1, f,"(z) = • ( . )z" eo- 1

Soit "('" le périmètre du carré ayant pour sommets les points d'affixes
-+- (2m + 1)" -+- (2m + 1),,;. Montrer que l'on a

If,"(z) 1 <; 2j«2m + 1),,)'" si z est sur Ym,

et en déduire, en intégrant J,.nCl:.) le long du contour "(nt dans le sens
direct, et en faisant m __ cc, que l'on a

~ Ijp'" = (2,,)'"B".
p;"1 2(2n)!

(N. B. Les nombres B" s'appellent les nombres de Bernoulli.)

16. Soit c un point singulier essentiel d'une fonction holomorphe fk.)
dans un disque pointé D : 0 < [z - cl < p.
(i) Quels que soient "te C, e > 0, montrer qu'il existe lUl Zl e D et un
nombre réel ~I > 0 tels que l'on ait

!>.(f(z'), ,'Icànà(y, e),

où à désigne l'image de D par la transformation Z -+ f(z); on note a(h, T)

cresp. ~(b, r») le disque ouvert (resp. fermé) centré en b, et de rayon T

(Remarquer que la proposition 4. 2 du § 5 entraîne que A est ouvert (cela
résulte aussi du théorème du chapitre VI, § 1, ne 3), et utiliser le théorème
de Weierstrass, ne li, du § 4).

(ii) Soient D; le disque pointé 0 < !z - cl < ?/2", et Do/l son image par f.
pour n ~ o. Étant donnés 'ïo E C, ec > 0, montrer, par récurrence sur n,
l'existence d'une suite (E/I)n~n de nombres réels positifs tels que
EO > El > E2 > "', et d'une suite (Z/I)/I)' 1 de points de D, satisfaisant aux
conditions suivantes:

t1(f(z,), .,) c 21 n 21('(0> '0)'

t1(f(z,+,), ."+,) C 21 n 21(f(z,,), ',) pour n;;' 1;

en déduire qu'il existe ye n.( YO) EO) et une suite (CII)n?o' 0 de points de D telle
que

1(C'1) = y pour tout n, lim cn = c;

donc f n'est univalente dans aucun disque pointé 0 < [z - cl < r, aussi
petit que soit r > o.

17. Soit p : (x, y, u) -e- ~ la projection stéréographique de S, - P sur C.

Ci) Exprimer x, y et u en fonction de z.
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III. Développements de Taylor et de Laurent. Points singuliers et résidus

(ii) Montrer que si C est un cercle de S!, qui ne passe pas par P, l'(C)
et un cercle dans le plan C,et que si C passe par P, l'CC - P) est une droite
dans C.

(iii) Soient Zl' Z2E C; pour que !fI-l(ZI)' ~-1(.t2) soient antipodaux, il
faut et il suffit que l'on ait ZI.~2 = - 1.

(iv) Montrer que la distance P1P. (dans R') entre

et p. = ~-1(,,)

est donnée par la formule suivante :

Que devient cette formule quand Z2 tend vers le point à l'infini?

18. Montrer qu'une fonction méromorphe partout sur la sphère de Rie
mann est nécessairement rationnelle. (Montrer d'abord qu'une telle
fonction n'a qu'un nombre fini de pôles.)

Ig. Théorème de Rouché : soient ft,), g(,) deux fonctions holomorphes
dans un ouvert D, et soit r = (fi),EI le bord orienté d'un compact K
contenu dans D. Si on a

if (z)1> Ig(,H sur r,

montrer que le nombre de zéros de ft,) + g(,) dans K est égal au nombre
de zéros de f (z) dans K. (Considérer les chemins fermés Jo rh i e I, et
appliquer la proposition 4. 1 du § 5, et la proposition 8. 3 du chapitre II, § 1).

Exemple. Si ft,) est holomorphe dans un ouvert contenant le disque
fermé 1,1 < r , et si If(,)1 < 1 pour [z] ~ r, alors l'équation ft,) = z"
admet exactement n solutions dans l.tj < r, pour tout entier n > o.

20. Calculer les intégrales suivantes par la méthode des résidus :

(')1'~ dx (b ) ('.) l'~cos2ax-cos2bxdx ( b . 1)
1 (b ') a, > 0, 11 2 a, ree s ,

o. a+ x n 0 X

(üi) l+~x'-a"inx dx (a>o), (iv)l' cos nt. dt Oal + I)(intégrer
o x2 + a2 x 0 1 - 2a cos t + a2

la fonction ,"{(, - a)(z - lia) sur le cercle unité).

2 I. Intégrer la fonction J (z) =, :) l'oÙ log désigne la déter-
(e + a og z

mination telle que - 1t < arg z -< 7t', le long du chemin fermé o(r, E)
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défini comme suit: on parcourt successivement l'axe réel négatif de
- rà - s, puis le cercle r(.t:), de centre 0 et de rayon E, dans le sens
indirect, puis l'axe réel négatif de - E à - T,et enfin le cercle r(r), de
centre 0 et de rayon T, dans le sens direct (0 < 5: < a < r); en déduire
que l'on a

[

OC dx 1E

." (x' + a')((log x)' + ,,') - 2a«(loga)' + "'/4)
1

1 + aO

22. Soient a> 0 et v réel. Montrer que l'on a

r·", cos 'IX dx '%t sin va
~O chx+cha=sh~vsha'

en intégrant la fonction e";/(ch z + ch a) le long du périmètre du rec
tangle ayant pour sommets + R, + R + 2":ti.

23. (1) Soit n un entier >- 2. Montrer que l'on a

t'" dx "In
.J. 1 + x' = sin ("In)'

en intégrant la fonction 1/(1 + z') le long du contour formé par le segment
[0, R] de l'axe réel positif, l'arc représenté par Re'', 0 -< t < 27t/n, et le
segment représenté par Te2~i/l'<, 0 < T -< R.

(ii) Soient n un entier:;> 2, et oc un nombre réel tel que n> 1 + ct: > o.
Évaluer par la même méthode l'intégrale

J: x'dx
o 1 + xn

24. Soient p, q deux nombres réels> 0, n un entier >- 1. En intégrant la
fonction ;t'-lg - ; le long d'un contour analogue au précédent (dans l'exercice
23), mais avec l'angle à l'origine convenablement choisi, montrer les rela
tions suivantes :

1
~X,-Irp" cos qx dx = en - 1) ! Re (p + iq)',

• (p' + q')'

[
~ l' (n-I) 1 Im(p +iq)'xn-e-Fsmqxdx=' .

• o (P' + q')'

(on rappelle que J.~x"-'e-'dx ~ (n- 1)1.)

25. (i) Montrer que la fonction 7t cotg 1tZ est méromorphe dans tout le
plan complexe, qu'elle a comme pôles simples les points z = n, n entier:
et que son résidu au pôle z = n est égal à l quel que soit n. Soit

fez) = P(z)/Q(z)
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III. Développements de Taylor et de Laurent. Points singuliers et résidus

une fraction rationnelle telle que deg Q> deg P + I, et soient a}l Q2J ••• ,

am ses pôles simples, hl' h2, ••• , hm les résidus correspondants. On suppose
de plus que les aq ne sont pas entiers, pour 1 ~ q ~ m. Désignons par:Tl

le périmètre du carré ayant pour sommets ± (n + ;) ± (n + -;- ) i,

n entier positif. Montrer qu'il existe deux nombres réels positifs Ml' K,
qui ne dépendent pas de n, tels que l'on ait

a)
b)

11t cotg 1t.e:1 < Ml sur r '"
IfIZ)!.ç; KII<:', pour [e] assez grand.

En déduire que l'on a

et que

Hm ~ f (P) = - ~ h,,, cotg ..a,.
R+XI _n~p~" !~q~m

(Remarque: b) entraîne que R.~~:-'" _,.~~~".f(P) existe, donc on peu~,

remplacer le premier membre de (1) par _.t,;.f(P}.)

Exemple: ~ lita + hn'), L n'/(n' + 0') (a, b réels positifs).
"?'-! ,,~t

(ii) Montrer que la conclusion reste vraie même si on a seulement
deg Q> dcg P. t Monrrer d'abord qu'on peut écrire f (z) = g-::.z:,1 + clz,
avec une constante C, une fraction rationnelle ,j"Z,' qui satisfait aux condi-

tions de (i); montrer ensuite que ," cot~ -::,t d: = 0 des intégrales prises
.. y" "-

sur deux côtés opposés se détruisent . Remarque;
n'existe pas en général dans ce casi.

Exemple: Calculer Hm ~ -'-. et en déduire la valeur de L -,-'-.,
.. ~or> -,,::;;p::;;n~:-p p~t.t--p-

pour x non en tier.

(iii) Soit • un nombre réel tel que -" < x < ". Montrer que:
c) il existe un nombre réel positif M 21 qui ne dépend pas de n, tel que
l'on ait

d)

n8

1 el" 1-.-- .ç;M,
[sm ..z
. 1 .."hm . d<: = o.
n~» r"Z SIn r.z



Exercices

(Remarquer que l'on peut écrire

où j; [resp. y:) désigne le segment de droite représenté par z = n+~+ iy,
2

Iyl < n + : (resp. Z = x + i(n + :). Ixl< n+-;-} et utiliser l'exercice

14) du chapitre 1.) En déduire enfin que, si f (z) est une fraction rationnelle
satisfaisant aux conditions de {ii), on a

lim L (-I)pf(P)e'<P=-" L b. _e'~z.:
1l-,>.oO _"~p~1l ::S:;;q.:S;m SIn 1tQq

Exemple: prendre f (z) = '/(x - z), et montrer que, si -" < • < ",
on a

pour x # 0) -+- 1) -+- 2, ...
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CHAPITRE IV

Fonctions

fonctions
analytiques de

harmoniques

plusieurs variables;

1. Séries entières à plusieurs variables

Dans ce qui suit, on se bornera à raisonner dans le cas de deux variables
pour ne pas compliquer les notations; mais le raisonnement se transpo
serait sans difficulté au cas d'un nombre fini quelconque de variables.

I. L'ALGÈBRE K[[X, Y]J

Une série entière formelle en X et Y à coefficients dans un corps K est

une expression de la forme S(X, Y) = ~ a p,qXPyq, où les coefficients ap,fl

appartiennent au corps K. p, q;;--o

On définit, comme au chapitre r, § 1, l'addition de deux séries entières
formelles et la multiplication d'une série entière formelle par un scalaire.
L'ensemble K[[X, .YJ] des séries formelles est ainsi muni d'une structure
d'espace vectoriel sur le corps K. On définit le produit de deux séries entières
formelles, et K[[X, Y]] devient une algèbre.
On définit l'ordre d'une série entière formelle non identiquement nulle:
c'est le plus petit entier n tel que

~ Gp,.Xpy, f~ O.
p+q::::on

On montre que l'ordre du produit de deux séries non nulles est égal à la
somme des ordres de ces séries; en particulier, K[[X, Y]] est un anneau
d'intégrité.
Nous ne développerons pas la théorie de la substitution de séries entières
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§ 1. Séries entières à plusieurs variables

formelles aux lettres X, Y, théorie qui ne présente du reste aucune diffi
culté particulière. Les séries que l'on substitue doivent être d'ordre> 1.

A titre d'exercice, le lecteur pourra démontrer une proposition analogue
à la proposition 5. t du § 1 du chapitre 1.

2. DOMAINE DE CONVERGENCE n'UNE SÉRIE ENTIÈRE MULTIPLE

On suppose désormais que le corps K est l'un des corps R ou C. Comme
on le fait au chapitre r, § 2, ne 3, on associe à chaque série formelle

~ ap,qXPY'l
p, q~O

la série à termes positifs (ou nuls)

~ jap"I(r,)p(r2) ' ,
p, q~O

Tl et T 2 désignant deux variables réelles> o.
Soit I' l'ensemble des points (TV T 2) du quart de plan Tl ~ 0, T2 > 0,

tels que L!ap,, [(r,)p(r2)' < + 00. La série ~ ap, , (z , )P(Z2)' est donc
p, q p, q

absolument convergente pour tout couple de nombres (réels ou complexes)
Zl et Z2 tels que l.ell .:( TV IZ2! < T2, L'ensemble r n'est pas vide, car il
contient évidemment l'origine (0, 0).

Définition. On appelle domaine de convergence de la série S(X, Y) l'ensemble ~

des points du quart de plan "i ~ 0, T2 ~ 0 intérieurs à I'.
Le domaine de convergence est donc un ensemble ouvert du quart de plan.
Cet ensemble peut être vide: il est en effet facile de construire un exemple
où I" se réduit à l'origine.
Si on applique la définition précédente dans le cas d'une seule variable z,
on voit que le domaine de convergence n'est pas autre chose que l'intervalle
[a, pL ? désignant le rayon de convergence de la série entière.

PROPOSITION 2. 1. Pour que (TI' T2) e.6., il faut et il suffit qu'il existe r;> rI'

r~ > r2 tels que (ri, T~) e f.

La condition est nécessaire, puisque la série ~ lap,ql(rDP(T~)'1 doit convergerp.,
en tout point suffisamment voisin (rI' T2). Elle est suffisante, car alors I'

contient tous les points (Pl' P2) tels que PI -< ri, P2 <; r~, et par suite le
point (rI' (2) est intérieur à r.
En particulier, une condition nécessaire et suffisante pour que le domaine
de convergence 6 ne soit pas vide est qu'il existe au moins un couple
(r" r2) de nombres > 0 tels que

~ lap"I(r,)p(r2)' < + 00.p.,
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IV. Fonctions analytiques de plusieurs variables; fonctions harmoniques

PROPOSITION 2_ 2. Si (TIl '2) appartient au domaine de convergence, la série

S(Zl' Z2) conoerge normalement POUT IZl! -< 'Il 1421 <; r2• Si CIZl!' IZ2f) n'ap
partient pas à I'odhêrence de I', la série S(Zl' <:2) est divergente.

La démonstration repose, comme dans le cas des séries à une variable,
sur le lemme d'Abel:

LEMME. Si lap,ql(rD/'(r~)'1 -< 1\-1 (M indépendant de pet q), et si rI < '{,
'2 < ,~, alors la série ~ (lP,Q(Zl)P(Z2)Q converge normalement pour !<:ll :( 'l'
1<:21 .:.(" r 2• p, q

Ce lemme se démontre aisément en majorant les valeurs absolues des
termes de la série par les termes d'une progression géométrique double.
On laisse au lecteur le soin de déduire la proposition 2. 2 du lemme d'Abel.

Par abus de langage, on appelle aussi « domaine de convergence» l'en
semble des couples (ZI' z:!) tels que (lzll, :Z21) appartienne au domaine de
convergence ~. De même, pour une seule variable complexe Zl le domaine
de convergence est le disque ouvert [z] < t, P désignant le rayon de conver
gence.

3. OPÉRATIONS SUR LES SÉRIES ENTIÈRES CONVERGENTES.

PROPOSITION 3- 1 (addition et multiplication des séries entières), Soit un ouvert
D contenu dans le domaine de (om'ergence de la serie A(X, Y) et dans celui de la série
B(X, Y). Alors D est contenu dans le domaine de convergence de chacune des séries.

S(X, Y) ~ A(X, Y) - B(X, Y),

De plus, si (1<:,1, 1<,1) e D, on a

S("" Z,) = A(z" z,) -T B(z" z,).

P(X, Y) ~ A(X, Y). B(X, Y).

P(z" Z,) = A(z" Z2) .B(z" Z2)'

La démonstration est analogue à celle donnée dans le cas des séries à
une variable.

On définit d'une manière évidente les dérivées partielles d'une série

entière S(X, Y) = "0 X"Y'I'....... {',,, .
P. t

P L , · IlS 'd'd 1"SROPOSITION 3. 2. a sene - a Tllime omame e COTll'ergence que a sene .
/lX

Lorsque (lzll, 1~2D est dans ce domaine, lafonetion l~ (ZI' Z2) est la dérivée partielle

(par rapport à la variable réelle ou complexe Zl) de la fonction S(ZI' <:2).
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§ 2. Fonctions analytiques

La démonstration est calquée sur celle de la proposition 7. 1 du chapitre 1 §2.

Au moyen de dérivations successives on démontre la formule

J ôP+'S (0 0)a =-- '
p.q p! q! bzfô4

2. Fonctions analytiques

On considère ici des fonctions de plusieurs variables réelles ou complexes]
définies dans un ensemble ouvert D. Pour simplifier on- raisonnera sur le
cas des fonctions de deux variables.

1. FONCTION DÉVELOPPABLE EN SÉRIE ENTIÈRE

Définition. On dit qu'une fonction f(x, y), définie au voisinage d'un point
(xo' Yo), est développable en série entière au point (xo' Yo) s'il existe une série
entière formelle S(X, Y) dont le domaine de convergence ne soit pas vide
et telle que l'on ait:

f(x, y) ~ S(x-xo,Y-Yo)

pour lx- xoi et [y - Yol assez petits.
La série entière S, si elle existe, est unique d'après la formule (3. 1) du § 1.

En raisonnant comme au chapitre 1] § 4] on établit les propriétés suivantes :
Si f(x, y) est développable en série entière au point (xo' Yo), la fonction
f est indéfiniment dérivable dans un voisinage de (x., Yo). Le produit fg
de deux fonctions f et g développables en série entière au point (xo,y.)
est développable en série entière au point (xo' Yo); si ce produit est identi
quement nul dans un voisinage de (xo,Yo), alors l'une au moins des fonctions
f et g est identiquement nulle au voisinage de (xo, y.l.

2. FONCTIONS ANALYTIQUES; OPÉRATIONS SUR CES FONCTlUNS

Déjinilùm. Une fonction J(x, y) à valeurs réelles ou complexes, définie
dans l'ouvert D, est dite analytique dans D, si, pour tout point (xo'Yo) E D,
la fonctionf(x, y) est développable en série entière au point (xo, Yo)'

Nous nous bornerons à énoncer sans démonstration les propriétés suivantes :

Les fonctions analytiques dans un ouvert D forment un anneau, et même

une algèbre. Si f(x, y) est analytique dans D,~ est analytique en
tout point (xo, Yo) eD où f(xo, Yo) # o. x, »)
Toute fonction analytique dans D est indéfiniment dérivable, et ses dérivées
sont des fonctions analytiques dans D. La composée de deux fonctions
analytiques est analytique: d'une façon précise, sif (x, y, e) est analytique
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IV. Fonctions analytiques de plusieurs variables; fonctions harmoniques

dans D, et si gl(U, v), giu, v), g3(U, v) sont analytiques dans un ouvert D'
et prennent leurs valeurs dans D, alors la fonction composée f(gl(u, v),
g,(u, v), g,(u, v)) est analytique dans D'.

PROPOSITION 2. I. La somme d'une sérieentière multiple est une fonction analytique
des variables dans le domaine de convergence.
La démonstration serait analogue à celle de la proposition 2. 1 du § 4
du chapitre 1.Le lecteur énoncera une proposition analogue à la proposition
2. 2 du même paragraphe.

3. PRINCIPE DU PROLONGEMENT ANALYTIQUE

THÉORÈME. Soit f(x, y) une fonction analytique dans un ouvert connexe D, et
soit (xo, Yo) e D. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) f et toutes ses dérivées s'annulent au point (xo,Yo);
h) f est identiquement nulle dans un voisinage de (xo, Yo);
c) f est identiquement nulle dans D.

L~ démonstration est calquée sur celle du théorème du chapitre I, §4, ne 3.

COROLLAIRE 1. L'anneau des fonctions analytiques dans un ouvert connexe D est
un anneau d'intégrité.

COROLLAIRE 2 (principe du prolongement analytique). Si deuxfonetions ana
lytiques f el g dans un ouvert connexe D coïncident au voisinage d'un point de D,
elles sont identiques dans D.

3. Fonctions harmoniques de deux variables réelles

1. DÉFINITION DES FONCTIONS HARMONIQUES

Dlfinùion. Une fonction f(x, y) des deux variables réelles x et y définie
dans un ouvert D est dite harmonique dans D si elle est deux fois conti
nûment différentiable et satisfait à la condition :

ô'f, ô'f _
ôx' T ôj' - o.

L" différenti 1 ô' ô', Il 1 1 l' a 1operateur ittèrenue 2 + -2 S appe e e ap acren. n e note sou-
vent 6.. ÔX ôy

On définirait de même les fonctions harmoniques d'un nombre fini
quelconque de variables réelles; mais ce qui va suivre ne s'applique qu'au
cas de deux variables.
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§ 3. Fonctions harmoniques de deux variables réelles

Introduisons les différentiations ...lJ et : par rapport à la variable complexe
oZ ez

-1: ~ x + iy et à la variable conjuguée Z= x - iy (Cf. chapitre Il, § 2, no 3!.
On a

et par suite la condition (1. 1) est équivalente à la suivante :

(1·3)
~2f
--=0.
~-I: ~z

La relation (1. 3) exprime donc que f est une fonction harmonique.

Remarque. Les fonctions f considérées peuvent prendre des valeurs com
plexes ou des valeurs réelles. Pour qu'une fonction à valeurs complexes
f = P + iQ (P et Q étant à valeurs réelles) soit harmonique, il faut et il
suffit, d'après (I. 1), que P et Q soient harmoniques. Nous désignerons
souvent P par la notation Re (f) et Q par lm (f).

2. FONCTIONS HARMONIQUES ET FONCTIONS HOLOMORPHES

PROPOSITION 2. 1. Toutefonction holO1TllJTphe est haT1ll()niqu<.

En effet, si f est holomorphe elle est indéfiniment dérivable. De plus

on a ~{= 0, et en prenant la dérivée :z Oll obtient la relation (1. 3).

COROLLAIRE. La partie réelle et la partie imaginaire d'nnefonction holomorphe sont
des fonctians harmoniques.

Par exemple, log lzl est une fonction harmonique dans tout le plan
privé de l'origine; en effet, au voisinage de chaque point z =1= 0, log z
possède une détermination, et log [z] est la partie réelle d'une telle déter
mination.

PROPOSITION 2. 2. Toutefonction réelle g(x, y) harmonique dans un ounert D est,
au voisinage de chaque point de D, la partie réelle d'nnefonction f holomorphe au
voisinage de ce point, et déterminée à l'addition près d'une constante.

D ' . P' h' ~2g •émonstration. uisque g est armomque, on a - .= = 0, et par consequent
~-I: h-l:

~g est holomorphe dans D. La forme différentielle 2 ~g ds; admet donc
k k
localement une primitive f; autrement dit, au voisinage de chaque point de
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IV. Fonctions analytiques de plusieurs variables; fonctions harmoniques

D, il existe une fonction f,
telle que

(2. 1)

déterminée à l'addition près d'une constante,

Cette relation prouve quefest holomorphe. Passons à l'imaginaire conjugué
dans la relation (2. 1); on obtient

(2. 2)

puisque, la fonction g étant réelle, les fonctions ~ et ~g sont imaginaires
()~ ilz

conjuguées. En ajoutant (2. 1) et (2. 2) on obtient

2-d(j + Il = dg;
2

donc g est égale à la partie réelle de f, augmentée éventuellement d'une
constante réelle.
Il reste à montrer que si deux fonctions J, etJ., holomorphes au voisinage
d'un même point, ont même partie réelle, leur différence f = fI - 12
est constante. Or on a d(J + J) = 0, c'est-à-dire

ilJd' + I::1 d-; = 0
iI~ ~ ()z ~ ,

. . ()J 1::1ce qm exige - = 0, _ = o. C.Q.F.D.
()~ ()Z

Remarque. Étant donnée une fonction g réelle et harmonique dans un ouvert
D, il n'existe pas toujours de fonctionfholomorphe dans D tout entier, et
dont la partie réelle soit égale à g. Par exemple, si D est le plan privé de l'ori
gine log .t n'est' pas la partie réelle d'une fonction holomorphe dans D,
puisque le logarithme de zne possède pas de détermination uniforme dans D.
La proposition 2. 2 exprime seulement que toute fonction harmonique réelle
est localement la partie réelle d'une fonction holomorphe. Cependant:

COROLLAIRE. Si D est WI ouvert simplement CO:lnexe, toute fonction g réelle el
harmonique dans D est la partie réelle d'U1/4 fonction J holoT1WTplu dans D.

En effet, la forme différentielle 2 ~ dz admet une primitive dans D
()~

(cf. chapitre Il, § l, no 7, théorème 3).

3. LA PROPRlÉTt DE MOYENNE

On a vu au chapitre II, *2, ne 1 que toute fonction holomorphe f dans un
ouvert D possède la propriété de moyenne: pour tout disque fermé contenu
dans D, la valeur de f au centre du disque est égale à la moyenne des
valeurs de 1 sur le bord de ce disque.
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§ 3. Fonctions harmoniques de deux variables réelles

PROPOSITION 3. 1. Toute fonction harmonique dans D possède la propriété de
moyenne.

Il suffit de le démontrer pour une fonction harmonique à valeurs réelles;
en effet le cas d'une fonction harmonique à valeurs complexes s'y ramène
en séparant le réel et l'imaginaire.
Soit donc g harmonique réelle dans D, et soit S un disque fermé contenu
dans D. D'après le corollaire de la proposition 2. 2, il existe une fonctionf
holomorphe au voisinage de S et dont la partie réelle soit g. La valeur def
au centre de S est égale à la moyenne de f sur le bord du disque; en prenant
la partie réelle, on voit que la valeur de g au centre de S est égale à sa valeur
moyenne sur le bord du disque. C.Q.F.D.

Nous verrons plus loin (§ 4, nv 4) que réciproquement, toute fonction
continue qui possède la propriété de moyenne est harmonique. Autrement
dit, la propriété de moyenne caractérise les fonctions harmoniques.

Au chapitre III, § 2, no 2, on a démontré le principe du maximum pour toutes
les fonctions continues (à valeurs réelles ou complexes) qui possèdent la
propriété de moyenne. Le principe du maximum s'applique donc aux
fonctions harmoniques.

4..ANALYTICITÉ DES FONCTIONS HARMONIQUES

PROPOSITION 4.1. Toute fonction g(x, y), hannonique dans un ouoert D du plan,
est une fonction analytique des variables réelles x et y dans D. En particulier, toute
fonction harmonique est indéfiniment dérivable.

Démonstration. On peut supposer g à valeurs réelles. La question étant de
nature locale (puisqu'il s'agit de montrer que g est analytique au voisinage
de chaque point de D), nous allons supposer que g(x, y) est harmonique
dans le disque ouvert x 2 -t- y2 < p2. Dans ce disque, g est la partie réelle
d'une fonction holomorphe fj f est développable en série entière

Dans cette série, remplaçons z par x + ~Y, el considérons la série

~ ",(x + iY)"
n;;::'O

comme une série entière à deux variables x et y, étant entendu que, dans
(4.2), (x + &,)n est remplacé par son développement

'\' n! p(.),
(x + iY)" = ... -,-,x ry .

['+'1=1' p. q.

Tous les points (x, y) tels que ixl + Iyl < 2 appartiennent au domaine de
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IV. Fonctions analytiques de plusieurs variables; fonctions harmoniques

convergence de la série double (4. 2). En effet, pour un tel (x, y), il existe
r, > Ixi et r 2 > Iyl tels que

et l'on a

'" (p + q)! la 1er )P(r )' - '" 1 l' --- , -~ 1 1 p ~ q 1 2 - ~ a" r '-.. -r- X.
p3-0,?~U p.q. n.~Q

En particulier, la somme de la série (4. 2) est une fonction analytique dans
le produit des disques

Ixl<L,
2

IYI<L
2

Soit ](.ç) = ~ a".<;" la somme de la série entière dont les coefficients a"
,,~Q

sont conjugués des coefficients de la série fez). On a

(4· 5) 2g(X,y) =f(x + ry) + J(x - ry).

Pour la même raison que ci-dessus, la fonction l (x - ry) est analytique
dans l'ouvert (4. 4)· Donc g(x, y) est une fonction analytique dans cet
ouvert..Ainsi la fonction g est analytique au voisinage du centre de tout
disque ouvert dans lequel elle est harmonique. On en déduit la proposition
4. I.

5. RECHERCHE D'UNE FONCTION HOLOMORPHE DONT LA PARTIE RÉELLE EST

DDNNtE

On a vu (proposition 2. 2) que toute fonction réelle harmonique g est loca
lement la partie réelle d'une fonction holomorphe f, que l'on obtient
par une intégration. On va voir maintenant que lorsque g (qui est ana
lytique) est donnée par un développement en série entière, on peut obtenir
f sans intégration.
Supposons de nouveaug(x,y) harmonique dans le disque ouvert x'+y'< p',
et reprenons les notations du ne 4.
Considérons les deux séries entières formelles à deux variables X et Y:

f (X + ,Y) = 2": a.(X + N)',
/l~Q

l(X - ,Y) = ~ a.(X - ,Y)'.
/l~O

On vient de voir que leur domaine de convergence contient l'ouvert
(4.4). On va maintenant substituer à X et Y des nombres complexes x et y,
pourvu qu'ils satisfassent à (4. 4); on obtiendra des séries absolument
convergentes.
Soit z un nombre complexe tel que Izi < p. On a, d'après (4· 5),

(5. 1) 2g(~,~) =f(z) +J(o).
\ 2 2r



§ 4.. Formule de Poisson; problème de Dirichlet

Dans cette relation, remplaçons z par 0; on obtient:

2g(0, 0) ~f(o) + J(o).

Par différence on a finalement la formule

i Z z) 1 -2g! -, -c- -g(o, 0) =f(z) + --(1(0) -f(o)).
\ 2 21 2

La fonction cherchée fez) est donc égaie, à raddition près d'une constante ima
ginaire pure, à la fonction connue

(5.3) 2g ('3_,~) -g(o, 0),
2 2'

obtenue par substitution de variables complexes do.ns le déoeloppemmt en série entière
double de la fonction g(x, y) des oariables réelles x ety.

Remarque. Dans ce qui précède, on avait supposé que la fonction g(x, y)
était harmonique dans le disque x' + yS< pO. Mais la relation (5. 2) conserve
un sens pour toute fonction g(x, y) analytique réelle et développable en
série entière dans l'ouvert (4. 4); la fonctionf(z) qu'elle définit est dévelop
pable en série entière pour [z] < p, donc holomorphe dans ce disque. Mais
il n'est plus certain que g soit la partie réelle de la fonction holomorphe
(5.3). On montrera, à titre d'exercice, que pour que g soit la partie réelle
de (5. 3), il faut et il suffit que g soit harmonique.

Exemple : considérons la fonction

Ona

sin x cos x
g(x, y) = cos'x + sh'y'

. z z
1 2sm-coS-

( ~ z) 2 22g -, -r-: = = tg Z,
2 21, 2 Z . 2 Zcos --sm 

2 2

et par conséquent
f(z) = tg Z·

On peut vérifier que g est bien la partie réelle de tg z ; donc la fonction
donnée g est bien harmonique; c'est la partie réelle de tg z.

4. Formule de Poisson; prohlème de Dirichlet

1. REPRÉSENTATION INTÉGRALE D'UNE FONCTION HARMONIQUE DANS UN

DISQUE

Soit g(x,y) une fonction harmonique réelle dans le disque x2 + y2 < p2;
g est la partie réelle d'une fonction holomorphe

(1. 1) f(z) = L a.z·,
n~O
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et l-on peut supposer aD réel, ce qui achève de déterminer la fonction j:
Pour T< p, on a

g(T cos 6, r sin 0) = aD + 2.... ~ rn(ane"~ + ane-jn~),
2 ,,~t

la convergence étant normale par rapport à 6 qui varie de 0 à 27t". On
a, au second membre de (1. 2), un développement en série de Fourier
dont les coefficients sont donnés par les formules intégrales

1 l'"a. = - g(rcos6, r ein ë) d6,
21< 0

_ 1 l'~:g(rcos6, rsin6) d
a"_- (") 6

7t" 0 rif "
pour n> I.

Remplaçons, dans le second membre de (1. 1), les coefficients a" par leurs
valeurs tirées de (1. 3) et (1. 4). On obtient, pour [z] < r,

(1. 5) f(z) =2...1'~g(rcos6, r sin ë)[1 + 2~ (:,)"Jd6'
2'lt 0 lI~t re

car on peut échanger la sommation et l'intégration en raison de la conver
gence normale. Or

d'où finalement la formule

(1. 6)
1 [2'- . rt!~ +zf(z) =- g(r cos 6, rsme)-.,-de,

2'l't'" Il re'-z

(1. 7)

valable pour [z] < r,

Cette formule intégrale exprime la fonction holomorphe f(z) dans le
disque Izi < r à l'aide de sa partie réelle sur le bord du disque.

Dans (1. 6), prenons la partie réelle des deux membres. On obtient

1 ['" • r'-lzI'g(x, y) = - g(r cos e, r sm e) 1" l' de
21t L 0 reJ -z

(avec Z = x + ry).
Cette formule est valable dans le disque ouvert x2 + y2 < r!, quelle que
soit la fonction g harmonique réelle dans le disque xl + y2< fi! (avec
r< pl. En fait la formule (1. 7) est aussi valable pour une fonction harmo
nique g à valeurs complexes, comme on le voit en séparant le réel de l'imagi
naire. La relation (l, 7) porte le nom de formule de Poisson, et la fonction

, 1 l'Ir _~ IZ '2 qui figure sous le signe d'intégration s'appelle le nOJau de Poisson.
re' - Z,
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§ 4. Formule de Poisson, problème de Dirichlèt

2. PRGPRIÉTÉS DU NOYAU DE POISSON

Fixons r et 1); alors le noyau de Poisson est une fonction de z = x + !,)l,
définie et harmonique en tout point sauf au point z = re". Le fait que cette
fonction est harmonique vient de ce qu'elle est la partie réelle de la fonction

re"+ zholomorphe -,--. Le noyau de Poisson est nul en tout point du cercle
Te' -z

Izi ~ r autre que le point z = ri'. Il est> 0 dans le disque ouvert [e] < r.
Fixons maintenant r et z, avec 1<:1 < r. Alors le noyau de Poisson est une

fonction périodique de 6, à valeurs strictement positives; si on considère
cette fonction de 6 comme la densité d'une distribution. de masses positives
sur le cercle-unité, la masse totale de cette distribution est égale à + r, en
vertu de la relation

(2. 1)

qui se déduit de
nique).

~12nr2-1z12 de = 1

2'< 0 Iri' - zl'

(1.7) en prenant pour g la constante 1 (qui est harmo-

3. PROBLÈME DE DIRICHLET POUR UN DISQ.UE

Le problème de Dirichlet consiste en ceci : une fonction continue est
donnée sur le cercle de centre 0 et de rayon T, au moyen d'une fonction
continue f(a), périodique de période 21r. On se propose de trouver une
fonction F(z) de la variable complexe z, définie et continue dans le disque
fermé izi -< T, harmonique dans le disque ouvert [z] < T, et satisfaisant à

En d'autres termes, il s'agit de prolonger la fonction continue donnée sur le
cercle, en une fonction continue dans le disque fermé et harmonique dans
le disque ouvert.
On se bornera à considérer le cas où les fonctions donnée f et inconnue F
sont à valeurs réelles; le cas des fonctions à valeurs complexes s'y ramène
en séparant le réel et l'imaginaire.

THÉORÈME. Le problème de Dirichlet pour un disque possède unesolution et ltne seule.

Démontrons d'abord l'unicité de la solution si elle existe. Si FI ct F 2 sont
deux solutions du problème, la différence FI - F 2 = G est continue dans
le disque fermé, harmonique dans le disque ouvert, nulle sur le bord du
disque. Il suffit donc de prouver le :

LEMME. Unefonction G, définie et continue dans un disque fermé, harmonique dans
le disque ouvert, nulle sur le hord du disque, est identiquement nulle.

'3'
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En effet le disque fermé est compact; G atteint sa borne supérieure M
en un point du disque fermé. Si M était> 0, ce point serait intérieur au
disque. D'après le principe du maximum (cf. chapitre III, § 2), G serait
constante et égale à 1\.1 dans tout le disque ouvert, donc aussi dans le disque
fermé par raison de continuité, et ceci contredit l'hypothèse suivant laquelle
G est nulle sur le bord. Pour la même raison, la borne inférieure de G dans
le disque fermé est o. Donc G est identiquement nulle.

L'existence d'une solution du problème de Dirichlet va être établie au
numéro suivant.

4-. SOUlTION De PROBLÈME DE DIRICHLET POUR UN DISQUE

Posons, pour lel < T,

1 J"" r'-lzl'F(z) ~ - fla) 1" l' da.
2" 0 re' - Z

On va montrer que la fonction F ainsi définie est harmonique et que
l'on a

f(a.) = lim F(z).
;*r"i~o
1:1<1'

Donc la fonction F, prolongée parf sur le bord du disque, est une solution
du problème de Dirichlet, ce qui achèvera d'établir le théorème du ne 3.

La fonction F définie dans l'intérieur du disque par la relation (-1-- 1)
est évidemment la partie réelle de

-'-l''j(a) re"+zda,
27t' 0 Te'~-Z

et ceci est une fonction holomorphe de z dans le disque ouvert, en vertu
de la différentiation sous le signe d'intégration. Donc F est bien harmonique
dans le disque ouvert.

Il reste à montrer la relation (4. 2). Voici l'idée de cette démonstration:
le noyau de Poisson définit une distribution de masses positives e-, de masse
totale l, qui dépend du point Z intérieur au disque de rayon T. On va
montrer que lorsque Z tend vers un point rtf~o, cette distribution de masses
tend vers la distribution formée d'une masse + 1 placée au point "po.
D'une façon précise, si l'on se donne un arc la -aol <li du cercle de
rayon r, contenant le point Ttf!O, la masse totale de la distribution ;~ portée
par cet arc tend vers 1 lorsque le point z tend vers rç'lo. Il revient au même
de montrer que la masse totale de la distribution ~: portée par l'arc complé
mentaire tend vers 0 lorsque Z tend vers le point Te'~~ en restant intérieur
au disque. Nous voulons donc prouver le :
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LEMME. ~ L'intégrale

(4· 3) 1 ~ T'-IzI'
- .~ 12 d6
2;::. IO_G~[>.. lre' -Zl

tend vers 0 quand Z tendvers rt!~~ enrestant de module < r,

Démonstration du lemme: posons Z = pt!7.. Si l:t - 601-< 3-, on a
2

pour tout 0 satisfaisant à 16-601> "rj . Donc, sous le signe d'intégration
on a

Ire'·~ - z] >- r sin l,
2

et par suite l'intégrale (4. 3) est majorée par 1 (T'-p'). Ceei tend
r2 sin 2 -.!L

2
bien. vers 0 lorsque p tend vers r.

Ce lemme étant maintenant établi, nous pouvons démontrer la relation
(4.2). On a, compte tenu de (2. 1),

(4· 4) F(z) -](6 0) ~ -'-1 (J(6) -](60) ) T', IZII', da
2;:: I~-Ioi~': Ire' - Z

1 1 T'-Izr'+ 2" I,_,.I>,,(J(O) -](0 0) ) IT<" _zr,dO.

Donnons-nous E > o. La première intégrale du second membre de (4. 4)
est, en valeur absolue, majorée par la borne supérieure de 1](0) -](oo)i
quand If) - 60 J -< )"j, puisque la masse totale de la distribution positive E:

est égale à 1. Puisque f est continue, on peut choisir "rj de manière que la

valeur absolue de la première intégrale soit -< ~ . Ayant ainsi choisi ''l'j,
2

nous pouvons majorer la valeur absolue de la deuxième intégrale du second
membre de (4. 4) par 2 Mm, M désignant une borne supérieure de 1](0)1,
et m désignant la valeur de l'intégrale (4· 3). D'après le lemme précédent,
m tend vers 0 quand z tend vers re'50. Donc dès que z sera assez voisin de rlloo,

la valeur absolue de la seconde intégrale sera <.!-.. On a alors
2

jF(z) - ](0 0) 1<;;"

ce qui démontre (4. "2).

Le théorème du ne 3 est ainsi entièrement établi, et la formule (4. 1)
explicite la solution du problème de Dirichlet.
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5. CARACTÉRISATION DES FONCTIONS HARMONIQUES

PAR LA PROPRIÉTÉ DE MOYENNE

On a vu (§ 3, nO 3) que toute fonction harmonique possède la propriété
de moyenne. La réciproque est vraie :

THÉORÈME. Toute fonction continue f dans un ouvert D, ayant la propriété de
moyenne dans D, est harmonique dans D.

Démonstration. Il suffit de montrer que f est harmonique au voisinage de
chaque point de D; pour cela nous allons montrer que si K est un disque
fermé contenu dans D, f est harmonique à l'Intérieur de K. Considérons
la restriction de f au bord du disque K; d'après le théorème du ne 3, il
existe une fonction F continue dans K, harmonique à l'intérieur de K,
et qui coïncide avecf sur le bord de K. La différence F - f est nulle sur le
bord de K et satisfait au principe du maximum à l'intérieur de K, puis
qu'elle possède la propriété de moyenne. D'après le principe du maximum
(cf. le lemme du no 3), F - f est identiquement nulle dans K. Donc f
coïncide, dans l'intérieur de K, avec la fonction harmonique F, et par suite
f est bien harmonique à l'intérieur de K.

5. Fonctions holomorphes de plusieurs variables complexes

1. DÉFINITION D'UNE FONCTION HOLOMORPHE

Considérons n variables complexes Zk = xk + 9\- (1 ~ k<' n). En raison
nant comme au chapitre II, § 2, ne 3, on voit que la différentielle d'une fonc
tion continûment différentiable f s'écrit sous la forme

Fixons toutes les variables sauf la variable Zk; pour que la fonction partielle

soit une fonction holomorphe de Zh il faut et il suffit que ?J! = o. S'il en
~z,

est ainsi pour chacune des variables Zk, la différentielle tif est combinaison
linéaire des dz«: Réciproquement, si df est combinaison linéaire des d.ek'
la fonction! est holomorphe séparément par rapport à chaque variable Zk.

Définition. Une fonctionf (.<:1' ••. , Zn) définie dans un ouvert D de l'espace CI>
des n variables Zk, est dite holomorphe dans D si elle est continûment diffé
rentiable et si en outre sa différentielle df est égale à
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§ 5. Fonctions holomorphes de plusieurs variables complexes

Il est clair qu'une fonction analytique des variables complexes :c" est
holomorphe.

THÉORÈME. Une fonction continue dans UTl ouvert D, holomorphe séparémmt par
rapport à chaque variable complexe :Ch) est holomorphe dans D et même analytique
dans D.

La démonstration de ce théorème va faire l'objet des deux numéros sui
vants. Ce théorème entraînera notamment que toute fonction continue,
holomorphe séparément par rapport à chaque variable Zin est continûment
différentiable et même indéfiniment différentiable. Il entraînera d'autre
part l'équivalence des notions d'holomorphie et d'analyticité pour les
fonctions de plusieurs variables complexes.

2. FORMULE INTÉGRALE DE CAUCHY

Considérons d'abord le cas de deux variables complexes Z1 et Z2'

PROPOSITION 2. I. Si f (Z1' Z2) est continue dans le produit des disques

(2. 1) Iz,1 < P.,

et holomorphe sépaTément par TappoTt à Zl et à z, dans (2. 1), on a, lorsque

IZkl<Tk<Pk (k=I,2),

f( ) - 1 ri' 1('1, ,,) d" d,.
Zl' Z, - (2";)', ('1 - Zl) ('. --,-z,)'

l'intégrale double étantpnse sur le produit des cercles 1~11 = "i et i~2: = r2 , chacun
étant parcouru dans le sens direct.

Démonstration. Fixons Z2 dans le disque ouvert jZ2i < '2. La fonction
f(z" z,) est holomorphe en ZI dans le disque IZII < Pl' On peut donc lui
appliquer la formule intégrale de Cauchy (chapitre TI, § 2, ne 5) :

(2. 3)

(2·4)

Fixons maintenant '1 tel que 1'11 = TI· La fonction f(,,, z,) est holo
morphe en Z2 pour 1z21 < P2' On a donc de même

f('I' z,) = 2:; L,~,,{~'~ ~~ d" pour Iz,l < r,.

Sous le signe d'intégration de (2. 3), remplaçons f ('1' Z.) par sa valeur
tirée de (2. 4)' Puisque la fonctionf(~l' ~2) est continue, on obtient préci
sément la formule (2. 2).
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Remarque (due à Hartogs). Soitf«u <,) une fonction définie et continue
dans la réunion des deux ouverts (où ë > 0 est très petit) :

(A)

(B)
1<11 < P" 1<,1 < "

P, - , < !<11 < P" 1<,\ < ?,.

Supposons que, dans (A), f soit une fonction holomorphe de Zl' et que,
dam (B),fsoit une fonction holomorphe de <,. Alorsfse prolonge en une
fonction holomorphe des variables Zl et Z2 dans l'ouvert (2. 1), et cette
fonction prolongée satisfait à la formule intégrale (2.2).

Indications sur la démonstration. Choisissons arbitrairement rI et "a tels que
'] < Pt, T2 < P2l mais assez grands pour que e< T2l T1 > ?t -~. On va
montrer que f se prolong-e en une fonction, notée encore J (Zl' <:2), holo
morphe dans l'ouvert

(2·5) \<:,1 < '"
et qui, dans cet ouvert, satisfait à (2. 2). D'abord, la relation (2. 3) a lieu
pour 1<11 < '" 1<,1 <' parce que f est holomorphe en <1 dans (A);
ensuite, si 1"\ = '" la relation (2. 4) a lieu pour 1<,1 <', parce quef
est holomorphe en <, dans (B). Donc (2. 2) a lieu pour I<li < r" 1<,1 < a,

Or le second membre de (2. 2) est une fonction holomorphe de .el et Z2

dans (2. 5); si on note f«l' <,) la fonction ainsi prolongée, elle satisfait
à (2. 2) dans (2. 5). C.Q.F.D.

La proposition 2. 1 possède un analogue pour les fonctions de n variables
complexes. Dans ce cas la formule intégrale (2.1) est à remplacer par

f( )- (-'-)' .J' Jf(," ...,,.)d', ... d,.Zl' ··"Zn - , .. , .
2.., (" <1)'" ('. - <.)

3. DÉVELOPPEMENT EN sÉRIE D'UNE FONCTION HOLOMORPHE

PROPOSITION 3. 1. Sous lesmêmes hypothèses que dans laproposition 2. r , lafonttionf
est, dans l'ouvert (2. 1), développable en série entière double

La démonstration va être analogue à celle donnée dans le cas d'une variable
complexe (cf. chapitre Il, § 2, nO 6, théorème 3).
On sait déjà que si le développement en série entière existe, il est unique
car c'est nécessairement le développement de Taylor de f à l'origine. Il
suffit donc, étant donnés r; et T~ tels que
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de trouver une série entière double qui converge normalement versf(Z1' Z:2)
dans le produit des disques

Choisissons T, et T'l tels que r~ < T, < rh r~ < Ti! < Pli; et appliquons la
formule intégrale (2. 2) pour Izd <; r:, 1<:,1 <; r;. On a

(3. 2 )

et cette série converge normalement pour Izd -< Tf, l~fl = Ti (i = r, 2).
Sous le signe d'intégration du second membre de (2. 2), remplaçons

(, ; ( _ ) par sa valeur tirée de (3. 2). En vertu de la conver-
1 - ZI ~2 Z2

gence normale on peut intégrer terme à terme, et l'on obtient précisément
(3- 1), où les coefficients ap , q sont donnés par la formule intégrale

(3· 3)

La proposition 3. 1 est ainsi démontrée.
On a une proposition analogue pour n variables complexes.

Il est clair que le théorème énoncé à la fin du nO 1 résulte de la propo-
sition 3. 1.

Remarque. On peut démontrer qu'une fonction f(Z1' .:., Zn), holomorphe
séparément par rapport à chaque variable dans un ouvert D, est continue
dans D, et par suite holomorphe. La démonstration est délicate et ne sera
pas donnée ici.

4. CALCUL DES COEFFICIENTS DU DÉVELOPPEMENT DE TAYLOR

n'UNE FONCTION HOLOMORPHE

Comme dans le cas d'une variable, les coefficients ap•q peuvent être exprimés
par des intégrales portant sur la fonction f. Il suffit pour cela, dans la relation
(3. 1), de remplacer Zl par rle l, et Z2 par T~I!; en intégrant terme à terme
on obtient:

(4. 1)

On déduit de là les inégalités de Cauchy:
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où M(Tl, T,) désigne la home superieure de If(z" z,)1 pour :z,l = T"
:Z2! = '2' ou, ce qui revient au même, pour l.ell <;: rll IZ21 <;: '2'

On laisse au lecteur le soin d'énoncer le théorème analogue au théorème
de Liouville, ainsi que le principe du maximum.

5, COMPosmON DES FONCTIONS HOLOMORPHES

PROPosmON S, 1. Soit f (Z""" z.) une fonction holomorph» dans un ouoerl D
de C'. Soient

gl' ... ,g,.

des fonctions holomorphes dans un ouvert D' de CP, telles que leurs valeurs en chaque
point de D' soient les coordonnées d'un point de D.

(t
"

... ,tp) -+f(g,(t
"

... ,lp), ... , g.(l" ... ,Ip))

est une fonction holomorphe de t ll ••• , t p dans rouvert D'.

Démonstration. On pourrait utiliser la méthode de substitution dans les
séries entières convergentes. Comme nous n'avons pas exposé en détail
cette question dans le cas de plusieurs variables, nous préférons donner
ici une méthode dont le principe est entièrement différent.

Par hypothèse, puisque f est holomorphe on a

Puisque les fonctions g" sont holomorphes, on a

p

dz. = ~ ~g. dtj •

j=t àt}

On trouve la différentielle de la fonction composée f 0 g en substituant aux
différentielles dz. dans (S. 1), leurs valeurs tirées de (S. 2); donc d{fog)
est une combinaison linéaire des dtb et par suite f 0 g est une fonction holo
morphe des 1j.

6. THÉORÈME DES FONCTIONS IMPLICITES

PROPOSITION 6. I. Soientfj (xil ••• , x";.e,, ... , zp), (j = r, ••• , n), desfonctions
holomorphes au voisinage d'un point Xi = ah Zk = 'If' Supposons qtI4 le dilnminant

fonctionnel det (~ fj) soit "" 0 au point considéré. AloTS les équations
bxj'

(6. 1)
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peuvent se résoudre lorsque les Xj sont assez voisins des ab les Zk sont assez voisins
des C~., et lesYj sont assez voisins des hj = .fi(at , ••• , a,,; Ct, ... , cp), de la manière
suivante .'

(6. 2)

où les gjsont desfonctions holomorphes au voisinage du point (bj) ... , b,,; CI""'Cp) .

Démonstration. On va se ramener au théorème classique des fonctions
implicites de variables réelles. Posons

Yj = yj + ryj,

xi, xj, yj et fi étant réels. Le produit extérieur dXj/\ dXj est égal à

(dxj + idxj) Il (dxj - idxj) = - 2idxj Il dxj.

Ainsi on a

et de même dy/I dYi~ - 2idyj Il dyj.

Or, lorsqu'on fixe zt, ... , ZPI on a

(
!JFdy,lI· , . !I dy. ~ det --') dx, II· .. !\ dxç,
()X/

dy, II· .. Il dy. = det (~) d'X, Il ' .. Il d'X.,
\?)xl'

d'où par multiplication

dy, Il dy, Il . , . IIdy.1I dy. = Idet (~~) l' dx, !, d'X, Il ... IIdx. Il d'X",

Compte tenu de (6. 3), cela signifie que le déterminant fonctionnel de
yi,y:, ...,y:.,y~ par rapport à xi, x;, ..., x:', x~ est égal à

qui est =1= 0 au point (ab".' a,,; Ct, ••. , Cp) par hypothèse. Appliquons le
théorème des fonctions implicites : X~, xî, . . . 1 XII s'expriment (localement)
comme fonctions continûment différentiables de )'~,11~ .. _,y~ et des parties
réelles et imaginaires de Zt, ..., Zp' Or le système d'équations linéaires

montre que les dxj' sont des combinaisons linéaires des dy, et des kt. Donc
X1, ..., x" sont, en fait, des fonctions Iwlomorphes des Yi et des Zk'

C.Q.F.D.
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Exercices

1. Montrer que, si f(z) est holomorphe dans un ouvert D, on a, pour tout
zED~

(i)

(ii)

~lf(z)I' = 4if'(zJl',
,llog(1 + If(z) l') = 4if'(zll'/(1 + If(z) l')"

,l désignant le laplacien défini au § 3, ne 1.

2. (i) Soit g(z) une fonction holomorphe dans le disque Izi < R. Montrer
que, si 0 <: T < R, et si g(z) n'a pas de zéro dans le disque fermé le] -< T,

on a la relation suivante:

loglg(o)[ = ~l'Cioglg(Te'I)lde.
2r. 0

(ii) Montrer que l'intégrale

J:"'logITe" -.Te"lde

existe et que sa valeur est égale à 21tlog T (T, t réels, r > 0).
En déduire que, sif(~) est une fonction méromorphe et *= 0 dans le disque

:zl < R, el si 0 < r < R, l'intégrale j~27.1ogf(Tei'J);d6 est convergente.

(iii) Soient il l • 02' ... , Or les zéros et hl, b2, ... , bq les pôles de la fonction! (z)
considérée dans (ii), contenus dans le disque pointé 0 < [z] < r (chacun
d'eux étant compté autant de fois que l'exige son ordre de multiplicité),
et soit

le développement de Laurent de f à l'origine (n est donc un entier~ 0).
Montrer que l'on a

~ p q

;"J:"log If(Te")1de = loglc.l- j~' loglajl + .~, log Ib,l+ (n C' p-q) logT.

(Considérer la fonction

et montrer qu'elle est holomorphe et n'a pas de zéro dans un ouvert conte
nant le disque fermé lz] < T, et que ig(z) = If(z)1 si [z] = T.)



Exercices

3· Les fonctions harmoniques considérées dans ce problème sont toutes
supposées à valeurs réelles.

(i) Sif(z) est harmonique dans le disque Izl < R, et sif(z) ;;:, 0 partout
dans le disque, montrer que l'on a les inégalités

pour tout iz[ < R. (Utiliser la formule de Poisson et remarquer que le
noyau de Poisson satisfait aux inégalités

r- [zl «; y' - k,' «: y + IZI ( . [ ) )
y + !zl -e, !yt' - zr' "" r -Iz! pour iZ < y .

(ii) En déduire que, si fez) est harmonique et ;;:, 0 dans un disque D(a, y)
de centre a et de rayon T, on a

~f(a) <fez) < 3f(a)
3

pour tout Z dans le disque D(a, Y/2).

(iii) Soitf(z) une fonction harmonique et ~ 0 dans un ouvert connexe
D du plan C, et soit K un compact contenu dans D. Montrer qu'il existe
une constante M, ne dépendant que de D et K, telle que l'on ait

fez,) < Mf(z,)

quels que soient Z1> Z2 dans K. (Montrer qu'il existe un nombre fini de
disques fermés D, satisfaisant aux conditions suivantes:

et, pour deux quelconques d'entre eux, soient Dp et Dq , il existe une suite
Dn l , ... , Dnk telle que D R I = D p , DR/; = D q , et DRj _

1
n D"i ~? pour

j = 2, 3, ... , k. Appliquer (ii) à chacun de ces disques.)

(iv) Soit If. (z)l une suite de fonctions harmoniques dans un ouvert
connexe D, monotone croissante (au sens large) :

Jo (z) <,f,,+l(Z) pour tout z e D et n ~ r, 2, ...

S'il existe un a e D tel que sup If"(a) 1 < 00, montrer que la suite f" (e).
converge, uniformément sur tout compact dans D, vers une fonction
harmonique. (Remarquer l'équivalence de la convergence de la suite

(f"(z) let celle de la série ~U,+,(z) - f"(z)) et appliquer (iii).)
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IV. Fonctions analytiques de plusieurs variables; fonctions harmoniques

4. Fonctions sous-harmoniques. Une fonction continue et à valeurs réelles
définie dans un ouvert D du plan C est dite sous-harmonique si, quel que soit
aeD, on a

(SH) f(a) <;;; -'- ("f(a + re") dO
27t Jo

pour r > 0 assez petit.

(i) Sif(z) est holomorphe dans un ouvert D, montrer que !f (z) l'est sous
harmonique dans D, pour p > o.

(ii) Si f.(z) , v = 1,2, ... , n, sont soue-harmoniques dans D, alors les fonc
tions suivantes sont aussi sous-harmoniques dans D :

•
}"; a..f(;:;), a.;> 0;

".=1
sup f,(;:;).

l~'/~n

(iii) Si une suite de fonctions sous-harmoniques .!n(z) dans D converge
uniformément sur tout compact dans D, la fonction limite est aussi sous
harmonique.

(iv) Montrer que le principe du maximum s'applique aux fonctions sous
harmoniques; de façon précise:

(1) Soitfsous-harmonique dans un ouvert D. Sifpossède un maximum
relatif en un point a e D (i.e. f (z) -<f (a) pour tout z assez voisin de c),
alors f est constante au voisinage de a.

(2) Soient D un ouvert borné et connexe du plan, f une fonction sous
harmonique dans D, et continue dans D. Soit M la borne supérieure de
ft;:;) quand z parcourt la frontière de D. Alors

(a) ft;:;) <;;; M pour tout z e D;

(b) sif(a) = M en un point aeD,fest constante.

(v) Soit r le bord orienté d'un compact K contenu dans un ouvert D.
Montrer que, si u, u sont deux fonctions (à valeurs réelles) ayant des dérivées
secondes continues, on a

fI' (viw - u!J.v) dxdy = ((·u ~v - v ~u) dx + (v ~u _ u ~v)dY.
, " K Jr ~Y ~Y hx ~x

(Utiliser la formule de Green-Riemann citée au chapitre II, § 1, no 9:

prendre d'abord P = - u ~~, Q = v èl u, puis échanger u et v.) En déduir-
hy ~x

que, si f(z) est une fonction définie dans D, ayant des dérivées seconde:
continues, et si a E D~ on a

Fr (i>.f)(;:;)
"- .., :-a"~~

["' ~fdxdy = - (a + re") rdo,
L 0 (')r



Exercices

pOlir r ;» 0 assez petit. (Prendre dans l'égalité ci-dessus) u = f, v = 1.)
En déduire que

1 r2~. r' dr f'f'
2". 0 f(a + p<") da ~ f(a) + Jo 2"T.. ,_"',;;, (::>f)(~)dxdy

pour? > 0 assez petit, et montrer que df(z) > 0, pour Ze D, est une
condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f (z) ayant des
dérivées secondes continues soit sous-harmonique dans D.

Exemple. Montrer que, si f (~) est holomorphe dans un ouvert D, la
fonction log (1 + If (~1I') est sons-harmonique dans D.

5. Soitf (e) une fonction sous-harmonique dans le disque I~I < R. Montrer
que, si 0 < Tl < R, et si g (~) est la solution du problème de Dirichlet dans
le disque 1,1 < T,. telle que g(Tlei~) = f (Tlei'), on a

g(reii ) > f (Te")

pour 0 < r < ri" En déduire que la fonction

m(T) = -'--l'f(Te")da
2" 0

est une fonction continue croissante (au sens large) de T dans 0 -< r < R.

6. Montrer que si f (e) est holomorphe dans le disque I~I < R, • réel
> o. la fonction

I,(T) = -'--l'If (Te") l'da
2... 0

est continue croissante (au sens large) dans 0 .;; T < R.



CHAPITRE V

Convergence des suites

de fonctions holomorphes Ou méromorphes;
séries, produits infinis; familles normales

Dans ce chapitre on considère exclusivement des fonctions d'une variable
complexe. Cependant un grand nombre parmi les considérations qui
suivent pourraient s'étendre au cas de plusieurs variables complexes.

1. Topologie de l'espace r:(D)

1. CONVERGENCE L"NIFORME St:R TOUT COMPACT

Soit D un ouvert du plan complexe C. On notera constamment t'CD)
l'espace vectoriel des fonctions continues (à valeurs complexes) dans l'ouvert
D. On notera ,"i{:(D) l'espace vectoriel des fonctions holomorphes dans D.

Définition. On dit qu'une suite de fonctions fil e f(D) converge uniformément
sur tout compact si, quel que soit le compact Ken, la suite des restrictions
fnlK converge uniformément. Cette définition s'applique en particulier au
cas des fonctions de l'espace JqD).

On sait que la limite d'une suite uniformément convergente de fonctions
continues est une fonction continue. Donc, si la suite des fonctions continues
fn converge uniformément sur tout compact de D, la fonction limite f est
telle que sa restriction flK à tout compact K c D soit continue. Comme
tout point de D possède un voisinage compact contenu dans D, il s'ensuit
quef est continue.

Définition. On dit qu'une série ~ I« de fonctions i,., E r'!,D) (om.'trge normale-,
ment sur tout compact de D, si, pour tout compact K c D, la série des restric-
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§ l. Topologie de l'espace e(D)

tiens fil K converge normalement. Autrement dit, sur tout compact K, la
série donnée doit être majorée par une série convergente à termes constants
positifs. Il est clair que si une série converge normalement sur tout compact,
les sommes partielles de cette série forment une suite qui converge unifor
mément sur tout compact.

PROPOSITION r , 1. Pour qu'une suite deJonctions J. e ('(D) conoerge uniformément
sur tout compact de D, il suffit (et il fimt) que, pour tout disque compact :Il c: D, la
suite des restrictions/ni}"}. converge uniformément. Énoncé analogue POUT le cas d'une
série normalement convergente.

En effet, soit K un compact quelconque contenu dans D. On peut recou
vrir K par les intérieurs cl'un nombre fini de disques compacts contenus dans
D. La proposition en résulte aussitôt.

2. THÉOItÈMES FONDAMENTAUX SUR LA CONVERGENCE DES FONCTIONS HOLO~

MORPHES

THÉORÈME 1. Si une suite defonctionslne X{D) converge uniformément sur tout
compact, la Jonction limite J est holomorphe dans D.

Démonstration. On vient de voir que 1 est continue dans D. Pour montrer
que f est holomorphe il suffit, d'après le théorème de Morera (chapitre II,.

§ 2, ne 7, théorème 4) de montrer que la forme différentielle J(~) dz est

fermée. Pour cela il suffit de montrer que f f{z) dz = 0 ~haque fois que r

est le bord d'un rectangle contenu dans D (cf. chapitre II, § 1, proposition
4.1). Or sur le bord du rectangle.Yest limite uniforme de la suite de'J.,
et on a donc

ce qui démontre le théorème 1.

COROLLAIRE. La somme d'une série de fonctions holomorphes qui converge norma~

lement sur tout compact de D, est unefonction holomorphe dans D.

THÉORÈME 2. Si une suite de Jonctions J. e M(D) converge vers J e M(D) uni
formément sur tout compact, alors la suite des dérivées f~ converge vers la
dérivéef ' uniformément JUT tout compact.

Démonstration. D'après la proposruon 1. r , il suffit de montrer que les r:
convergent versf' uniformément sur tout disque compact contenu dans D.
Soit ~ un tel disque, r son rayon, et prenons pour origine 0 le centre de ~
Il existe r0 > r tel que le disque fermé de centre a et de rayon rosait contenu
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v. Convergence des suites de fonctions holomorphes ou méromorphes

dans D. Ainsi les f , sont holomorphes pour IZi<'. + e (. > 0 et assez
petit) et convergent vers f uniformément pour [z] <; '.'
Montrons que les dérivéesj"; convergent uniformément versf' pour Iz[<; r.
Cela va résulter aussitôt du lemme suivant :

LEMME. Si g(z) est ~olomorphe pourIzi< r. + " et si Ig(z)1 <; M pour [e] <; r.,
alors on a

Démonstration du lemme. On a le développement cor-.... ergent

g(z) = ~ a••z·
n~o

pour Izi <; ro-

D'après les inégalités de Cauchy, on a 10,1 <; :-'1) . D'autre part, en diffé
(r "rentiant terme à terme, on a 0

g'(z) = ~ M,Z'-l.
,.~o

Donc, pour Izi -< r < '0, on a

, M ~ m··- l

!g (z)] <; - """ (r ).-.
"c II~O 0

Calculons la somme de la série ~ n (~)"-I ;ntll
-

t est la dérivçe de r-, donc
,,~D TO

~ nl"-l est la dérivée de ~t,.=_I_, et par suite
" 1-1

D'où, en portant dans (2. 4), l'inégalité

M 1
!g'(z) <; - . )2'

r. ~' r1--
r.

ce qui démontre le lemme.

Remarque. On peut donner une autre démonstration du théorème 2 en
observant que la formule intégrale de Cauchy

fCz) =~. r[(tJ dt
211'1 J"f l-Z



§ 1. Topologie de l'espace f(D)

(où 't désigne le bord d'un disque concentrique à II et de rayon un peu
plus grand) donne, par différentiation sous le signe d'intégration par
rapport à z,

f'(z) ~ -'-.1 f(t) dt.'m ,(t-z)'
On a donc

f ' ( ) = l' -' lj.,(t) dt = l' f'()Z lm. ( )0 lm. Z .
,. 21tt 1 t~z "

La limite a lieu uniformément quand z e E.

PROPOSITION 2. I. Soit D un ouvert connexe. Si une suite defonctions holomorphes
f. e JC(D) converge uniformément SUT tout compact de D, et si chaque j., est oft 0

en toutpoint de D, alors la fonction limitef est oft 0 en toutpoint de D, sauf si cite
est identiquement nulle.

Démonstration. Supposons f non identiquement nulle. Alors les zéros de f
:qui est holomorphe d'après le théorème 1) sont isolés puisque D est connexe.
iupposons quefs'annule en '<:0; d'après la proposition 4. I. du chapitre rrr,
~ 5, l'ordre de multiplicité de ce zéro serait égal à l'intégrale

_,lf' (z) dz,
2"i T fez)

'tendue à un cercle y de petit rayon et de centre ZOo D'après le théorème 2,

:ette intégrale est limite des intégrales

r lf~(z) dz
21tÏ r f,,(z) ,

et ces intégrales sont nulles puisque la fonction holomorphe f, ne s'annule
pas. On arrive ainsi à une contradiction, et ceci prouve la proposition.

Définition. On dit qu'une fonction définie dans un ouvert D est univalente
si l'application qu'elle définit est injective, autrement dit si' elle prend
toujours des valeurs distinctes en des points distincts.

PROPOSITION 2. 2. Soit D un ouvert de C. Si une suite de fonctions holomorphes
j., e X(D) converge uniformément SUT tout compact de D, et si chaque f" est uni
valente, la fonction limite f est univalente si elle n'est pas constante.

Démonstration. Raisonnons par l'absurde. Soient Zl et Zz deux points
distincts de D tels que f (z,) ~ f (z,) ~ a. C011Sidéro11S deux disques
ouverts SI et S2' de centres Zl et <:2' et de rayons assez petits pour que
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V. Convergence des suites de fonctions holomorphes ou méromorphes

SI et 8 2 soient disjoints et contenus dans D. D'après la proposmon 2. r,
f,. prend la valeur a dans SI et dans 52' pour n assez grand, ce qui contredit
l'univalence de ln.

3. TOPOLOGIE DE L'ESPACE e(D)

On a déjà défini ce que l'on entend par suite de fonctions f. e e(D) qui
converge uniformement SUT tout compact. On va maintenant, d'une façon plus
précise, définir une topologie sur l'espace vectoriel c'(D). Sur le sous-espace
vectoriel Jt(D) on considérera la topologie induite.
Pour tout couple (K, e:) formé d'un compact Kc D et d'un nombre E > 0,

considérons le sous-ensemble V(K, ,) de r'(D) défini par

(3. 1) feV(K, ,) _lf(x)1 «, pour xeK.

Pour qu'une suite de fonctions J,. e e(D) converge vers f uniformément
sur tout compact, il faut et il suffit que, quels que soient K et E, on ait :

f-f.eV(K,,) pour n assez grand.

Ceci exprime que la suite des J,. e C(D) a pour limite le point f dans la
topologie (s'il en existe une) pour laquelle les ensembles V(K, a) forment
un système fondamentdl de voisinages de 0 (les voisinages d'un point f
étant alors définis en effectuant la translation f sur les voisinages de 0).

l'ROPOSlTlON 3. L Il existe effectivement sur [(D) une topologi« (inoanante
par trans/ation) dans laquelle les ensembles V (K, e) f017Tl1!nt un système fondamental
de voisinages de o. Cette topologie est unique et peut être définie par une distance
invariante par translation.

Démonstration. L'unicité de la topologie est évidente, parce qu'on connaît
un système fondamental de voisinages de 0, donc, par translation, un
système fondamental de voisinages de chaque point dc l'espace e(D).
Il reste à trouver une distance invariante par translation et telle que les
V (K, E.) forment un système fondamental de voisinages de 0 dans la topo
logie définie par cette distance.
Introduisons d'abord une notion: un appelle suite exhaustive de compacts,

une suite croissante de compacts Kj c D (on a donc KjcKi+1) telle que
tout compact K contenu dans D soit contenu dans l'un des Kt.

LEMME. Il existedans Dune tellesuite exhaustioe de compacts,

En effet, considérons les disques compacts contenus dans D dont le centre
a des coordonnées rationnelles ct dont le rayon est rationnel. Ils forment
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un ensemble dénombrable, que l'on peut ranger en une suite Dj, D 2, ••. ,

D,., ... Posons

K,=UD",
"~i

et montrons que les compacts Ki forment une suite exhaustive. Les inté
rieurs des disques D Il forment un recouvrement ouvert de D, et par consé
quent tout compact K contenu dans D est contenu dans un Ki'

Supposons désormais choisie une suite exhaustive de compacts Ki, et
posons, pour chaquefeC(D),

(3. 2 )

(3· 3)

M,(f) = sup If(~)1.
:eK;

dCf) ~ ~ 2-' inf(r, M,Cf)).
i~1

d(f) est fini, parce que la série du second membre est majorée par la série

géométrique ~ 2-'. On va prouver que d(f) possède les propriétés
suivantes : i~t

(3· 4)

(3· 5)

~'l. 6)

dCf) = 0 _ f = 0,

dCf+ g) <; dCf) + d(g),

\ 2-'inf(r, MtCf))<;dCf),
/dCf) <;M,Cf) +2-'.

Prouvons (3. 4). Il est clair que, sif est identiquement nulle, d Cf) = 0;
réciproquement dCf) = 0 entraîne, d'après (3. 3), M,Cf) ~ 0 quel que
soit i, donc la restriction de f à chaque compact Ki est nulle et par suite
f est identiquement nulle.
Prouvons (3. 5) : il est évident que

M,Cf + g) <; M, Cf) + M,(g),

d'où l'on déduit facilement

inf(r, M,Cf + g)) <;inf (l,M,Cf)) + inf'(r, M,(g)),

ce qui, par sommation, entraîne (3· 5).
Les relations (3. 4) et (3. 5) montrent que si l'on définit la distance def
et g comme étant égale à d(f~ g), cette distance est une métrique satis
faisant à l'inégalité du triangle; cette métrique est invariante par translation.
Elle définit sur l'espace e(D) une topologie séparée, invariante par trans
lation.
Prouvons maintenant les inégalités (3. 6). La première résulte évidemment
de la définition (3. 3)' D'autre part, si i est un entier >- r, on a

MjCf) <; M,Cf)
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v. Convergence des suites de fonctions holomorphes ou méromorphes

pour j ~ i, et par suite (3. 3) entraîne

d'où (3.6).

Pour achever la démonstration de la proposition (3. 1), il reste à prouver
que les ensembles V (K, !) forment un système fondamental de voisinages
de 0 dans la topologie définie par la distance ci-dessus.

1) tout ensemble V(K, E) est un voisinage de a : en effet, K et E étant
donnés, avec e < r, soit i tel que K c K j • Alors la relation d (f) -< 2 -jE

entraîne f EV(K, e}, à cause de la première inégalité (3. 6).

2) tout voisinage de a de la forme d (1) -< E contient un ensemble
de la forme V(K, E'). En effet, E étant donné, choisissons l'entier i de

façon que 2-' ~ ~ ; alorsf E V(Ki> ~) entraîne d (f) ~" en vertu de la

deuxième inégalité (3. 6).
La démonstration de la proposition 3. 1 est ainsi achevée.

Remarque. On peut appliquer à l'espace e(D) et à son sous-espace Jti(D)
les propriétés connues des espaces métriques, ou plus exactement des
espaces topologiques métrisables. Par exemple, pour qu'un sous-ensemble
A d'un espace métrisable E soitfermé, il faut et il suffit que chaque point de E
qui est limite d'une suite de points de A appartienne à A. De même, pour
qu'une applicationf de E dans un espace métrisable E' soit continue en un
point x e E, il faut et il suffit que, pour toute suite de points XII E E ayant X

pour Iirmte, la suite desf\X,) ait pour limitef(x). (Le lecteur pOUITa se
référer par exemple au Cours de mathématiques 1 de]. Dixmier, Topologie.
chapitre II, § 3,)
Compte tenu de la remarque précédente, on voit que l'espace è(D) est
complet, puisque la limite d'une suite de fonctions continues qui converge
uniformément sur tout compact est continue. De plus, les théorèmes 1 et
2 du ne 2 peuvent s'énoncer comme suit:
Le sous-espace Jti(D) est fermé dans e(D); l'application de .Jt;(D) dans J6(D),
qui associe à chaque fonctionf sa dérivée f', est continue.

2. Séries de fonctions méromorphes

1. CONVERGENCE T'ES SÉRIES DE FONCTIONS MÉROMORPHES

Soit D un ouvert du plan complexe C; considérons une suite de fonctions f,
tnérmllorphes dans D. Il s'agit de donner un sens à la convergence de la
série "if,.



§ 2. Séries de fonctions méromorphes

Définition. On dit que la série ~ Jo converge rmiformément SUT un ensemble A c D
s'il est possible d'enlever un nombre fini de termes de la série, de manière
que les fonctionsjll restantes n'aient pas de pôle si.r A et forment une série
uniformément convergente sur A.

De même, on dit que la série 2.111 converge normalement sur A s'il est possible

de lui enlever un nombre fini de termes de façon que les termes j', restants
niaient pas de pôle sur A et forment une série normalement convergente
sur A.
Il est clair que toute série normalement convergente sur A est uniformément
convergente sur A. Dans ce qui suit, on considérera des séries de fonctions
méromorphes dans D qui convergent uniformément (resp. normalement) sur fout
compact K contenu dans D. On définit la somme d'une telle série: sur tout
ouvert U relativement compact de D, c'est la fonction méromorphe

(1. 1) ,,~/' + (,,~/.).. "
no ayant été choisi de manière que la série L fil converge uniformément

l, :> r;

sur l'adhérence U. Dans (L 1) le premier terme est une fonction méro
morphe dans U, somme d'un nombre fini de fonction méromorphes;
le second terme est une fonction holomorphe dans U, puisque c'est la
somme d'une série uniformément convergente de fonctions holomorphes
dans U. Il est facile de voir que, dans U, la fonction méromorphe (1. 1)
ne dépend pas du choix de l'entier no'

THtORÈME. Soit rme série ~ J. de Jonctions J. méromorphes dans D. Si cette série

converge rmiformément (resp. normalement) sur tout compact de D, la somme J de

cette série est une fonction méromorphe dans D; la série ~ f~ des dérivées converge
"

uniformément (resp. normalement) sur tout compact de D, et sa somme est la dérivéef'
de la somme J de la série donnée.

Démonstration. Nous avons déjà vu que la somme f est méromorphe dans
tout ouvert relativement compact U c: D, et par suite est méromorphe dans
D.
Soit donné un ouvert U relativement compact, et choisissons nocomme dans
(1. 1); dans U on a

(1.2) f'=LJ;+(~J.)'.
n~lto Il>''0

Or on peut dériver terme à terme la série ~ ln de fonctions holomorphes
">"0

dans U, puisqu'elle converge uniformément sur tout compact de U:
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d'après le théorème .2 du § 1, nO 2, la série des dérivées ~ f~ converge
.>..

uniformément vers / ~ I; )1 sur tout compact contenu dans U. Ceci prouve
n>no

que la série ~fl; de fonctions méromorphes converge uniformément vessf"
sur tout compact contenu dans U. Cela est vrai pour tout ouvert relati
vement compact U; il s'ensuit que ~ f~ converge uniformément vers fi.
sur tout compact contenu dans D.

Si la série ~ j.. converge normalement sur tout compact de D, le fait que la.
série ~ f~ converge normalement sur tout compact de D résulte du lemme

du n O ' 2 du § 1.

Remarque. Il est évident que l'ensemble Pif) des pôles de f est contenu
dans la réunion des ensembles PU.), P(1.) désignant l'ensemble des pôles de

1.. De plus la relation (1. 1) montre que si les ensembles P(1.) sont deux à
deux disjoints, l'ensemble PU) est égal à la réunion des ensembles P(f.);
de façon plus précise, si Zo est un pôle d'ordre k defn, c'est un pôle d'ordre k
dej.

2. PREMIER EXEMPLE n'UNE sÉRIE DE FONCTIONS MÉROMORPHES

Considérons la série

(2. 1)

la sommation étant étendue à tous les entiers n. Montrons que cette série
converge normalement sur tout compact du plan C. Un tel compact est
contenu dans une bande de la forme X. " x " x, (on a posé z = X + !JI).
Il suffit donc de montrer que la série (2. 1) converge normalement dans
toute bande de la forme ci-dessus, Une telle bande ne contient qu'un nombre

fini d'entiers n; dans la série ~ ( 1), chaque terme est majoré par
"<"'0 Z-n 2

( 1 Pl;' et par conséquent cette série partielle converge normale-
xo-n

ment dans la bande. De même, la série partielle. L 1 converge
.>z, (z-n)'

normalement dans la bande. En enlevant un nombre fini convenable de
termes de la série (2. 1), il reste donc une série de fonctions holomorphes
qui converge normalement dans la bande. C.Q.F.D.
Soitf (e) la somme de la série (2. 1); c'est une fonction méromorphe dans
tout le plan C. La fonction f admet la période 1 :

f(z+ 1) =f(z);
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en effet

~ __I __ =~ l ,

" (~+ 1 -n)' ,,' (~_n')2
en posant n-I = n'.

g holomorphe.

Les pôles de f sont les points entiers ~ = n; ce sont des pôles doubles.
Le résidu en un tel pôle est nul, puisqu'au voisinage du point z = n on a

1
f(~) = ( )2 + g(~),

~-n

PROPOSITION 2. 1. La somme f(~) de la série (2. 1) est égale à (-;-,,--)',
sm 1tZ

Démonstration. On a 100 f(z) = 0 uniformément vis-à-vis de x; autrement
"t~+oo

dit, pour tout, > 0, il existe a tel que Iyl;;' a entraîne If(~)I"e.
En effet, supposons d'abord que z reste dans une bande Xo < x -<: Xl et
que sa partie imaginaire y satisfasse à 1yI > a, a étant > 0; dans ce
domaine la série (2. 1) est une série normalement convergente de fonctions
holomorphes; lorsque Iyl ---+ -/- cc, chaque terme de la série tend vers 0

uniformément vis-à-vis de x dans la bande. Donc la somme de cette série
(qui est normalement convergente) tend vers 0 quand Iyl -++ 00, uni
formément vis-à-vis de x dans la bande. Mais f (~) possède la période "
et si on applique la propriété précédente à une bande de largeur au moins
égale à 1, on voit qucf(~) tend vers 0 quand Iyl-+ + 00, uniformément
vis-à-vis de x. _! .

La fonction g(~) = (~.-"-) possède les mêmes propriétés que j'{z}:
sin sz

10 elle est méromorphe dans C et admet la période r ;

2° ses pôles sont les points entiers z = n, ce sont des pôles doubles avec

partie principale (_ 1 ) ,;
<-n

3° g(~) tend vers 0 quand Iyl -e- + œ , uniformément vis-à-vis de x.

La propriété 1° est évidente; pour démontrer 2° il suffit, en vertu de la
périodicité, de montrer que l'origine 0 est un pôle double avec partie

. . al 1prInCip e 2; or
Z

(2.2)
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Quant à 30, cela résulte de la relation

[sin "zl' = sin '"X + sh'"y,

qui montre que [sin "zl tend vers l'infini quand IYI tend vers l'infini (uni
formément vis-à-vis de x}.
Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 2. 1 : la fonction
! (z) - g(z) est holomorphe dans C, puisque! et g ont les mêmes pôles
avec les mêmes parties principales. Montrons que f - g est bornée:
dans une bande Xo<; x <; x, elle est bornée pour Iyl <; a (car une fonction
continue sur un compact y est bornée) et elle est bornée pour Iyl ~ a,
puisqu'elle tend vers 0 quand Iyl tend vers l'infini; étant bornée dans
chaque bande, la fonction! - g est bornée dans tout le plan en vertu de la
périodicité. D'après le théorème de Liouville (chapitre nr, § 1, nO 2),
la fonction! - g est constante; puisqu'eUe tend vers 0 quand IYI tend vers
l'infini, cette constante est nulle. La proposition 2. 1 est ainsi démontrée.

Application. On a

(2. 3) f-"-),_]. = ~ l ,

'sin -ez z' "'" (e - n)'

et le second membre est une fonction h(z) holomorphe au voisinage de

Z = o. On a h(o) = ~ ..... On a donc
n"'O n

. [( ")' J] ~ 1hm -.- -- = 2 ~ -.
:+0 sin 1t.t .el A~t nI

Or le premier membre de (2. 4) se calcule aisément à l'aide du dévelop,
pement limité (2. 2); sa valeur est ~, d'où la relation

3

~ ..!.. = ,,'
1';>"1 ni 6

due à Euler.

3. DEUXIÈME EXEMPLE D'UNE sÉRIE DE FONCTIONS MÉROMORPHES

Considérons la série

..!...+ ~ (-' +..!...) .
.t A~O -t - n n

Son terme général est égal à (z ); on laisse au lecteur le soin de montrer
n -t-n

que cette série converge normalement sur tout compact du plan C. Sa
Somme F(z) est donc une fonction méromorphe dans C, et ses pôles sont
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les entiers z = n; ce sont des pôles simples dont le résidu est égal à 1. D'après
le théorème du na 1 l la dérivée Ft (z) est la somme de la série des dérivées.
c'est-à-dire

F'(Z)~--;-~( 1 )2
Z ,,:;60 z-n

Il en résulte que F(z) - -"- est une constante. Or on voit sur (3. 1) que
tg wz

F(- e) = - F(z); donc la fonction F(z) - ~ est une fonction impaire
tg "z

de z, et comme c'est une constante, cette constante est nulle.
Dans la série (3. 1) on peut grouper les deux termes relativement à l'entier
n et à l'entier - n :

(_1 +1)+(_1_-,-\ 2Z
z-n n z+n n)=z2-n2;

on obtient finalement la relation

(3. 2 )

4. AUTRE EXEMPLE

En procédant comme au na 2, on démontre

~ (- 1)" ,,' .
_~<"<+~ (e - n)2 - (sin"z)(tg"z)'

de là on déduit, en procédant comme au na 3 :

5. LA FONCTION P DE WEIERSTRASS

Considérons, comme au chapitre III, § 5, n? 5, un sous groupe discret il
de C, ayant pour base un système de deux vecteurs el et e2 dont le rapport
n'est pas réel. Observons tout de suite que la donnée de 0; ne détermine
pas entièrement la base (el' e2). Si on a une autre base (el, e~), les vecteurs
de la première base s'expriment comme combinaisons linéaires à coeffi
cients entiers des vecteurs de la deuxième, et réciproquement; il en résulte
que le déterminant de la matrice des coefficients est un entier qui possède
un inverse dans l'anneau des entiers, donc est égal à + 1.
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Réciproquement, si e; et e~ sont des combinaisons linéaires à coefficients
entiers de el et e2l ct si le déterminant de la matrice des coefficients est
égal à -+ r , alors les formules de Cramer montrent que, inversement, el

et &2 sont des combinaisons linéaires à coefficients entiers de ef et e~, et
par suite (ej, en est une base de n.

PROPOSITION 5. 1. Soit donné un sous-groupe discret Q comme ci-dessus. Alors

la série

(5· 1) \1(Z)

converge normalement sur tout compact du plan C.

Pour la démonstration nous aurons besoin du lemme suivant:

L La , . " 1
EMME. sene ~ -1-1-3 est convergente.

.. eu. ...:;é0 W

Démonstration du lemme. Pour chaque entier n >- r, considérons le parallé
logramme P, formé des points z = tlcl + t~2' où les nombres réels Il et
t, sont tels que sup Ctl [, It,0 = n (cf. figure 10). Sur Po il y a exactement Ba

"

Figure 10

points de Q. La distance de chacun d'eux à 0 est >- kn, k étant un nombre
> 0 fixe (k est la plus petite distance à 0 des points de Pl)' La somme des

l'd . dP d ., 8n d,·!ooP èten ue aux POInts e n est one maJoree par k3n" ou

'\' 1 "\' 8
"-' Il'< L. -k'a,.:;éo 1fi) n~1 - n

et comme la série ~ -;. est convergente, le lemme est démontré.
n

Nous pouvons maintenant prouver que, sur tout disque compact l.cl:<: T,

la série (5. 1) converge normalement. On a 1{Ill>. 2r pour tous les {,I sauf
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un nombre fini; on a donc, pour tous les termes de la série (5. 1) sauf un
nombre fini,

lorsque I~I';;T.

Il résulte alors du lemme que la série (5. 1) converge normalement dans
le disque I~I';; T.

Définition. La fonction p(z) de Weierstrass est par définition, la fonction
méromorphe, somme de la série (5. 1). (Cette fonction dépend, bien entendu
de la donnée du sous-groupe discret D.)

Les pôles de Vsont exactement les points de Q; ce sont des pôles doubles
dont le résidu est nul : en effet, au voisinage de Z = 00, on a

(~_ .,)2 + g(~), g holomorphe.

La fonction p est une fonction paire de z, car

l "( 1p(-~) = ~, + .~o (~+ .,)2 2.)..,2

et dans le second membre, il suffit de changer w en - œ pour retrouver
la série (5. 1).
D'après le théorème du nO r, on obtient pour dérivée Vi le développement
en série (normalement convergente sur tout compact)

(5. 2 ) '( \ _ ~ 1P ~,- - 2 '" ( )o'
.. E!!: Z-w

Cette relation met en évidence la périodicité de la fonction p' :

p'(~ +.,) = v'(~) pour tout .,eD,

et le fait que p'(-~) = - V'(~).

Démontrons que la fonction velle-même admet pour période tous les
., e a. II suffit pour cela de démontrer que i' (z + e,) = P(~), i prenant les
valeurs 1 et 2. Or

(5' 3) p (z + ei) - p (~) = constante,

puisque la dérivée v' (e + ei) - p' (z) = o. Dans la relation (5· 3) donnons

à z la valeur _!..!.-, ce qui est possible puisque ~ et _!.!.. ne sont pas des
222
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pôles de p; on voit que la constante du second membre de (5· 3) est égale

à p ('2)_ p (- ~ )•. donc nulle puisque la fonction p est paire.
, 2 2

En résumé, la fonction", de Weierstrass est une fonction méromorphe
admettant pour périodes les points de 0, et dont les pôles sont exactement

les points de D, chacun d'eux ayant l'ordre 2, avec partie principale ( 1 )2
Z-w

Développement de Laurent de pk). Au vorsmage de l'origine, p admet un
développement de Laurent qui est a priori de la forme

1
P(z) = '2 + az<;' + a.z" +z

puisque la fonction V est paire, et que d'après (S. 1), la fonction

g(z) = p(z) - -.r,. = ~ ( 1 _ 2.. J,
Z .."':0' (.t- w ) 2 (.,2

holomorphe au voisinage de l'origine, s'annule pour z = o. Il est aise
d'exprimer les coefficients d 2 et a.. à raide du sous-groupe discret Q; en
dérivant terme à terme la série g(z), on obtient

Dérivons maintenant terme à terme la relation (S. 4), puis élevons au
carré; il vient :

en élevant (5. 4) au cube on obtient

(p(z»)" = -.t, + 3~, + 3a, + .."
Z Z

d'où

.',." a, 8 ' '( )t - 4,.. = - 20 2" - 2 a.. -t- z - - - .
z

Par conséquent la fonction

est holomorphe au voisinage de l'origine, et s'annule à l'origine. Or cette
fonction admet 0 comme groupe de périodes; elle est donc holomorphe
au voisinage de tout point de Q et nulle en tout point de Q. Comme cette
fonction n'a pas de pôles en dehors de 0, il s'ensuit qu'elle est holomorphe
dans tout le plan; étant bornée sur tout compact, elle est bornée dans C en
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vertu de la périodicité; et puisqu'elle est nulle à l'origine, elle est identi
quement nulle d'après le théorème de Liouville. On a finalement l'identité

(5· 9) ~'2 _ 4~3 + 2oa3~ + 28a, = o.

Cette relation possède une interprétation importante: considérons la
courbe algébrique

(5. 10)

les formules x = ~\(.~)J Y = p'(z) donnent une représentation paramétrique
de cette courbe. On va montrer que tout point (x, y) e C X C qui satisfait
à (S. la) est l'image d'un point z es C, bien déterminé à l'addition près
d'un élément de Q.

Cherchons d'abord les zee tels que 2zeQ et z$Q. En Wl tel point, ~, et lI' sont
holomorphes; on a V'(z) = l"(-z) à cause de la périodicité de p, et 1.I ' (z) = _p'(-z)
puisque l" est une fonction impaire; donc !.l' s'annule en un tel point. On connait
trois tels points :

(5' II) ;; = eJ!l.,
et on voit tout de suite que tout z tel que !l.zeO et zlSa est congru (mod. il) à
l'un des trois points (5. II); les classes (mod.. Q) des trois points (5. II) sont
distinctes.
Puisque l" possède un unique pôle triple dans chaque parallélogramme de périodes,
la proposition 5. 1 du chapitre m (§ 5) montre que l" possède au plus trois zéros
distincts dans chaque parallélogramme de périodes. Ce sont donc les trois points
(5. II), ou ceux qui leur sont congrus modo O. Toujours d'après la même propo
sition, la fonction ~. prend, dans chaque parallélogramme de périodes, au plus deux
fois une valeur donnée. Puisque t'(zo) = l'(-Zo), la fonction prend exactement
deux fois toute valeur de la forme ~'(zo), si 2Zo fIS 0 j au contraire, si 2Zoe a et
Zo 4$!l, on a \,1(zo) = 0 comme on vient de le voir, donc l'équation e(e) =îM.'{Zo)
admet Zo comme racine double, et par suite p ne prend qu'une fois la valeur t1(zo)
dans un parallélogramme de périodes.
De tout cela il résulte que chacune des valeurs

0(.,/2),

est prise une seule fois dans chaque parallélogramme de périodes, et que ces trois
valeurs sont distinctes. En vertu de (5. 9), ce sont les trois racines de l'équation

(5. '2) 4X3 - 20Qr- - 28a", = 0,

et par suite cette équation a trois racines distinctes. En résumé, on a prouvé:

PROPOSITION 5- 2. Le groupe disert! Q étant donné, Péquation (5. 12), dont les coeffiâents
Q2 et Q", sontdljînispar (5. 5), a trois racines distinctes. De plus, pour tout point (x, y) e C X C
de la courbe algébrique (5. 10), il existe un ze C et un seul (modulo Q) tel que

On verra (Cf. chapitre VI, § 5, ne 3) qu'inversement, étant donné arbi
trairement une relation de la fonne (5. 10) dont le second membre a trois
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racines distinctes, il existe un groupe discret Q tel que 02 et a4 satisfassent
à (S. S); si l' désigne la fonction de Weierstrass relative à ce groupe 0,
les formules x = V(Z),Y = \:l/(Z) donnent alors une représentation paramé
trique de la courbe algébrique (5. tu).

3. Produits infiuis de fonctions holomorphes

1. DÉFINITIONS

Dijinition. Soit (fn(Z)) une suite de fonctions continues dans un ouvert D

du plan complexe. On dit que le produit infini rl~(z) converge normalement
o

sur une partie K c: D si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1° on a lim fn(z) = 1 uniformément sur K; ceci implique en particulier
o

que, pour n assez grand, f,. - 1 est de module < 1 sur K, et par conséquent
log.in est une fonction définie sur K (on prend la détermination principale
du logarithme);

2° la série de terme général log f; (qui est définie pour n assez grand)
converge normalement sur K.

On peut donner une condition équivalente à la conjonction des conditions
10 et 2° ci-dessus. Posons fn = 1 + Un; la condition 1° exprime que la suite
U" converge vers 0 uniformément sur K; lorsque Un est petit, log f,. 'et Un

sont des infiniment petits équivalents, et par conséquent la condition 20

exprime que la série L U" converge normalement sur K.

En résumé, pour que le produit infiniIl in converge normalement sur K, il faut et

il suffit que la série .s Un converge non::alement sur K.

Définition. On dit que le produit infini IIfn converge normalement SUT tout com-
o

pact de l'ouvert D si, quel que soit le compact K contenu dans D, ce produit
converge normalement sur K.

Une condition nécessaire et suffisante est que si l'on pose fn = 1 + U",

la série}: Un converge normalement sur tout compact contenu dans D ..
S'il en est ainsi, lorsque no augmente indéfiniment, les produits finis II ln

l'~''
convergent uniformément sur tout compact contenu dans D, vers lÎne
limite 1 (z), qui est évidemment une fonction continue de z. Pour le voir,
il suffit de prendre le; logarithmes des facteurs j, pour n suffisamment grand,
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2. PROPRIÉTÉS DES PRODUITS NORMALEMENT CONVERGENTS

DE FONCTIONS HOLOMORPHES

THÉORÈME r , Si les fonctions f. sont holomorphes dans D, et si le produit infini
IIf. conoerge normalement sur tout compact de D, alorsf ~ rIj. est Iwlcmorphe

d~ns D. On a de plus •

(2.') f=J.J•... f{l].-r.,)-
L'ensemble des"éros dej est la réunion del'ensemble des "éros desfonctions j" l'ordre
de multiplicité d'un "éro dej étant égal à la somme des ordres de multiplicité qu'il
possède pour chacune des jonctions j ••

Démonstration. f est holomorphe, parce que j est limite (uniformément sur
tout compact) des produits finis, qui sont holomorphes. La formule d'asso
ciativité (2. 1) est évidente sur tout ouvert relativement compact U. La
fonction f1l n'a pas de zéros dans U dès que n est assez grand, puisque
Un =/11 - 1 converge vers 0 uniformément sur U; la dernière assertion
de l'énoncé est alors évidente.

THÉORÈME 2. Sous les hypothèses du théorème 1, la série de fonctions méromorphes
'2,f:l1. converge normalement sur tout compact de D (au sens du »c 1 du § 2),

et sa somme n'est autrequela dérivée logarithmiquej t If.

Démonstration. Soit U un ouvert relativement compact de D. La fonction

(2.2) gp = exp( '2, logj.),
.>p

(2·4)

(2·3)

Or

est définie et holomorphe dans D pour p assez grand. D'après (2.• ), on a,
dans D,

, .'.&='2,~,
gp .>pj.

la série du second membre étant uniformément convergente sur tout
compact de D; en effet, la série des logarithmes ~ log.f., converge (unifor..

·>P
mérnent sur tout compact) vers log gp; la série des dérivées des fonctions pré-
cédentes converge (uniformément sur tout compact) vors la dérivée gMgp
(cf. § 1, ne 2, théorème 2).

En comparant (2. 3) et (2.4), on voit que l'on a, sur D,
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la convergence étant normale sur tout compact de U. Ceci vaut pour
tout U, d'où le théorème.

3. EXEMPLE: ntVllLDPPEMENT DE sin 'AZ EN PRODUIT INFINI

Considérons le produit infini

(3. 1) f(z) = z II (1 _z:).
n~t n ,

Ce produit converge normalement SHr tout compact du plan Cl car la
•série ~ ~ converge normalement sur tout compact, puisque la série

n nI "-

numérique ~ ~ est convergente. Donc f(z) est une fonction holomorphe
" n

dans tout le plan, et ses zéros sont toutes les valeurs entières de z. Ils sont
simples.
D'après le théorème 2, on peut différentier logarithmiquement terme à
terme; on obtient la série de fonctions méromorphes, normalement conver
gente sur tout compact du plan,

(3· 0)

On a vu (§ 2, ne 3) que 1. somme de cette série est

--"- = g'J~,
tg "z g(z)

en posant g(z) = sin nz. Ainsi f'/f= s'ls. d'où

f(z) _ sin "z---c--·
Z z

Il reste à déterminer la constante c, D'après (3. 1),f(Z)/z tend vers [ lorsque

d sin xz l' . . 1 az ten vers 0, et comme -- a pour mute 1t, on VOlt que c = -. n a
ainsi établi la formule Z "

(3· 3)

4. LA FONCTION r

sin"z_II( Z')- 1--·
'lt<; n~1 nt

Considérons, pour chaque entier n):. r , la fonction holomorphe gn définie
par

(4· 1) g"(z) = Z(I + z) (1 + n· (1 + ~) n-'

z(z + 1Hz+ 2) ... (z + n) _,
1 - n .

n.
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On a, pour n> 2,

g,(z(» = (1 + ~)(I--!.-)· =/,(Z).
gn-I Z n n

Si Izi .;; r et si 1 .;; r < n, on peut considérer la détermination principale
de log j,(z) , et l'on a

( r' " ) r'Ilogf,(z)l';; 2 -, +-,.. + ... .;; 2-,
2n 3 n

si ..!- est assez petit. Donc la série ~ log fn(~) converge normalement sur
n ,

tout compact du plan, et par suite le produit infini g,. n -.&-. converge
n;;::.,gn_1

normalement sur tout compact du plan. Sa valeur est une fonction holo
morphe g(z), limite uniforme sur tout compact des fonctions

La fonction g admet pour zéros les nombres 0, - r, - 2, ... , - R, ... ;

ce sont des zéros simples. Si z n'est pas entier, on peut former le quotient

g(z) = Iim g.(z) ~ Iim nz
g(z + 1) ,~~g,(z + 1) ,~~n + z + 1

Donc la fonction méromorphe (g(Z) ) est en réalité holomorphe et iden-
g z +, .

tique à z, De plus on a

g(l) = limg,(I) ~ limn + 1 = 1.n.... n~'lO n

Définition. La fonction méromorphe Ifg(z) se note r(z). Elle admet pour
pôles simples tous les entiers n < 0, et elle satisfait aux relations

r(z + 1) = zr(z), r(l) = r,

qui résultent évidemment de (4.4) et (4.5). De (4. 6) on déduit, par récur
rence sur l'entier n >- 0,

r(n + 1) = n!

On se propose maintenant de calculer le produit r(z).r(1 - z). On a

(4. 8) . n+ 1 -z n' ( z')g(z).g(1 -z) = hm . Z. 1 -k" '
/I~>O n k=1



V. Convergence des suites de fonctions holomorphes ou méromorphes

ce qui, d'après le nO 3, est égal à sin 'It-t. En prenant les inverses, on obtient
"

r(~).r(1 -~) = -.-"-,
sm 1t-t

d'où en particulier, pour Z =...!.-,
2

r(+) =V;.

Produit infini th Weierstrass. En utilisant (4. 1), on peut évidemment écrire

( ) - II" (( + ~) -'10) '('~.!~"'~.!-I"")gFt.c -.c. 1 - e .e 2 Ft •
k;:.1 k

L'exposant ~(I + ... + ~ -log n) tend vers Cz lorsque naugmente indé

finiment, C désignant la constante d'Euler. A la limite, on obtient donc

(4- Il)

et le lecteur vérifiera que le produit du second membre est normalement
convergentsurtout compactdu plan. Puisque g = I/r, on obtient, en prenant
les dérivées logarithmiques des deux membres de (4. Il) (cf. théorème 2)

r~W = _2..._ C + }: (.!...__I_),
r(~) ~ 9' n ~ + n

d'oü en particulier

- C = lim(r'(~) + 2...).
,.0 r(~) z ,

Enfin, on peut dériver terme à terme la relation (4. (2) (cf. § 2, nO t),
et on obtient

On comparera la série du second membre à la série ayant pour somme

(~) . (§ 2, ne 2). Lorsque ~ est ,iel tI positif, le second membre de
sm 1tZ

(4. t4) est évidemment positif. Donc log r(~) est une fonction convexe de e
pour ~ réel > o.
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4. Sous-ensembles compacts de ;l1;(D)

La caractérisation que l'on va donner des ensembles compacts de Jf:.(D)
constitue ce que l'on appelait autrefois la théorie des « familles normales »
de fonctions holomorphes.

1. SOUS-ENSEMBLES BDR.'lÉS DE JG(D)

On va donner une définition des sous-ensembles bornés de l'espace vectoriel
.16(D) , définition qui n' est qu'un cas particulier d'une définition valable
pour tout espace vectoriel topologique. En particulier, la même définition
s'appliquerait aux sous-ensembles bornés de e(D).

Définition. Un sous-ensemble A C ,'(CD) est borné si, quel que soit le voisinage
V(K, e) de 0, il existe un nombre fini positif À tel que Ac: ).V(K, e}; on
a noté ÀV(K, .) l'homothétique de V(K, ,) par rapport à l'origine 0

dans le rapport À. La relation Ac: ).V(K, ,) exprime que l'on a br(e)1 <;;; À,

pour Z e K, quelle que soit la fonction f e A. Donc, pour qu'un ensemble A
defonctions holomorphes dam D soit borné, il faut il suffit que, pour tout compact
K c D, il existe un nombrefini M(K) tel que l'on ait

(r. 1) if (<:) 1 <;;; M(K) pour tout z es K et toute f E A.

En d'autres termes, A est un ensemble borné si les fonctions f e A sont
unifonnément bornées sur tout compact contenu dans D (la borne supérieure
M(K) dépendant évidemment du compact K). _

Si A est un sous-ensemble borné de .M(D), son adhérence A est bornée
(il s'agit de l'adhérence pour la topologie de la convergence uniforme sur
les compacts de D) : ceci est évident, car si (1. 1) a lieu pour toutefeA,
elle a lieu pour toute fonction appartenant à l'adhérence de A.

PROPOSITION r . I. L'applicationf -->-1' de J6(D) dans lui-m'me transforme tout
ensemble borné en un ensemble borné.

Cela résulte aussitôt du lemme qui a servi à démontrer le théorème 2

du § 1, nO 2.

2. ÉNONCÉ DU THÉORÈME FOND.biMENTAL

On se propose de caractériser les sous-ensembles compacts de l'espace ,ft~(D)

des fonctions holomorphes dans un ouvert D du plan complexe.

PROPOSITION 2. I. Si Ac JecD) est compact, alors A est fermé et borné.
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Démonstration. L'espace Jtl(D) est séparé, puisqu'il est métrisable (cf. § 1,
ne 3. Donc toute partie compacte de J{;(D) estfennéeJ d'après un résultat
classique de Topologie générale.
Il reste à montrer que si A est compact, A est borné. Pour cela, soit K un
compact contenu dans D J et considérons l'application

f -e- sup If (z) 1
·-EI>.

de l'espace JC(D) dans Ri il est immédiat que c'est une application continue,
donc l'ensemble des valeurs qu'elle prend sur l'ensemble compact des
f e A est borné. Ceci exprime que les f e A sont uniformément bornées
sur le compact K. Ce résultat vaut pour tout compact K contenu dans D,
et par suite l'ensemble A est bien un sous-ensemble borné de l'espace
vectoriel :>,:(D).

Remarque. La proposition 2. 1 est énoncée pour l'espace }C(D), mais elle est
aussi bien valable pour l'espace e(D) des fonctions continues dans D.
En revanche, la réciproque de la proposition 2. r , que l'on va énoncer
maintenant, est valable exclusivement pour les sous-ensembles de l'espace
:>qD) des fonctions holomorphes dans D.

THÉORÈME FONDAMENTAL. Tout sous-ensemble de :Ji;(D) qui est borné et
fermé est compact.

COROLLAIRE. PO.UT qu'unepartie A de J6(D) soit compacte, il fout el il sziffit qu'elle
soit bornée et fermée.

La démonstration du théorème fondamental occupera les numéros 3, 4 et 5.
Une forme équivalente du théorème fondamental est la suivante:

Toutepartie bornée de M(D) est relativement compacte. La réciproque est d'ailleurs
vraie.

3. PRINCIPE DE LA nÉMONSTRATION DU THÉORÈME FONDAMENTAL

Soit A un sous-ensemble borné et fermé de :J6(D). L'espace topologique
A est métrisable, puisque c'est un sous-espace de l'espace métrisable JG(D).
Pour prouver que A est compact, il suffit de démontrer que toute suite infinie
d'éléments de A contient une suite infinie qui converge vers un élément de A.
En effet, on a le lemme suivant de Topologie:

LEMME 1. Soit A un espace métrique tel quetoute suite infinie de points de A con
tienne une suite infinie qui converge vers un point de A; alors A est compact.

166
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Démonstration du lemme l. Soit (U ,) un recouvrement de A par des ouverts
Uio Il s'agit de montrer que ce recouvrement contient un recouvrement fini.
Montrons d'abord:

a) Il existe un e > 0 tel que toute boule B(x, e) soit contenue dans l'un
au moins des U I(on note B(x, t) la boule fermée de centre x E A et de
rayon .).

Pour prouver a), raisonnons par l'absurde: on aurait une suite de
points x" e A et une suite décroissante de nombres ln tendant vers 0, tels
que, pour chaque n, la boule B(x", !II) ne soit contenue dans aucun des U,.
D'après l'hypothèse, la suite (x,,) contient une suite infinie qui converge
vers un point a e A. On peut donc supposer que la suite (x,,) converge vers
a. Soit Vi un ouvert contenant a; alors U. contient une boule BCa, r).
Dès que n est assez grand, on a x" e B(a, r/2) et ln -< r/'l. Il en résulte que
B(x n , t n ) est contenue dans Di pour n assez grand, d'où une contradiction.
Ceci prouve a).
Démontrons maintenant:

b) pour tout e > 0, A peut être recouvert par un nombre fini de boules
B(x n , e), Il est clair que la conjonction de a) et b) entraînera qu'il existe
Wl nombre fini d'ouverts Vi qui recouvrent A.
On démontre b) en raisonnant à nouveau par l'absurde: on aurait une suite
infinie de points X n e A dont les distances mutuelles seraient >- s ; or On
peut, par hypothèse, extraire de cette suite une suite convergente, ce qui
conduit évidemment à une contradiction. La démonstration du lemme 1

est ainsi achevée.

4. UN LEMME

D'après le ne 3, tout revient maintenant à montrer que si A est un ensemble
borné contenu dans JC(D), toute suite infinie de fonctions fk e A contient
une suite infinie qui converge uniformément sur tout compact contenu
dans D. Pour cela il est commode d'avoir un critère de convergence pour
les suites de fonctions holomorphes appartenant à un ensemble borné:

LEMME 2. Soit D un disque ouvert de centre ZOJ et soit A un sous-ensemble borné
de J6(D). Pour qu'une suite de fonctions .f"e A soit convergente (pour la topologie
de la convergence uniforme sur tout compact de D), ilfaut et il suffit que la condition
suivante soit satisfaite:

C(zo) pour chaque entier n >- 0, la suite des dérivées n-ièmes f(k) (zo) a une limite.

(Pour n = 0, cela signifie que la suite des valeurs des fonctions fk au point
Zo a une limite).
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Démonstration du lemme 2. La condition C(Zo) est nécessaire, puisque, pour
chaque n, la suite des dérivées n-ièmes f<;) converge uniformément sur tout
compact de D (§ 1, ne 2, théorème 2). Il reste à montrer que la condition
C(zo) entraîne que la suite (fk) converge uniformément sur tout disque
compact de centre Zo et de rayon T strictement plus petit que le rayon du
disque D.
Prenons un To > T, To étant lui-même strictement plus petit que le rayon
de D. Puisque A est borné, il existe M fini tel que

lü<:) 1 < M pour

Considérons le développement de Taylor des fonctions holomorphes J. :

J.«) ~ ~ a•..i<:-<:o)n.
n~O

D'après les inégalités de Cauchy, on a

Donc, pour [z - zol -< T, on a, quels que soient k et h,

Puisque TITo < r , on peut choisir p assez grand pour que

'" (,)n2M", -
n>p TO

soit inférieur à ~, en notant e un nombre > 0 donné arbitrairement à
2

l'avance. D'après la condition C(.ço)' lorsque les entiers k et h augmentent
tous deux indéfiniment, la différence an.k-an,h tend vers 0, pour chaque n,
puisque l'on a

- 1 J"'( )an,k -, k Zo'n.

On peut donc choisir un entier k o tel que l'on ait

On voit donc, dans (4.4), que l'on a

pour k;> k o, h;> k o'

(4· 5) IJ,(<:) - J,(<:) 1 ,;;; e pour k ;> ko, h;> ko, 1<: - <:01 < r

ce qui prouve que la suite des fonctions fk converge uniformément sur le
disque compact de centre zc et de rayon T. Le lemme 2 est ainsi démontré.
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5· DÉMONSTRATION DU THÉORÈME FONDAMENTAL

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théorème fondamental
(nO 2).

L'ouvert donné D peut être recouvert par une suite dénombrable de
disques ouverts de centres Zi e D. Pour chaque entier n;> 0 et pour
chaque i, considérons l'application linéaire

À? : JC(D) -->- C

qui, à chaque fonction..f, associe le nombre/CIl)(Z;). Considérons alors une
suite de fonctions);.. appartenant à l'ensemble borné A; en notant N l'en
semble des entiers positifs, on se propose de montrer l'existence d'un
sous-ensemble infini N' eN tel que

(5. 2 ) lim À?(f.) existe pour chaque couple (i, nt-
kE!'f'

Or, pour chaque i, et chaque n, les nombres "ANIk), lorsque l'indice k
parcourt N, forment une suite bomie, puisque lesfk parcourent un ensemble
borné A et que les applications ÀË sont continues. Rangeons l'ensemble
dénombrable des applications ).i en une suite unique, que nous noterons
!Jol' •••, fLnu ••• On veut démontrer l'existence d'un sous-ensemble infini N'
de N tel que

lim fJom(!k) existe pour chaque entier m > 1.
keN'

Pour cela, on va appliquer le procédé de la «suite diagonale». Puisque
la suite des ....tC!k)' pour keN, est bornée, il existe un sous-ensemble infini
N,eN tel que

Hm 1'-1(f.) existe.
keN,

La suite des 'f:i!k), pour keNl' est bornée; donc il existe un sous-ensemble
infini N 2 C Nt tel que

On définit ainsi, de proche en proche, des sous-ensembles infinis

L'ensemble N m + t est alors un sous-ensemble infini de N; tel que

Considérons maintenant la suite infinie N' d'entiers, définie comme suit:
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pour chaque entier m >- r , le m-ième terme de la suite N' est le m-ième
terme de la suite N rn• La suite Nf est une suite strictement croissante, et il
est clair que, à partir du m-ième, tous les entiers de la suite N' appartiennent
à N m• Ceci vaut pour tout m, et par conséquent la suite N' vérifie la condition
(5. 3), ce qui achève enfin la démonstration.
Ainsi le théorème fondamental du § 2 est entièrement établi.

Remarque. En réalité, la démonstration qu'on vient de faire consiste à
prouver, dans un cas particulier, qu'un produit (infini) d'espaces compacts
est compact.

6. QUELQUES CONSÉQUENCES DU THÉORÈME FONDAMENTAL

On utilisera souvent le principe suivant: Soit A un ensemble borné defonc
tions holomorphes dans D; si une suite defonctions fk e A n'a qu'une seule fonction
adhérente (au sens de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact).,
cette suite est convergente (au sens de cette topologie).

Cela résulte d'un théorème classique de topologie sur les espaces compacts.

Comme application de ce principe, considérons d'abord le cas où l'ouvert
D est connexe et où la suite des fonctions fk converge simplement en chaque
point d'un ouvert non mde D' contenu dans D (la convergence signifie que
pour chaque z e D' la suite des nombresfk(Z) a une limite). S'il en est ainsi
et si les fk appartiennent à un ensemble borné, la suite fk converge unifor
mément sur tout compact de D. En effet, sif et g sont deux fonctions holo
morphes dans D, toutes deux adhérentes à la suite desfk' on a évidemment
f(<.) ~ g(<.) en tout point <'E D', ce qui entraîne quefet g sont identiques
dans D (en vertu du principe du prolongement analytique).
Considérons maintenant le cas d'une suite bornée de fonctions holomorphes

fI.: satisfaisant à la condition C(zo) du lemme 2; Zo désigne ici un point de
D. Alors, si D est connexe, la suite fit converge uniformément sur tout
compact de D. En effet, si f et g sont deux fonctions holomorphes adhé
rentes à la suite Cf.), on af'"'(zo) = gl"'(<.o) pour tout entier n:> 0, et par
conséquent f et g sont identiques en vertu du principe du prolongement
analytique.
On peut aussi considérer le cas d'une suite bornée de fonctions holomorphes

fI.: dans D, qui converge simplement en chaque point d'un sous-ensemble
E non discret de D, D étant toujours supposé connexe. Une telle suite converge
uniformément sur tout compact de D, car si f et g sont deux fonctions
holomorphes adhérentes à la suite Cf.), la différence f (z) - g(<.) s'annule
en tout point de E, donc est identiquement nulle puisque l'ensemble des
zéros d'une fonction holomorphe dans D (connexe) et non identiquement
nulle est un ensemble discret.
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Exercices

I. Soit f(z) une fonction holomorphe dans le disque [e]< l, et suppo
sons quef(o) = o. Montrer que la série 2..f(z") converge uniformément

n~t

sur tout compact dans ce disque. (Étant donné 0 < r < r, utiliser le
lemme de Schwarz (dans le disque [z]< T) pour majorer If (z") 1 par un
multiple constant de IzI' pour [z] <; T).

2. Soit D un ouvert connexe du plan C, et soit Ifn (z) 1 une suite de fonctions
holomorphes dans D, supposée uniformément convergente sur tout compact
de D vers une fonction non identiquement nulle f (z). Soit de plus I' le
bord orienté d'un compact K dans D, tel que f (z) # 0 sur I'. Montrer
qu'il existe un entier positifN tel que, pour n > N, on aitfn (z) of=- 0 sur j',

et que f. et f admettent le même nombre de zéros dans K. (Si M est la
borne inférieure de 1f (z)1 sur I", et si on choisit N de telle manière que
1f. (z) - f (z) 1 < M pour n > N et Z Er, on peut appliquer le théorème
de Rouché (exercice 19 du chapitre III) aux fonctionsf(z) eif; (z) - f(z).)

En déduire que, si a est un zéro def(z), il existe une suite (an) de points
de D telle que

liman = a, f. (a,) ~ o.

3. Soit" un nombre complexe tel que Im(-r) > 0, et posons q = e""~.

Montrer que les deux séries suivantes convergent uniformément sur tout
compact dans le plan C de la variable u :

~ (_ I)nqn!e2:niu,
-~</l<+=

_~ ~ (_I)nq(n++Y' i!Il -+' I):i1l o
_",<n<+:>o

Si on désigne par "o(u), ",(u) les fonctions holomorphes (dans le plan
tout entier) définies par ces séries, on a les relations suivantes:

."o(u + 1) ~ "o(u), .;-,(u -t- 1) ~ - .",(11),
"0(11 + ,) ~ - r'r'"'";co(u), ~,(Il + ,) ~ - r'r'·'''.'',(Il),

~o (u + 2.) = ir'l' r·'"~,(u).
2,

Montrer que les fonctions '=o(u), ;-l(U) ne sont pas identiquement nulles.
(Montrer, par exemple, que

f.'I"o(x) 12 dx ~ 1 + 2 2.. Iql".)
o /l~1
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V. Convergence des suites de fonctions holomorphes ou méromorphes

Montrer que les nombres complexes m + n'r, avec m, n entiers, sont des

zéros de la fonction .3"l(U), et que les nombres m+ (n + ~)-r sont des zéros

de -".(u). En évaluant l'intégrale de la fonction h'/h sur le périmètre d'un
parallélogramme de périodes convenablement choisi, montrer qu'il n'y
en a pas d'autres.

4. Soit a un nombre réel. En procédant comme au ne 2, § 2, montrer
l'égalité suivante:

(i)

(ii)

et en déduire que

1t sh 21ttZ

-;;. ch 2'1ra - cos 2'1rZ

5. Montrer les développements suivants:

_,,_ = ~ (- t)'+t(2n - t),
cos 'lt'Z ,.~I ( t ) 2 2R-- -Z

2

"tg"z = 2~ ~. ')' .
n~1 (n- ~ -Z2

Déduire de (i) que l'on a

7t l r r
-~, --+---+ '"
4 3 5 7

Déduire de (i), (ii), en procédant comme au ne 3, §3, les formules suivantes :

(iii)

(iv)

cos,,~=II(I (~. ).),
";;;-"1 2n-I

cos~-sin"~ = II (1 +(- I)"~).
4 4 '0' 2n- r

(On remarquera que

(cos 1/2 - sin 1/2)' r
cos 1/2 - sin 1/2 =-.

6. Montrer que l'on a

, +Sinl.)
cos t

~ (r'(z») + ~ (r' (~ + '/2)) = 2~ (r'(2Zl).
dz r(zl dz; r(Z+'/2) dz I'{zz)
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(Utiliser la formule (4. 14)') En déduire, par intégration, que l'on a

r(z) r(z + Il.) = ""+'r(.z), a, b constantes;

déterminer a, b en faisant successivement ,ç = 1/2, I.

Montrer par la même méthode la formule plus générale pour un entier
p :>. quelconque:

r(pz) ~ (.,,)-(P-Il/'pp'-I12r(z)r(z + ;) ... r(z +p p I}

(Pour déterminer les constantes d'intégration, on fera z = I/P, 1; on
pourra utiliser la formule (4. 9), avec Z ~ qlp, 1 <; q<;p, et la relation

sin.2:.. sin 21t ... sinP - l 'lt = P!2 P - 1 (pour P~ 2), pour évaluer
ppp

r(llp)r(.lp) ... r«p-')IP)·)

7. (i) Montrer que l'intégrale, contenant un paramètre réel x,

fa~ e-lt~-l dt

converge uniformément sur tout intervalle a < x < b, où 0 < a < b;

en déduire que l'intégrale1~ .--' t,-Idt définit une fonction holomorphe

de z, que l'on désignera par G(z) , dans le demi-plan Re(z) > o.
(H) Montrer que l'on a

(1) 1"( t\" nOn'] -- [=-I dt = . pour x réel> 0,
o n ] X(X+I)···(x+n)

et n entier ~ 1;

(2) (
')' 1 )ne- t 1--t2 ~(I -- «;«:'

2n ~ \ t , '"""':: pour o<t<n.

(Montrer d'abord les inégalités 1 - tin <; .-,/" <; 1 - tin + t'I.n', et ensuite
utiliser l'inégalité a"-b"<na"-t(a-b), valable pour a>b>o, en
prenant a = .-'/", b ~ 1 -tin.)
En déduire Que l'on a

t: ' 1 )" 1"li~ Jo \ 1 - t t;1;-1 dt = 0 e-tl~-l dt,

et que
G(z) = r(z) pour Re(z) > o.

8. Déterminer le résidu de la fonction r(z) au pôle z = - nl Il = 0, I~ 2, .. ,
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9. Montrer que, si

1
1'(,,) ~ --, + aoZ' + a,z' + ... + a,"<:'" + ...z

est le développement de Laurent de la fonction V(z) à l'origine, l'équation
différentielle (5. 9) du §2 permet de déterminer par récurrence les coefficients
a~n, avec n> 3: comme polynômes en a j!} a". Déterminer effectivement QG' as.

la. Soit P un parallélogramme de périodes de la fonction V. Montrer que,
si IX et ~ sont deux nombres complexes, la fonction

(1) ~'(z) - .~(<:) - ~

possède trois zéros dans P, et que leur somme est égale à une période
(utiliser les propositions 5. 1 et 5. 2. du chapitre ur, § 5). En déduire que,
si u, v sont deux nombres complexes tels que u -+- v~ 0 (mod. Q), on
peut trouver .:L, ~ de telle sorte que la fonction (1) admette u, v et - U - l,'

comme zéros; en déduire que, si u + v + W = 0, on a

~(u)

det ~(v)

v(w)

v' (u)
1>'(v)
V'(w)

1 =0.

II. Reprenons les notations de l'exercice 3 ci-dessus. Montrer que le
produit infini

Il [( 1 - q'"-'e'Û")( 1 - q'"-Ir '"'")]
n~1

définit une fonction f(u) holomorphe dans tout le plan de la variable
complexe u. Quels sont les zéros de f(u)? Montrer que l'on a

f(u) ~ c'~o(u),

où c désigne une constante.
(On montrera que f (u)/~o(u) est une fonction doublement périodique et
holomorphe dans tout le plan, et on appliquera le corollaire à la proposition
5. 1 du chapitre m, § 5.)



CHAPITRE VI

Transformations holomorphes

1. Généralités; exemples

1. ÉTUDE LOCALE n'UNE TRANSFORMATION HOLOMORPHE W =f(z) QUAND

/,(z,) oF 0

PROPOSITION I. I. Soit w ~ f (z) une fonction Iwlo1TWrpk au ooisinage de zo;
supposons f'(zo} oF 0, et posons Wo = f(Zo). Lorsque Z et w sont assez VOISIns
de '<:0 et W o respectivement, la relation w = fez) est équivalente à une relation
z = g(w), où g désigne unefonction Iwum=pk (bien déterminée) de w au voisinage
de w,' telle que g( wo) = Zo'

Cela résulte du chapitre r, § 2, proposition 9. r, et aussi du chapitre IV,

§ 5, proposition 6. I.
Ainsi, au voisinage d'un point, la transformation réciproque d'une

transformation holomorphe à dérivée #= 0 est une transformation holo
morphe; de plus, avec les notations précédentes, la dérivée s' est donnée
par la relation

g'(w) ~ /,(<:)'

En particulier, cette dérivée est #= 0 au point wo'
Notons c le nombre complexe non nulf'(Zo). La transformation linéaire

(homogène) tangente au point Zo à la transformationf est la transformation

(I. 1) W~cZ.

Considérée comme une transformation du plan, c'est une similitude directe.
En particulier cette transformation conserve les angles et leur orientation. En
d'autres termes, si deux arcs différentiables 'YI et r2 du plan (z) ont pour
origine le point zo, les transformés de ces arcs par w = f (z) sont des arcs
différentiables d'origine wo, et les demi-tangentes au point W o font un
angle orienté égal à l'angle orienté des demi-tangentes aux arcs rI et ri
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au point ZOo Pour cette raison, on dit que la transformation holomorphe
w = f (e) est conforme en chaque point Zo où la dérivée l' (zo) est oF o.

Réciproquement, toute transformation linéaire (homogène) du plan
qui conserve les angles (sans conserver nécessairement leur orientation)
est de la forme (1. 1) ou de la forme

(1. 2) W=cZ.

En effet, si T est une telle transformation, il existe une similitude directe
S telle que la composée S-l 0 T laisse fixe le point de coordonnées réelles
(r , 0). Puisque S- t 0 T conserve les angles, le point (0, 1) est transformé
en (0, a), a réel =f::. o. Alors (r , 1) est transformé en (r , a); donc les
vecteurs {r, 1) et (r , a) font avec (r , 0) des angles égaux, d'où a = + 1.
Si a = r, 8-1 0 T est l'identité, et T = S a la forme (1. 1). Si a = - r,
S-t 0 T = U est la symétrie par rapport à l'axe réel, et T = SoU a la
forme (1. 2).

C.Q.F.D.
Dans le cas (1.1), la transformation linéaire conserve l'orientation;

dans le cas (1. 2), elle change l'orientation. Considérons alors une trans
formation w = f (z) définie dans un ouvert connexe D du plan de la variable
complexe z = x + fy; supposons-la continûment différentiable avec un
jacobien =1= 0 en tout point de D; si cette transformation conserve les
angles (autrement dit, si la transformation linéaire tangente en chaque
point de D est de l'un des types (1. 1) ou (1. 2»), on a en chaque point de D
l'une des relations

bf= o.
bz

Ces relations ne sont jamais vérifiées simultanément en un point de D,
sinon les dérivées partielles de f par rapport à x et y seraient toutes deux
nulles, contrairement au fait que le jacobien est non nul. Puisque les deux

fonctions "ôf et "ôf sont continues, l'ensemble des points de D où chacune
bz bz

d'elles est nulle est fermé dans D; D est réunion de ces deux ensembles
fermés disjoints, et par suite l'un de ces deux ensembles est vide puisque D

est connexe. Deux cas seulement sont donc possibles : ou bien ~{= 0

en tout point de D (alors la transformation est holomorphe), ou bien of= 0
bz

en tout point de D (et alors f est une fonction holomorphe de Z), Dans ce
dernier cas nous dirons que la transformation est antilwlomorphe. En résumé :

PROPOSITION 1. 2. Pour qu'une transformation continûment différentiable à jacobien
partout =1= 0 dans un ouvert connexe D du plan conserve les angles, il faut et il suffit
qu'elle soit holomorphe ou antiholomorphe. Dans le premier cas, elle conserve l'orien
tation des angles; dans le second cas, elle change l'orientation des angles.
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2. ÉTUDE LOCALE n'UNE TRANSFORMATION HOLOMORPHE w = f(z) QUAND

F(z.) = 0

Considérons d'abord un cas particulier, celui de la transformation

(2. r ) w =ZP,

où p désigne un entier >- 2. La dérivée de zP est nulle pour z = o. La
transformation réciproque

(2. 2) z = w'fp

est multiforme; à chaque valeur #: 0 de w correspondent p valeurs distinctes
de z. Les angles ne sont pas conservés à l'origine par la transformation
(2. 1), puisque l'argument de w est égal à p fois j'argument de z. On voit
que les angles sont multipliés par l'entier p. Lorsque le point z tourne une
fois autour de l'origine, le point w tourne p fois autour de l'origine dans
le même sens; on laisse au lecteur le soin de donner un énoncé précis
concernant l'indice d'une courbe fermée décrite par Z et l'indice de la
courbe transformée décrite par w.
Pour étudier le cas général d'une transformation holomorphe w ~J (z)
lorsque J' (z.) ~ 0, nous supposerons pour simplifier z. = 0, J (z.) = o.
Dans ce quisuit il est essentiel de supposer que la fonctionfn'est pas iden
tiquement nulle au voisinage de 0; si p est l'ordre de multiplicité du zéro
defà l'origine, le développement de Taylor defà l'origine est de la forme

(2·3)

la constante c étant =1= 0, et la fonction fv holomorphe à l'origine, satis
faisant à J,(o) = o. Posons

la fonction f2(Z) est holomorphe au voisinage de l'origine (on choisit l'une
de ses déterminations), et l'on a J,(o) oft o. La relation (2.3) équivaut
alors à

w ~ (zJ,(z)1·
Posons

(2. 5) zJ,(z) = t.

D'après le ne r, cette relation donne Z =g(t), où g est holomorphe au
voisinage de a et nulle au point 0, avec g'(o) #: o. D'après (2.4), on a
t = W 11p, d'où finalement:

(2.6) z ~ g(w'IP).
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Ainsi la relation w = !(z) est iquioalmte, a14 voisinage de l'origine, à une relation
de la forme (2. 6), où g est holomorphe au l'oisinage de 0 et nulle à l'origine, avec
g'(o) oF o.

En particulier, à toute valeur w assez voisine de 0 et #- a correspondent
p valeurs distinctes -le .;:. On dit que l'origine est un point critique d'ordre p
pour la transformation (2.6), réciproque de U' ~ f(<.).

3. TRANSFORMATIONS HOLOMORPHES

THtORÈME. Soit! unefonction holomorphe nonconstante dans un ouvert connexe D.
Alors l'image f(D) eu un ouvert du plan.

Démonstration. Il suffit de montrer que, pOUl" tout point Zo e D, l'image
f(D) contient tout les points d'un voisinage def(<:.). Le cas oùj'(<:.) '" 0

est justiciable du ne 1 : dans ce cas f définit un homéomorphisme d'un
voisinage de <:.sur un voisinage def(<:.). Le cas oùj'(<:.) ~ 0 (la fonctionf
n'étant pas identiquement nulle au voisinage de <'0) est justiciable du
nO 2 : dans ce cas il existe un voisinage de -'0 dans lequel la fonctionjtpreud
p fois chaque valeur suffisamment voisine de f(<:o) et oF f(<:o). Ainsi,
dans tous les cas , le théorème est démontré.

Remarque. Pour tout ouvert D' contenu dans D, l'imagef (D') est un ouvert.
On dit que l'application f est une application ouverte.

COROLLAIRE. Sifest unefonction holomorphe et univalente (Cf. chapitre v, § 1,
ne 2) dam un ouvert connexe D, f est un Mmiomorphisme de D sur l'ouvert f(D),
et l'application riciproque J:' est holomotptu dans f(D).

Démonstration. f est une application injective, et est continue et ouverte.
Son application réciproquef -1 est continue parce quefest ouverte. Puisque
f est univalente, on a fi (<'0) :F 0 en tout point ';:0 e D, en vertu du no 2;
donc, d'après le nO l,f-1 est holomorphe en chaque pointf(<:o).

Définition. Soient D un ouvert du plan de la variable z et D'un ouvert
du plan de la variable w. On appelle isomorphisme de D sur D' un homéo
morphisme qui est défini par une application holomorphe]; l'application
réciproque étant aussi holomorphe.
Il résulte du corollaire précédent que dès qu'une application holomorphe
dans D est univalente, c'est un isomorphisme de D sur son image f (D).

Remarque. Les définitions et les résultats précédents s'appliquent non
seulement à un ouvert D du plan de la variable complexe, mais plus géné
ralement à un ouvert D de la sphère de Riemann, l'applicationfpouvant
prendre aussi ses valeurs dans la sphère de Riemann.
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4. EXEMPLES DE TRANSFORMATIONS HOLOMORPHES MULTIVALENTES

Même lorsque la dérivée f' (z) est partout =1=- 0, la fonction f peut être
multivalente (c'est-à-dire _non univalente). L'exemple le plus simple est
celui de la transformation

qui est périodique de période 27ti. Une bande a-c; lm z < b est transformée
dans l'ensemble des points w tels que

a < arg w < b.

Dans cette bande la transformation est univalente si et seulement si

b - a -< 21t.

A titre d'exemple nous étudierons la transformation w = cos z, dont la
dérivée s'annule pour tous les z multiples entiers de 'lt. On a

w = cos z ~ -'- (e" + <,,).
2

La transformation w = cos Z est donc composée des deux transformations

et
tW = -(1 + lit).
2

Étudions la transformation réciproque : si on se donne arbitrairement w,
il lui correspond deux valeurs de t, à savoir les racines de l'équation du
second degré

t2 - 2wt + 1 = 0,

racines dont le produit est égal à 1; elles sont distinctes si w '=F + 1 j à
chacune de ces racines correspondent une infinité de valeurs de z, déduites
de l'une d'elles par addition d'un multiple entier arbitraire de 2'Jt'.

Posons z = x + !Y, w = u + iv (x, y, u, v étant réels). On a

u = chy cos x, v = -shy sin x.

Si on fixe y, le point (u, v), lorsque x varie, décrit l'ellipse

u2 V2
-~+--= 1
ch' y sh' y

(il la décrit une fois si x varie dans un intervalle d'amplitude 2 ...). Si on
fixe x.Le point (u, v), lorsquey varie, décrit une fois l'une des deux branches
de l'hyperbole
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Pour étudier comment w varie en fonction de z, il suffira, à cause de la
périodicité, de faire varier x de - 1t à + 1t, y variant de - 00 à + 0:.

De plus, si on change .t en - z, -w ne change pas; on fera donc varier x
seulement de 0 à 'K. Si on change J en -y sans changer x, u n'est pas
changé, et v est changé en~ lJ : donc à deux points Zt et Z2 symétriques par
rapport à l'axe réel correspondent deux points W 1 et W 2 symétriques par
rapport à l'axe réel. Finalement, il suffira de faire varier x de 0 à 'h, et y
de 0 à + 00. Soit donc D l'ouvert

(Dl o<x<r., y>o.

Faisons d'abord décrire au point z = x + ry le «bord orienté» de D :
10 lorsque, x restant 0, y décroît de + 00 à 0, w reste sur l'axe réel, en
décroissant de + 00 à + 1; 2 0 lorsque, y restant 0, x croît de a à 'ït, W reste

y

y

_...+ ...:;;,::y~..
_ShY. 1

1
1
1
1
1

-----t/-<--~:-::l:i.~-·,-....-;\-:C::-h-Y.-:.

1
1

o
x
•x

or- - ,- iï -- -t.---~-'x

1a

Figure II

sur l'axe réel, en décroissant de + 1 à - 1; 3° lorsque, x restant égal à 'it',

Y croît de 0 à + 00, w reste sur l'axe réel, en décroissant de - 1 à - 00.

Ainsi l'application w = cos z applique homéomorphiquement le bord de
D sur l'axe réel.
Le lecteur montrera que D est appliqué homéomorphiquement sur le
demi-plan inférieur v < o. D'une façon précise, lorsque le point z décrit
un segment) =)0 (constante> 0) 1 X croissant dc a à 1t, le point w décrit
une fois et une seule une demi-ellipse ayant + 1 et - 1 pour foyers, située
dans le demi-plan v < 0, ayant pour grand axe ch Jo et pour petit axe
sh YO' Lorsque le point Z décrit une demi-droite x = Xo (0 < X o < 7t), y
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croissant de 0 à + oc, le point w décrit une fois et une seule une demi
branche d'hyperbole ayant + 1 et - 1 pour foyers, située dans le demi
plan v < 0, ayant pour axes [cos xoi et sin xo'
La bande 0 < x < " (y variant de - 00 à + 00) est appliquée homéormor
phiquement sur le plan privé des deux demi-droites (portées par l'axe
réel) u;;::' + 1 et u -< - I.

En ce qui concerne les angles, on observera que la transformation w = cos Z

double les angles en chacun des points z = 0 et Z = 11: (les angles droits du
bord de D sont transformés en angles plats); ceci correspond au fait que la
dérivée - sin z de cos z possède un zéro simple en chacun de ces points.
A l'intérieur de D, la transformation conserve les angles; elle transforme
les parallèles aux axes de coordonnées du plan (e) en des ellipses et hyper
boles homofocales, comme on l'a vu.

2. Représentation conforme

1. POSITION DU PROBLÈME

Soient D et D' deux ouverts connexes de la sphère de Riemann 8 2, On
se demande s'il existe un isomorphisme de D sur D', ou, ce qui revient au
même, s'il existe une application holomorphe univalente de D sur D'.
U ne condition nécessaire pour que le problème précédent ait une solution
est de nature purement topologique. Il faut que D et D' soient hornéo
morphes; en effet, tout isomorphisme est un homéomorphisme. Par exemple,
si D est simplement connexe, il est nécessaire que D' soit aussi simplement
connexe. Cette condition nécessaire n'est pas suffisante, comme le montre
le théorème suivant:

THÉORÈME r . Le plan C el le disque ouverlj,! < J nesonl pas isomorphes (bien
qu'ils soient homéomorphes).

Démonstration. Supposons qu'il existe un isomorphismef de Csur le disque
k1 < J. Alors f est une fonction holomorphe et bornée, donc d'après le
théorème de Liouville elle est constante, ce qui implique une contradiction
puisqu'elle doit être univalente.

2. AL"TO:\IORPHISMES DE D

Supposons qu'il existe au moins un isomorphisme f de D sur D', et cher
chons alors à déterminer tous les isomorphismes g de D sur D'. La transfor
mation S = J:' 0 g est un isomorphisme de D sur lui-même, autrement
dit est un automorphisme de D; on a

(2. 1) g ~ Jo S.
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Réciproquement, si S est un automorphisme de D, la transformation g
définie par (2. 1) est un isomorphisme de D sur DI. Ainsi on obtient tous
les isomorphismes de D sur Dien composant un automorphisme arbitraire
de D avec un isomorphisme particulier f de D sur Dl. Il est clair que les
automorphismes de D forment un groupe J'(D). De plus sif est un isomor
phisme de D sur DI, l'application S -*f 0 S 0 t: 1 est un isomorphisme
du groupe f(D) sur le groupe ï (D').

On se propose, dans les exemples qui suivent, de déterminer explici
tement le groupe I'(D) pour certains ouverts D particuliers.

3. AUTOMGRPfUSMES Du PLAN COMPLEXE

On prend ici pour D le plan C tout entier. Soit z ----7f (z) un automor
phisme de C; la fonction f(z) est holomorphe dans C; donc deux cas
seulement sont possibles a priori :

1° f admet le point à l'infini comme point singulier essentiel;

2° f est un polynôme.

On va voir que le cas 1° est impossible: puisquef est univalente, l'image
par f de la couronne !zl > 1 ne rencontre pas l'image par f du disque
[z] < ï , image qui est un ouvert non vide. Donc l'image de Izj> 1 n'est
pas dense dans tout le plan, et par conséquent, d'après un théorème de
Weierstrass (chapitre ur, § 4, no 4), le point à l'infini n'est pas singulier
essentiel pour.f Ainsifest un polynôme de degré n):. 1; d'après le théorème
de d'Alembert, l'équationf(z) = w admet n racines distinctes (sauf pour
des valeurs particulières de w). Or, par hypothèse, f est univalente. On
en conclut n = I. On a donc démontré le théorème suivant:

THÉORÈME. 2. Le groupe des automorphismes de C se compose des transformations
linéaires

(3. 1) Z ------7 az+ b, a oF o.

Lorsque a = r, la transformation (3. 1) est une translation; elle n'a pas
de point fixe. Au contraire, lorsque a#=-I, la transformation admet un
point fixe unique, à savoir

bz=---·
I-a

On observera que les transformations (3. 1) forment un groupe transitif
dans le plan C : autrement dit: étant donnés deux points quelconques
.el et ZZl il existe au moins une transformation du groupe qui transforme
Zl en Z2' Le sous-groupe d'isotropie d'un point zo: c'est-à-dire le sous-groupe
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des transformations qui laissent fixe le point zo, se détermine arsement ;
par exemple le groupe d'isotropie de l'origine °se compose des similitudes
directes Z ---+ az..

4. AUTOMORPHISMES DE LA SPHÈRE DE RIEMANN

Considérons les transformations homographiques

az+ bw = - --, ad - be 7'= o.
cz+d

Si on multiplie les constantes a, h, c, d par un même nombre complexe 7'= 0,

on obtient la même transformation. Ainsi on devra toujours considérer
que les coefficients a, b, c, d, ne sont définis qu'à un facteur constant près.

Une telle transformation est définie sur la sphère de Riemann 8 2, et
à valeurs dans la sphère de Riemann 8 2 : d'une façon précise, pour Z = co,
on a w = aJe si e =F 0, et w = 00 si C = 0 (ce qui implique a =1= 0). Chaque
transformation (4. 1) possède une transformation réciproque

dw-b
Z = -cw + a'

ce qui montre que chaque transformation homographique (4. 1) est un
homéomorphisme de 8 2 sur 8 2,

Les transformations (4. J) forment ainsi un groupe G d'automorphismes
de la sphère de Riemann 8 2• On se propose de démontrer :

THÉORÈME 3. La splùre de Riemann 8 2 ne possède pas d'autre automorphisme que
les homographies (4- 1).

Démonstration. Considérons le sous-groupe formé des transformations de G
qui laissent fixe le point à l'infini de 8 2• Ce sont les transformations pour
lesquelles c = 0, et puisque d -# 0, on peut supposer d = 1. Autrement dit,
le sous-groupe des transformations de G laissant fixe le point à l'infini
n'est autre que le groupe de tous les automorphismes w = az + b du plan
C (théorème 2). Ce groupe est donc aussi le groupe de tous les automor
phismes de 8 2 laissant fixe le point à l'infini. Le théorème 3 résulte alors
d'un lemme de caractère général:

LEMME. Soit D un ouvert de la sphère de Riemann S2 et soit G un sous-groupe du
groupe I'{D) de taus les automorphismes de D. Supposons vérifiks des deux conditions
suivantes .'

a) G est transitif dans D;
b) il existe au moins un /Joint de D dont le groupe d'isotropie est contenu dans G.

Alors G est le groupe de tous les automorphismes de D.
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Démonstration du lemme. Soit Se r (D), et soit <:0 e D un point dont le
groupe d'isotropie soit contenu dans G. Puisque G est transitif, il existe
Te G telle que T(zo) ~ S(zoJ. Doncla transformation T-I 0 Se r(D) laisse
fixe le point -41, et appartient donc à G; ainsi S = T 0 (T-' 0 S) appartient
à G. C.Q.F.D.

5. ÉTUDE GÉOMÉTRIQUE DU GROUPE DES HOMOGRAPHIES; ÉQUIVALENCE

DU DEMI~PLAN ET DU DISQ.UE

Lorsque e #=- 0, la transformation (4. 1) se met sous la forme canonique
bien connue :

w = "- + (bc - adJ/c'.
c z + d/e

Il en résulte que (4. 1) est composée des transformations

d
Z1 = z +-,

c Za = k<:2'
• a

w =Z3T7'

1 he - ad\
\ avec k = c

2
r dont chacune est homographique d'un type parti-

culier. Ainsi toute transformation homographique est composée de trans
lations, d'homothéties de rapport 7=- 0, et d'inversions-symétries (en appe
lant inversion-symétrie une transformation de la forme zr = I/Z; cette
transformation est en effet composée d'une symétrie par rapport à l'axe réel
et d'une inversion de pôle 0 et de puissance 1). Le résultat précédent a été
établi pour les transformations (4. 1) telles que e ::ft 0; lorsque e = 0 il
est encore vrai, d'une manière évidente. 0:1 en déduit que toute trans
formation homographique transforme un cercle ou une "droite dans un
cercle ou une droite (les droites étant considérées comme les cercles passant
par le point à l'infini). D'autre part, les transformations homographiques
sont conformes, puisque ce sont des applications holomorphes de 8 2 dans
82 ; en particulier elles transforment des cercles (ou droites) orthogonaux
en cercles (ou droites) orthogonaux.

Étant donnés arbitrairement deux cercles (ou droites), il existe toujours
une homographie transformant l'un dans l'autre. En particulier il existe
une homographie transformant l'axe réel y = 0 dans le cercle-unité:
il suffit de prendre par exemple la transformation

z-,w = - --a

Z + i

Pour le vérifier, il suffit de s'assurer que trois points particuliers de l'axe
réel (par exemple 0, 1 et co) sont transformés en des points du cercle
unité (ici, les points w = -- l, lI' = - i et w = 1).



§ :!. Représentation conforme

.A priori une transformation homographique qui transforme l'axe réel
dans le cercle-unité transforme l'un des demi-plans limité par l'axe réel
dans l'intérieur du disque-unité, et l'autre demi-plan dans l'extérieur du
disque-unité (point à l'infini inclus). Dans le cas de la transformation
(5.2), le demi-plan supérieury> 0 est transformé dans le disque Iwi < r ,
puisque le point Z = i est transformé dans w = o.

6. AUTOMORPHISMES DU DEMI-PLA.""i' ET DU DISQ.UE-L'NITÉ

Notons P le demi-plan y > 0, et B le disque ouvert \w\ < J. D'après la
fin du ne 2, la transformation (S. 2) établit un isomorphisme du groupe
I'{P] sur le groupe I'(B). On se propose maintenant de déterminer expli
citement ces deux groupes.
On" a déjà déterminé le groupe de tous les automorphismes de la sphère de
Riemann. Parmi eux, ceux qui transforment l'axe réel y = 0 en lui-même
forment un sous-groupe; c'est le sous-groupe des transformations homo
graphiques

(6. 1) az + bz-+---·-,
ez +d

ad- he oF 0,

où les coefficients a, b, c, d, sont réels. En effet, il est évident que si les coeffi
cients sont réels, les transformations (6. 1) transforment l'axe réel en lui
même; réciproquement, si l'axe réel est transformé en lui-même, les coeffi
cients a, b, c, d, sont déterminés, à un facteur près, par un système d'équa
tions linéaires à coefficients réels, que l'on obtient en considérant trois
points distincts Zll zz, za de l'axe réel et en écrivant que les transformés
de ces points sont réels.

Comme les coefficients de (6. 1) ne sont définis qu'à un facteur réel =1= 0
près, on peut, dans (6. 1), supposer que ad - he = -1- I. On voit facile
ment que, parmi les transformations (6.1), celles qui transforment
le demi-plan supérieur y > 0 en lui-même sont celles pour lesquelles

ad - be = 1; pour cela, il suffit de vérifier que la partie réelle de a~ + d
h

CI+
est> o. Les transformations (6. J) pour lesquelles ad - be = 1 forment un
sous-groupe G du groupe I'(P) de tous les automorphismes du demi
plan P; chaque transformation de G détermine les coefficients a, b, c, d,
au facteur -+- 1 près.

TnF.ORÈME 4. Le gTullpe précédent G contient tous lesautomorphismes du demi-plan P.

Lorsque ce théorème sera démontré, il en résultera que chaque automor
phisme du demi-plan P se prolonge en un automorphisme de la sphère de
Riemann, ce qui n'est nullement évident a priori.

Pour démontrer que G = (,(P), on observe d'abord que le groupe G
est transitif dans le demi-plan P. En effet, le point i peut être transformé
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en un point arbitraire a + ib (b > 0) du demi-plan par une transformation
convenable de G; c'est immédiat. Si nous montrons que le groupe d'iso
tropie d'un point du demi-plan (par exemple le point z = i) est contenu
dans G, le théorème 4 sera démontré grâce au lemme du nv 4. Tout revient
donc à montrer que le groupe d'isotropie du point i est formé de transfor
mations homographiques.
La transformation (5. 2') définit un isomorphisme de ce groupe d'isotropie
sur le sous-groupe de r(B) formé des automorphismes du disque Iwl < 1

qui laissent fixe le centre o. Il suffira alors de démontrer :

PROPOSITION 6. I. Si un automorphisme du disque Izl < 1 laisse fixe 0, c'est
une rotation .r; -e- zei~, /} étant un angle quelconque.

Démonstration de la proposition 6. 1. Soit z ---?f (.e) un automorphisme du
disque-unité tel quef(o) = o. D'après le lemme de Schwarz (chapitre rrr,
§ 3), on a

pour tout Z tel que le] < I. Mais en appliquant le lemme de Schwarz à la
transformation réciproque on trouve aussi

Izl ,;;;; If(z) 1·
En comparant on obtient If(z) 1= !zl, et par suite, toujours d'après le
lemme de Schwarz, on af(z) = (Z, c étant une constante de module égale
à 1. Ceci achève la démonstration.

Ainsi se trouve en même temps achevée la démonstration du théorème 4.

A titre d'exercice, on déterminera explicitement le sous-groupe d'isotropie
du point z = i dans le groupe de tous les automorphismes du demi-plan
supérieur y > o. Il est transformé du sous-groupe d'isotropie de 0 dans le
groupe des automorphismes du disque-unité, par la transformation (5. 2).
On trouve les transformations

z + tgi
o
6r-ztg-
o

qui dépendent du paramètre réel O.

Pour déterminer le groupe des automorphismes du disque-unité 1..::1 < r,
il suffit en principe de transformer par (5· 0) le groupe des automorphismes
du demi-plan supérieur. Mais on va procéder directement. Il s'agit de
déterminer toutes les transformations homographiques

, az + bz =--
cz+ d

qui transforment le cercle zZ - 1 = 0 en le cercle z':ë" - 1 = 0, et trans-
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forment le disque ouvert 1 - Ü > 0 en le disque ouvert 1 - Z'Z'> O,.

La première de ces conditions exprime que l'on a

(a, + b) (az + h) = (c", + d) (c~ + d)

quel que soit z de module r, ce qui implique

(6. 0)

et

(6·3)

ah = cd

da - cc~ di! - bh.

On a alors

l-Z'Z'
(di! -bh) (1 -dl

Icz+dJ' '
et pour que 1 -.u > 0 entraîne 1 - z'z' > 0, il faut et il suffit que

avec l'égalité (6.3), entraîne a "'i=- 0, d =1=- 0; d'après

dd - bh > o.(6·4)

L'inégalité (6.4),
(6.0) on a

et, d'après (6.3),

c
a

h
= À,

d
avec IÀI < r,

D'où

la! = /dl-
-l... dZ 1 /.--

az+b_a a
cz+d-d "a

I-,-AdZ

où fj est réel, et Zo complexe tel que IZol < I.

En résumé, on a démontré :

PROPOSITION 6.· 2. Le groupe des automorphismes du disque-unité se compose des
transformations homographiques de la forme :

(6·5) z' = tt~ z + Zo 1

1 + z.,<
6 réel,

3. Théorème fondamental de la représentation conforme

1. ÉNONCÉ DU THÉORÈME FONDAMENTAL

On se propose le problème suivant: étant donné un ouvert D du plan C,
trouver tom: les isomorphismes (s'il en existe) de D sur le disque-unité
[z] < I. Une condition nécessaire pour l'existence d'un tel isomorphisme
est la suivante :

II faut que D soit simplement connexe et distinct de C.
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La première condition est nécessaire, puisque D doit être homéomorphe
au disque ouvert, qui est simplement connexe; la condition D -=1= C est
nécessaire à cause du théorème J du § 2, ne J. Le théorème fondamental
qui suit affirme que ces conditions nécessaires sont aussi suffisantes.

THÉORÈME FONDAMENTAL. Tout ouvert D du plan C, simp'e.nent conTl!'x-::- et
distinct de C, est isomorphe au disque ouvert lzi < J.

La démonstration de ce théorème fera l'objet des numéros 3 et 4. Aupara
vant observons que tout isomorphisme de D sur jz; < J est composé d'un
isomorphisme particulier et d'un automorphisme arbitraire du disque
unité. Comme les automorphismes du disque-unité forment un groupe
transitif, on voit que s'il existe un isomorphisme de D sur le disque-unité,
il existe un isomorphisme qui transforme un point arbitrairement choisi
ZoeD dans le centre 0 du disque. Ainsi nous astreindrons l'isomorphisme
cherché f à la condition

(1. t) f(~o) = o.

De plus, le groupe d'isotropie du centre du disque-unité se compose des
rotations autour de 0 (§ 2, proposition 6. 1) j on peut donc astreindre
l'isomorphisme f à la condition supplémentaire

(1.2) f'(~o»O.

En résumé, les conditions (1. 1) et (1. 2) déterminent entièrement
l'isomorphisme cherché f, s'il existe.

Nous indiquerons tout de suite deux corollaires du théorème fondamental.

COROLLAIRE I. Deux ouverts simplement connexes Dl et D 2 du plan C, s'ils sont
tous deux distincts de C, sont isomorphes.

On observera que, en vertu du théorème 1 du § 2 (nO 1), un ouvert D
simplement connexe et distinct de C n'est pas isomorphe à C. Toutefois:

COROLLAIRE 2. Deux ouverts simplement connexes Dl et D 2 du plan C sont
toujours homéomorphes.
En effet, s'ils sont distincts de C, cela résulte du corollaire 1; et si l'un deux
est égal à C, cela résulte du fait que le disque 1<1 < 1 est homéomorphe au
plan C.

2. RÉDUCTION AU CAS D~UN DOMAINE BORNÉ

PROPOSITION 2. 1. Soit D un ouvert satisfaisant aux hypoth ;ses du théorème
fondamental. Alors il existe un isomorphisme de D sur un ouoert borné du plan C.

En effet, il existe par hypothèse un point a IlS: D. Considérons, dans D, la
fonction Iog{z~a); on peut en choisir une détermination g(z), puisque D
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est simplement connexe (Cf. chapitre Il, § 1, na 7). La fonction g, qui
est holomorphe dans D, est univalente dans D, car la relation g(z,) = g(Z,)
entraîne

c'est-à-dire Zl-a = Z2 - Q.

Choisissons un point Zoe D; la fonction g prend dans D toutes les valeurs
d'un disque E de centre g(zo) (cf. § 1, no 1). Si on translate ce disque
par une translation 2...i, on obtient un disque dont aucun point n'appartient

à l'image de D par g, puisque la fonction eY est univalente. Il s'ensuit que
la fonction

g(z) - g(zo) - 2~i

est holomorphe, univalente et bornée dans D. Elle définit donc un isomor
phisme de l'ouvert D sur un ouvert borné du plan C, et la proposition 2. 1

est démontrée.
Désormais, nous supposerons D borné; au moyen d'une translation et
d'une homothétie, nous pourrons supposer que Zo = 0, et que D est contenu
dans le disque [z] < 1. Ces hypothèses seront constamment faites désormais.

3· UNE PROPRIÉTÉ n'EXTREMUM

PROPOSITION 3. 1. Soit A rensemble des fonctions f holomorphes el univalentes
dans D, satisfaisant aux deux conditions

f(o) = 0, If(z)1 < 1 pour zeD.

FOUT que l'image D' def soit exactement le disque-unité, il faut et il.ujJit que If'(0) 1
soit maximum parmi l'ensemble des valeurs qu'il peut prendre lorsque f parcourt A.

Démonstration.

1° La condition est nécessaire; soit fe A et soit D' son image; soit g un
isomorphisme de ri sur le disque-unité tel que g(o) = o. On af= h og, où
h est une application holomorphe du disque-unité sur D', avec h(o) = o.
On a Ih'(o)1 " 1 d'après l'inégalité de Cauchy, d'où

1f'(0)1 " Ig'(o)l·

20 La condition est suffisante. Pour le voir, on va montrer que si f e A
et s'il existe un a n'appartenant pas à l'image de f(avec lai < r), il existe
une g E A telle que

19'(0)1 > If'{o) 1·
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Pour cela, considérons d'abord la fonction

F(z) = log fez) -a .
1 -af(z) ,

elle est holomorphe et univalente dans D. Les valeurs de f(z) sont dans

le disque-unité; donc les valeurs de f (Z)-f ("-) y sont aussi (cf. § 2, propo-
I-a..t '

sition 6. 2), et par conséquent la fonction F(..t) a sa partie réelle < o. Bien
entendu, on a choisi pour F(z) une détermination du logarithme, ce qui
est possible puisque D est simplement connexe. Considérons la fonction

g(z) = !'Jz) F(o),
F(z) + F(o)

qui est holomorphe et univalente dans D. On a g(0) = 0; de plus, Ig(z)1< r ,

en vertu du lenune suivant :

LEMME. Si deux nombres complexes u et 0 satisfont à Re(u) < 0 et Re(o) < 0,

alors 1"--- ~I < 1. (La démonstration est laissée au lecteur.)
liJ + U

Ainsi la fonction g appartient à l'ensemble A de l'énoncé de la propo-
sition 3. I. Calculons la dérivée de g à l'origine:

, _ F'(o)
(3· 4) g (0) - F(o) + F(o)' avec F'(o) = (a- ~ )f'(o).

On a donc

Ig'(o)1 _IF(0 ) 1 ~ --;'----;
I-oa

*IIOgl~ l'
et pour montrer que Ig'(o)1 > 1f'(oH, il suffit de vérifier l'inégalité

(3. 6)
1 - t 2 1
---210g->0

t t
pour 0< t< 1.

Cette vérification est élémentaire: le premier membre est une fonction de t
dont la dérivée est < 0; elle est donc strictement décroissante dans l'Inter
valle 0 < t < r , et comme elle est égale à 0 pour t = r , elle est> 0 pour
o<t<1.
Nous avons ainsi achevé de démontrer la. proposition 3. 1.

4. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME FONDAMENTAL

Compte tenu de la proposition 3. r, il nous suffira de prouver qu'il existe
une fonctionfe A pour laquelle la borne supérieure de If' (0) 1 est atteinte.

Soit B l'ensemble desfeA telles que If'(o) 1:;;,. 1. L'ensemble B n'est
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pas vide, car la fonction fez) = .: lui appartient. L'ensemble B est un
ensemble borné de l'espace vectoriel ,'ii:(D) (cf. chapitre v! § ~, ne 1);
en effet, on a if (z) i < 1 pour tout Z E D et toute fonction f e B. Montrons
que B est un sous-ensemblefermi de ,)(;(D). Soitfune fonction holomorphe
dans D, limite (uniformément sur tout compact de D) d'une suite de
fonctions.f, e B. On a

f (0) = limj., (0) = o.

De plus la dérivée f' étant limite, uniformément sur tout compact, des
dérivées f,:, on a à la limite if'(o)j = li~ If~(o)! > I. Donc la fonction

f n'est pas constante dans D. Or f est limite des fonctions univalentes f,..
Il s'ensuit que I est univalente (Cf. chapitre v, § 1, proposition .2 2).
Puisque If.(z)' < 1 pour tout z e D, on a la limite If(z)1 <: 1; mais il est
impossible que If (e): ~ 1 en un point Z e D, en vertu du principe du
maximum, compte tenu du fait que f n'est pas constante. En résumé,
on vient de prouver que la fonction!satisfait à toutes les conditions imposées
aux fonctions de l'ensemble B. Autrement dit, f e B, et ceci montre que
l'ensemble B est fermé dans Jt:(D).
Ainsi l'ensemble B est un sous-ensemble borné et fermé de .tC(D). En vertu
du théorème fondamental du chapitre v (§ 4, ne 2), l'ensemble B est donc
compact. Or l'application qui à chaquefeB associe le nombre réel !f'(o):
est une application continue, en vertu du chapitre v (§ 1, ne 2, théorème 2).
Cette fonction continue sur un espace compact atteint donc sa borne
supérieure; ceci achève de prouver le théorème fondamental.

4. Notion d'espace analytique; intégration des formes diffëren
tielles

1. STRUCTURE D'ESPACE ANALYTIQUE

Soit X un espace topologique séparé. Nous supposons que l'on s'est donné
un recouvrement ouvert (Vi),Eh et, pour chaque Ur, une fonction J:i à
valeurs complexes définie dans V" et qui réalise un homéomorphisme de U,
sur un ouvert Ai du plan C. On impose à ces fonctions la condition de
cohérence suivante:

(r , 1) Qrlels que soient i e I et je I tels qlle V, n U, .. 0, l'application
/;} = z. 0 (Zi) -1 de l'image Zj(V, n Vi) c Ai sur {'image z,(V, n D;) c Ai est
une transformation holomorphe dont la déride est partout =1= o. En d'autres
termes, on a Zi ~ f,i(Z;) dans V, n V;,f,i étant holomorphe (à dérivée >F 0)
dans l'ouvert Zj(V i n V j) de C.
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Par définition, la donnée du recouvrement ouvert et des fonctions .{.i satis
faisant à la condition (1. 1), définit sur X une structure d'espace analytique.
La fonction z. s'appelle la coordonnée locale dans l'ouvert U i• Si un point de
X appartient à plusieurs ouverts U i, on a plusieurs coordonnées locales
au voisinage de ce point (une pour chaque ouvert); le passage d'une coor
donnée locale Zj à une autre Zi s'effectue par une transformation holo
morphe jij, à cause de la condition de cohérence (1. 1).
Par exemple, c'est au moyen d'une telle donnée qu'on a déjà défini la
sphre de Riemann (Chapitre III, § 5, ne 1). Dans ce cas, X était la sphère
unité de l'espace R.3, ct le recouvrement était formé de deux ouverts, chacun
d'eux étant le complémentaire de l'un des pôles de la sphère.

Définition d'unejonction holomorphe. Soit X un espace muni, comme ci-dessus,
d'une structure d'espace analytique. Soitfune fonction définie et continue
sur X, à valeurs complexes; pour chaque i, soit}; la fonction définie dans
l'ouvert Ai C C par la condition que f = fi 0 z. dans U; On dit que f est
holomorphe si, pour chaque i, la fonctionfi est holomorphe dans l'ouvert Ai.
En d'autres termes, 1 est holomorphe dans X si, dans chaque ouvert U;,
1 s'exprime comme fonction holomorphe de la coordonnée locale z;.

2. ApPLICATIONS HOLOMORPHES; STRUCTURE INDUITE

Définition. Soient X et Y deux espaces munis chacun d'une structure d'espace
analytique. On dit qu'une application l': X -7 Y est une application
holomorphe si elle est continue et satisfait en outre à la condition suivante:
pour tout point a E X, soit b = 9(a), et soit w une coordonnée locale au
voisinage de b dans l'espace Y; alors w 0 îi doit être une fonction holomorphe
au voisinage du point a de X. Cette condition signifie que w 0 1l s'exprime
comme fonction holomorphe d'une coordonnée locale au voisinage de
a dans l'espace X. Ainsi l'application continue 9 est holomorphe si, au
voisinage de chaque point a e X, une coordonnée locale au voisinage du
point transformé b = 'fI(a) est fonction holomorphe d'une coordonnée
locale au voisinage de a. En vertu de la condition de cohérence (1. 1),
la condition précédente est indépendante du choix des coordonnées locales.

Soient X, Y et Z trois espaces analytiques, et soient l' : X -7 Y, 'f :
y --+ Z deux applications holomorphes. Alors l'application composée 'f 0 '?
est une application holomorphe de X dans Z. La démonstration est laissée
au lecteur.

Soient X et Y deux espaces analytiques; on appelle isomorphisme de X sur
y un homéomorphisme 9 : X -7 Y qui est holomorphe ainsi que l'homéo
morphisme réciproque 1'-1. En fait, on verra plus loin (proposition 6. 1)
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que si 9 est un homéomorphisme holomorphe, son application réciproque est
automatiquement holomorphe, et par conséquent 9 est un isomorphisme.

Considérons, sur le même espace topologique X, deux structures d'espace
analytique: la première est définie par un recouvrement ouvert (U i ) et
des coordonnées locales Zh la deuxième est définie par un recouvrement
ouvert (V ...) et des coordonnées locales w«. Demandons-nous si l'appli
cation identique X -+ X est un isomorphisme de la première structure
d'espace analytique sur la deuxième. En remontant aux définitions,
on voit aussitôt qu'une condition nécessaire et suffisante est la suivante:
pour tout point a e X, pour toute coordonnée locale Zi de la première
structure au voisinage de a, et pour toute coordonnée locale w« de la
deuxième structure au voisinage du même point a, w?, s'exprime comme
fonction holomorphe de Z;, et réciproquement Zr s'exprime comme fonc
tion holomorphe de w... Cette condition peut encore s'exprimer de la
manière suivante:
Considérons le recouvrement ouvert de X formé de tous les U i et de tous
les V /SI avec les coordonnées locales <.; et w"'; alors la condition cherchée
est que ces données satisfassent à la condition de cohérence (1. 1); autrement
dit, ces données doivent définir sur X une structure d'espace analytique
(structure qui sera isomorphe à la fois à la structure définie par les U,
et les z., et à celle définie par les V ... et w",). Lorsque deux structures d'espace
analytique sur X satisfont à la condition précédente, nous dirons qu'elles
sont iquiualmtes. On appelle espace analytique la donnée d'un- espace topo
logique séparé X, et d'une classe de structures analytiques sur X, deux à
deux équivalentes.

Définition. Soit X un espace muni d'une structure d'espace analytique
définie par des U i et des <:i. Soit U un ouvert de X; on appelle structure
analytique induite sur V par celle de X, la structure définie par les ouverts
Un U /, et pour chacun d'eux, par la restriction de la fonction <'1 à Un V;.
En d'autres termes, si a e U, une coordonnée locale au voisinage de a pour
la structure induite ne sera pas autre chose qu'une coordonnée locale au
voisinage de a pour la structure donnée sur X. Ainsi tout ouvert U d'un
espace analytique X est automatiquement muni d'une structure d'espace
analytique.

3. EXEMPLES D'ESPACES ANALYTIQ.UES

Considérons le plan C de la variable complexe z. Prenons le recouvrement
formé de l'unique ouvert C, z étant une coordonnée locale dans C. On
définit ainsi sur C une structure d'espace analytique, puisque la condition
de cohérence (1. 1) est trivialement vérifiée. Conformément à la fin du
ne 2, tout ouvert Oc C est muni d'une structure d'espace analytique;
avec cette définition, les fonctions holomorphes de l'espace analytique
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D ne sont pas autre chose que ce que nous avons toujours appelé fonctions
holomorphes dans D.
Comme second exemple d'espace analytique, nous avons la sphère de
Riemann déjà mentionnée (chapitre III, § 5, ne 1).

Considérons maintenant l'espace-quotient GjZ du plan C par le sous
groupe additif Z des points réels à coordonnées entières. U TI point de GjZ
est donc une classe d'équivalence formée de points dont les différences
mutuelles sont des nombres entiers. Conformément aux définitions générales
de la topologie, on munie C/Z de la topologie-quotient de la topologie de C :
un ensemble de C/Z est ouvert si son image réciproque dans C (pour l'appli
cation canonique C ---+ C/Z) est un ouvert de G. Il revient au même de dire
que les ouverts de G/Z sont les images des ouverts de C par l'application
canonique C -e- C/Z.
Il est bien facile de montrer que la topologie de G/Z est séparée. Pour
définir une structure d'espace analy-tique sur X = C/Z, considérons
les ouverts V de C assez petits pour que la restriction à V de l'application
canonique p : G-e- X soit injective (par exemple, les ouverts V de diamètre
< 1). En désignant par Z la coordonnée dans le plan C, considérons le
couple formé de l'ouvert U = PCV) de X et de la fonction z 0p-I définie
dans cet ouvert; on va montrer que ces couples définissent sur X une
structure d'espace analytique.
Il suffit de vérifier la condition de cohérence. Soient donc VI et V 2 deux
ouverts assez petits de C, tels que leurs images U 1 = p(V1) et U 2 = P(V2)
se rencontrent; nommons Pi la restriction de p à Vi (pour i = r , 2), et posons

v, = (p,)-'(U,nU,) - v. (i=1,2).

La condition de cohérence exprime que l'application I.« = Pl- r (> p~ de
V~ sur V: est holomorphe et que sa dérivée est o;k o. Or il en est bien
ainsi, car si Z E V~,j;2(Z:) et Z ont même image dans C/Z, donc, au voisinage
de chaque point de V~, j;t(z) - Z est une constante entière.

Nous aurons un nouvel exemple d'espace analytique en considérant comme
au chapitre v, § 2, ne 5, un sous-groupe discret Q de C ayant pour base
un système de deux vecteurs Cl et C2 dont le rapport n'est pas réel. Soit X
le quotient G/O muni de la topologie-quotient de la topologie de C;
les ouverts de X sont les images des ouverts de G par l'application cano
nique p : G-e- GfO. La topologie de X est séparée, et sa structure d'espace
analytique est définie exactement comme dans l'exemple précédent. Mais
ici, l'espace X = CIO est compact: en effet, considérons un parallélogramme
fermé de périodes, soit P; P est un sous-ensemble compact de C, donc son
image par p est un sous-ensemble compact de X; or cette image est X
tout entier, et par suite X est compact. Nous avons ainsi un exemple
d'espace analytique compact, autre que l'exemple déjà connu de la sphère
de Riemann.
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4. PRINCIPE De PROLONGEMENT ANALYTIQ,IJE; PRINCIPE DU MAXIMUM

Le principe du prolongement analytique (Chapitre l, § 4, ne 3, corollaire 2)
s'étend aux fonctions holomorphes sur un espace analytique, et même,
plus généralement, aux applications holomorphes d'un espace analytique
X dans un espace analytique XI. D'une façon précise: soit D un ouvert
non vide d'un espace analytique X supposé connexe; si deux applications
holomorphes f et g de X dans X' coïncident dans D, elles coïncident PaTlo.1
dans X. Pour le prouver, il suffit évidemment de montrer ceci :

PROPOSITION 4. 1. Soient f el g deux applications holomorphes d'un espace ana
lytique X dans un espace analytique XI; t'ensemble U despoints de X au voisinage
desquels f et g coincident est ouvert et fermé.

Démonstration. D'après sa définition, U est ouvert, et il suffit donc de
montrer que U est fermé. Soit a un point de X adhérent à U; puisque

Jet.r: sont continues et coïncident dans U, on af(a) = g(a). Prenons dans
X, au voisinage de a, une coordonnée locale z qui s'annule au point d;
prenons aussi dans XI, au voisinage de J(a), une coordonnée locale w.
Au voisinage de Q: les fonctions w e f et w 0 g s'expriment comme fonctions
holomorphes 9(Z) et 'Hz) dans un voisinage V de z = o. D'après le principe
classique du prolongement analytique, l'ensemble E des zeV au voisinage
desquels 9 et .? coïncident est fermé; comme le point z = 0 est adhérent à
E, on a 0 E E j ainsi g:; ct '} coïncident au voisinage de 0, et par suite f et g
coïncident au voisinage du point a E X.

C.Q.F.D.

PROPOSITION 4. 2. Soit J une Jonction Iwlomorphe sur un espac« analytique X,
supposé connexe. Si iJI possMe un maximum relatif en un point e e X, alors la
jonctionf est cons/ante (principe du maximum).

Démonstration. Considérons une coordonnée locale z au VOISInage de a;
la fonctionf s'exprime, au voisinage de a, comme fonction holomorphe de
z. Puisque Ifl possède un maximum relatif au point a, la fonctionfest
constante au voisinage de a, en vertu du principe classique du maximum
(Cf. Chapitre III, § 2, ne 2, théorème 1). On voit alors par le raisonnement
habituel que l'ensemble des points de X oùf prend la valeur f(a) est à la
fois ouvert et fermé; puisque X est connexe, cet ensemble est X tout entier.

C.Q.F.D.

COROLLAIRE. Si X est un espace analytique connexe et compact, toute fonction
holonwrphe sur X est constante.

En effet, ifl est une fonction continue sur un espace compact, donc atteint
sa borne supérieure; d'après la proposition 4. 2, la fonction f est donc
constante SUT X.
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Exemples. La sphère de Riemann 82, l'espace G/O (cf. ne 3) sont des
espaces analytiques connexes et compacts. Donc toute fonction holo
morphe sur l'un de ces espaces est constante. Si on observe que l'appli
cation f -+f 0 P établit une correspondance bijective entre les fonctions
holomorphes sur Gia et les fonctions holomorphes sur G qui admettent
pour périodes les points de 0, on retrouve un résultat déjà établi par une
autre méthode : toute fonction Iwlomorphe sur C et doublement périodique est
constante (cf. Chapitre III, § 5, ne 5, corollaire à la proposition 5.1;.

5. FONCTIONS MÉROMORPHES SUR UN ESPACE ANALYTIQUE

Définition. Soit X un espace analytique; on appelle fonction méromorphe
sur X une application holomorphe de X dans la sphère de Riemann 82 ;

une fonction méromorphe n'est donc pas autre chose qu'une fonction
continue pouvant prendre la valeur 00 et qui, au voisinage de chaque
point a E X, s'exprime comme fonction méromorphe d'une coordonnée
locale au voisinage de a.

Soit à nouveau Cl un sous-groupe discret de C engendré par deux éléments
Cl et C2 dont le rapport n'est pas réel. L'application canonique C- CIO
établit évidemment une correspondance bijective entre les fonctions méro
morphes sur l'espace analytique G/O, et les fonctions méromorphes sur C
admettant Cl comme système de périodes.

6. INDICE DE RAMIFICATION D'UNE APPLICATION HOLOMORPHE

Soit :p: X -+ Y une application holomorphe d'un espace analytique X
dans un espace analytique Y, et soit a un point de X. Soit Z une coor
donnée locale dans X au voisinage de a, et soit w une coordonnée locale
dans Y au voisinage de b = ?(a). Puisque 9 est holomorphe, u.(9(x)), pour x
voisin de a, s'exprime comme fonction holomorphe fez) de la coordonnée
locale z. Supposons, pour fixer les idées, que z s'annule au point a, et
que w s'annule au point b.

Soit p l'ordre de multiplicité de la racine a de l'équationf(z) = o. Il est
facile de voir que cet entier p ne dépend pas du choix de la coordonnée
locale z au voisinage de a, ni du. choix de la coordonnée locale w au voisi
nage de b; en effet les changements de coordonnées locales s'effectuent par
des fonctions holomorphes dont la dérivée est =f= o.

L'entier p ainsi défini s'appelle l'indice de ramification de l'application? :
X -+ Y au point a E X. D'après le § 1 (n'' 1 et 2), si p est l'indice de rami
fication, il existe une coordonnée locale z au voisinage de a et une coor
donnée locale w au voisinage de b, telles que la transformation If! s'exprime
à J'aide de ces coordonnées locales par la relation w = zp. Réciproquement,
s'il en est ainsi, l'indice de ramification au point a est égal à p.
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On voit que, au voisinage de a, la fonction 9 prend exactement p fois
chaque valeur suffisamment voisine de b et distincte de b dans Y. En parti
culier, pour que la restriction de '? à un voisinage assez petit de a soit un Iwméomor
phisme de ce voisinage sur son image (autrement dit, pour que 9 soit localement
univalente au voisinage de a), il faut et il suffit que l'indice de ramification p soit
égal à 1; on dit alors que l'application 9 est non ramifiée au point a.

PROPOSITION 6. 1. Toute application holomorpheet univalente d'un espace analytique
X sur un espace analytique Y est un isomorphisme.

En effet, d'après ce qui précède, l'indice de ramification est nécessairement
égal à 1 en tout point a E X; si b = :t(a), l'application réciproque 9-1,

au voisinage de b, est obtenue en exprimant la coordonnée locale z au
voisinage de a comme fonction holomorphe de la coordonnée locale w
au voisinage b. Ceci prouve la proposition.

Exemple. Considérons l'application ;; ~ e2=i:, qui est une application
holomorphe du groupe additif Csur le groupe multiplicatif C* des nombres
complexes =F o. Par passage au quotient, elle induit une application holo
morphe ? de l'espace analytique G/Z sur G*. Il est immédiat que l'appli
cation l' est holomorphe et univalente. Il s'ensuit que T'est un isomorphisme
de C/Z sur C*. En fait, c'est aussi un isomorphisme des groupes topolo
giques CjZ et G*, comme on l'a vu au chapitre r, § 3.

7. THÉORÈME FONDAMENTAL DE LA REPRÉ~ENTATION CONFORME

Xous énonçons ici sans démonstration un théorème qui généralise au cas
des espaces analytiques le théorème fondamental énoncé et démontré
au § 3 pour les ouverts du plan C.

THÉORÈME FONDAMENTAL. Tout espace analytique X simplement connexe est
iso-notphs à l'un des trois espaces suivants:
1 0 la sphère de Riemann S2;

2° le plan C;
3° le disque-unité 1,,1 < I.

La démonstration de ce théorème est trop difficile pour pOUVOIr être
donnée ici. Observons que, des trois espaces analytiques ci-dessus, seul
le premier 8 2 est compact. On en déduit le corollaire:

COROLLAIRE. Tout espace analytique compact et simplement connexe est isomorphe
à la sphère de Riemann. Tout espace analytique non compact et simplement connexe
est isomorphe au plan G ou au disque-unité (ces deux cas s'excluant mutuelle
ment).
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8. INTÉGRATION DES FORMES DIFFÉRENTIELLES ET THÉORÈME DES RÉSIDUS

Définition d'une forme différentielle holomorphe sur un espace analytique X :
une telle forme est définie par la donnée, dans chaque ouvert U i muni
d'une coordonnée locale Z,', d'une forme différentielle holomorphe

où j; est une fonction holomorphe dans l'ouvert A;cC, image de U.
par la coordonnée locale z.. Ces données Wi sont de plus astreintes à la
condition de cohérence suivante : si .çi et cs sont deux coordonnées locales
au voisinage d'un même point a e X, la forme différentielle ws se déduit
de la forme différentielle W i par le changement de variable

(8. 1)

où la transformation (8. 1) est celle qui exprime la coordonnée locale Zf

en fonction de la coordonnée locale Zj. Autrement dit, on doit avoir la
relation

(8. 2)

Nous allons indiquer rapidement, sans démonstration, comment la
théorie des formes différentielles holomorphes dans un ouvert du plan C se
généralise au cas envisagé ici des formes différentielles holomorphes sur un
espace analytique.
Soit W une forme différentielle holomorphe sur un espace analytique X;
au voisinage de chaque point de X, il existe une primitive de w, c'est-à-dire
une fonction holomorphe g telle que dg = w. Une telle primitive est déter
minée à l'addition près d'une constante. L'existence globale d'une primi
tive de w n'est pas assurée; toutefois, si l'espace X est simplement connexe,
toute forme différentielle holomorphe sur X possède une primitive. Dans
le cas général où X n'est pas simplement connexe, l'intégrale de w le long
d'un chemin fermé de X n'est pas toujours nulle; cette intégrale a la même
valeur pour deux chemins fermés homotopes (au sens du chapitre II, § 1,
na 6). La valeur de l'intégrale le long d'un tel chemin fermé s'appelle

alors une période de l'intégrale Jto.

Soit X un espace analytique; on a, au voisinage de chaque point a de X,
une notion d'on'entation, car chaque coordonnée locale au voisinage de a
définit un homéomorphisme d'un voisinage de a sur un ouvert du plan C,
qui est naturellement orienté; et deux coordonnées locales au voisinage
de a définissent bien la même orientation, puisque le changement de COO[

données locales s'exprime par une transformation holomorphe. De là on
peut déduire facilement la notion de « bord orienté d'un compact» contenu
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dans X; si l' est le bord orienté d'un compact, alors l'intégrale 1'" {JI est nulle
pour toute forme différentielle holomorphe r'l. " r

On va maintenant définir la notion de résidu d'une forme différentielle
holomorphe. Soit E un sous-ensemble fermé discret de l'espace analytique
X (E est donc formé de points isolés), et soit co une forme différentielle holo
morphe dans le complémentaire de E. Soit a un point de E, et soit z une
coordonnée locale au voisinage de a, que.nous supposerons nulle au point
a. Au voisinage de a, la forme w s'écrit j(z) de, où j est holomorphe au
voisinage de 0 sauf peut-être pour z = o. Le développement de Laurent de
f(z) montre que la forme w, au voisinage de 0, s'écrit:

(8·3)

où {lIl est une forme différentielle holomorphe au voisinage de a (a inclus).
Soit "( un chemin fermé, situé dans un petit voisinage de a, ne passant pas
par a, et dont l'indice par rapport à a soit égal à 1 (l'indice d'un chemin
fermé se définit en considérant l'image d'un voisinage de a par une coor
donnée locale). Le théorème classique des résidus montre alors que l'on a

(8·4)

Ainsi le coefficient Cl qui figure au second membre de (8. 3) ne dépend pas
du choix de la coordonnée locale z, nulle au point a. On l'appelle le résidu
de la forme différentielle w au point a.
A partir de cette définition, et en raisonnant exactement comme au chapitre
III (§ 5, nO 2), on établit le

THÉORÈME DES RÉSI~US. Si le bord orienté r d'un compact K necontient aucun des
points del'ensemblejeTmé discret E dans le complémentaire duquella forme différentielle

(0.1 est holomorphe, l'intégrale [west égale auproduit par 2'fti de la somme des résidus
• r

de w aux points de E situés dans K.

5. Surfaces de Riemann

1. D ÉFINITIDNS

Définition. Soit Y un espace analytique; on appelle surface de Riemann
étalée au-dessus de Y (ou, plus simplement, surface de Riemann au-dessus dt Y)
la donnée d'un espace analytique connexe X et d'une application holomorphe
non constante :p : X ~ Y.
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Le plus souvent, on considère le cas où Y est le plan C de la variable com
plexe, ou la sphère de Riemann f;!_ Autrement dit, il s'agit de surfaces de
Riemann étalées au-dessus du plan ou étalées au-dessus de la sphère.
On a vu au § -1, no 6 quelle est l'allure de l'application? au voisinage d'un
point quelconque a EX: si l'indice de ramification de :;:- est égal à 1 au
point a, ? définit un homéomorphisme d'un voisinage de a sur un voisinage
de ::-(0);si l'indice de ramification de ? au point a est égal à un entier p> r ,

l'image par? d'un petit voisinage de a recouvre p fois un voisinage de 1'(a).
Les poillts de ramification de 9 (points où l'indice de ramification est> 1)
sont des points isolés de X. Dans tous les cas, l'application 9 est une appli
cation ouverte, et l'image réciproque d'un point- de Y est un sous-ensemble
discret de X.
Bien entendu, même lorsqu'il n'y a pas de points de ramification, l'appli
cation 9 n'est pas nécessairement injective; de plus, lorsqu'il y a des points
de ramification, l'image par 9' de l'ensemble (discret) des points de rami
fication n'est pas nécessairement un sous-ensemble discret de Y; il se pour
rait même qu'une infinité de points de ramification' distincts de X aient la
même image dans Y.

Définition. On appelle surface deRiemann nonramifiée au-dessus de Y, la donnée
d'une surface de Riemann (X, ~) ou l'application 9 est non ramifiée,
c'est-à-dire possède en chaque point de X un indice de ramification égal à 1.

Pour définir une surface de Riemann non ramifiée au-dessus de Y, il suffit
de se donner un espace tolopogique séparé et connexe X et une application
continue c de X dans Y, qui soit localement un homéomorphisme (ceci signifie que
tout point de X possède un voisinage ouvert V tel que la restriction de :;. à
V soit un homéomorphisme de V sur son image :;.(V)). En effet, l'application
:;. définit alors, au voisinage de chaque point de X, une coordonnée locale;
X se trouve ainsi muni d'une structure d'espace analytique, et il est clair
que l'application? est alors une application holomorphe de X dans Y.
Un cas particulier des surfaces de Riemann non ramifiées au-dessus de Y
est celui des reoêtements de Y:

Définition. On appelle rev'tement de Y une surface de Riemann non ramifiée
(X, ?) qui satisfait à la condition suivante :
Pour tout point bEY, il existe un »oisinage ouoert V de b dans Y, tel que l'image
réciproque 9- l(V) sc compose d'ouverts deux à deux disjoints U, de X, dont chacun
est appliqué homéomorphiquement sur V par l'application l'

Exemple. Prenons Y = C*, complémentaire de 0 dans le plan C. Prenons
X = C, et soit z = el l'application 9 de X dans Y. Cette application

définit X comme revêtement de Y. En effet, soit b un nombre complexe
=1= 0; prenons pour V un disque ouvert de centre b et de rayon <, Ibl.
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Chaque détermination de log z dans V est une fonction qui définit un
homéomorphisme de V sur un ouvert du plan C. Ces ouverts Vi sont deux
à deux disjoints; leur réunion est to-1(V}, et la restriction de ::- à chaque U I
est un homéomorphisme de Di sur V.
Dans l'exemple précédent, l'espace Y = C* n'est pas simplement connexe,
mais son revêtement C est simplement connexe. Nous avons ainsi un
exemple d'un espace connexe mais non simplement connexe, et d'un
revêtement simplement connexe de cet espace. Signalons sans démons
tration le théorème suivant

THÉORÈME. Tout ouvert connexe du plan C (ou, plus généralement, tout espace
analytique connexe Y) possède un reoêtement simplement connexe.

2. FONCTIONS HOLOMORPHES ET FORMES DIFFÉRENTIELLES HOLOMORPHES

SUR UNE SURFACE DE RIEMANN

Définition. Étant donnée une surface de Riemann (X, 9) au-dessus de Y,
unefonction holomorphe (resp. méromorphe) sur cette surface de Riemann est
simplement, par définition, une fonction holomorphe (resp. méromorphe)
sur l'espace analytique X. On définit de même une forme différentielle
holomorphe sur une surface de Riemann.

Par exemple, considérons la surface de Riemann envisagée à la fin du na 1 :

X = C (la variable complexe s'appelant t), Y = C* (la variable complexe
/~ o s'appelant Z), et l'application to est définie par z=e1

• Puisque l'application
::- est non ramifiée, on peut prendre, au voisinage de chaque point de X,
la fonction tl = z comme coordonnée locale; alors toute fonction holo
morphe f sur la surface de Riemann s'exprime localement comme fonction
holomorphe de z. Mais, puisque des points distincts de X peuvent être
appliqués par? en un même point de Y, f n'est pas, en général, globale
ment une fonction holomorphe (uniforme) de la variable z =1=- o. En parti
culier, t est une fonction holomorphe sur X; au voisinage de chaque
point de X, t est l'une des déterminations de log z ; mais, considérée comme
fonction de z sur C*, log Z n'est pas une fonction uniforme. On peut dire
que la considération du revêtement ? : X -> Y a servi, dans ce cas, à
rendreuniforme la fonction log z : au lieu de la considérer comme une fonction
sur C*, on la considère comme une fonction sur le revêtement simplement
connexe (X, to) de C*".

Nous allons maintenant étudier un autre exemple, qui met en évidence
comment on est conduit à introduire une surface de Riemann convenable
pour « rendre uniforme» une fonction multiforme (nous ne traiterons pas
le cas général). Considérons, dans le plan C, la fonction multiforme

y ~ (1 - x')"\
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En chaque point x distinct de l,} et}2 (racines cubiques de I),y possède
trois valeurs distinctes; si x prend l'une des valeurs l,) ouj!, les trois valeurs
de y se confondent en une seule, qui est nulle.
On se propose de définir un espace analytique X, et une application
holomorphe 9 : X --+ C. Considérons, dans le produit C X C des couples
(x, y) de nombres complexes, le sous-ensemble X formé des couples tels
que

(2. 1)

Munissons X de la topologie induite par celle du produit C xC; alors
X est un espace topologique séparé. Sur X, on considère les deux fonctions,
notées x et y : première et deuxième coordonnée du point (x, y), Pour
définir sur X une structure d'espace analytique, on va choisir, au voisinage
de chaque point de X, une « coordonnée locale ». Soit d'abord un point
(X01 Jo) e X tel que Jo ~ a (donc Xo distinct de r , j, p) j alors on prend x
comme coordonnée locale. Ce choix est licite, car la fonction x définit un
homéomorphisme d'un voisinage du point (XOIJo) (dans X) sur un voisinage
de X o (dans C) : l'homéomorphisme réciproque associe à x (voisin de xo)
le couple (x, y), où y = (1 - X')I

J3, la détermination étant celle qui est
égale à Jo pour x = Xo' Soit maintenant (xo' Yo) un point de X tel que

)'0 = Oj alors Xo ='= 0 (en fait, xo est l'un des nombres l,j,P.), et on prend
J' comme coordonnée locale; ce choix est licite pour une raison analogue
à celle donnée ci-dessus (il suffit d'échanger les rôles de x et de y).

On doit encore vérifier que les coordonnées locales ainsi définies satisfont
bien à la condition de cohérence voulue [condition (r. 1) du § q]. Autrement dit,
on doit vérifier qu'au voisinage d'un point (xo'Yo) e X tel que Xo ~ 0 et

Yo =F 0, la relation (2.1) définit la coordonnée locale y comme fonction
holomorphe de la coordonnée locale x, et vice-versa. Or il en est bien ainsi
car (1 ~- .l'3) 11 3 possède une détermination holomorphe qui est égale à Yo
pour x = xo; de même (1 _),1) llJ possède une détermination holomorphe
qui est égale à X o pour J = Yo'
Ainsi nous avens muni l'espace topologique X d'une structure d'espace
analytique. Pour cette structure, chacune des fonctions x et y est une fonc
tion holomorphe sur X; vérifions-le pour x : c'est évident en un point
(XOIYo) tel que Yo =F 0, puisque x est une coordonnée locale; et en un point
(X01 )0) tel queyo = 0, y est une coordonnée locale, etx = (1 _y3)113 est
une fonction holomorphe de y.
Prenons pour application 9: X ~ C la fonction x. Alors (X, ~) est une
surface de Riemann au-dessus de C. C'est la surface de Riemann que l'on
voulait définir. Sur cette surface de Riemann.j/ = (1 - X3)IP est bien une
fonction holomorphe (uniforme). On observera que, au-dessus de chaque
point xe C, la surface de, Riemann X possède 3 points: les 3 points (x, y)
tels que) = (1 _X3)1,,~, On dit que la surface de Riemann a 3 « feuillets »
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Mais ces 3 points se confondent en un seul si x est l'un des points 1J j, jZ
de c.
On va définir, sur l'espace analytique précédent X, une forme différentielle
holomorphe co, comme suit: au voisinage d'un point (xo,)'o) tel queyo =1= al

on prend
dx

w=-·
y

Au voisinage d'un point (xo,Yo) tel queyo = a (donc x ll =1= 0), on prend

w =_ydy.
x 2

(Si X o =1= 0 et Yo 01=- 0, la relation

x 2 dx +y 2dy = 0,

conséquence de (2.1), entraîne bien l'égalité des formes différentielles

dx = _yd{). On peut dire que w n'est pas autre chose que la forme diffé-
y x
rentielle sur C :

dx
(1 - .<")1/3

rendue holomorphe par l'introduction de la surface de Riemann (X, 9)
au-dessus de C.

Exercice. Montrer que le chemin fermé r du plan C, représenté sur la
figure 12, est en réalité l'image, par 9, d'un chemin fermé sur la surface

o
x

Figure 12

de Riemann X; plus précisément, il y a sur X, trois chemins fermés ayant "1'

pour image. En intégrant sur l'un d'eux la forme différentielle w ci-dessus,

on démontrera que l'intégrale réelleli( dxx3P3 est égale à ~~.
c [- / 3V3
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Revenons à la relation (2. 1). Elle va nous conduire à définir une surface
de Riemann au-dessus non plus de C, mais de la sphère de Riemann S2.

Considérons pour cela le plan projectif complexe P,(C), quotient de

G X G X C - :0, 0, 0:

par la relation d'équivalence suivante:

(x, J', Z)''-' (x'; y', Z') si X, y, Z sont proportionnels à x', r, Z'

(on dit que (x, y, z) est un système de coordonnées homogènes du point
de Pz(G) qu'il définit, c'est-à-dire de sa classe d'équivalence). Les points
de P2(C) dont les coordonnées homogènes X,), Z satisfont à la relation

(2. 2) x" +y" = <:'

forment un espace topologique séparé X'. L'espace X de tout à l'heure
s'identifie à un sous-espace de X' : à chaque point (x, y) e X on associe

le point de coordonnées homogènes (x, y, T)_ L'espace X' se compose de
l'espace X et de 3 points « à l'infini » : ceux ayant pour coordonnées

homogènes (r , - 1,0), (j,- 1,0) et (j2, - r , 0). On laisse au lecteurle soin
de définir sur X' une structure d'espace analytique qui prolonge celle de. X

(il suffira de définir une coordonnée locale au voisinage de chacun des
3 points à l'infini de X'), et de définir une application holomorphe
~' : X'~ S2 qui prolonge ~. On montrera que XI est un espace analytique
compact] et que ylz est une fonction méromorphe sur X', ayant pour pôles
les 3 points à l'infini.

3- SURFACE DE RIEMANN ATrACHÉE A UNE « COURBE ELLIPTIQUE»

Considérons une relation algébrique entre deux variables complexes x et y, de la
forme

(3- 1)

(on utilise à dessein les mêmes notations qu'au chapitre v, § 2, nv 5). On suppose
a! et a4 choisis de façon que le polynôme du second membre de (3. 1) ait trois racines
distinctes. Désignons ce polynôme par P(x); alors P' (x) 01=- 0 pour toute valeur
de x telle que P(x) = 0, en notant P' le polynôme dérivé de P.
On va associer à la « courbe elliptique » (3. r ) une surface de Riemann (X, :;;)
au-dessus de C. Comme espace topologique, X est le sous-espace de C -: C formé
des couples (x, y) satisfaisant à (3. 1). Sur cet espace X, on définit une structure
d'espace analytique, comme suit: en un point (xu, )'0) E X tel que Yo of=- 0, on prend
x comme «( coordonnée locale >~; en un point (xo,)'u) tels quejç, '--' 0, On a P'(xo) /~ 0,

donc, d'après Je théorème des fonctions implicites, la relation (3. I) équivaut, au
voisinage dr. (xo' 0) à une relation de la forme x = Jt», où f est holomorphe au
voisinage de 0, avec 1(0) ---= Xo- On prendra), comme coordonnée locale au voisi
nage d'un tel point (Xli' cj.
L'application cp: X ----7 C qui, au couple (x, y), associe xeC, est évidemment holo
morphe. Donc (X,?) est une surface de Riemann au-dessus de C; elle a deux
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« feuillets », puisqu'à une valeur de x correspondent deux valeurs de J' en général
distinctes (elles sont distinctes si P(x) l~· 0). D'autre part, la fonction X _ C qui,
au couple (x, y), associe y, est aussi holomorphe sur X; nous la noterons simple
menty.
La forme différentielle .., définie par "1 = rix/y au voisinage des points (xo, Jo) eX

tels queyo =F 0, et par "j = 6x t dy au VOisinage des points (xo, 0) e X, est une- Ioa ..
forme différentielle holomorphe Sur X: Puisque c'est une forme fermée, elle admet
une primitive au voisinage de chaque point de X; globalement, cette primitive
est une fonction multiforme c, holomorphe au voisinage de chaque point de X. La
relation dz = •.J montre que l'on a

(3. 2) dx =ydz.

Au voisinage de chaque point (xo." Yo) e X, chaque détermination de la fonction z
est une coordonnée locale: en effet, si Jo ~ 0, x est une' coordonnée locale, et

th = -..!.....dx; siyo = o,y est une coordonnée locale, et dz = dy , le déno-
y &2_1~

minateur n'étant pas nul.
On va maintenant compléter la surface de Riemann (X, fl) en une surface de Rie
mann (X', 'i') au-dessus de la sphère de Riemann 82 • Pour cela, notons (x, y, t)
les coordonnées homogènes d'un point du plan projectif complexe P2(C) (cf. ne e),
et considérons l'ensemble X' des points de P~(C) dont les coordonnées homogènes
satisfont à

(3· 3)

X' est un espace topologique sépare; si à chaque point (x,)') eX on associe le point
de X' de coordonnées homogènes (x,y, 1), on identifie X à un sous-espace de X';
le complémentaire X' - X se compose d'un seul point « à l'infini », le point de
coordonnées homogènes (0,1,0). Au voisinage de cc point, noté :"10, on peut prendre
x/y = x' comme coordonnée locale, car x' définit un homéomorphisme d'un voisi
nage du point :0 sur un voisinage de 0 dans C (en effet, posons t!.v = l'; la relation
(3.3) équivaut à

li = 4X'3 - 20 a~'l'2- ~8 att l J ;

au voisinage de x' = 0, l' = 0, le théorème des fonctions implicites donne l' comme
fonction holomorphe de x' :

(3· 4) t ' = 4X'3 - 320 QZ--.:'7 + ... ).
Le choix de la coordonnée locale .'1(' au voisinage de -x: achève de définir sur XI
une structure d'espace analytique (le lecteur vérifiera les conditions de cohérence).
Enfin, l'application f' est définie comme étant égale à 9 sur X, et envoyant le
point 00 de X' au point à l'infini de 82 ,

La forme différentielle holomorphe tu, définie plus haut sur X, se prolonge en une
forme différentielle holomorphe sur X' : on pose, au voisinage du point :0, et
en utilisant la coordonnée locale x' et la fonction holomorphe l' de x' définie par
(3· 4),

dt' 1 12 x'! + . .. 1 , , ),., "t'd(x'jt') = <Ix' -.,' - ~ dx - ---'. -~- <Ix = - 2 dx (1 + g(x) ,
t' 4x + ...

où g est une fonction holomorphe au voisinage de x' = 0, nulle pour x' = o. La
forme •.) ainsi définie sur l'espace (compact) X' possède localement une primitive Zj
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c'est une fonction multiforme sur X', et qui sert de coordonnée locale au voisinage
de chaque point X'.
Supposons maintenant que les constantes a',! et a~ soient déduites d'un groupe dis
cret Q par les relations (S. S) du chapitre V, § 2. Alors la proposition 5. 2 du même
paragraphe montre que la transformation méromorphe

(3·5) x ~ rte), y ~ ,,'«)
définit un isomorphisme de l'espace analytique CIO. sur l'espace analytique X'. Par
l'isomorphisme réciproque, z est une fonction holomorphe multiforme sur X',
dont les déterminations (locales) se déduisent les unes des autres par l'addition
d'une constante appartenant à n. On a dx = J' dz à cause de (3. 5), et par consé
quent dz (qui est une forme différentielle bien définie sur X') n'est autre que la
forme f'J définie ci-dessus (ce qui justifie la notation z).
Abandonnons maintenant l'hypothèse suivant laquelle a2 et a.j, proviennent d'un
groupe discret Q par les formules (5. 5) du chapitre v, § 2. La fonction multi
forme z définie sur X' par la condition que dz = w est encore définie; une analyse
plus poussée de la topologie de l'espace X' permettrait de montrer que les diverses
déterminations de z se déduisent les unes des autres par l'addition de constantes
qui forment un sous-groupe discret .Q du groupe additif C, il étant engendré par
deux éléments et et e2 linéairement indépendants sur le corps réel R. On neut
achever de fixer la fonction multiforme z en lui imposant d'être nulle (mod.. Q)
au point 'Y.; de X'. Introduisons alors la courbe algébrique

yI = ~ _ 2ob~ - 2Bb",

où les constantes b: et b~ sont données par

Soit (X", ç") la surface de Riemann correspondante. au-dessus de S~. L?, fonction
multiforme s: définit une application holomorphe de X' dans Gin, lequel, on vient
de le voir, est isomorphe à X\ on a donc une application holomorphef: XI~ X/.
On peut montrer (ce que nous ne ferons pas ici) que! est un isomorphisme; donc
f prend, sur X', une fois et une seule tou te classe de valeurs modo ~). Donc les coor
données (non homogènes) x et y d'un point de X' sont des fonctions méromorphes de
e, admettant Q pour groupe de périodes; et comme on voit facilement que x est une
fonction de z ayant un pôle double pour z = o. avec 1,'Z2 pour partie principale
(et n'ayant pas d'autre pôle que ceux de Q), il s'ensuit que x = p(zi. l' désignant
la fonction de Weierstrass attachée au groupe 11. et)' = p'(z\, Ainsi. I'isomor
phismef: X' -+ X" n'est autre que l'application identique, et on a ba = ~, b4, = a".
Finalement, on voit que fout couple de constantes ~ et a" telles qUI! le polyTlÔme P(x),
second membre de (3.1), ait trois racines distinctes, définit un groupe discret il tel que
a2 et a" satisfassent aux relations (5.5) du chapitre v, § 2; de plus, la courbe algébrique (3.1),
y compris son ~int à I'inhni, admet Une repré5entatwn paramétrique à raide desformules (3'5).

4. NOTIONS SUR LE PROLONGEMENT ANALYTIQ.UE

On va se borner à envisager le prolongement analytique dans le plan
complexe C. Posons le problème:

Problème. Supposons donné un ouvert non vide et connexe U du plan C

(U sera considéré comme une surface de Riemann au-dessus de C, en
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§ 5· Surfaces de Riemann

prenant pour i : U -->- C l'injection naturelle). Soit donnée une fonction f
holomorphe dans U. On cherche une surface de Riemann (X, ~) non
ramifiée au-dessus de C, et un isomorphisme j de U sur un ouvert de X,
de façon à satisfaire aux conditions suivantes:

Ci) :p 0 j = i (ce qui permet d'identifier U à une « sous-surface de
Riemann » de X);

(ii) la fonction f se prolonge en une fonction holomorphe g dans X (« se
prolonge » signifie que l'on a g 0 j = f dans U);

(Iii) la surface de Riemann (X, ~) est « la plus grande possible» parmi
celles qui satisfont à (i) et (ii). Cela signifie, d'une façon précise, que
si une surface de Riemann non ramifiée (X', :p') au-dessus de C, et un
isomorphisme J' de U sur un ouvert de X' satisfont à des conditions
analogues à (i) et (Ii), alors il existe une application holomorphe

h: X' -->- X
et une seule, telle que

hoj' <i.
Avant d'aller plus loin, faisons une observation: dans la condition (ii),
la fonction holomorphe g qui « prolonge» f est unique, en vertu du « prin
cipe du prolongement analytique» (cf. § 4, nO 4). De plus, dans (iii),
appelons s' l'unique fonction holomorphe dans XI telle, que gr 0 j' = J,
alors on a nécessairement

go h = gr;

en effet, g 0 h est holomorphe dans X', et, dans li, on a bien (g ° h) 0 jf =1,
puisque h 0 j' ~ j d'après (4. r ) et g oj ~ f par hypothèse.
On exprimera brièvement la propriété (iii) en disant que le triplet (X, 'P,j)
possède une propriété universelle (sous-entendu: vis-à-vis des triplets satis
faisant à (i) et (ii»).

Le théorème fondamental du prolongement analytique consiste en ceci :
étant donné un ouvert connexe U c C et une fonction f holomorphe dans U,
le problème précédent possède une solution et une seule. L'unicité ainsi affirmée
doit être entendue « à un isomorphisme près». Nous allons d'abord
prouver cette unicité, et préciser en même temps ce que l'on doit entendre
par: « à un isomorphisme près ».

Démonstration del'unicité. Supposons que l'on ait deux solutions du problème
(X, o/,j) et (X" ~"j,). Puisque par hypothèse (X, o/,j) possède la propriété
universelle, il existe une application holomorphe h : Xl -----7 X et une seule,
telle que

hojl=j, 9 o h = qtl '
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Pour la même raison, il existe une application holomorphe hl : X......-;-- Xl
et une seule, telle que

Considérons J'application h 0 hl de X dans lui-même; c'est une application
k telle que

k -i <i. 9 0 k = 9;

or, d'après la propriété universelle, il existe uneseule application holomorphe
ayant ces propriétés, et comme l'application identique de X possède ces
propriétés, il s'ensuit que k = ho hl est l'application identique de X. Pour
la même raison, hl 0 h est l'application identique de Xl' Ceci entraîne que
h et hl sont des isomorphismes, réciproques l'un de l'autre.
Ainsi, deux solutions quelconques du problème se déduisent l'une de l'autre
par un isomorphisme h satisfaisant à (4. 3); c'est dans ce sens que l'on peut

dire que la solution du problème (s'il y en a) est unique à un isomorphisme
près.
Il reste à prouver l'existence d'une solution, ce qui est plus délicat. Le lecteur
non entraîné est invité à laisser de côté la démonstration que nous allons

.donner maintenant.

Soit Z l'ensemble des couples (zo, S) formés d'un point ZoEC et d'une série entière
(à une variable) S dont le rayon de convergence n'est pas nul. On définit sur Z la
topologie suivante: à chaque couple (V, F) formé d'un ouvert V c C et d'une fonc
tion F holomorphe dans V, on associe l'ensemble \V(V, F) des couples (zo. S) où

ZoE V et où S est la série entière L QnXR telle que 2t QJl.(z-zo)-' soit le développe-
..~o n~O

ment en série entière de F au voisinage de ZOo Par définition, les ensembles \V(V, F}
forment une based'ouverts pour la topologie que l'on veut définir sur Z : tout ouvert
de Z est une réunion d'ensembles de la forme W(V, F), et réciproquement toute
réunion d'ensembles de la forme W(V, F) est un ouvert. On démontre facilement
que l'intersection de deux ouverts est un ouvert; on a donc bien défini une topologie
sur Z. Cette topologie est séparée; que deux points distincts (zo, S) et (z~, SI) aient
des voisinages ouverts disjoints est évident si Zo oF z~; et si Zo = 4 et S i= SI,
l'ensemble des points (assez voisins de zo) au voisinage desquels les fonctions holo
morphes définies par les séries entières distinctes S et S' coïncident est vide, à cause
du « principe du prolongement analytique ».
A chaque couple (zo' S) associons le point ZoEC; on définit ainsi une application p :
Z---7'- C, qui est localement un homéomorphisme (i.e: tout point de Z possède un voisinage
tel que la restriction de p à ce voisinage soit un homéomorphisme sur son image):
cela résulte aussitôt de la définition de la topologie de Z. En utilisant p comme
coordonnée locale au voisinage de chaque point de l'espace Z, on définit sur Z une
structure d'espace analytique. Pour cette structure, l'application p est holomorphe;
donc (2, p) serait une surface de Riemann au-dessus de C si Z était connexe (on
verra que ce n'est pas le cas).
Définissons une fonction G dans l'espace 2 comme suit : la valeur de G en un

point (zo, S) EZ est, par définition, le terme constant de la série entière S = ~ QIIXa;

., II~O

c'est aussi la valeur, au point Zo, de la fonction holomorphe l all(.! - ZO)II définie
II~O
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§ 5. Surfaces de Riemann

au voisinage de zo0 La définition de la topologie de Z montre facilement que la
fonction G ainsi définie sur l'espace Z est holomorphe; en fait, si on l'exprime, au
voisinage de (zo, S), comme fonction de la coordonnée locale s: (voisine de zo),

on trouve que la fonction G admet le développement en série entière ~ On(.e-zo)n,
,... n>,fJ

où ,t.. a"X" est précisément la série S. v
,,~o

Jusqu'à présent, on n'a pas encore utilisé la donnée de l'ouvert non vide et connexe
V, et de la fonction/holomorphe dans U. On va maintenant s'en servir. Considé
rons W(U, f) : c'est, par définition, un ouvert (non vide et connexe) de l'espace
analytique Z; et la restriction de l'application p : Z -)- C à cet ouvert W(U, f)
est Wl isomorphisme de W(U,f) sur l'ouvert UcC. Soit} l'isomorphisme réci
proque. L'application composée Go} n'est autre que f. Soit X la composante
connexe de Z qui contient l'ouvertj(U); et soit 7' la restriction de p à X; soit enfin
g la restriction de G à X.
Puisque p est localement un homéomorphisme, il en est de même de ?; donc (X, ~)

est bien une surface de Riemann non ramifiée au-dessus de C. Pour montrer que
(X, <p) et l'isomorphismej satisfont au." conditions du problème, il reste à vérifier
qu'ils satisfont aux conditions (i), (ii) et (iii). La condition (I) résulte trivialement
de la définition de j. La condition (ii) est vraie, parce que g est la restriction de G
à X, et que G oj=f, comme on l'a vu. Montrons (iii): soient (X', '?') et}' comme
dans (iii), avec une fonction s' holomorphe dans X' et telle que g' ,.j' = f dans U;
définissons une application k de X' dans Z, en associant à tout point xle x' le

~ ~.
couple (9'(X~), S), où S désigne la série entière ~ a"X" telle que ..... 0/z-4o)

"ç,1I "3-'J
soit le développement, au voisinage de ZOo = ~'(x~), de la fonction holomorphe
I.(Z) telle"que À( ,?'(x')) = g'(x') au voisinage de Xo(ici intervient l'hypothèse que la
surface de Riemann (X', 9') est non ramifiée, et que par suite ~' (x') est une ccor
donnée locale sur X' au voisinage de Xb). L'application k qu'on vient de définir
est holomorphe dans X'. Puisque l'espace X' est connexe (d'après la définition
d'une surface de Riemann), son image par k est connexe; et comme cette image
contient évidemment l'ouvertj(U), cette image est contenue dans la composante
connexe X de Z. Donc k induit une application holomorphe h de X' dans X, et
on vérifie facilement que h satisfait aux conditions (4. x). Pour achever la démons
tration. il reste à prouver que toute application holomorpheh: X' --..,.. X satisfaisant
à (4. 1) colndice avec la précédente; or elle doit coïncider avec elle dans l'ouvert
non videj/(U), et par suite la coïncidence a lieu dans tout l'espace connexe XI,
en vertu du principe du prolongement analytique (§ 4, nv 4).

Remarques dioerses. On a ainsi obtenu une « plus grande » surface de
Riemann non ramifiée au-dessus de C, contenant l'ouvert donné U, et dans
laquelle la fonction donnéefse prolonge en une fonction holomorphe. L'idée
lasplus simple aurait consisté à chercher un « plus grand ouvert» connexe
V contenant C, et dans lequelfse laisse prolonger en une fonction holo
morphe. Mais un tel problème n'a pas de solution en général. et c'est ce qui
rend indispensable la considération des surfaces de Riemann non ramifiées,
au lieu de considérer simplement des ouverts de C. Voici un exemple qui
montre qu'il n'existe pas de plus grand ouvert connexe V contenant U, et
dans lequelfsoit prolongeable: on prend pour C un disque ouvert de Cne
contenant pas 0, et pour fonctionfune détermination de log z dans U; soit
L" le symétrique de Li par rapport. à 0; il est facile de construire deux ouverts
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VI. Transformations holomorphes

simplement connexes VI ct V ~h contenant chacun U et U' (voir figure 13),
et tels que si on prolonge dans VI (resp. dans V 2) la détermination consi
dérée de log z dans LT, on obtienne, par restriction à U", des détcnninations

Figure 13

différentes. Il ne peut donc pas exister d'ouvert V contenant VI et V~.

et dans lequel la détermination de log z dans U puisse se prolonger. Il
nty a donc pas de plus grand ouvert contenant U et dans leque1le prolon
gement est possible.

Soit toujours f une fonction holomorphe dans un ouvert U C Ct et soit
':OE D. Considérons un chemin v : 1 ---* C d'origine "::0 et d'extrémité ZI;

on ne suppose pas que l'imag-e de .; soit contenue dans U. (1 désigne le
segment [0, Il). Soit d'autre part un triplet (X, 9, g) satisfaisant aux. condi
tions {i), (ii), (iii). S'il existe une application continue Il: 1~ X telle que
? 0 h = "( ct h(o) = j(,:,u.!' une telle h est unique (démonstration facile);
on rappelle un Tt'[Ù."l'Plf'I!! du chemin r dans la surface de Riemann (X, l!i)'
Au voisinage du point h(l} eX, la fonction g s'exprime comme fonction
holomorphe de Z = t'(A) au voisinage du point 41; on dit que cette fonction
holomorphe de .:: a été obtenue par prolongmumt analytique de la Jonction
holomorphe J ft. IOllg du chemin l (d'origine 40 et d'extrémité ~l)'

La théorie précédente du prolongement analytique admet diverses gêné.
ralisatious. Par exemple, au lieu de prolonger SUl" une surface de Riemann
non ramifiée au-dessus de C, on peut prolonger sur une surface de Riemann
non ramifiée ail-dessus de la sphhe dt Riemann; les raisonnements sont ana
logues. On pourrait aussi considérer des surfaces <le Riemann non astreintes
à être non ramifiées, en leur imposant des conditions analogues à (i), (ii),
et (iii); on peut alors montrer que le problème ainsi posé possède encore
une: solution, unique «( à un isomorphisme près ».

Exercices

J. Soit D un ouvert simplement connexe du plan C, distinct de C, et soit
ne D. Éralll donnés un nombre complexe b tel que Ibl < J, et un nombre
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réel a, montrer qu'il existe une seule fonction holomorphe f(?) qui défi
nisse un isomorphisme de D sur le disque unité et satisfasse à

(i) f(a) = b, (ii) arg J' (a) ~ Œ.

2. Soit Dl'ouvert connexe a yan t pour frontière la réunion de deux cercles
Cl' C2 sans point commun, tels que Cl soit contenu dans l'intérieur de C2"
Montrer qu'il existe une transformation homographique qui applique D
sur une couronne : r < ]zl < 1 (où r est un nombre convenable> 0 et
< 1).

3· Soitf(z) une fonction holomorphe et univalente dans le disque unité B :
[z]< 1, et soit D ~ f (B) l'image de B parf. De même, soit D, l'image par
f du disque ouvert B, : Iz[ < r, 0 < r < r .

(i) Montrer que, si h est un automorphisme de D laissant fixe le point
f(o), on a

hlD,) c D, pour 0 < r < 1.

(Appliquer le lemme de Schwarz à la fonction f-I(h(f(z))).)

(ii) Montrer que, si D est étoili par rapport au point f(o) (voir chapitre TI,

§ 1, ne 7 pour la définition), alors D,. est aussi étoilé par rapport au point
f(o), pour 0 < r < I. (Se ramener au cas oùf(o) = 0 et considérer la
fonction f-'(l.f(z» pour 0 < ). < 1.)

(iii) Supposons maintenant que D soit convexe. Montrer que D,. est aussi
Convexe pour 0 < r < 1. Si E est un disque ouvert tel que Ec: B, son
image J (E) est-elle convexe?
(Étant donnés 0 < i. < r, et ?l' Z2eB, considérer la fonction

g;(z) ~ (1 - l.)f(zz,/z,) + >fez),

si Iztl~ IZ21-1= o. Pour la seconde question, montrer qu'il existe un auto
morphisme? de B tel que ?(E) = B,., avec 0 < T < 1, et considérer la Ionc
tionf0 cp-I).

4. Soit w = f (z) une fonction holomorphe et univalente dans le disque
unité [e] < Il et soit I' l'image parf du cercle Iz! = 1, 0 < r < 1. Montrer
que le rayon de courbure? de r en un point f(a), [e] = T, est donné par
la formule suivante:

Re(a ["(a)1 ['(a)) + 1

P iaf'(aJi
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(Remarquer que, si f(r"") = .(0) + i"(O), on a

u'v"- U"VT (un + iv")
=--';~--=-:;;- = lm ,

U'2 + VT2 u' + iv'.'

où UT) url, etc., désignent les dérivées par rapport à 0_)

5· Soient a un nombre complexe, T un nombre "> 0, et soient ZI' Z;,,! deux
points se correspondant dans l'inversion de pôle a et de puissance T. Soit S
une transformation homographique n'ayant pas de pôle sur le cercle c:
d'équation 1-<: - al - r. Montrer que S(<:I) et 5(<:2) se correspondent dans
une inversion) dont on déterminera le pôle et la puissance. Si S possède un
pôle sur C, montrer que 5(<:1) et S(<:2) se correspondent dans la symétrie
par rapport à la droite S(C).

6. Soit C (resp. r) un cercle dans le plan de la variable complexe <: (resp. wJ
défini par [z - al ~ r {resp. IW ~,[ ~ ?). Soit D (resp. "J un ouvert
connexe du plan de ..: (resp. w) satisfaisant aux conditions suivantes;

(i) Co =- D n C (rcsp. 1'0 = ..i. n l") est un arc (ouvert) non vide de C rresp.
de rj ,

(ii) D~ ~ J,.(D ) (resp. x, ~ J'("-J!,

où Je: (resp. JI") désigne l'inversion par rapport au cercle C (resp. 1'), et

D_(resp. l'-J l'ensemble des <;ED (resp. des WE..i.l telsquelz-a!~T

{resp. lU' - :xl ~ ;;). Soit de plusj" une fonction définie et continue dans

D->. U Co, à valeurs dans ..i. '- U 1"0' telle que:

(iii) f soit holomorphe dans D_ et applique D_ dans ..i.~;

(iv) f applique Co dans I'e-

Montrer que. sous ces hvpotbèsea.j" peut être prolongée, d'une seule façon,
en une fonction ,~ holomorphe dans D) qui applique D dans..i.. (Se
ramener, en utilisant l'exercide 5, au cas où Co (resp. l'o) est contenu dans
l'axe réel, et utiliser le principe de symétrie de Schwarz, Chapitre II,
~ 2, ne 9).

On remplace maintenant les hypothèses (iii) et (iv) par les hypothèses
plus restrictives;

(iii') f définit un isomorphisme de D-,- sur j,-,-;

(iv') f applique Co 5ur r.
Montrer alors que le prolongement g est un isomorphisme de D sur l".
(On devra notamment montrer que f est univalente, et pour cela que f
prend des valeurs distinctes en des points distincts de Co; ceci se prouvera
par l'absurde, en utilisant la proposition 4- 2 du Chap. III~ *5\
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7. Soient a, r deux nombres réels tels que T > a > o. Trouver une fonction
w = f (~) qui définit un isomorphisme de l'intérieur D de l'ovale de Cas
sini 1~2 ~ a21 < r 2 sur le disque unité B: wl < r, en conservant les
axes de symétrie. (D'après le principe de symétrie, il suffit de trouver une
fonction! définissant un isomorphisme de la moitié à droite D+ définie par

1~2 _ a21 < r2, Re(~) > 0,

sur la moitié à droite du disque unité B+ définie par

Iwl< 1, Re(w) > 0,

prenant des valeurs réelles sur l'axe réel, et appliquant le segment ~)

)';! < ,2 _ a2, du plan z sur le segment iv, ,l'! '" r, du plan w. Pour cela,
considérer d'abord la transformation ~ = <;2, puis une transformation

h hi Z .~ -'- ~ 1omograp que = '... transformant e cercle 1 ~ - a21 = r2 dans
r~ -+- e . .

le cercle unité jZI = r , et le segment a2 - ,.2'" Re (~) <:; 0, lm (') = 0
sur le segment - 1 < Re (Z) -< 0, lm (Z) = 0; et finalement une déter
mination convenable de la fonction w = Z l i 2. )

8. Considérons la fonction f(~) définie dans le demi-plan supérieur P+ :
Im(.t) > 0, par l'intégrale prise le long d'un chemin dans P+ reliant 0 à z

(
' dt

u =f(t.) = •
• 0 \l([ -t2) (1 -k2t' )

(t réel).K' - r" dt
-., VJ(t'-I)(I-k2t2)

où k est une constante réelle telle que 0 < k < 1; on prend la détermina.
tion uniforme du radical égale à 1 pour t = o. Montrer quef(~) peut se
prolonger en une fonction continue dans le demi-plan fermé Im(.,e:) ~ o.
Posons

r' dtK= 1

.0 V(I _t2 ) (1 -k't2)

Montrer que la fonction] (zj ainsi prolongée définit un isomorphisme du
demi-plan P" sur le rectangle (ouvert) ayant pour sommets les points :
- K. K, K + iK', - K + iK', et applique l'axe réel sur le périmètre de
ce rectangle. Préciser les points correspondant aux sommets.
Montrer que l'on peut prolonger la transformation réciproque r = F 11 en
une fonction méromorphe. doublement périodique de périodes -}K. 2iK'.
dans le plan de la variable u, Préciser ses zéros et ses pôles. et en déduire
qu'il existe une constante A telle que l'on ait

où ';'0' ~l désignent les fonctions considérées dans l'exercice 3 du chapitre v,
avec -r = iK' jK.



CHAPITRE VU

Systèmes différentiels holomorphes

1. Théorème d'existence et d'unicité

1. POSITION DU PROBLÈME

Soit k un entier >- 1. Supposons données k fonctions holomorphes de
k + 1 variables complexes :

f(x, YJ' ... , y.), 1 <; i -< k.

Ces fonctions sont supposées holomorphes au voisinage d'un point (a, bH "" bk ) .

On considère le système différentiel

(1. r ) d.l;dx = f(x, y" .. ', y.), 1 -< i -< k.

On cherchelessystèmes dek fonctions Yi = ~i(X) (i = r , ... , k), holomorphes
au voisinage du point x = a, telles que l'i (a) = bi, et satisfaisant au système
(1. 1). Cette dernière condition exprime que les dérivées :pi (x) satisfont à

(1. 2) ~i(x) ~f(x, ~I(X), ..., ~.(x).

THÉORÈME r. Le problème précédent possède UTU solution et uneseule,

Ce théorème va être démontré dans les trois numéros suivants.

2. CAS k = 1: PARTIE FORMELLE

Nous avons une seule fonction inconnue y de la variable .e, l'équation
différentielle à résoudre étant

(2. r )
dyth: ~ f(x, y).



§ 1. Théorème d'existence et d'unicité

f(x, y) est une fonction .lonnée, holomorphe au voisinage du point (a, b).
Pour simplifier, nous supposerons désormais a = 0, b = 0; on peut tou
jours sc ramener à ce cas au moyen d'une translation. Soit

(2. 2) f(x, y) = L 'p,qXPY'
p, 'li:?

le développement de Taylor ôe ], qui converge par hypothèse au voisinage
de l'origine. La fonction inconnue y = ,(x) admet le développement de
Taylor

(2·3)

dont les coefficients ail sont précisément à déterminer. Le coefficient ao
est nul, puisqu'on exige 9(0) = o.

Dans une première étape, on va se borner à chercher une série entière
formelle (2. 3) qui satisfasse formellement à l'équation différentielle (2. 1);
autrement dit, 9' (x) désignant la dérivée formelle de la série formelle 1'(x),
on doit avoir

(2·4) ~'(X) = f(x, 9(x)),

où le second membre est obtenu par substitution à y de la série formelle
tex) (sans terme constant).

PROPOSiTION 2. 1. Étant donné la strie formelle (2. 2), il. existe une sérieformelle
(2. 3) et une seule qui satisfasse à (2. 4)'

On va maintenant démontrer cette proposition; on se préoccupera seule
ment plus tard de la question de savoir si la série (2. 3) ainsi obtenue est
effectivement convergente au voisinage de o.
Identifions les séries formelles en x des deux membres de (2. 4); en égalant
les coefficients de xll dans les deux membres on obtient:

(2. 5Î

où Pn • 1 est un polynôme par rapport aux lettres al' ••• , ail et à un nombre
fini des lettres cp, 'l' polynôme dont les coefficients sont des entiers> o.
Il n'est pas utile d'expliciter davantage cc polynôme. Par exemple:

Des relations (2. 5) on déduit, par récurrence sur n,

(2.6) a, = Q .. (cp , , ) ,

où les QI< sont des polynômes, à coefficients rationnels >- 0, par rapport
aux diverses variables Cp,q (chaque polynôme QIl ne dépendant que d'un

215



VII. Systèmes différentiels holomorphes

nombre fini de ces variables), Il importe de bien observer que les poly
nômes Q" sont définis une fois pour toutes. Les premiers polynômes Qn
som les suivants :

Les relations (2" 6) étant nécessaires et suffisantes pour que la relation
formelle (2. 4) soit vérifiée, la proposition 2. 1 se trouve démontrée.

3" CAS k = 1 : QUESTIONS DE CONVERGENCE

On suppose maintenant que la série entière du second membre de (2. 2)
est convergente au voisinage de (0, 0). On se propose de démontrer que la
série entière (2. 3), dont les coefficients sont définis par les formules (2. 6),
possède alors un rayon de convergence non nul. Pour cela, on va appliquer
la méthode dite des séries majorantes.

Définition. On dit qu'une série entière formelle

F(x,y) ~ ~ Cp,,,,py'
p, q~O

est une série majorante de la série (2.2), si les coefficients Cp,q sont >0
et satisfont aux inégalités

On définit de même une série majorante

4>(x) = ~ A,x'
Il.;<::.t

de la série formelle (2.3).

PROPOSITION 3. r , Sail F(x,y) une série majorante de la sérief(x, y). Sail 4> (x)
la série formelle, sam terme constant, unique solution formelle de l'équation diffé~

remielle

dy
- = F(x,y).
dx

Alors ~ est une série majorante de 9'

Démonstration. Les coefficients A,. de la série ~ sont donnés, comme on l'a
vu, par les formules

2,6
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puisque les polynômes Q.n ontleurs coefficients >- 0, ses inégalités [cp, q; -< Cp, q,
et les inégalités classiques relatives à la valeur absolue d'une somme ou
d'un produit, montrent aussitôt que [alll -< An. Ceci prouve la proposition.

Pour démontrer que la série (2. 3) a un rayon de convergence non nul
lorsque la série donnée (2. 2) converge au voisinage de l'origine, on va
procéder comme suit: on va expliciter une série majorante F de la série f,
puis on calculera explicitement la solution formelle of> de l'équation diffé
rentielle (3. 3), et on vérifiera directement que la série of> possède un rayon
de convergence #= o. Comme le rayon de convergence de la série , est
au moins égal au rayon de convergence de la série majorante 4», il s'en
suivra bien que le rayon de convergence de , est =1= 0, et le théorème 1

(nO 1) sera entièrement démontré dans le cas où k = 1.

Par hypothèse, la série (2. 2) converge dans un voisinage de l'ensemble

(3· 5) Ixl <; r, /yl <; r,

où r est un nombre> o. Soit M la borne supérieure de If(x,y)l sur l'en
semble (3. 5). D'après les inégalités de Cauchy (chapitre IV, § 5, formule
(4. 2)), on a

(3. 6)

Posons

(3· 7)

les Cp,q sont les coefficients d'une série entière F(x,y) qui est une série
majorante def(x,y). On calcule înunédiatement la somme de la série F,
qui est une série géométrique double:

pour Ixl <r,lyl <r.M
F(x,y) = (1 _ ; )(1_~ )(3. 8)

L'équation différentielle (3. 3) est une équation à variables séparées:

(3· 9) ( ' _L)dy = Mdx .
TIl .:».

r

On l'intègre par quadrature: la solution y qui s'annule pour x = 0

est donnée par la relation

(3. 10) Ixl <r,
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où, dans le second membre, mi prend la détermination du logarithme qui
est nulle pour x = o. De (3. ]0) on tire

(3- II)

où, dans le second membre, on prend la détermination du radical qui est
égale à 1 pour-x = o. Le second membre de (3. r r) n'est autre que la
fonction <I>(x), solution de l'équation différentielle (3- 3) au voisinage de
x = o. Or il est clair que cette fonction" est holomorphe au voisinage de
x = 0, et que son développement en série entière admet donc un rayon de
convergence #- o. En fait, il est facile de voir que le. rayon de convergence
du second membre de (3. II) est égal à

La démonstration du théorème 1 est ainsi achevée dans le cas où k = 1.

4- CAS où k EST RUELCONRUE

Revenons au problème posé au ne I. Nous supposerons que a, bl , ... , bic
sont nuls; on peut toujours se ramener à ce cas au moyen d'une trans
lation. Les k fonctions holomorphesfi(x'YI' .. "Yk) admettent les dévclop
pements de Taylor

(4. I) E( y) - '5' '0 ,.n, ..JI X, Yu ..., _k - .:.,j lp, ql.", qk X JI • "'Yk •
p. ql'·· ·.qk~O

Ces séries étant données, on se propose de déterminer des séries entières

qui convergent au voisinage de 0 et satisfassent aux relations (1. 2).
Comme dans le cas où k = r, on va procéder en deux étapes: on va d'a
bord résoudre formellement les équations (1. 2); on démontrera ensuite
la convergence des séries entières obtenues.

La solution formelle des équations (1.2) est unique: on doit écrire
que l'on a, pour chaque i,

L (n + I)a~~ IX" = ~ c~~}q{, _._ qkXP (~a~~)xrl)ql •••

n ri

Ceci donne, pour chaque i,

où les ~~) sont des polynômes à coefficients rationnels > 0 dont chacun
ne dépend que d'un nombre fini des variables cr.,J,)q" ..•• qk (l'indicej prenant
les valeurs r , ..., k).

On va maintenant montrer que si les séries entières (4. r) convergent
au voisinage de l'origine, les séries (4. 2) dont les coefficients sont donnés

~I8
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par (4.3) ont un rayon de convergence non nul. Pour cela, on va remplacer
chaque série); par une série majorante Fi. Soit (41 1, .•• , 4lk ) l'unique solution
formelle du « système majorant»

dy, _ F(
dl: - i x, YI' ... , Yk)'

Alors, pour chaque i, 4li est une majorante de tf'i (démonstration analogue
à celle de la proposition 3. 1). Il reste à déterminer explicitement les Fi
et les 4l;.

Par hypothèse, les f, sont holomorphes dans un voisinage du polydisque
fermé

Ixl <r, Iyd<r pour I<i<k,
et leurs valeurs absolues ifil sont majorées par un nombre M sur ce poly
disque. On en déduit que les

sont les coefficients de séries majorantes Fi' Le système différentiel (4. 4)
s'écrit donc

(

k )
dYi _ MIll----- ---.
dx X ;=1 Yi

1-- I-
r r

Soit Yi ~ <l>i(X) l'unique solution formelle du système' différentiel (4· 7).
On va montrer que toutes les séries lbi sont égales à une même série 41.
En effet, soit Y = cI>(x) l'unique solution formelle de l'équation différentielle

(4. 8) ( I _ -l') k &=~.
r dx x1-

r

Il est clair que si l'on pose Yi = 41(x) pour tout i, on obtient bien une solution
formelle de (4. 7); ceci démontre l'assertion.
En définitive, tout revient à prouver que la sérieformellcj. = iP(x), solution
de l'équation (4. 8), admet un rayon de convergence non nul. Or l'équa
tion différentielle (4. 8) s'intégre par quadrature: la solution qui s'annule
pour x = 0 est donnée par

r ,

y=r) 1-[1 + (k+ I)MIog(I-~)]'" \'

et le second- membre de (4. 9) est bien une fonction iP(x) holomorphe au
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voisinage de x = 0; son rayon de convergence est donc bien =f=. o. En fait,
le rayon de convergence est égal à

2. Dépendance des paramètres et des conditions initiales

1. DtPENDANCE DES PARAMÈTRES

Nous supposons maintenant que les fonctions holomorphes fi qui figurent
au second membre du système différentiel (r , 1) du § 1 dépendent bolo
morphiquement de paramètres Il' ... , lj. D'une façon précise, nous suppo~

sons données k fonctions

. holomorphes de k + i + 1 variables complexes au voisinage de l'origine.
Pour chaque système (tl> ...• li) suffisamment voisin de.to, ... ,0) le système
différentiel

admet une s6lution holomorphe et une seule Yi = :pi(X), nulle pour x = o.
Les fonctions lfli(X) dépendent bien entendu des valeurs données à 11' ... , li'

Nous noterons

la solution de (1. 1) telle que <Pi(o; 11' "."' lj) = 0 pour i = l, ... , A.

THÉORÈME 2. Sous les hypotMses précédentes, les fonctions Cjii(X; Il' ... , li) sont
des fonctions holomorphes desj + 1 variahles X,II"'" li au voisinage de l'origine
(0; 0, ... , 0).

Pour alléger l'écriture, on se bornera à démontrer ce théorème dans le cas
où k = r, j = I. On a donc

f(x, y; 1) ~ ~ cp,.(t)x'Y',
P,IJ~.o

où les coefficients Cp.IJ(I) sont eux-mêmes des séries entières en 1 :

(1. 4)
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L'unique solution formelle de l'équation différentielle

ddY = f(x,y; 1)
x

a ses coefficients an donnés par les formules (2. 6) du § 1; donc chaque an

est lui-même une série formelle en t. Ainsi la solution formelle de l'équation
(1. 5) est une série formelle

(1. 6) Y = ?(x, 1)

par rapport aux deux variables x et t.
Pour démontrer le théorème 2, il suffit de montrer que la série formelle
(1. 6) converge lorsque x et t sont assez petits. Pour cela on emploie encore
la méthode des majorantes. La fonction] (x, y, t) est, par hypothèse, holo
morphe au voisinage d'un polydisque fermé

(1. 7) Ixl « r, Iyi « r, III « r, avec r> o.

Elle possède donc une série majorante F(x, y, t) de la forme

(1. 8) F(x, y, Il !vI

On voit que cette majorante se déduit de celle considérée au na 3 du § 1
en remplaçant, dans le second membre de la formule (3. 8) du § 1, le

nombre MparM/(I ~~). Donc la solution y = lfl(x, t) de l'équation
, r ,

différentielle majorante ti1 = F(x, y, t) est donnée par la relation
dx

(1. 9)

Or il est clair que le second membre de (I. 9) est une fonction holomorphe
des variables x et t au voisinage de l'origine x = 0, t = o. Ceci achève la
démonstration du théorème 2.

2. DÉPENDANCE DES CONDITIONS INITIALES

Considérons, pour simplifier, un système différentiel

(2. 1) dy'-r(x J' y)
d
- - J i , Il ... , ",

qui ne dépend d'aucun paramètre. Les fonctions données fi(·\', Xl' ... , )',,)
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sont toujours-supposées holomorphes au voisinage de l'origine. Si le point
(hl' .0., hk ) est assez voisin de l'origine, les fonctions fi sont encore holo
morphes au voisinage du point (0, hv 00.' hk ) . On peut donc appliquer le
théorème d'existence et d'unicité (théorème 1 du § 1) : il existe une solution
J'; = :p;(x) et une seule du système différentiel (20 1), holomorphe au
voisinage de x = 0, et telle que ~I(O) = b., Les fonctions ?;(x) dépendent
évidemment des valeurs initiales hl, ... , bk~ nous les noterons 9;(x; hl' ... , hk)o

THÉORÈME 30 Avec les notations prëcédentes, les fondions tpi(X; hl' ... , hk) sont
holomorphes par rapport aux variables x, hl' .. 0' hk au voisinage de l'origine x = 0,
hl = 0, 000' hl.: = 00

Autrement dit, la solution du système différentiel (2. 1) dépend holo
morphiquement des valeurs initiales hi des fonctions inconnues Yi'

Démonstration- Prenons comme nouvelles fonctions Inconnues

(2. 2) Zi =Yi-hio

Elle doivent satisfaire au système différentiel

(2·3)

avec les valeurs initiales <,(0) = o. Les seconds membres des équations (2. 3)
dépendent holomorphiquement des paramètres hl' 00" hk au voisinage de
l'origine. D'après le théorème 2, l'unique solution de (2. 3) qui s'annule
pour x = ° est une fonction holomorphe Zi = ',h(x; hl, ... , bk ) . La solution
de (2. 1) telle que Yi = hi pour x = 0 est donnée par

Yi = b, + 'h(x; hl' ' .. J hk )

et est par conséquent holomorphe en x, hl' ... , hk au voisinage de l'origine.
Ceci démontre le théorème 3.

3. Équations différentielles d'ordre supérieur

On se bornera à un exemple : celui d'une seule équation différentielle
d'ordre k :

\3- 1)
d'-.!. ~ f (x y y' ,'''- ")dxk }" ••• , - 0

La fonction donnée f est une fonction holomorphe de l: -i- 1 variables au
voisinage d'un point (a, h, hl' ... , bl._l) . On cherche une fonction)' = 0(.\')'
holomorphe au voisinage du point x = a, telle que y(a) = h et que les
dérivées successives 9'(x), ... , ?(k-I)(X) prennent au point a les valeurs
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b l , ... , bk_li et telle enfin que l'on ait identiquement, pour x assez voisin
de a,

?'k'(X) ~ f(x, ?(x), ?'(x), ..., ?"-"(x)).

THÉORÈME 4. Le problème précédent admet une solution et une seule.

Démonstration, On ramène classiquement la résolution d'une équation
différentielle telle que (3. 1) il celle d'un système différentiel du premier
ordre, par j'introduction de nouvelles fonctions inconnues. D'une façon
précise, introduisons, outre la fonction inconnue y = ?(X), les fonctions

I_!'-r!t k-l)_~.
Y - dx ' ...,y - dXk-1

Les fonctions y, y', ... , jk-l) doivent satisfaire au système différentiel

dy ,
th =y,

dy' "
dx ~y,

(3.2) ........... -.....,
d.f'-"-- - - .f'-"dx - ,

d.f'"-" r
\_~ =f(x, y, y, ..., .1'-").

On applique au système (2) le théorème 1 du § 1, ce qui démontre le pré
sent théorème 4.

Exercices

1. Soit donnée une équation différentielle linéaire de la forme suivante:

(r ) (a"x + bol.f"' + (alx + bl ).f"-l' + -+- (a"x + b")y ~ o.
Montrer que, si U(z) est une fonction continue dans un ouvert D, et ':
un chemin différentiable par morceaux dans D, ayant son origine en zo,
son extrémité en Zl' Ia fonction f (x) définie par l'intégrale

(2) f(x) = 1,,"U(z) dz

est partout holomorphe dans le plan de la variable x. Pour que f(x) soit
une solution de (1), il suffit que l'on ait

(i)

(ii)

[e"'A(z)U(z)];; = 0,

d
d/A(z)U(z)) = B(z)U(z),
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sion pose

A(z) ~ ao<" + ... + ao , B(Z) = ho<" + ... + h".

Supposons que A(z) possède n zéros Cl' "', c, deux à deux distincts. Montrer
que l'on peut écrire

B(z) 1~ 1
--=-2 1 1'"
A(Z) z-c, + Œ"---,

Z-C"

où IX, 21"'" :ln sont des constantes complexes, et en déduire, que si
ri (j = r , ... , n) désigne un chemin différentiable fermé dans D, où
D = C - jc1' ... , c,'~: partant d'un point fixe ZoeD et contournant une
fois le point Ch et si ri, k( 1 <j, k <n) désigne le contour défini en parcourant
successivement ri dans le sens direct, Yk dans le sens direct, puis "(j dans le
sens indirect, et finalement II" dans le sens indirect, et si on prend la fonction

pour ze D,

fonction en général multiforme, l'intégrale (2), où on prend r = "fi,"
(donc Zo = Z,) définit une solution de (1). Montrer que l'on obtient
ainsi au plus n - 1 solutions (qui sont holomorphes dans le plan).

2. Démonstration du théorème des fonctions implicites (proposition 6. 1

du chapitre IV, § 5, ne 6) par la méthode des séries majorantes (on suivra
les notations de l'énoncé de la proposition citée) : montrer d'abord que
l'on peut se ramener au cas où ai = br=: Ck = o,j = r , ... , n; k = r , "'JP,
et que l'on a

(1) fi (XI' ....' X,,; Z,' ... , Zp) = Cj,(Z) X, + ... + Cj"(Z)X"

... + ~ CÎ'l'_.'n(Z)XII ... X~n,
-, +".+',,~:!

où les coefficients Cjj'(Z) et Crlt .. 'A(Z) sont eux-mêmes des séries entières
en ZI' ... , Zp, et

pour Xl' .•• , XA ; Zl' •.• , Zp assez petits.
En déduire, utilisant la formule de Cramer, que le système (6. 1) du chapitre
IV, § 5 est équivalent à

Xj = 7), (Z) y, + ... + lj"(Z)Y,, + ~ lr....."(zlx";' ... x;",
''1+'''+'1l~:!
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j = r, ... , n, où les coefficients "f sont aussi des séries entières en Zh ..•, ZP)

et que (a) s'écrit par suite

(3) x) = ~ "fil'; XI'" xpY)·Zfl ••• Z~p
l'')'''n

~h .•• lI:p~O

+ ~ "'(j:VI- .. vn:lI:f".. ~p-\"tl ••• X~nzrl ... z'P, j = r , ••• , n,
"'1+'''+Vn~2

lI:t, ...,xp~o

Montrer que, pour que les n séries formelles

j = 1, ... , rl,

forment un système de solutions formelles de (3), il faut et il suffit que l'on
ait

où Q désigne un polynôme bien déterminé à coefficients entiers en 'ttr, XI,""Xp'

niv" .... vn;x; •...• Xpl et en djj).I ....,Àn;'tIo .... 't p , ces derniers n'intervenant que si

À1 +...+ ÀIl + 'rI + ... + 't'p < !Jol +...+ IJon + al +...+ ap '

En déduire qu'il existe un système et un seul de solutions formelles de (3)'
Pour montrer la convergence des séries obtenues, montrer que (3) admet

une série majorante de la forme suivante :

,
M \y,+ __ -j-Y +_~-,--:I_~

Zl+,'.+Zpl Il I_X t +-...:...:..:. + X!,

R R

X,++X'!
R \'

où M, R sont deux constantes réelles positives (remarquer que le dévelop-

pement en série entière de -(-- _ -T-)- 1 ( --_ T ) est majoré par celui de

)

1 1'" 1 Il

1 .,. , et que par suite, en faisant Xl = X 2 = ... = XII = X,
1 -(T, + -,-- +T.)
on obtient une majorante des séries (4), en résolvant l'équation du second
degré en X:

X M Iy +
Zl + ... + Zp i 1

R

-+ y. + l-nXjR

(voir la démonstration de la proposition 9. 1 du chapitre r, § 2, ne 9).
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Ce livre contient J'essentiel de la thèone classique des fonctions d'un e variable complexe
et présente, de façon sommaire, les notions d'analyticité et d'holomorphie des fonctions
de plusieurs variables.

Le cas des fonctions ana lytiques de plu sieurs variables . réelles ou complexes , est
envisagé pour permett re de considérer les fonctions hannoniques de deux variables
réelles comme des fonctions an alytiques cl de traiter du théor ème d'existe nce des
solutions d'un syst ème différentiel dans le cas où les données sont ana lytiques , en
utilisant la "méthode des majorantes",

Dans son mode d'exposition de ce sujet classique , J'auteur lraite notamment de la
theorie des sênes entiéres formelles et de la notion d'"espace analytiqu e" abstraite . dite
us uellement "surface de Riemann", Les questions de topologie plane, indispensables
lors du traItement de l'Intégrale de Cauchy, sont abordées selon un point de vue un peu
différent de celui d'Ahlfors,

A d'infimes exceptions prés, des démonstrations complétes sont données de tous les
énoncés du texte, traités de maniére d ètatllèe.

L'ouvrage comprend les chapitres suivants : sënes entiéres à une variable - fonctions
holomorphes, Intégrale de Cauchy - développements de Taylor et de Laurent. points
singuliers , résidu s - fonctions analytiques de plusieurs variab les, fonctions harmo
niques - convergence des suites de fonctions holomorphes ou méromorphes , s éries.
produits infin is, familles normales - tra nsfonnations holomorphes - systémes
différentiels holomorphes,

Chaque chapitre est complété par de nombreux exercices et problémes quI. choisis par
Reiji Takahash l. permettent au lecteur de vènfier s'il a bien assimilé les questions
theoriques .
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