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Avant-propos

Le présent volume reprend, avec quelques additions, un cours professé
4 la Faculté des Sciences de Paris, dans le cadre de la licence d’enseigne-
ment, pendant les années scolaires 1957-58, 1958-55 et 1g55-60. I1 est
consacré essenticllemen: 4 la théorie des fonctions analytiques d’une
variable complexe. Le cas des fonctions analytiques de plusieurs variahies
réelles ou complexes est néaninoins abordé au chapitre 1v, ne serait-ce que
pour permeitre d’envisager les fonctions harmoniques de deux variables
réelles comme des fonctions analytiques, et de traiter, au chapitre vir,
du théoréme d'existence des solutions des systémes différentiels dans le
cas ol les données sont analytiques.

Le sujet traieé dans ce livre couvre la partie du programme dy certificat
de « Mathématiques [T » consacrée aux fonctions analytiques. Ce méme
sujet était déja inclus dans le certificat de « Caleu! différentie] et intégral »
de 'ancienne licence.

Les progranunes des certificats de Heence n’étant pas fixés dans le détail,
le professeur conserve en principe une assez grande liberté pour 1a matiére
de son cours. Cette liberté n’est guére limitée que par la tradition; lorsqu'il
s’agit des fonctions analytiques d’une variable complexe, la tradition, en
France, est 4 vrai dire assez bien €tablie. 1] sera donc peut-étre bon d’indi-
quer maintenant dans quelle mesare je me suis €carté de cette tradition.
En premier lieu, j'ai préféré commencer par présenter non le point de vue
de Cauchy {fonctions dérivables et intégrale de Cauchy), mais le « point
de vuc de Welerstrass », c’est-d-dire la théorie des séries entiéres conver-
gentes (chapitre 1), Celle-ci est elle-méme précédée d’un exposé succinct
des opérations formelles sur les séries entitres, c’est-a-dire de ce qu’on
appetie aujourd’hui la théorie des sénies formelles. Jai aussi innové
vis-a-vis de la tradition cn comsacrant deux paragraphes du chapitre v1
3 une exposition systématigue, quoique fort élémentaire, de la théorie
des « espaces analytiques » abstraits (4 une dimension complexe). Ce qui
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est appelé ici « espace analytique » n’est pas autre chose que ce qui était
auparavant et est encore souvent designé sous le nom de « surface de
Riemann »; nous avons préféré réserver le nom de surface de Riemann
i la double donnée d’un espace analytique et d’une application holomorphe
de cet espace dans le plan complexe (ou, plus généralement, dans un autre
espace analytique). Ainsi se trouve étahlie, avee toute la netteié désirable,
une distinction entre deux notions que la terminologie classique rendait
impossible,

Sur un sujet aussi classique que la théorie des fonctions analytiques d’une
variable complexe, auquel tant de traités ont été consacrés et sont encore
consacrés dans tous les pays, il ne pouvait étre question de prétendre i
Poriginalité. Si le présent traité se distingue de ceux qui Pont précédé en
France, ¢’est peut-étre parce qu'on s’y conforme A un usage récent, et qui
tend 4 se répandre de plus en plus : un texte mathématique doit contenir
des énoncés précis de propositions ou de théorémes, énoncés qui se suffisent
a euwx-mémes ¢t auxquels il soit possible 4 wout instant de se référer. A
quelques rares exceptions pres, qui sont expressément signalées, il est donné
des démonstrations complétes de tous les énoncés du texte,

Les questions un peu délicates de Topologie plane, en relation avec
Iintégrale de Cauchy et la considération des fonctions « multiformes »,
ont ét¢ abordées franchement au chapitre 1. Ici encore, on a pensé que
quelques énoncés précis étaient préférables 2 de vagues intuitions et a des
idées floues. Sur ces questions de Topologic plane, je me suis inspiré du
livre excellent de L. Ahlfers {Complex Analysis), sans toutefois me conformer
entitrement aux points de vue qui y sont développés. Quant aux notions
de base de la Topologie générale, elles sont supposées connues du lecteur
et utilisées en maints endroits de ce livre; en effet, ce cours s’adresse aux
étudiants de « Mathématiques II », qui sont censés avoir déja étudié le
programme de « Mathématiques I ».

Jexprime mes vifs remerciements 3 Monsieur Reiji Takahashi qui, fort
de I'expérience qu’il a acquise en dirigeant les travaux pratiques des étu-
diants, a bien voulu compléter les divers chapitres de ce livre par des
énoncés d’exercices et de problémes. Nous scuhaitons que le lecteur ait
ainsi la possibilité de s’assurer qu’il a comprs et assimilé les notions thée-
riques exposées dans le texte.

HENRI CARTAN

Die (Dréme), le 4 aofit 1960



CHAPITRE I

Séries entiéres & wune variable

1. Séries entiéres formelles

1. ALGEBRE DES POLYNOMES

Soit K un corps commutatif. On considére les polyndmes formels & une
letire (ou « indéterminée ») X 4 coeflicients dans K {pour le moment il
n’est pas question de donner de valeur 4 X). L'addition de deux polyndmes,
Ja multiplication d’un polynéme par un « scalaire » (¢’est-a-dire par un
élément de K} font de 'ensemble K [X] des polynfimes un espace veclorie!
sur K, ayant la base infinie

X, ..., X ...

Chaque polyndme est une combinaison linéaire finie des X~ a coefficients

dans K, qu’on écrit 2 a.%», étant entendu que, dans la suite illimitée
nz0
des coefficients 2,, tous sont nuls sauf un nombre fini. La table de

multiplication
Xr. Xv=Xpr+q

définit une multiplication dans K [X]; le preduit
( ¥ a,XP) . (2 b,};v)
) v
est 3, 6. X", ol
(r.1) = 2% agby
| ]

Cette multiplication est commutative et associative,
Elle est bilinéaire, en ce sens que

(1.2 (By + F) - Q=pr0Q+ PQ
(AP) - Q=1 (PQ)



1. Séries cnhieres & une varable

quels que soient les polyndmes P, By, P, Q etle scalaire . Elle admet comme

élément unité (noté 1) le polyndme 3, 4,X* tel que g, = 1, a, = O pour
nzxl

n > 0. On exprime toutes ces propriétés en disant que K [X}, muni de sa

structure d’espace vectoriel et de sa multiplication, est une algébre commu-

tative sur le corps K, avec élément unité; c’est, en particulier, un anneau

commutatif a élément unité.

2. ALGEBRE DES SERIES FORMELLES

Une série entiére formelle en X est une expression formelle Z a4, X", oi
L=1]

cetre fois on ne suppose plus nécessairement que les coefficients a, soient

nuls sauf un nombre fini d'entre eux. On définit la somme des deux séries

formelles

(2 anx-) + (}3 bnx“) =YX, ob  c=—a,t b,

A0 Azl [=T

ainsi que le produit d'une sére formelle par un scalaire :

A( % a,.X") = 3 (hayXn,
n24 T

L’ensemble K {{X]] des séries formelles forme ainsi un cspace vectoriel
sur K. On note o ’élément neutre de P’addition; c’est la série formelle
dont tous les coefficients sont nuls,

Le produit de deux séries formelles se définit encore par ia formule {1.1),
qui conserve un sens car dans le second membre il n'y a qu'un nombre
fini de termes a ajouter. La multiplication est encore commutative et asso-
ciative, ¢t bilinéaire vis-a-vis de la structure vectorielle. Ainsi K[[X]]
cst une algebre sur le corps K, ayant pour élément unité (noté 1) la série

% 2,X" telle que @ = 1, @, = 0 pour x > 0.
nZh

L'algébre K [X] s'identifie A une sous-algébre de K [{X]], & savoir 1a sous-
algébre des séries formelles dont les coefficicnts sont tous nuls sauf un
nombre fini,

3. ORDRE D'UNE SERIE FORMELLE

Soit 5(X) = 2, a.X", notée encore S pour abrégur. L'ordre w(S) de cctte
L)1
série est un enticr qui n’est défini que si S £ o : c'est le plus petit n tel que

a. v 0. On dit qu'une série formelle § est dordre = £ si elle est 0 ou si
»(S) > £. Par abus de langage, on écrit o(S) 2 & méme lorsque § = o,
bien que {S) ne soit pas défini dans ce cas.

10



§ 1. Sérics entiéres formelles

Remarque. On pourrait convenir que w{o) — -+ . Les S telles que o(S) = &

(* entier donné} sont simplement les séries Y 2.Xn telles que &, = 0 pour
R0
n < k. Elles forment un sous-cspace vectoriel de K[[X]].

Défmition. Une famille (S:(X))igr, ot I désigne un ensemble d’indices,
est dite sommable si, pour tout entier k, on a »(5;) 2= & sauf pour vn nombre
fini d’indices {. Par définition, la sommz d'une famille sommable de séries
formelles

$(X) = X a.,.X"
a0
est Ia série
S(X) - El anxn:

nzb

ol, pour chaque n, a, = Y a.. Ceci a un sens puisque par hypothése

les 4. ;, pour a donné, sont nuls sauf pour un nombre fini de valeurs de i.
L’opération d’addition des séries formelles, lorsqu’elles forment une
famille sommable, généralise ’addition finie, déduite de la structure vecto-
rielle de K[[X]]. Cette addition généralisée est commutative ¢t associative
dans un sens que le lecteur précisera.
La notation formelle Y, 2,X" peut alers se justifier a posteriori. En effet,
nz0

convenons d’appeler menéme de degré p une série formelle Y o X" telle
az0

que a, = ¢ pour n ¥ p; notons 4,X? un tel mondme. La famille des

mondmes ’

‘! anxﬂ ; nEN

(N désignant I’ensemble des entiers 3» o) est évidemment sommable, et

sa somme n'cst autre que la série formelle Y a,X".
nz0
Remarque. Le produit des deux séries formelles
(3o)-(20)
[] T
n’est autre que la somme de la famille sommable, formée de tous les pro-
duits
(apXF) . (8, X7) = (gph,)Xr+?

d'un mondme de la premiére série par un mondme de la secunde série.

PROPOSITION 3. 1. L'annean K[[X]] est un anneau d’iniégrité (ceci signifie que
8 ¢ g et T 7 o entrainent ST # o).

I



I. Séries entitres & une vadable

Démonstration: Supposons S{X) = Y¢,X? et T(X) = X5,X7 non nulles.
Soient f = w{8), ¢ — w(T); soit * ’

S(X). T(X) = Ze. X"

on a évidemment ¢, =0 pour r<{p + ¢, ¢p+q= gz, Puisque K est
UR COTPS BL que g, 7 0, §, £ 0, 0N A Cpy 4 7= 0, donc 8, T n'est pas nulle,
De plus on a prouvé que

(3. 1) w(8T) = w(8) + (T) pour S0, Tso.

Remarque, On pourrait considérer des séries formelles 4 coefficients dans un
anneau commutatif A 4 élément-unité, et non plus nécessairement i cocffi-
cients dans un corps K; la démonstration précédente prouve que si A
est un anneau d’intégrité, A[[X]] est aussi un anneau d’intégrité.

4. SUBSTITUTION D'UNE SERIE FORMELLE DANS UNE AUTRE
Considérons deux séries formelles

$(X) = X aX, T(Y)= 2 bY~
L3=11) Pl
Supposons, ce gui est essentiel, que b, = 0, autrement dit que o(T) > 1.
A chaque monome a,X" associons la séric formelle a.(T(Y))", ce qui a

un sens puisque les séries formelles en Y forment une algébre. Puisque
b, = o0, Pordre de 4, (T(Y})" est > n; donc la famille des a.(T(Y))"

(forsque n prend les valeurs o, 1, ...) cst sommable, et on peut considérer
la série formelle
(4 1) 2 a(T(Y)),

L1

dont on regroupera les termes en Y. Cette série formelle en Y est dite
obtenue par substitution de T(Y) & X dans S(X); on la note S{T(Y)), ou
encore 5o T lorsqu’on ne spécifie pas le nom de I'indéterminée Y. Le
lecteur vérifiera les relations :

{4. 2) (S, + 8,00 T =8;0T + 8301
{5180 0T = (8,0T) (S0 T), 1T =1.

Mais on se gardera de croire que S o (T34 T,) soit égala So T+ 5+ Ty,

Les relations (4. 2) expriment que, pour un T donné (d'ordre > 1),
Papplication § =S5 o T est un homomorphisme de P’annean K[[X]] dans
I'anneau K[[Y]], qui transforme 1'élément unité 1 dans 1.

12



§ 1. Séries entitres formetles

Remargue. Si on substitue o dans §(X) == 2, 2,X", on trouve la séric for.
n2>u

melle a,, réduite a son « terme constant ».

Si on a une famille sommable de séries formelles §; et si o(T) 21, la
famille des S; s T est sommable et I’'on a

(4-3) (ES.-) o T=2(ST),
ce qui généralise la premiére des relations (4. 2). En effet, soit

5:(X) = E q, X"}

%500 = 3 (La)xe
dot ' S

(4 4) (28) T =2 (Za (T,
tandis que -

(4 5) E $ioT = L (; an {T(Y) ))

Pour prouver ’égalité des seconds membres de (4. 4) et (4. 5), on observe
que, dans chacun d’cux, le coefficient d'unc puissance donnée Y7 ne fait
intervenir qu'un nombre fini de coefficients 4, ; et on applique Iassociati-
vité de I'addition {finie) dans le corps K.

ProposiTION 4. 1. On g la relation
(4-6) (SoL)oU =8a(ToU)

chague fois que o(T) = 1, w(U) 2» 1 (associativité de la substitution}.

Démonstration. Les deux membres de (4. 6) ont un sens. Lorsque § est w
mondme, ils sont égaux car on a

(4 7) T*o U = (To U)r
en raison de la deuxi¢me relation (4. 2), par récurrence sur n.

Le cas général de (4. 6) sc déduit de 13 en considérant la série S comme
la somme (infinic) de ses mondmes Y, 4,X"; on a, par définition,

SoeT = Y a.T"
AU

et, d’aprés {4. 3),
(SoT) o U = 3, a(T* o U),
nzl

3



1. Séries entiéres & une variable
ce qui, d’aprés {4. 7), est égal &

Y a(lotU)r=50(T-U). C.Q.F.D.
L1

5. INVERSE D’UNE SERIE FORMELLE
Dans Panneau K [[Y]], on a 1'idendité
(5 1) =W+ Y+ Y ) =,

dont la vérthcation est immédiate, Donc la série 1 — Y a un inverse
dans K [[Y]].

Prorostrion 5. 1. Pour que $(X) = X a, X" possde un Fément inverse pour la
multiplication de K{[X]], il faut et il suffit que ay £ 0, c'est-4-dire 3(0) #~ o.

Démonsiratien. C'est nécessaire, car si
TX) =%6X" e SXTX) —1,

on a agh, = 1, d’'or g, # 0. Réciproquement, supposons a, » o; on va
montrer que (g} (X} = §,(X) & un inverse T (X), d'oli H résultera
8{¥} a pour inverse (a,} T {X). Or

S:(X) — 1 —UX), o(U)>1;

ont peat donc substituer U{X} 2 Y dans la relation (5. 1), el par suite
r - — U{X) a un inverse, C.Q.FD.

Remarque. On a plongé Palgébre K{X] des polynémes dans algébre K{[X]]
des séries formelies. On voit que tout polyndéme ({X) tel que Qo) £ 0
pussede un inverse dans Panneau K[[X]]; cet anneau contient done tous

fes quotients P{X)fQ.{X), ot P et Q) sont des polyndmes tels que () {0) = o,
6. DERIVEE D'UNE SERIE FORMELLE

Soit 5(X) = Y aXm; par définttion, la série dérivée S'{X} est donnée par
la formule *

(6. 1) $'(X) = 2 na X

nzt

On corit ausst ﬁ‘ ou encore d
X d¥X

somme (finic ou tnfinie} est égale & la somueme des dérivées. L application
85 — 5’ est unc application linéaire de K[[X}] dans elle-méme, De plus,

8, pour la dérivée &', La dérivée d'une

14



§ 1. Séries entitres formelles

la dérivée du produit de deux séries formelles est donnée par la formule

d'% 4T

(6. 2) Lsmy =2y sIT.

En eflfet, il suffit de vérifier cette formule dans le cas particulier ol S et T
sont des mondmes, et alors ¢’cst immédiat.
81 8(o) # o, soit T Pinverse de 8 {cf. n® 5). La formule (6. 2) donne

(6-3) % (s)=—sx
Par récurrence, on définit les dérivées surcessives d’une série formelle. Si
S(X) = 2, a, X", la dérivée d’ordre n est
S53(X) = n! a, -} des termes de degré 2> 1
On a done
(6. 4) S¥o) = n!a,

en notant 5(0) le résultat de la substitution de la série 0 4 la lettre X
dans SCHX}.

7. SERIES REGIPROQUES

La série I{X) définic par I{X) = X est un élément neuire pour la composition
des séries formelles :
S5:1=8=1+85.

Proprostrion 7. 1. Soit dornée une série formelle S; pour qu'il existe wne série
Jormelle T lelle que

(7' 1) T(O) = 0, 50T = I’
il fout et il suffit que
{7 2} S(0) =0, S§'(0) £ o.

5% en est ainst, T g5t unigue, et Pon a T o § = 1; autrement dit, T est Pinverse
de S pour la loi de composition o.

Démonstraiten. Soit 5(X) == 2, a,. X", T(¥)= Z 6, Y". 8il'on a

azd ey
(7-3) S(T(Y)) =Y
I'identification donne

(7-4) a, =0, ab, =1

Donc les conditions (7. 2) sont nécessaires.

5



L. Séries entidres 4 une variable

Supposons-les remplies; écrivons que le coefficient de Y* est nul dans le
premier membre (7. 3); il est égal au coefficient de ¥* dans

ay T(Y) + ao(T(Y))? 5 - - -+ a(T(Y)),
ce qui donne la relation
(7- 5) ﬂlbn + Pn(a!s vray oy bl) ey bn—!) - 0,

ot P, est un polynéme connu i coefficients entiers > o, linéaire en
@2y +oey 2. Puisque 2, £ 0, la deuxieme relation (7. 4} permet de calculer b, ;
puis, pour 2 3> 2, la relation (7. 5) permet de calculer &, par récurrence
sur n. [You l'existence et 'uniciié de la série formelle T(Y).

La série ainsi obtenue satisfait 4 T(o} = o, T'(0) # o; dong, en appliquant
a T le résultat qu’on vient de démontrer pour 5, on voit qu'il existe une
série formelle §, telle que

S{o) =0, Toe§ =1
Ona
5, =18, ={8T)a8§, =85c{Te8,)=8.1I=8.
Ainsi 8, n'est autre que S, etona bien T « 8§ =1, ce gui achive la démonstra-
tion.

Commentaire. Puisque S(T(Y)) =Y, T(5(X)) =X, on peut dire que les
« transformations formelles »

Y =5(X), X=T(Y)

sont réciproques 'une de 'autre ; aussi donne-t-on & T le nomn de « série
formelle réciproque » de la série S,

La proposition 7. 1 est une sorte de « théoréme des fonctions implicites
formelles ».

2. Séries entitres convergentes

1. CORPS COMPLEXE

Désormais le corps K sera 'un des corps R ou G : R désigne le corps des
nombres réels, § lc corps des nombres complexes,

Rappelons quun nombre complexe z — x 4 iy (x et y réels) se repré-
sente par un point du plan R%, de coordonnées x et 3. Sia chaque z = x + iy
on associe le nombre « conjugué » 7 = x — iy, on définit un automor-
phisme z — z du corps G, en vertu des relations

2+ =z+7, z'=7z%.
Le conjugué de 7 est z. Autrement dit, la transformation z — 7 est insolutive,
c'est-a-dire égale 4 la transformation réciproque.

6



§ 2. Séries entidres convergentes

On définit la nerme, ou valeur absolue, ou encore module d’un nombre
complexe z comme suit :
Iz — (2.7}
Elle jouit des propriétés suivantes -
|‘:+z| |Z| -1 |‘a |1 Eaflzl‘d'kr!! II= I.

La norme |z
permet de définir une distance dans le corps C : la d:stance: de z & 2" est
|z — 2'l; ce n’cst pas autre chose que la distance cuclidienne dans le plan
R®. Pour cette distance, G est un espace complel, ce qui signific que le
eritire de Cauchy est valable : pour qu'une suite de points z,eC ait une
limite, il faut et il suffit que Pen ait

Lim [gn— | = 0.
LU
N am

Ce critere de Cauchy a pour conséquence le théoréme bien connu : si

unec série Zu,. de nombres complexes est telle que H|u..| <7 + oo, alors

la série ccnvcrge {on dit que la série est absolumcnt convergente). De

plus
< 2 lul.

On identifiera toujours R 4 un sous-corps de (, & savoir le sous-corps
formé des z tels que Z = z. L.a norme induit une norme sur R, qui n’est
autre que la valeur absolue d’un nombre réel. R est complet, Dans toute
la suite la norme du corps G {ou R) jouera un réle essentiel.

On notera

Re(z) = ;‘ (z+7 et Im(z)= % (z—3)

la « partie réelle » et le « coeflicient imaginaire » de zeC.

2. RAPPEL NFE NOTIONS CONCERNANT LA CONVERGENCE DES SERIES DE FONC-
TIONS

(En ce qui concerne les notions qui interviennent ici, le lecteur pourra se
reporter an Cours de Mathématiques I de J. Dixmier : Cours de 'A.CES,,
Topologie, chapitre vi, § 9.)

Considérons des fonctions définies sur un ensemble E, & valeurs réelles
ou complexes (on pourrait, plus généralement, considérer des fonctions
a valeurs dans un espace vectoriel normé complet; cf. loc. cit). Pour
chaque fonction 4 on notera

full = sup |u(x}],
=EE



I. Séries entitres 4 une variable

qui est un nombre > o éventuellement nfini. On a évidemment :

<Al

pour tout scalaire %, lorsque |uf| <7 <+ »; autrement dit, sur I'espace
vectoriel des fonctions u telles que tju) <7 - %, ||| est une norme.

fle + ol < sl + [all,  Nhall =[x

On dit gu’une série de fonction n, est normalemen! conzergente si la séric

. x = A L .
des normes 2, ||u,|) est une série convergente A termes positifs; autrement dit,

i

st 3 Il << | 2. Cela implique que, pour chaque xs E, la série 3, EAEE

est convergente, donc que la série o u,(x) est absolument convergente;

de plus si #{x) désigne la somme de ceite dernitre série, on a

h
i "l
el < Sl dimle — Xl = 0.
I P n=10
P
Cette dernire relation exprime que les sommes partielles Y, u, convergent
n=d

uniformément vers v quand p tend vers infini. Ainsi, foale série normalement
tonvergente esl uniformément convergenle.

81 A est un sous-ensemble de E, on dit que Ia série de terme général g,
converge normalement pour xe A si la série des fonctions

u, = #,|A (restriction de #, & A)
converge normalement. Il revient au méme de dire qu'on peut majorer
sur A chaque |u.(x)| par une constante z, 2> 0, de maniére que la série

=

\ .
}_‘En SOt cmwcrgente.

Rappelons que la limite d’une suite uniformément convergente de fonc-
tions canfinues {sur un cspace topologique E) est continue. En particulier,
lg somms d’une série normalement comvergente de fonclions continues est continue,
On en déduit notamment cect :

ProvostTioN 1.2, Suppesens que, pour chaque n, Hm u,(x) existe; soil a, la

E
- - : - " P W

valeur de cetée limite. Alors si la série L u, est norinalement convergente, la série L .,
est convergenle, ¢ on a " "

;a, = lim (E u,.(x))

X-Xp n

{interversion de la sonumation el du passage a la limite}.

Tout ce qui précéde s’étend aux séries multiples, et plus généralement
aux familles sommables de fonctions {cf. Cours de Dixmier cité plus haut).
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§ 2. Séries cntidres convergentes

3. RAYON DE CONVERGENGE D'UNE SERIE ENTIERE

Toutes les séries entidres qu'on va considérer auront leurs coeflicients
dans I'un des corps R et C.
Signalans tout de méme que ce qui suit resterait valable plus généralement pour

un corps valué complet non discret, ¢’est-i-dire un corps K muni d'une application
x — |x] de K dans ['cnsemble des nomores réels 7z o, telle que

gix + -2l + D, lxp] = Ix]- ¥,
(ix| = 0} = (X = D)!

et telle enfin qu’il existe des x £ 0 avee x| %= 1.

Soit ${X) — N 2, X" une série formelle i coefficients dans R ou G. On

Pt}
se propose de substituer i la lettre X un élément 2 du corps; cela donnera
a la séric une « valeur » S(z), qui sera un élément du corps; mais une telle

substitution exige que lasérie 3 a,2" soit convergente. En fait on se bornera

azd
an cas ol elle cst absolument convergente.
D’une fagon précise, introduisons une variable r véelle et = o, et consi-
dérans la série 4 termes positifs (ou nnls)

2 |aiirn,

L]
dite sfrte gysocide a la série S(X). Sa somme est un nombre > 0 bien déter-
miné, éventuellement infini. L'ensemble des r 2> ¢ pour lesquels

Y lar < +

L)
est évidemment un intervalle de la demi-droitc R+, et cet intervalle n’est
pas vide puisque la série converge pour r — 0. Cet intervalle peut étre
ouvert a droite ou fermé, fini ou infini, et il peut se réduire au seul point o.
Dans tous les cas, soit p la borne supérieure de cet intervalle: p est un
nombre > o, finl ou infini, éventuellement nul. On Pappelle le rayon de
convergence de la série entiére formelle D, a,X*. L'ensemble des z tels que

3= 3]

[z| < p sappelle le disgue de convergence de la série entitre; c’cst un enscmble
ouvert; il est vide si p = 0. C'est vraiment un disque lorsque le corps des
coefficients est le corps complexe €.

PrROPOSITION 3. I.
’ " W »
a) pour tout r < p, la série Y a converge normalement pour |z} < r; en parti-
nisl
culter, la sivie converge absolument pour chague z el que |z| < 5
. "l D - . - R "
b\ la série X, a.z" diverge pour iz > s {os n’aflirme rien pour |zj = g}

o 11}
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I. Séries entiéres & une variable

Démonstration. La proposition 3. 1 va résulter du

Lemmr p’Aser. Soient des nombres réels r et v, lels que 0 <Zr<Zry. 84 existe
un nombre fini M > 0 tel que

la.f{re)" <« M pour lout entier n 3= 0,

alors la séric X, a,z" converge normalement pour |z} < r.
rU
En effet on a ja.zd <0 |air < M(rfr,)", et ¢, = M(rfr,}" st le terme

géanéral d’une série convergente, & savoir une progression géométrique de

raison rfr, < 1.

Démontrons maintenant 'assertion a) de la propesition 3.1 : si r<Z 5,
r

prenons 71, tel que ¢ <r, <7 p; puisque la séde Y |aai{rs)* converge, son

R

terme général est majoré par un nombre fixe M, et le lemme d’Abel assure

la convergence normale de Y, a.z" pour |zl < 7. Il restc & prouver asser-
nz0

tion b) : siizi > p, il existe des entiers n tels que |a.2"| soit arbitrairement

grand, sinon cn veriu du lemme d’Abel, la série ¥ |@air'® scrait convergente
nzxo

pour un r’ tel que p << #' <7 |2], ce qui contredirait la définition de .

Expression du rayon de convergence (Hadamard) : on va démontrer la formule
{3. 1) Hp = lim sup |4, /",

Pour cela, rappelons d’abord la définition de la limite supéricure d'une
suite dc nombres réels u, :

lim sup u, = lim {sup u,.).

L ] P> \nxp

Pour démontrer {3. 1), on utilise le crittre de convergence classique :

soit une suite de nombres #, > 0; i lm sup (s)¥" << 1,0ma Su, < 1 =,
n

L%

et si limsup (p.}"Y">> 1, on a 2o = + x {«rigle de Cauchy », qui
a0 n
résulte de la comparaison de la série Xz, & une progression géométrigue).

Ici on & v, = |@.lr", et par suite "
lm sup {p)V* = r(lim sup |a,,1'f“),
Ramoo L

done la série Y ja.|r" converge pour tfr > lim sup |a.|¥", et diverge pour
n

A mn

1/r <7 lim sup {g,|/*. Ceci prouve (3. 1).

i T
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§ 2. Séries entitres convergentes

Quelques exemples, — La série D, niz® a un rayon de convergence nul;
a2

— la série 2 —2* a un rayon de convergence infini;
apor!

— chacune des séries L 2y P P P q3&" @ unrayon de convergence
N6 g
égal &2 1. On vérifiera. qu ‘elles se comportent différemment pour 2] = 1.

& ADDITION ET MULTIPLICATION DES SKERIES ENTIERES CONVERGENTES

PropouTION 4. 1 @ Seisnt A{X) #f B{X)} deux séries entiéres formelles dont le
rayon de convergence soil 2 p, Soient

S(X) — A(X) + B(X) et P{X) — A(X).B{X}
leur somme et leur produtt, Alors:

a} les séries S(X) et P{X) ont un rayon de convergence > p;
b} en a de plus, pour jz| < 5,

{4- 1} 8(z) = A{e) + B{2), P(2) =~ A{g)B(2).
Démonsiration. Solent

AX)= Y aX", BX)= 25X, SX)=2aX, PX)=XdX.
f.=11] f %1 1] nzxd

=]
Posons

Yo = lo + 18]y = X lapl. [baesl.

CLpma
On a || < vns {daf <0 800 Si r < p, les séries 2 fa,|r® et Z lbs|r* convergent,
donc 20

,,E o = ( g:nra,w) (Z 1bn1rn)<: + @,

L]

S = (1) - (Bpr) <+ =

aze p0

Donc les séries E [cajr® €t 3 |da|r" convergent; ainsi tout r<Cp est au plus
= N0

¢gal au rayon de convergence de chacune des séries ${X} et P(X). Donc
ces denx rayons de convergence sont > p.

11 reste & prouver les deux relations {4. 1}. La premiérec est évidente, et la
secomde reésulte de la multiplication des séries convergentes; d’une fagon
précise, on a une proposition classique que nous rappelons ici :

PROPOSITION 4. 2. Soiesi Dou. et 3, v, deux séries absolument eonvergentes, Si

=
on pose =20 e
Z uPUa—px
b pga
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I. Séries entiéres 2 une varinble

la serie 2 w, est absolument convergents, ¢l sa somme est égale au produit

azo
(Pz; Dup) . (qz;lﬂvq) )

Posons en effet ¢, = Y, ju,', 8, = X |nl; ona
nEp nZq

24 Jawn | < 24 Z |#g]. !”ql = agf;

POz

"l "l "l
>... wk——(z u:—)-(z Uk)
Aat Agn kin
est majoré par une somme de termes |u,l.|v,! pour chacun desquels I'un
au moins des entiers P et ¢ est > n; donc cette somme est majorée par

wgBa— 1 1 Bgta « 1, et elle tend vers o quand n tend versI"infini. Done Y, witend

vers le produit des sommes infinies D, 4, et X, p,. & gm
LP-1] Rzt

de plus, si m = on,

5. SURSTITUTION D'UNE SERIE ENTIERE CONVERGENTE DANS UNE AUTRE

Soient données deux séries entidres formelles S et T avec T(o) = o; on a,
au paragraphe 1, no 4, défini la série entidre formelle 5o T.
ProposITION 5. 1. Posons T(X) = 2‘ b X~ 8t les rayons de ronvergence o(8)

et o('T) sont 5= 0, il en e3t de méme du’ mym de convergence de U =8 o 'T. Dune
Jagon précise, il gxiste des v > o tels que Y, ib,'r* <2 p(8); i rest ainsi choisi,

_ nzi
le rayon de convergence de U est = v, et, pour lout z tel que |z| < r, on a

IT(2)] < p(8)
el
(5. 1) ST = Ufa).
Démenstration. Posons 8${X) = 2 a. X" Pour r>>o assez petit, E‘;b..l[f“
nzd nz
est fini puisque le rayon de convergence de T est » a. Done et
est fini pour r > o assez petit, et par suite ne

S (S0

tend vers 0 quand r tend vers o. Il existe donc bien un r > 0 tel que

Y 15a0rm < o(8). Alors

n;]
> lapl( p ';bm)*’
pEL kat
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§ 2. Sérics entiéres convergentes

est fini. Or ceci est une série Y, T" = et st on pose U(X = Y X", on a
220 nxik

.. . T .
évidemment ‘¢, <l .. Ainsi L e, r" est fini, et le rayon de convergence
de U est =7, i

Il reste & prouver la relation (5. 1). Posons 5,(X) = Y a.X*, et soit
S, :T—U,. Pour'z =L r,ona ehagn

Uz} — Sa(T(z)),

puisque ('application I' - I'(z) est un homomorphisme d’anneaux et
que S, est un polyndme. Puisque la série S converge au point T(z), on a

S{T(2)! = lim Sa{T(2}).

D’autre part, les coefficients de U--U, = (8—-8,} o T sont majorés par
ceux de

.\_;: ap( E ibk!rk)P,

p>n 324

série dont la somme tend vers 0 gquand 7 — + or. Il s’ensunit que, pour
2L, Uls) U (2} tend vers o quand 1 —+ + cc. On a donc finalement

Ulz) — lim U, (2} = hm 8.(T(2)) = §(T(2)} pour AT

cc qui établit la relation (5. 1) ct achéve la démonstration.

Interprétation de la relalion (5. 1) : supposons r choisi comme il est dit dans
Pénoncé de la proposition 5. 1. Notons T la fonction z >I(z) définie
pour ‘2| < r, et notons de méme S et U les fonctions définies par les séries
S et U. La relation (5. 1} dit quc, pour [z] <7, I'application composcc
S o T est définie, et égale 3 U. Ainsi la rclation U = 8o T entre séries
formelles entraine, lorsque les rayons de convergence de S ct de T sont
# 0, la relation fJ = 8o T, & condition de ne considérer que des valeurs assez
petiles de la variable z

. INVERSE D'UNE SERIE ENTIERE CONVERGENTE

On sait (§ 1, pruposition 5.1) que si ${(X) = » a, X", avec a; # o,

aZ2b
il existe une série formelle T{X) et une seule telle que le produit S(X)T(X)
soit égal & 1

Prorosirion 6. 1. 87 Ie rayon de convergente de S est 7 o, il en est de méme du
rayon de convergence de la série T felle que 8T = 1.
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1. Séries cntitres 3 unc variable

Démonstration. En multipliant S§{X) par une constante convenable, on se
raméne au ¢as ol g; = 1. Posens alors 5(X) = 1 — U(X), avec (o) = o.
La strie inverse T(X) s’obticnt par substitution de U{X) 3 Y dans la série
t | X Y*; or cette derniére série a un rayon de convergence égal i 1,

Rew

Conc # 0; la proposition 6. 1 résulte alors de la proposition 5. 1.

7. DERIVATION D'UNE SERIE ENTIERE CONVERGENTE

PROPOSITION 7. 1. Soit ${X) = D, a,X" une série entibre Sormelle, et soit
L=

5 (X) = 3 ngXn-1
R0
la série dérivée (cf. § 1, n® 6). Les séries S et 8’ ont le méme rayon de convergence.
De plus st ce rayon de convergence p est # 0, on a, pour |z| << p,

{7.1) $'(2) = lim S_MF S(z)

lorsque k tend vers o par valenrs # o,

Remarque préliminaire. Si |z] <Cp, on a aussi |z 4 A] <Cp pour k assez peti
(3 savoir, pour |&l <7 5 — |z]}; donc S(z + A) est défini. D'autre part
dans la relation {7. 1}, il est entendu que % tend vers 6 par valeurs réelles
# o sl le corps des coefficients est le corps R, par valeurs complexes #: o
si le corps des coefficients est le corps G. Dans le cas du corps R, la rela-
ticn (7. 1) exprime que la fonction £ — 5(z) a une dérivde égale 4 S'(2);
dans le cas du corps complexe G, Ia relation (7. 1) montre qu’on a aussi
une notion de dénwée par rappori & la variable complexe z. Dans tous les cas
Pexistence d’une fonction dérivée §'(z) implique évidemment que la fone-
tion $({z) est continue pour |z| <, c& qui peut d'ailleurs se montrer
directement.

f

Démonstration de la proposition 7. 1. Posons |a,| = «,, et appelons ; et s

es rayomns ONVETEENC éries 8 et 8, Si r <7 ¢/, la série 2, o,
1 vons de ¢ rgence des s ¢,

=i
converge, donc n#

}: " % r( 2 m:,.r"“) <<+ o,

rzd nzzl

et par suite r < p. Inversement, soit r un nombre < p; prenons un
tel que 7 < 7" <Cp;ona

_ i r !
nayt~! = . (oar’™) n(?) ;
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§ 2. Sérics entidres convergentes

puisque 1’ < p, il existe un M > o (fini) tel que a,r'" <L M pour tout a,

dlol
oyt }:,Eﬂ(;rr)n_t:

. r -t , o ]
et comme la série ), n (—,) converge, la séric ¥ nggn—! converge; donc
nz1 r [ =3
r < p'. Ainsi tout nombre < ¢ est «{ p, et tout nombre < p est < p'; ol
p=p . ‘
Il reste & prouver la relation (7. 1). Fixons £z de maniére que |z| << p,
choisissons un r tel que |z] <7 r < p, et supposons désormais

(7-2) o |4 < r— |zl
Alors 8{z + A} est définieton 2

(2-3) St B30 g - 3 ua A,

-

ou Fon a posé
wlz, B) = af(z 4 At +2le H B -+ 2T — 2t

Puisque [z] et |z = A sont < r, on a |u,{z, &)| < 2ne,r"~'; puisque r < p,

on a ) naa"~' << + «; done, étant donné &> o, il existe un entier ny
31 |
tel que

2 anar 1 < ef2.

I'l}fln

Ayant ainsi choisi ng, [a somme finie Y #,(z, &) est un polynéme en 4, nul
REn

pour & = o; donc dés que [&] est inférietr 4 un nombre  convenable, on a
¥ u(z, ;z)|g ¢iz. Finalement, si k satisfait a (7.2) et & |4 <7, on

BEh

déduit de (7. 3) que
iS4+ A —8E  aal
Pt B3 s)<

z ulz, B) + 2 2Ra " T £ €.

1
agn | n=nr
in, o

Donc la relation (7. 1} est démontrée.

Remargus. On peut montrer que la convergence de SJZL}—’;_S&Q vers

5'(z) a lieu uniformément par rapport & z lorsque |z| < r {r élant un nombre
fixe strictement inférieur au rayon de convergence p).
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1. Séries entidres 3 une variable

8. Carcur DES COEFFICIENTS D'UNE SERIE ENTIERE,

Boit §(X) une séric entiére formelle dont le rayon de convergence soit

# 0. Soit S(z) la somme de la série Y a2 pour |z} <7 2. Clest une fonc-

a2u

tion qui admet pour dérivée la fonction §'(z) — Y na.z"'. Ala séric §
azu

on peut de nouveau appliquer la propositien (7. 1); denc 8(z) admet
& son tour, pour |z| <{ p, une fonction dérivée 87(7), somme de la série

cntitre 3, n(n—1)a,2" %, série qui a le méme rayon de convergence p.
r20
Et ainsi de suite. Par récurrence on voit que S{z} est unc fonction indéfi-

ntment dérivable pour |z| << p; sa dérivée d’ordre n est
5"™(z) = alan 4 Tula),

oit U, est une série d’ordre 2> 1, aatrement dit Ty{0) — 0. D’olt :
1
(8. 1) 2 = — St{o}.

Cette formule fondamentale montre notamment que si l'on connait la
fonction 8{z} dans le voisinage de o (si petit spit-il), les coefficients a,
de la séric entitre S sont entidrement déterminés. En conséquence :

Eiant donnée une fonction f£(z) définic pour Jz| assez petit, il existe

au plus unz série entidre formelle S(X) = Y, 2.X* dont le rayon de convergence

nxl

soit £ o, et telle que 'on ait f(2) = % a,2° pour |z| assez petit.
nxo

g. SERIE RECIPROQUE D'UNE SERIE ENTIERE CONVERGENTE
Référons-nous & la proposition 7.1 du § 1.

PROFOSETION q. T. Soit S une série enfitre telle que
S5(0) — o, 5%0) # o,

et soit ‘T la série réciproque, cest-d-dire la sériz telle que
T(o) = o, S¢eT=1

Si le rayon de convergence de S est £ 0, ] en est de méme de celui de T

Le lecteur pourra admettre sans démonstralion cette proposition, puis-
qu'une démonstration (dont le principe ne repose pas sur la théorie des
séries entiéres convergentes) sera donnée plus loin {chap. v, § 5, prepo-
sition 6. 1).
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§ 2. Séries entitres convergentes

Voici néanmoins, pour le lecteur curieux, une démonstration dirccte qui se situe
dans le cadre de la théoric des séries entiéres. Elle fait appel 4 la notion de « série
majorante » (cf. Chap. vi). Reprenons les notations de la démonstration de la
proposition 7. 1 du § 1, et considérons les rclations (7. 5) de ce paragraphe, qui
permettent de calculer les coefficients inconnus b, de la série cherchée T{X). A cote
de la série 83(X), considérons une séric « majorante », c’est-a-dirc une série

5(X) = A,X — X AXn
nx?
4 coefficients A, > o tels que jg,! =7 A, pour tout #; nous supposerons de plus que
Ay} = g;". A la série 8 la proposition 7. | du § 1 associe une séne
T(Y) = Y, B,Y~
a2k
telle que 5(T(Y)} = Y; ses coefficicnts B, sont donnés par les relations
(9' I} Aan - Pn(A:s (T} Am B]s (AR Bn 1) =0

analogues & (7. 5) du § 1. On en déduit, par récurrence sur n :

{o0. 2) 16 <L B

e

Il s’ensuit que le rayon de convergence de la série T est au moins égal 4 celui de
la série T. On va montrer que ce dernier est ~= 0, ce qui démontrera la propo-
sition g. 1.

Pour ccla, nous choisissons la sénie § comme suit : soit r = 0 un nombre stricte-
ment inférieur au rayon de convergence de la série § (par hypothése, ce rayon de

convergenae est £ o} Ie terme géndral de la série l ia,'r" cst donc majore
par un nombre fini M > 0, ¢t si ’on posc uzl

9-3) Ar=la A= M/ pour ni -z,

on obtient les cocflicients d’unc série majorante de §; sa somme Six) est égale &

5(x) = Aix M x%frt pour x <1

1 —x'r

Cherchons une fonction T( y). définie pour les valeurs assez petites de y, nulle pour
» = o, et telle que S{T{y}) = y identiquement; T(y) doit étre solution de Péqua-
tion du second degreé

(0. 4) (Ar + Mp9 T2 (A, 4+ 5T + 5 = o,
qui admet pour solution {(s'annulant pour y = u) :

T(y) - As ot o — VA — 28, yir— g Myt | 5%
? 2(Ayfr | M)

Lorsque | y| est asscz petit, le radical est de la forme A, {1 + «, avee u. << 1, donc
T(y) admet un développement en série entiére en ¥, qui converge pour | ¥ assez
petit. Ainsi ke rayon de convergence de cette série est #- o, cc qu'il fallait démontrer,
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1, Séries entitres 3 une variable

3. Fonction exponentielle et fonetion logarithmique

1. FONCTION EXPONENTIELLE

On a déja dit (§ 2, n° 3) que la série formellc Y, - X*a un rayon de conver-
gence infini. Pour z complexe, on définit ="

somme d’une série absolument convergente. Cette fonction admet une
dérivée
d ., .

1.1 — (&) — e
(1. 1) z &
d’aprés la proposition 7. 1 du § 2. _

D’autrc part, en appliquant la proposition 4. 2 du § 2 aux deux séries
de terme général

_ I_ . | B
T RTR =R
on obtient
I 1
w,= " PP =— (g + )"
ogrcaftn—p)! ar ¢ )

Par conséquent
(1. 2) g+ =g

(propriété fonctionnelle fondamentale de la fonction cxponenticlie). En
particulier

(1.3) e =1, donc £ 0o pour tout z.
Posons 2 — x - iy (x et yrécls); on a
2T — = 4T

et tout revient i étudier les deux fonctions £ et &7, ot x et y son¢ des variables
réelles. On a

(r.4)

d 0 e
(6")=€I, dy(f)—lf

W

2.. FONCTION EXPONENTIELLE REELLE &

On a vu que £* 5= 0; mieux : ¢ = (e‘f")gbvo
De plus le développement e =1 | x - ? + -+ - montre que &> 1 4 x
pour x > 0.
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§ 3. Fonction cxponentieile et fonction logarithmique

Bonc

Ew-m
en changeant ¥ en — x on trouve

lim ¢ = o.

TF-

Ainst ¢ est une fonction de la variable réelle x qui croit strictement
de ¢ 4 + . La transformation ¢ — ¢ posséde donc une transformation
réciproque, définie pour { > 0; on la note

x =log t.

Clest une fonction strictement croissante qui croit de — ¢ & 4 w. La
relation fonctionnelle de ¢ se traduit par

(2. 1} log ('} =log ¢ + log ¢/,

et en particulier log 1 =0,
D’autre part, le théoréme sur la dérivée d’une fonction réciproque
donne :

(2. 2) %(logt) —

Remplagons ¢ par 1 + u{2>>—1); log (1 + &) est la primitive de I__I!__u

qui s’annule pour  — o; or on a l¢ développement en série entitre

4

14+ u

dont le rayon de convergence est égal &4 1. D'aprés la proposition 7. 1
du § 2, ia série des primitives 2 méme rayon dc convergence et sa somme

=1 —udut 4 o F—r)

. s I s ,
a pour dérivée . —{—_u’ d’oli, pour ju| < 1,

{2.3) log(r+u):u_=;_’+...+(_‘}n_,£+_._

n

{En réalité cc développement est aussi valable pour u = 1}.
Posons pour un instant

(2. 4) $(X) = ;Iﬂ’—!x", T(Y) = 3 (— ,)n_f%“

noxi

et cherchons la série composéc U =80 T. D'aprés la proposition 5. 1
du§ 2, ona, pour — 1< u<+ 1,

U) = 8{T(w);
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or T{a} — log {1 + u), 5(x) = ¢ — 1, donc
U(u; — t’imqrr!-!-au__ [ = (1 —f—u)—t = u.

Ceci pruuve gue la série formelle U n’est autre que 1, en vertu de l'unicité
d'un développement d’une fonction en série entitre {cf. § 2, n¢ 8). Ainsi
les séries S ct T sont réciprogues 'une de 'autre.

3. FONCTION EXPONENTIELLE IMACINAIRE ¢~ ( ¥ REEL)

Le développement en série de £7 montre que ¢~ est imaginaire conjugué
de ¢7; donc £7. e 7 est le carré du module de ¢7; mais c’est égal 4 1 d'aprés
la relation (1. ). Ainsi

g* = 1.

On voat que, dans le plan représentatif du corps L, le point ¢7 est sur le
cercle-unité, lieu des points dont la distance & 'origine o est égale 4 1. Les
nomhres complexes u tels gue iy, = 1 forment un greupe U pour la mudti-
plication; et la propriété fonctionnelle

oY)y — piv g

exprime ceci ; Papplication y — et¥ est un homomorphisme du groupe additif R dans
le groupe multiplicatif ¥. On va étudier de plus prés cet homomorphisine.

TFuforiME. Lhomomorphisme y —ei appligue B sur U, ot son « noyau » {sous-
groupe des y tels que ¢ = £, élément neutre de U} se compose de fous les
multiples entiers d*un certain nombre réel > o. Par définition, ce nombre se note 2x.

Démonstration. Introduisons la partie réelle et la partie imaginaire de ¢7;
on pose, par définition,

¢ = cosy +isiny,
ce qui définit deux fonctions réelles cos y et sin y, telles que
cosly +sin®y =1,

Ces fonctions sont développables en séries entiéres dont le rayon de conver-
gence est infini

) . i 2 H_;(_._)_I”En;,..
(g 1) rTITR T Tamytr T
T ny—y—" gt ... L (1) e
EI}sml_)' > 3!)‘ : T(zn%:}!y L .
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§ 3. Fonction exponentielle et fonction logarithmique

On va éwdier le sens de variation de ces fonctions. Ohservons que, en
séparant le réel de I'imaginaire dans la deuxiéme relation {1. 4), on obtient

4 (cosy) = —siny 4 {siny) — cosy
dy T dy '

Pour y = 0, cos p est égal 4 1; puisque cos y est une fonction continue, il
existe un y, > o0 tel que cos y > 0 pour v < y < ¥, Donc sin y, qui a pour
dérivée cos y, est strictement croissant dans lintervalle [o, »,]. Posons
sin y, = a> 0. On va montrer que cos y s’annule pour une certaine
valeur > o de y. En effet, supposons gue cos y >> o pour y, <<y < y1;
ona

(3. 2} €08 J, — COS ¥, = -—j _lsin_y({;'.
]

QOr sin y 2> e, puisque sin y est croissant dans Pintervalle [ y,, »,} ot sa déri-
vée est = 0; done

[ sinydr > a(n — o).

Portons ceci dans (3. 2) et observons que cos y; > 0; on trouve
1
Fr T Ho S e e

Ceci prouve que cos y s'annule dans 'intervalle [ Yo Yo+ %cos )’o]' Appe-
lons % la plus petite valeur == 0 de ¥ pour laquclle cos y =0 {ceci est unc
définition du nombre =}, Dans I’imervallc[o, E]g cos ydécroitstrictement de
I 4 0, et sin y croit strictement de ¢ 4 1; donc ’application y — «7 applique
bijectivement P’intervalle compact [o, %] sur 'ensemble des points {x, #)

du cercle-unité dont Pabscisse et I'ordonnée » sont 2= o, En vertu d’un
théoréme de topologic concernant une application continue et bijective
d’un espace compact, on obtient le :

Lesmue. L'application y — e est un homéomorphisme de [0. :—] dur la partie du
cercle-unilé u® L v® = 1 située dans le quart de planu > 0, v = 0.
- . £ ‘P_ = 3 - - -
Pour ;l.-gy L7 onaer= wt( 2), d’oit 'on déduit facilement que

¢ir prend une fois et une seule toute valeur complexe de module 1 dont
Pabscisse est <{ o et 'ordonnée = o.

: . 7 % .
Clonclusions analogues pour les intervalles [:, 32—] et [32 ] 21:]. Ainsi, pour
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I. Sérics entiéres 3 une varabic

0 < p << 2w, ¢ prend une fois et une scule toute valeur complexe de
module 1, tandis que ¢*™= 1. Ainsi la fonction ¢ est périodique de
période 2=, et l'application y —+ ¥ applique R sur U, Le théoréme est
démontré.

4. MESURE DES ANGLES. ARGUMENT D'UN NOMERE COMPLEXE

Notons 2=Z le sous-groupe du groupe additif R formé des multiples entiers
du nombre 2=, Par passage au quotient V'application y — ¢* induit un 5o-
morphisme o du groupe guotient Rf2x2 sur le groupe U. L'isomerphisme réci-
proque o—' de U sur R/2xZ associe 2 tout nombre complexe « tel que
|4i = 1 un nornbre réel défini & l'addition prés d'un multiple cnticr de
2n; on Pappelle ’arpumeni de u et on le note arg z. Par abus de notation,
on note aussi arg & I'un quelconque des nombres résls dont la elasse modulo
am est I'argument de u; la fonction arg u est alors un exemple de « fone-
tion multiforme », c¢’est-a-dire susceptible de plusieurs valeurs pour une
valeur donnée de la variable u. Cette fonction résout le probiéme de 1a
« mesure des angles » {en identifiant chaque angle au point de U qui lui
correspond} : la « mesure d’un angle » ¢st un nombre réel qui n'est défini
que modulo 2z,

Sur le groupe quotient Rfe=Z, mettons la topologie quatient de la topo-
logie usuelle dc la droite numérique R : soit # 'application canonique de R
sur son quotient RfexZ; un sous-ensemble A de Rj2qZ sera dit ouvert
si son image réciprogue p—'(A), qui est un ensemble de points de R inva-
riant par la translation 2x, est ensemble ouvert de R. Il est immédiat
que Vespace topologique RfazZ est séparé (autrement dit, deux points
distincts possédent deux voisinages ouverts disjoints). De plus, il est
compact; en effet soit I Vintervalle fermé [o, 2=]; 'application naturelle
I — R{2xZ applique l'cspace compact I sur 'espace séparé RfanZ, qui est
donc compact d’aprés un théoréme classique de topologie. L’homomor-
phisme o : Rj2zZ >V est continu. C'est une application bijective de I’espace
compact Ri2wZ sur 'espace séparé U; donc 3 est un homdemorphisme de Rf2aZ
sur U,

Diéfinition générale de U'argument : pour tout nombre complexe ? £ o, défi-
nissons 'argument de ¢ par la formule

arg £ = arg (¢f]t]).

Le sccond membre est déja défini puisque (/2| e, (On abservera que
’argument de o n'est pas défini.) Comme plus haut, arg# n’est défini
qu*a ’addition prés d’un multiple entier de 2x. On a ainsi

(4. I) I — “|gl‘-\rgl
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§ 3. Fonction exponentielle et fonction logarithmique

Application. Soit 4 résoudre ’équation " = a (ol @ # 0 est donné). Elle
équivaut i

t] = lafi~,  argi= nL arg 4.

Elle posséde n solutions complexes £, car on trouve pour arg ! un nombre

réel défini 4 addition prés d*un multipie entier de 2T,
)

5. LOGARITHME COMPLEXE

Etant donné un nombre complexe ¢, cherchons tous les nombres complexes
z tels que ¢ = 1. Il n’en existe que si # 3¢ 0. Dans ce cas, la relation (4. 1)
montre que les 7 cherchés sont les nombres complexes de la forme

(5. 1) log |£] + { arg &

On pose, par définition,

(5. 2) log ¢ =log |¢| + 7 arg &

C’est un nombre complexe défini 4 'addition prés d’un multiple entier
de 2ni. D’aprés cette définition, on a £'°%¢= ¢ Lorsque ¢ est réel et > o,
on retrouve la fonction classique log 4 si on se borne a prendre pour arg ¢
la valeur o. :

Quels que soient ¢ et {' complexes 5 o, et quelle que scient les valeurs
choisies pour log ¢, log ¢’ et log {#'), on a

(5. 3) log (¢#'} =log ¢t + log ¢’ {mod. 2xi).

Déterminations du logarithme. Jusqw’ici on r’a pas défini log | comme une
vraie fonction.

Définition. On dit qu'une fonction continue f(¢} de la variable complexe i,
définie dans un cuvert connrexe D du plan G, nc contenant pas le point
t = o, cst une détermination de log ¢ si, pour tout f e D, on 2 £/=1¢ (autre-
ment dit, si f(2) est 'une des valeurs possibles de log ¢).

On verra plus loin (chapitre 11, § 1, n® 7} 4 quelle condition doit satis-
faire "'ouvert I pour qu'il existe dans 1) une détermination de log ¢ Dés
maintenant, on va voir comment on peut obtenir toutes les déterminations
de log ¢ 5'il en existe une.

Proposrrion 5. 1. 87 existe une détermination f(t) de log t dans ouvert connexe

D, toute auire détermination est de la_forme f(t) + 2kni (k entier); réciproquement,
S8 + 2kni est une détermingtion de logt pour loul entier k.
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1. Sénies entidéres & une variable

Supposons cn effet que f{t) et g(¢) soicnt deux déterminations de logt.
La différence

h(£) =f(£) — g{t)

2

est une fonction continue dans D et ne prend que des valeurs entiéres;
puisque D a ét€ supposé connexe, une telle fonction est nécessairement
constante. En effet, Pensemble des peoints ¢ € D tels gque k{¢) soit égal & un
entier donné r. st ouvert et fermé. Donc cet ensemble est vide ou égal 4
D. La constame est forcément un entier. Que f{f) -+ 2&nf soit une détermi-
nation de log ¢ pour tout enticr k est évident.

On définirait de méme ce qu'il faut entendre par une détermination
de arg ¢ dans un ouvert connexe D ne contenant pas Porigine. D’zilleurs
toute détermination de arg ¢ définit une détermination, de log ¢, et vice-
versa,

Lixemple. Prenons pour D le demi-plan ouvert Re {t) > o (rappelons qu’on
note Re (#) la partie réelle de ¢). Pour tout t dans ce demi-plan, il y a

une valeur et une seule de arg! qui soit > —? et <§— notons-la Arg &

On va montrer que Arg{ est une jfonction confinue, €t que par suite
log il + {Arg ¢

est unc détermination de log ¢ dans le demi-plan Re (£) = 0. On Pappellera
la determination principele de log £

Puisque Arg? = Arg (¢/[t|) et que Papplication £ -+ ifj?| est une appli-
cation continue du demi-plan Re () > o sur I’ensemble des » tels que
| = ¢ et Re {¥) >0, il suffit dc montrer que l'application y = Argu
est continue. Or c’est application réeiproque de u# — ¢ » parcourant

Pintervalle ouvert |—-%. + =1 : 1a fonction 4 = ¥ est une application
. . - ) . T 1
continue bijective de Vintervalle compact [——2-' + -—] sur Pensemble

des u tels que lz] = 1 et Re{u) = 0; c’est donc un homéomorphisme, et
I"application réciprogue est bier continue.

C.Q.F.D.

6. DEVELOPPEMENT EN SERIE DU LOGARITHME COMPLEXE

PROPOSITION 6. 1. La somme de la série entidre
T = % (— 1
321

qui converge pour \ul < 1, est égale & ln détermination principale de log (1 + u).
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% 3. Fonction exponenticlle et fonction fogarithmigue

Observons d’abord que si |u| <7 1, £ = 1 4 4 reste dans un disque ouvert
contenu dans le demi-plan Re(?) > 0. Reprenons alors les notations de la
relation (2. 4), et rappelons que les séries S et T sont réciproques 'une de
Pautre; la proposition 5.1 du § 2 montre que 'on a S(I'{k)) = x pour
tout nombre complexe z tel que Ju| <7 1. Autrement dit, £ = 1 -} u;
et par suite T{u) est une détermination de log (1 + u). Pour montrer que
c’est 1a détermination principale, {l suffit de vérifier qu’elle prend la méme
valeur que la détermination pringipale pour une valeur particuliére de =z,
par exempie qu'elle est nulle pout u = 0. Or cest évident sur le dévelop-
pement en série de T{u).

Prorosrrion 6. 2. 8¢ f(t) est une dtermination de log ¢ dans un ouvert connexe D,
la fonction f(1} admet une dérivée {'(1) par rapport & la variable complexe t, el on @

Fi) = 1)t

En effet pour 4 complexe 5= 0 et assez petit, on a

SOER —fl6)  fOEER—F).

E gfuEny _pfity ?

. . . & —
lorsque % tend vers 6, ced tend vers Pinverse de.la limite de -

pour z' tendant vers z = f{t); la limite cherchée est donc Pmverse de la
valeur de la dérivée de 2 pour z = f(¢); elle est donc égale & e /=1t

Remarque. A titre de vérification, la dérivée de la série entidre T(u) est
. T
bien égale a — - --
g I u

Définition. Pout tout couple de nombres complexes ¢ £ 0 et «, on pose
* = G"l”b’ i

a étant fixé, ¢’est une fonction multiforme de ¢. On définit comme ci-dessus
cc qu'on entend par une détermination de %, dans un ouvert connexe D.
Toute détermination de log f dans D définit une détermination de i dans D,

Rémsion. Ici le lecteur est pri€ de revoir, le cas échéant, les dévcloppemenis
en série des fonctions usuelles : arc tg x, arc sin x, etc. D'autre part,
pour tout exposant complexe ¢, on considére, pour x complexe tel que

fx << 1,
(I + x)c. = g% g (1+2}

ol log (t 4+ x) désigne la détermination principale {la fonction (1 + x}*
pread donc la valenr 1 pour x — o); étudier le développement de cette
fonction en série entiére.
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I. Séries entitres 3 une variable

4. Fonctions analytiques d’une variable réelle ou complexe

1. DEFmITIONS

Définition 1. 1. On dit qu'nne fonction f{x), définie au voisinage de x,, est
développable en sévie entifre au point x; il existe une série entiére formelle

S = 3, a,X" dont Ie rayon de convergence soit 3£ 0 et quisatisfasse 4
R0

f(x) = E ﬂn{x — X" pour jx — X3 assez petit.
az0

Cette définition sapplique ausst bien dans le cas ot ¥ est une variable
réelle que dans le cas d’une variable complexe. La série S{X), si elle existe,
est unigue d’aprés le n® 8 du § 2.

81 flx} est développable en série entiére au point x, Ia fonction fest indé-
finiment dérivable dans un veisinage de x,, puisqu’il en est ainsi de la
la somme d’une série entiére, 3i le produit fz de deux fonctions fet g
- développables en série entitre au point &, ¢st identiquement nul dans un
voisinage de x,, alors I'unc an moins des fonctions f et g est identiquement
nulle au voisinage de x,; en effet cela résulte du fait que "anneau des séries
formeiles cst un anncau d’intégrité (§ 4, proposition g. 1). 5i f est dévelop-
pable en série entitre au point y, il existe une fonction g, développable
en série entidére au point x, et ayant une dérivée g’ = f dans un voisinage
de x,; une telle fonction g est unique a 'addition prés d'une constante;
il suffit, pour le voir, de considérer la série des primitives des termes du
développement en séric entitre de la fonction f
Nous considérerons désormais un ensemble surert D de la droite réelle R
ou du plan complexe C. 5i IJ est un ouvert de R, D est une réunion d’in-
tervalles ouverts, et si de plus D est connexe, D est un intervalle cuvert.
Désignons par x une variable réelle ou complexe, qui varie dans 'ensemble
cuvert D.

Définition 1. 2. Une fonction f{x} & valeurs réelles ou complexes, définic
dans Pouvert D, est dite anaiyfigue dans D si, pour tout point x, e D, la fone-
tion f(x) est développable en série entiére au point xo. Autrement dit, il doit

exister un nombre 2{x;) = o et une série entitre formelle 5(X) = :‘, a. X",
de rayon de convergence 3> o(Xp), telle que 23>0

Flx) = E aa{x - — X" pour fx — xpf <7 2{xq).
>0

ng

Les propriétés suivantes sont évidentes : toute fonction analytique dans
D cst indéfiniment dérivable dans D, et ses dérivées successives sont ana-

36



§ 4. Fonctions analyliques d'une variable réclie ou complexe

lytigues dans D. La somme, le produit de deux fonctions analytiques dans
D, est analytique dans D; autrement dit, les fonctions analytiques dans D
forment un anneau, &t méme une algébre. Il résulte de la proposition 6. 1

du § 2 que si f{x} est analytique dans B), et analytique dans Pouvert

DD privé des peints 1y tels que f{x,} = o. S ()

Enfin, il résulte de la proposition §. I du § 2 que si fest analytique dans
I} et prend ses valeurs dans D', ct si g est analytique dans I, alors la fone-
tion composée g o f est analytique dans 1.

Sote £ une fonction analytique dans D, supposé connexe; si f posséde
une primitive g, c’est-a-dire s'il existe dans 1) une fonction g dontla dérivée
g’ est égale & f, alors cette fonction primitive est unique & Paddition prés
d’unc consiante, et ¢’est une fonction analytique.

Exemples de_fonctions analytigues. Les polyndmes cn x sont des fonctions ana-
lytiques sur toute 1a droite réelle (resp. dans Ie plan complexe); une fonc-
tion rationnelle P{x}/Q{x} est analytique dans le complémentaire de
Pensemble des points x; tels que Q(x,) = 0. 1 va résulter de la proposi-
tion 2. I que la fonction ¢® est analytique. La fonction arc tg x est analy-

tique pour tout x réel, puisque sa dérivée est analytique.

1
[+ x?

2. CRITERES D’ANALYTICITE

PrOPOSITION 2. 1. Soit 8{X} = Y, 2. X" uns série entiére dont le rayon de conver-
gence ¢ est %= 0, Soil "0

S{x} = X a.u"
n2l
sa somme pour \x; < g. Alors S{x} est une fonction analytique dans le disque x| < p.
Ce résultat n’est nullement évident. I sera une conséquence immédiate
du suivant, plus précis :

PROPOSITION 2. 2. Sous les hypothéses de la proposition 2. 1, soit x, fel que 1x5| <.
Alors la sénie entiére

(2. 1) 2 o S ) X
Azl
@ un rayon dr convergence 3> p — |xg|, ¢f Uon a
¥ 1 g - — SR Py
(2.2) S(x) = L S 8Wxg) (x—xg)”  pour  |x—xgf Lo sl
nzzlafe
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1. Séries entigres i une variable

Deémonsiration de la proposition 2. 2. Posons ry == (4], 2, = |a.]. On a

N i
SW(x) = L (p :-l gl g 5 (%),

g0

ISP} < D Lff—; D

-1

Pour ry < 7 << 5, on a

(2:3) 2 Sise)it—rr < 3 ILED sl

'I:
£

po=0
< 3 a —
Il (Mmp \(r—p)1
L > 2" < | m.

(r _""'u}p(rﬂ)ﬂﬁp)

2

a
YW
=

Danc le rayon de convergence de la série (2. 1) est =2 r—r,. Comuinc r
peut étre choisi arbitrairement voisin de 5, ce rayon de convergence est

2 p—To
Soit maintenant x tel que {x - x| <5 -—7, La séric double

v@+®
p-? p! ql

converge absolument, d’aprés (2. 3). Pour calculer sa somme on peut dong
grouper les termes d’une maniére arbitraire. Nous allons calculer certe
somme de deux fagons différentes. Un premicr groupement de termes
donne :

ngaa. (nc§<.. bl (ﬂ P) !
un autre groupement donne :
\ —_— 1 o - A
10 : 4 'x_)_p( 2 n (P + Q) e (Xu)"> :p%u(x J2 ‘xﬂ) 5“’)(1‘0)-
[ g2 = .

En comparant, on obtient {2. 2), ¢t ceci achéve la démonstration,

“8pa 'r(-‘n)q(x — xg)?

{x — xu}P(xo)n—p) - ng‘oa"xn = S(x);

Remarque 1. Ti se peut que le rayon de convergence de la série (2. 1) soit
strictemnent plus grand que ¢ — jx;'. Prenons par exemple la série

$(X) = g,o(zX)".

Ona S8(x) =— L pour 1x] << 1. Prenons pour x, un nombre réel, On a

{x — o)

_r o __ 1 __(I_,"_—"i‘g) -

I — ixg, ,.;o(l—u:)““
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§ 4. Fonctions analytiques d’une variable réelle ou complexe

Cette série converge pour |x — %) <<V + (%)%, et ¢/T + (x,)2 est stric-
tement plus grand que r - - ixgh

Remargue 2. Posons

A(r) = 3 |alr® pour r <<z

nzh

D’apreés I'inégahité (2. 3) on a

(2. 4) P—Il-S‘P:‘(x) i = L(:%’ pour % g <l r <l g

Remargue 3. 81 x est une variable complexe on verra au chapitre 11 que toute
fonction admettant une dérivée est analytique, et par conséquent indéfi-
niment dérivable. La situation est toute différente dans le cas d'une vartable
réelle : il vxiste des fonctions ayant unc dérivée premiére et n'ayant pas de
dérivée scconde (il suffit de prendre une primitive d'une fonction continue
qut n'admet pas de dérivéz), De plus i existe des fonctions indéfiniment
dérivables qui ne sont pas analytiques; en voici un exemple simple : la
fonction f{x) égale 4 zéro pour x =0 et 4 e~ pour x £ 0 est indéfiniment
dértvable pour tout x; elle s’annule ainsi que toutes ses dérivées pour x = 0;
si elle était analytique elle serait identiquement nulle au voisinage de
x = 0, ce gui n'est pas le cas.

TuéorkxMe. Pour qu'une fonction f{x} d’une variable réelle x, indéfiniment dérivable
dans un infervalle ouvert D, soit analytigue dans D, il faut et il suffit que tout poind
292D posséde un veisinage V possédant la propricté swivante: 1l existe deux nombres
M el U, finis el > 0, tels que

{2. 5) | if‘-"’(.ac) < M.tr pour tout xe'V et tout entier p > o

Démonsération abrégée. On monere que la condition est nécessaire en utili-
sant Pinégalité {2. 4}. On montre qu’elle est suffisante en écrivant le dévetop-
pement limité de Taylor de la fonction f{x) et en majorant le reste de

Lagrange griace a {2. 5}.

3. PRINCIPE DU PROLONGEMENT ANALYTIQUE

THEOREME, Sotf [une fonction analytigue dans un ouvert connexe D, of soit x, & D.
Les conditions sutvanies sont éguivalentes:

a} fx,) = o pour toul entier 8 > 0;

b} f est identiquement nulle dans un voisinage de x,;

e} [ est identiguement nulle dans D.
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1. Séries entiéres A une variable

Deémonstration. 1] est évident que c} entraine a). On va montrer que a)
entraine b} et que b) entraine c). Supposons remplie la condition a).
On a donc f™(x,) = 0 pour tout 7 3= 0, en convenant que f® = f. An
voisinage de x,, f(x) est développable cn séric entiére suivant les puis-

. . 1
sances de x -— &, ct les coeflicients ] F™(x,) sont nuls; done f(x) est

identiquement nulle dans ua voisinage de x,, ce qui démontre {(4).
Supposons remplie la condition (8). Pour montrer que f est nulle en tous
les points de D, il suffit de montrer que 'ensemble I des points xe D) au
voisinage desquels § est identiquement nulle est 4 la fois ouvert et fermé (D’
n'est pas vide en verw de (), donc, puisque T est connexe, 1)’ sera égal
a D}. Que D’ soit ouverr résulte de sa définition. Il reste 4 prouver que
si a,e} est adhérent 3 1, alors x,e D! Or pour chaque n2 0, on a
J®(x) = o en des points arbitrairement voisins de », {2 savoir les points
de D'}; done, en vertu de la continuité de /1, on a f{x,) = 0; ccci ayant
lieu pour tout n 2= 0, on vient de voir que f(x) est identiquement nulle
au voisinage de x,. Ainsi ;1) ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE 1. L'anneau des fonctions analytiques dans un ouver! connexe 1D est un
anneau d’intégrité,

En cffet, si le preduit fz de deux fonctions analytiques dans D est iden-
tiquement nul, et si xye D, Pune des fonctions f et g est identiquement
nulle au voisinage de %, puisque ’anncaun des séries entiéres formelles
est un anncau d’intégrité. Mais si f est identiquement nulle au voisinage
de x4, f est nulle dans D tout entier, d’aprés le théoréme précédent,

CoroLLAIRE 2. {Principe du prolongement analytique.) Si deux forciions ara-
Iyfiques f et g dans un ouverl connexe D coincident au voisinoge d’un point de D, elles
soiit tdentigues dans I).

Le problime du prolongement analyfigue consiste cn ceci : étant donnée une
fonction analytique & dan$ un cuvert connexe 1Y, et étant donné un ouvert
connexe D contenant D', on se demande 5’1l existe une fonction f analytique
dans D et qui prolonge A D’aprés le corollaire 2, si une telle fonction f
existe, elle est unique.

4. ZERDS D'UNE FONCTION ANALYTIQUE

Soit f(x) une fonction analytique dans un voisinage de x,, et soit
>
S = L a(x — =)
e ]

gon dévcloppement en série cntiére pour x - x5 assez petit, Supposons
flx,) — o, ct supposons que f{x) ne soit pas identiquement nulle au voisinage
de x,.
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§ 1. Fonctions analytiques d’une variable réelle ou complexe

Soit £ le plus petit entier tel que a; # 0. La série

.
S s — xg
Ak

converge pour jx —- xo| assez petit, et sa somme g(x) cst unc fonction ana-

lytique au voisinage de x, et telle que g{x,) # 0. Ainsi, pour x voisin de

Xg, OT1 2

{¢- 1) Jx) = (x -x)g(x),  glx) #o.

L’entier . > o ainsi défini s'appelle Pordre de multiplicité du zéro x, pour
la fonction f, Il est caractérisé par la relation (4. 1), ol g(x) est analy-
tique au voisinage dec ,. L'ordre de multiplicité * est aussi caractérisé par
la condition :

S (x) =0 pour oCn<lk  fO(x) &0

S8tk = 1, on dit que x; ést un zé€ro simple. Si k = 2, on dit que x, est un
zéro nudiiple.
La relation (4. 1) et la continuité de g(x) entrainent

flx) £ o pour 0 < x — x| <& (£ = 0 assez petit).

Autrement dit, le point x; posséde un vowsinage dans lequel il est Purigue
zéro de la fonction f(x).

PROPOSITION 4. 1. 8i f es! une fonciion analylique dans un ouvert connexe D) el st f
West pas identiquement nulle, Uensemble des zéros de f est un ensemble discret {autre-
ment dit, tous les points de cet ensemble sent 2solés).

En cffet, d’aprés lc corollaire 2 du n® 3, f r'est identiquement nulle
au voisinage d’aucun peint de D, et on peut appliquer cc qui précede

a chaque zéro de f.
En particulier, tout sous-ensemble compact de D ne contient quun nombre

St de zéros de la fonction f.

5. Foncrions MEROMORPHES

Soient f et ¢ deux fonctions analytiques dans U'ouvert connexe D, et
supposons que g ne soit pas identiquement nulle. La fonction f{x)/g(x)
est définie et analytique au voisinage dc tout peint x; tel que g{x,) # o,
c’est-3-dire en tout point de ) sauf peut-étre en des points isolés.
Examinons le comportement de f{x)/g{x} au voisinage d'un point x, qui
annule g(x); si f n’est pas identiquement nulle, on a

Sy = (x —x)" fL(x), g(x) = {x — %) g4 (x)s
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1. Séries enti2res 4 une variable

ol k et &’ sont entiers, £ > 0, k' > 0, f] et g, sont analytiques au voisinage
de xy, f1(%} 7 0, £.(x) #& 0; donc, pour x £ x, et voisin de x,,

f(") _ Py _(,_)
P R e~ Y

La fonction A,(x) = f,(x)/g.(x) est analytique au voisinage de x, et Pon a
hy{xy) ¥ 0. Deux cas sont aloers possibles :

1% on a k = k'; alors Ia fonction
{x — x0)* by (x)

est analytique au voisinage de x, et coincide avec f(x}/g(x) pour x 7 x,.
Ainsi prolongée au point x,, la fonction ffg est analytique au voisinage de
xo; elle admet xy pour zéro si k > &',

2% On a k< &' Alors

fx_ »
g(x (x_x)y _k l( )! kl(xo)?éo'

On dit dans ce cas que x; est un pile pour la fonction fg; Ventier &' — £
s'appelle Pordre de multiplicité de ce péle. Lorsque x tend vers x, ‘f (x)
glx

tend vers + . On peut convenir de prolonger la fonction ffg en lui don-
nant la valeur « infini » au point x;. On reviendra plus tard sur Pintro-
duction de cet unique nombre infini noté .

81 f(«) est analytique et admet x, pour zéro d’ordre k >> 0, il est clair que
1/f(x) admet x, pour pdle d’ordre £.

Défrition. On appelle fonction méromorphe dans un ouvert connexe D une
fonction f(x) définie et analytique dans un ouvert D' obtenu en enlevant
de D un ensemble de points isolés, dont chacun est un péle pour f(x).

Au voisinage de chaque point de D (sans exception}, fpeut donc se mettre
sons la forme du quotient de deux fonctions analytiques A{x)fg(x), le
dénominateur n’étant pas identiquement nul. On définit d’une maniére
évidente la somme et le produic de deux fonctions méromorphes : les
fonctions méromorphes dans D forment un anneau, et méme une algebre.
En fait elles forment un corps, car si f(x) n’est pas identiquement nulle
dans D, elle n’est identiquement nulle au voisinage d’aucun point de D,
d’aprés le théoréme du n° 3; donc 1{f(x) est analytique ou posséde un
pole en chaque point de D, et par suite t/f(x) est méromorphe dans .

PRrOPOSITION 5. 1. La dérivée f' d’une fonction f méromorphe dans D est une fone-

tion méromorphe dans 1; les fonctions f et f' ont les mimes pbles; si x, est un pile
&ordre k de f, ¢'est un péle d’ordre k + 1 de f.
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Exercices

En effet, f' est définie et analytique en tout point de D qui n'est pas un
pole de £. 11 reste & montrer qgue si x, est un péle de f, x, est aussi un péle
de f’. Or un a, pour x vuisin de x,,

(x - xc)

S = # &),

g{x) ¢étant analytique, avec g(x} % 0, 2> 0. On a donc, pour x +#£ x,,

I

J1) =

x— xpyk-t

[(x w23 — kelo)] — o)

ct comme g,{x,} # 0, x, est bien un péle de f’, d’ordre &£ 4+ 1.

Exercices

t. Soient K un corps commutatif, X unc indéterminée, et E = K[[X]]
I’algébre des séries cntitres formelles 2 cocfficients dans K. Pour 8, T dans

E, posons
o si S=T,
MTI="0,+ § S£T, ot wS—T) =+
a) Montrer que d définit une distance dans 'ensemble E.

b} Montrer que les applications : (8, T} =& + T, (8, T) — ST défintes
dans E X E, &4 valeurs dans E, sont continues par rapport & la -topologie
définie par la métrique 4.

¢} Montrer que Falgéhre KfX] des polynomes, comme sous-ensemble de
E, est partout dense dans E.

d) Montrer que l'espace méirique E est complet. {5i (5,, est unc suite
de Cauchy dans E, remarguer que, pour tout entier m > o, les m premiers
termes de 8, ne dépendent pas de », pour n assez grand.}

e} L’application 8 =8’ {la dérivée de 3) est-elle continue?

2. Soient p, g des entiers > 1. Soit la séric entiére formelle

S5(X) =1+ X+ X2+ + X F -y
et posons
$p(X) = (5,(X))~

a} Montrer, par récurrence sur a, la relation

() 1apa BBt L pET N (pta—D) _ (pEY)e(p=n)
H T 23 L I ’1!

nt
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1. Séries entitres 3 une vanahle

ct en déduire (par récurrence sur p) le développement

(2) $,X) — ¥ (“"—‘)x",
nEu n
ot (%) désigne le coefficient binomial |, - %
\h o5 gl e Coeflicient ITIETIRL k!(A _ ﬁ)!.

b En utibisant Sp(X).8,{X) = S,. (X}, montrer la relation

(3) b (P+j—i)(q+ﬂ—f—r)=(p+q+n—f)

[LEFE- n—1 *
[qui généralise {1}, cas ot g — 1],

3. Expliciter les polvnémes P, dans la démonstration de la proposition
7.1, &1, pour # <{ 5, et calculer les termes de degré < 5 de la série formelle
réciproque de

X4 (0

S(X) — X -éxw - Xt

S

4. Déterminer les rayons de convergence des séries suivantes;

a) 2 gne (gl
nz2l
b} S, nrzm {p entier > o),
Rzl
c) D, 2,2%, AVEC Ggnqy - = @2t A, — B pour == o0,
Ao

a, b réels et 0o<a, b1
5. Solent deux séries entiéres formelles :

S(X) = X aX", e  TX)= 26X, (.~ 0)

nzml n20

el posons

UX) = 2 (@)X V(X) = L abXr, W(X)= E, (a.f6r) X"

nzo
(p entier). Montrer les relations suivantes:
AU) = (SR a(V) 2 (8) - o(T),
et si o{T) £ o0,
(W) < 2(SYp(T).



Excrcices

6. Scient a, b et ¢ dans G, ¢ n’étant pas un entier < 0. Quel est le rayon de
convergence de la série

c 2lefe -i- 1)
Lcaea 1) {atn— 0.0l 1)... (0 Fr- 1),
f glefe+1)...(c+n—1) X+

Montrer que sa somme 5{z), pour |z <C p(S), satisfait a 'équation ditfe-
rentielle suivante
Z(1 — 28 + (e —{a+ &+ 1)z)8" —abS = 0.

7. Soit 8{X) = X 2,X* une série entiérc formelle telle que (S) =1.
Posons nxé

1 , .
So=ay+ -+ @ th=—"— {55 + 51 + --- + &) pour 23>0,

-1
el

UX) = 2 sXy, V(X = SX~

L¥1 azt

Monerer que: {i) p(U) = o(V) = 1, et que: (i} pour tout {zi <1,

I ( ) anz“) — X sz

I - -2 \azo alzo

- " P - -
8. Soit S{X) = 2‘ 2. X" une série entitre formelle, dont les coefficients sont
N;U
définis par les relations de récurrence suivantes :
dy — G, 8y == 1, 84, = 14,_; + B8,y pOUr n > 2,

ol «, § sont deux nombres réels donnés.

a) Montrer que Von a, pour 73> 1, 14, < {20)" 7}, ot e = max (', 3, 172}
et en déduire que le rayon de convergence 2(3) # o.

b} Montrer que Fon a:
(1 — 2z — B2?)8(2) = 2, pour iz| < a(8),

et en déduire gue, pour |z]<Ip(8), on a

(1 S = e

¢) Scient z,, 2, les denx racines de 8X? + «X — 1 = 0. En utilisant {a

45



I. Séries entiéres 2 une variable

décomposition en éléments simples du second membre de (1), trouver
une expression de a, & ’aide de z; et 75, et en déduire que

#(8) = Min (iz], [zal).
(Remarquer que, si ${X) = 5,(X).S,(X), ona: (8} >Min{s(S,), o(54) .,

9. Montrer que, si x, y sont réels, n entier » 0, x # 2kn (k entier},ona

2 cos (px + y) — cos 2 4y sinq_l_]xsinf-,
r o 2 2
0ipLu
Y, sin (px + p) =sin { Zx 2 sin® £ % v/sin =
j2 »y J
B:IpaEn 2 2 2

{Utiliser cos{px + y) + isin (o + y) — efnr+2d— grig2)r,

10. Montrer les inégalités suivantes, pour tout ze G:

|8 — 1] << el — 3 <7 |zjetsn

11. Montrer qu’on peut écrire, pour tout entier a 2= 1, ct tout z complexe

(1+§_)"__1+z+ 2 I-—i-).._(,__L——-;_)zp

igpn n 7!

et en deduire que, pour tout z complexe, on a
¢ = lim (1—[—i).
n== X n

12. Montrer que la fonction d'une variable complexe z définic par

ei: + 8_[:( . g“‘ —_ e—i:)
Cog Z = - — - | resp. sin 2 = - -
2 21

est le prolongement analytique, dans tout le plan G, de la fonction
cos x (resp. sin x), définic au § 3, n® 3. Montrer que Uon a, quels que
soient &, ' a (G,

cos(z + 2') = coszcos 77 — sin zsin Z/,
sin{z + 2') = singcos &' 4 cos zsing';

cos¥z 4+ sin?z = 1.
13. Monrer que V'on a

) . .
-x «sinx s x  pour x réel, o < x < nfa.
T



Exercices

14, Soit z = x - iy, &, y récls. (i) Montrer que 'on a

[sin {x 4 ip}|2 =sinZx | shZy,
lcos (¥ + i¥)|%2 = cos?x } shiy;

(i} déterminer lcs zéros des fonctions sin az, cosaz (ol @ est un nombre
réel 3= 0);

(i13) montrer que, si — = < @ < =, et si # est entier positif, on a

Isnlaz /(hﬂ)) 1 .
lsinzz  “chxy pour TR+t
ct
£ 15
J cha (n -+ ——-) :
s az/_--——,—-— —2—, pour z—-x+i(n+ )
sin =l A T 2
sh=in - —
"+ 2)
«N. B. Par définition, ch ¢ = cos (iz), shz — — isin (ig).)

15. Soit I un intervalle de la droite réelle R. Montrer que, si f(x) est une
fonction (d’une vartable réelle, et A valeurs complexes) analytique dans I,
on peut la prolonger ¢n une fonction analvtique dans un cuvert connexe
D du pian complexe, contenant 1.

16. (i} Soient (e}, (8.} deux suites de nombres ayant les propriétés sui-
vantes :
a) il existe une constante M > o telle que

4
l#y + 25+ - + o) <M pour tout 7221,

b} les %, sont réels 2> o et 8, > B, 22 - = 8. > ---. Montrer que l'on a2,
pour tout r =1,

ayfBy 1 @l -+ “nﬁni < hd?l-
{Introduire 5, — 2y + --- 4+ 2., et fécrire
2,8+ male = (B — By o+ (Bao1— $a)sa_1 T Basar)

. - - "l _— e . -
(i} Soit S{X} ¥ 4,%" une série entidre formelle 3 coefficicnts complexes,

E3=11]
. ] . ap .
telle que z{S) — 1, et que Y, a, soit convergente. Utiliser (i) pour montrer
nzy
que la série Y, a,:" converge uniformément dans Pintervalle fermé [o, 1]
r2d
de R, et en conclure que
. & »
lim 2‘ ax" = l .-
>l pap nzo
DXl
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(iii) Soit maintenant S(X) = 3, X2/a?, et soit D Vintersection du disque
nd

ouvert |z} <7 1 et du disque ouvert |z — 1)< 1. Montrer qu'il existe une
constante g telle que l'on ait

S+ 8(r —2) =a—logzlog{t — z} pour za&D,

ot log désigne la détermination principale du logarithme complexe dans
le demi-plan Re(z) > o (qui contient D},
(Remarquer que, si zeD, on a log(1 -—z) = — T{g), avec

T(X) = X.8'(X),

en vertu de la proposition 6. 1 du § 3, et que, d’apres la proposition 6. 2 du
§3 ona

_log(r—2)_ lomz
z 1- -2

d
-d—z{logzlog(l —2)} pour zeD).

Utiliser ensuite (ii} pour montrer que 'on a

g = E 1/n2,
nzzl
a - flog2)? = %:1 /a2t
n

(Cf. Chapitre v, § 2, 2, application de la proposition 2. 1).



CHAPITRE [

Fonctions holomorphes, intégrale de Cauchy

1. Intégrales curvilignes

1. {FENERALITES
Rappelons quelques notions ¢élémentaires relatives aux intégrales curvi-
lignes dans le plan R

On notera x ct_y les fonctions coordonnées dans R2.
On appelle chemin différentighle une application

{1. 1) £ >q(t)

du segment [a, b} dans le plan R?, telle que les coordonnées x(2) et y(f) du
point y(?) soient des fonctions continiment différentiables: On supposera
toujours & << b. L'origine de v est le point y(a), Pextrémité de vy est le
point v(#). Si D est un ouvert du plan, on dit que y est un chemin
différentiable de I'ouvert I) si la fonction y prend ses valeurs dans D.

Une forme différentielle dans un ouvert DD est une expression

w=Pde+ Qdy

dont les coefficients P et €} sont des fonctions (2 valeurs réelles ou complexes)
continues dans ID.

Si y est un chemin différentiable de D, et » une forme différentiellc

dans I}, on définit intégrale f w par la formule

Jo=[ v,

ot y*{w} désigne la forme différenticlle f{¢) 4t définie par
J{) = P(t), »(0)x'(¢) + Qix(e), y(1)) ' (1)
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H. Fonctions holomorphes, intégrale de Cauchy

autrement dit, y" (v} est la forme différenticlle déduite de w par le change-
ment de variables x = x(1), y = p{¢). Ainsi :

£u=ff(:)dt.

Considérons maintenant une fonction ¢ = !{x) continiiment dérivable
pour a, < u b, (avec a, < b;), dont la dérivée ¢'(u) soit partout > o,
et telle que t{a,) = @, t(b,) = . L'application composée de Iapplica-
tion & — t{u} et de Papplication (1. 1) est

{1.2) u — y{#{u)).

Elle définit un chemin différentiable 4;. On dit que y; est déduit de +
par changement de paramétre. La forme différentielle f,(u) du, transformée de
par l'application (1. 2}, est égale &

S} (u) du,

en vertu de la formule donnant la dérivée d’une fonction composée. La
formule du changement de variable dans les intégrales simples denne la

f f'[
1 i

Autrement dit, 'intégrale curviligne { w ne change pas de valeur si on

. ¥ o4 i T M -
remplace te chemin différentiable y par un autre, déduit de y par change-
ment de paramétre. On pourra donc ventuellement désigner par la méme
lettre des chemins qui se déduisent les uns des autres par changement
du paramétre,
Prenons maintenant une fonction ! = t{u)} continlment dérivable pour
a4 < u < by, mais telle que /(1) J o, t{e) = b, 1{d;} = a (le « sens de
parcours » du segment est renversé). Alors on constate que [ o= — f

4]

On dit alors qu'on a effectué sur v un changement de paramém‘ qui
change Uorientation de v; ceci a pour effet de multiplier / o par — I.

Subdivisens Vintervalle {a, 5] décrit par le paramétre ¢ en un nombre
fini d’intervalles partiels

fa, .1, [ td, oy [ tads [t 815

on suppose a <ty <y < - < by <t <Ch. Soit y; la restriction de
I'application y au i-idme de ces intervalles; il est clair que

fo=3 (L)
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§ 1. Intégrales curvilignes

Cette proprifté conduit & généraliser la notion de chemin différentiable,
On appelle chemin différentiablz par morceaux une application continue

Y: [s 51 >R%

telle qu’i] existe une subdivision de I'intervalle [a, #] en un nombre fini
d’intervalles partiels comme ci-dessus, de fagon que les restrictions de ¢
a ces intervalles partiels soient continiment dérivables, On pose par
dehinition

RE1

So=Z ([ =)

La valeur du second membre ne dépend pas de la décomposition.
L’origine de y, s'appelle Porigine de v, Pextrémité de v, s’appelle Pextré-
mité de y. On dit que le chemin est fermé si son origine et son extrémité
coincident.

Un chemin fermé y peut aussi tre défini en prenant, aun lien d’un parameétre
réel { qui varie de a & 5, un parametre 8 qui décrit la circonférence-unité.

Exemple. Considérons, dans le plan R?, le périmétre (ou « bord ») d'un
rectangle A dont les cHtés sont paralléles aux axes de coordonnées. Le
rectangle est Pensemble des points (x, ) satisfaisant &

8, €, % £ gy by 5y < by
Son bord se compose de quatre scgments de droite
X =t bl é)’ £ b
y=1y 4y X Q 23,

x=a,, by <y <5 bas

.’J:bl’ ai<x—.‘;.a2-
Pour que ce bord définisse un chemin fermé y, différentiable par
morceaux, on doit préciser quel est le « sens de parcours » choisi. On
conviendra icujonrs quc le sens de parcours est le suivant :
y croit de b, A by sur le cbté x — ay, x décroit de a, & a; sur le cdté y = by,
y décroft de by & b, sur le coté x == a;, x croit de ¢, 3 gpsurle cotéy = &,.
Alors Pintégrale f @ cst bien définie; clle ne dépend pas du choix de
Porigine de v, car clle est de toute fagon égale 4 la somme des intégrales
le long des quatre cbtés, chacun étant parcouru dans le sens qu'on vient
&'indiquer,

2. PeroaTivE p'UNE FORME DIFFERENTIELLE

Lemme. Soit D un onvert connexe du plan. Quels que soient les points aeD et
beD), il existe un chemin différentiable par morceaux, contenu dens 1), ayant a
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II. Fonctions holomorphes, intégrale de Cauchy

pour origine et & pour extrémiteé. (On exprimera briévement ce fait en disant
que a et b peuvent étre joints par un chemin différentiable par morceaux.)

Démonstration. Tout point ce D est centre d’un disque contenu dans D
¢ peut étre joint 4 tout point de ce disque par un chemin différentiable
par morceaux et contenu dans D, par exemple par un rayon. Soit alors
donné un point aeD; si ¢ peut éire joint & g, tout point assez voisin de ¢
peut aussi étre joint & a, d’aprés cc qui précéde; donc 'ensemble E des
points de D qui peuvent étre joints & 4 est ouverf. Yautre parr, F est
fermé dans D carsi ce D est adhérent & B, ¢ peut &tre joint & un point
convenable de E d’aprés ce qui précede, donc ¢ peut éure joint & a. Par
hypothése, I} est connexe; le sous-ensemble E de D, qui est ouvert et
fermé dans D, et n’est pas vide (puisque ae E) est douc D tout entier.
C.Q.F.D.
Soit toujours D un cuvert connexe du plan, et soit y un chemin différen-
tiable par morceaux, contenu dans T); soit 4 son origine, & son extrémité,
Soit F une fonction continliment différentiable dans D; considérons la
forme différentielle » = 4F; alors cn a la relation évidente

(2. 1) IdF — F(§) — Fla).

II résubte de la et du lemme que si ln différenticlle dF est identiquement nulte
dans D, (g fonction ¥ est constante dans D.

Btant donnée unc forme différentielle w dans un ouvert connexe D, cher-
chons s'il existe une fonction F{x, ») continiment dillérentiable dans D
ct telle que dF == w. 51 w = P dx 4+ QQ dy, 1a rclation dF — w équivaut 2

aF aF
. S = Q.
(2.2) wP =R

Une telle fonction F, si elle cxiste, s'appelle une primitive de la forme w.
Dans ce cas, toute autre primitive G s’obtient en ajoutant & F une constante,
puisque d(F — G) = o.

PropoSITION 2. 1. Pour que la_forme différentielle w admette une primitive dans D),
il faut el il suffit gue Vo ait fm = 0 pour tout chemin fermé y, différentiable

par morceeux, conteny dans D

Démonstration. 1° La condition est nécessaire, car si w = dF, la relation

(2. 1) montre que f w = 0 chague fois que l'origine a et U'extrémité 5
de v coincident. !

20 La condition est suffisante. Choisissons en effet un point {xg, y,) € D;
tout point {x, y)eD peut étre joint & (¥, ) par un chemin y continii-
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1. Intégrales curvilignes

ment différentiable par ruorceaux et cuntenu dans D (d’aprés le lemme);
Pintégrale / Im ne deépend pas du choix de ~, puisque par hypothése
I'intégrale de © est nulle pour tout chemin fermé. Soit F(x, ) la valeur
commune des intégrales f « relatives aux chemins y d’origine (x,, ¥,) et

d’extrémité (x, 7} contenus dans D. On va montrer que la fonction F ainsi
définic dans D satisfait aux relations {2. 2).
Donnens & x un petit accroissement k; la différence

Flx + b y) — F(x, )

esy égale a lintégrale [ w le long de n'importe quel chemin d’origine
{x, y) et d'extrémité (x —+ k, ») contenu dans ). Intégrons en particulier

le long d’un segment de droite paralléle & I'axe des x {ce qui est possible
si [&] est assez petit) :

]
F(x 4 hp) —Fls) = [ PR
et par suite, si k % o,

F b, —F \ £ 4 h
_(1+___131_ (%, %) =% f P(E, ) dt.

T

Lorsque 4 tend vers o, le second membre tend vers P(x, 3}, en vertu de la
continuité de la fonction P. Ona a done bien

oF

E;=P{x,)’).

On prouverait de méme que ;—F= Q(x, ). Ceci achéve la démontration
de la propesition 2. 1. Y

Considérons en particulier les rectangles contenus dans I) et dont les
cotés sont paralléles aux axes (nows entendons que le rectangle doit étre
wout entier contenu dans D, aussi bien son intérieur que sa frontiére),

5i v est le bord d’un tel rectangle, on doit avoir | » — o pour que la

forme différenticlle » admette une primitive dans 'D. Cette condition
nécessaire n’est pas toujours suffisante, comme on e verra plus loin, Cepen-
dant elle est suffisante lorsgue D est « simplement connexe » {cf, n® 7).
Pour le moment nous nous contenterons de démontrer cect :

Prorosrrion 2. 2. Seit D un disgue ouvert. Si Uon a fm = o chague fois que ¥
T

est le berd d’un rectangle contenu dans D et dont les cBtés sont paralliles aux axes,
alors w admel une primitive dans D.
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Démonstration. Soit (x, »;) le centre du disque D, et suit {x, y) un point
queiconque de D. Il y a deux chemins 1, et v, ayant pour origine {1, 3,)
et pour cxtrémité (x, y), et tels que chacun d'eux se compose de deux des
quatre c6tés du rectangle {dont les ¢dtés sont paralleles aux axes} ayvant
pour sommets opposés {x,, ¥) et (x, ¥} [Voir figure t]. Puisque ce rectangle

/(x.,r) Tz (%,

/

k13 R § £
T

(%o 7o) (x.¥s}

Figure 1

est contenu dans D, on a f ©w = f w. Soit F(x, y) la valeur commune

oF
— P ——:
dx Q,

de ces deux intégrales; on montre comme plus haut que —
et ceci pronve la proposition.

3. FORMULE DE GReEEN-RIEMAnN

Cette formule généralise, dans un certain sens, la relation (2. 1} : au lieu
de relier la valeur d’une intégrale simple A celles d’une fonction, elle relie
les valeurs d’une intégrale double et d'une intégrale curviligne. Soit A
un rectangle ayant ses cotés paralldles aux axes, soit v son bord, et soient
P{x, ) et Q{x, ») des fonctions définies dans un voisinage D de A, continues

dans D et admettant dans D des dérivées partielles = oP et °Q continues.
La formule de Green-Riemann s'éerit alors oy ox

(3. 1) [P&+Q@=Iﬁ(zg—gi)dx dy.

Démonstration. On va par exemple prouver

[0 [ s



§ 1. Irtégrales curvilignes

On sait que I'intégrale double de la fonction continue ';Q' peut se calculer
X

comme suit :
'| OQ by ay bQ
Ol dy — = .
/f o Y ﬂ 4 (f oz d’c)

Explicitons : [ E})Q = Q(as y) -— Qla;, »); en intégrant alors par
af oy ax

rapport i y, on trouve
by by .
[ Qs — [ Qe d

cc qui est justement égal & f Q) dy. C.Q.F.I.

La formule de Green-Riemann est valable pour des domaines plus géné-
raux qu’un rectangle; mais nous laisserons pour le moment cette question
de cdté.

ProrosiTion §. 1. Sotl w = Pdx 4 Q dy ane ﬁ:rme différeniielle dans un ouvert

cornexe 1), el supposons gue les dérivées pameﬂa et 20 exislent et soient conbi-
oy  bx
nues dans D. Alors la relation 4

(3 2) oL

est nécessaire poyr que « admetie une primitive dans D elle est suffisante lorsque 1
est un disque ouvert.

Démansiration. Traprés la formule (9. 1), 'a condition (4. 2) entraine que

f{n = o chaque fois que v est le hord d’un rectangle contenu dans D;

si IJ est un disque ouvert, ceci entraine que «w admet unc primitive {pro-
-

positien 2. 2. Réciproguement, si l w = 0 chaque fois que v est le bord

d'un rectangle A contenu dans D et dunt les cdtés sont paralléles aux axes,
on a

(3 3) U( hQ) d=o

pour tout tel rzctangle A, Or ceci entraine la relation (3. 2). En effet, si

. . P o . . .
la fonction continue g——%)' n'étaii pas identiquement nulle dans D
3 ox
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il y aprait un point de I au voisinage duquel clic serait par exemple > o,
et par conséquent I'intégrale

IAGIEE

serait >> o pour un rectangle A contenu dans ce voisinage, contrairement
a I'hypothése (3. 3). La proposition 3. 1 est ainsi démontrée.

4. FORMBS DIFFERENTIELLES FERMERS

Dépinition. On dit quiune forme o — Pdx + Q dy,. 4 coefficients P et (}
continus dans un ouvert D, est fermee sl tout point (x,, ¥,) € D posséde un
voisinage guvert dans lequel @ a une primitive. On peut supposer qu'un
tel voisinage est un disque de centre {x,, y,). Alors les résultats des n® 2
et 3 entrainent aussitét

PROPOSITION 4. §. Four qu'une farme différentielle w & coefficients continus dans P

soit fermée, il faul ot il suffil que Pon ail / w = 0 chague fois que v est le bord

d'un peti! rectangle contenu {ainst que son intéricur) dans D, et ayant ses cdtés paral-
{iles anx axes. St on suppose en outre que P ot Q onl des dérivées particlles du premier
ordre continues, clors la condition {3. 2) est nécessaire ef suffisants pour que w soil
Jermée,

D’aprés la proposition 2. 2, toute forme fermée dans un disque ouver! y admet
une primitive. On va maintenant donner exemnple d’un ouvert connexe D
et d’une forme fermée » dans D qui n'admet pas de primitive dans D.

Prorosttion 4.2, Ssit D Pouvert forme de lous les poinls z 2 0 du plan
complexe G. La forme w = dzfz est fermée dans 1 mais n'y admet pas de primitive.

En effet, au voisinage de chague point z; = o, 1l existe une détermination
de log z et cette détermination est, au voisinage de 7y, une primitive de
dzfz. Donc  est fermée. Pour montrer quz o n’admet cependant pas ds
primitive dans D, # suflit de trouver un chemin fermé y contenu dans I

et tel que fﬁf # 0. Or soit v le cercle-unité centré a 'origine et parcouru
v &

]

dans lc sens direct. Pour calculer { w, ON pOse z — e, { variant de o 4 27
on a s

de —ictd, B—i &
2
et par suite
d,, nﬁﬁ. .
{4. 1) [—E—J tdl = 2 # o.
Je & 6

C.Q.F.D.
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§ 1. Intégrales curvilignes

Dans 'exemple précédent la forme w est complexe. Prenons maintenant
la partic imaginaire de w. Puisque

A _dv —idv_xdvooypdy i dy —ydx

Z X Iy Xt ¥t L oy?

la forine différentielle

_xdy ydx

(o]
.1'2 + },2

est fermée dans le plan privée de Porigine. Elle n’admet pas de primitive,
car d’aprés (4. 1) on a

si v est le cercle-unité parcouru dans lc sens direct. En fait, w est la diffé-
rentielle de arc tg <L, qui cst une fonction multiforme (c’est-a-dire avec plu-
x

sieurs déterminations) dans le plan privé de lorigine.

5- ETL‘DE DES PRTMITIVES NON UNIFORMES

Soit w une forme fermée définic dans un cuvert connexe D. Bien que o
n'ait pas nécessairement de primitive (unifvrmie) dans D, on va définir
ce gu'on entend par primitive de w le long d’vn chemin 1 de D, Un tel chemin
cst défim par une application continue d'un segment I = [a, 8] dans D;
on ne fait ici auvcune hypoth2se de différentiabilité.

Définition. Soit v :[a, ] - D un chemin contenu dans un onvert D, et
soit o une forite différentielle fermée dans D. On appelle primitive de ©
le long de vy une fonction continue f(£) (I parcourant [a, ]' qui satisfait 4
la condition suivante :

(P) quel gue sott = = [a, §), { existe qu voisinage du potntd ~(1) & D une primitive
¥ de w telle gue Uon ait

(3. 1) Fly())r = F(t)

fiour t ussez poisin de <.

TaiorEME 1, Une felle primitive [ existe loujours el est unique ¢ Uaddition prés
d’une constante.

Démonstration. Tout d’abord, si f; ct f, sont deux telles primitives, la diffé-
rence f1(!) — fafl) est, d’aprés (5. 1), au voisinage de chaque = e[a, 8],

de la forme Fi(v(£)} — Fuiv(1)'; comme la différence I —F, des deux
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primitives de w esl constante, il s'ensuit que la foncnon f(#) — f,0¢) est
constante au voisinage de chaque point du segment I. Nous exprimerons
cela en disant que la fonction f, — f, est localement constanie. Or une fonc-
tion continue et localement constante sur un espace topologique comnexe
(ici, sur le segment I — [a, &]) est consiante. En effct, pour tout nombre =,
I’ensemble des poiats de Pespace ou la fonction est égale 4 » est 4 la fois
ouvert et fermé,

11 reste & montrer Pexistence d’une fonction continue f(¢) satisfaisant i la
candition {P}. Chaque point =1 admet un voisinage V (dans I} que v
applique dans un disque ouvert ol «» posséde une primitive F. Puisque 1
est compact, on peut trouver une suite finie de points

@ =g <l b < <l <ty =0,

de fagon que, pour chaque entier  tel que o < ¢ < r, v applique le seg-
ment {t, % ] dans un disque ouvert U; dans lequel existe une primitive F;
de w. L’intersection Uin Usy, contient v{¢,,,), donc n’est pas vide; elie
est connexe, done Fiy, — F; est constante dans U;nU; ;. On peut
donc, en ajoutant & chaque F; une constante convenable, faire en sorte,
‘de proche en proche, que F.,, coincide avec F; dans U;n Uy, ,. Soit alors
F(¢) la fonction définie par

fit)y = FE(T(‘)) pour fe by tig.]

11 est évident que f(#) est continuc ct satisfait 4 la condition (P) : c’est
clair pour une valeur t différente des ¢;; le lecteur le vérifiera lorsque -
est égal 4 'un des £,

Remarque. Supposons que v soit différentiable par morceaux, autrement dic
que 'on ait une subdivision de I telle que la restriction de ¥y 2 chague
segment partiel {¢;, &, ] soit continfinent différentiable. Alors Vintégrale

w est définie; c’est par définition

2e)
Si f est unc primitive le long de +, on a, d’aprés la formule (2. 1),

[ o= St — 10,

d’oil en ajoulant
(5-2) fw=rey—ra.

-

Ceci conduit 4 définir j o méme pour un chemin cenitnu 7, sans hypothése
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de différentiabilité relative 4 y: on prend la relation (5. 2) comme dJéf-
nilton, (& qui est licite car le second membre ne dépend pas du choix de
la primitive fle long de v.

ProrostTION 5. 1. Si y est un chemin fermé ne passant pas par Uorigine, L f %
st un entier. ez

Démonstration. o = a est une forme fermée. Dans la démonstration du
z

théoréme 1, on peut supposer que chaque F; est une détermination de
log 2. Donc f(§) — f(a) est la différence de deux déterminations de log 2
au point y{a) = y(b), et par suite est de la forme 2rin, cu n est entier,

1 xdy—ydx ; )
COROLLAIRE. an). At @ est yn enlier (le méme que précédermnment).
. dy — y dx
1. tit Yoy — )y
a quan 1ic v{; P T ys
du point z = x 4 iy lorsque ce point décrit le chemin v (que v soit
fermé ou non).

s’appelle souvent la veriation de largument

6. HoMoToPIE

Pour simplifier, tous les chemins qu'on va considérer seront paramétrés
par le segment I = [o, 1].

Définition. On dit que deux chemins
t:1 =D et 11:1=D

ayznt méme origine et méme extrémité (c’est-d-dire y4(0) = v,(0),
Yo{i) = v1(1)) sont komotopes (dans D) avec extrémités fixes, $°il existe une
appiication continue {4, &) — 3{¢, ) de I X I dans D, telle que

(6. 1) 3(t, 0) = y4{t), 3{4 1) = yi(t)
(8(0, #) = vo{0) = v4(0),  B(1, u) = vo(1) = 1.(1}.

u étant fixé, Papplication { — §(t, 4} est un chemin v, de D, avant méme
origine que Vorigine commune de vy, ct 1,, et méme extrémité que 'extré-
mité commune de v, et y,. Intuitivement ce chemin se déforme contini-
ment quand # varie de o 4 I, ses extrémités restant fixes,

On a une définition analogue, concernant le cas de deux chemins fermé:
Yo €t vy @ on dit quils sont fomotopes (dans D) comme chemins fermés <'il
existe une application continue (4, u} —3(4, u) de I X I dans D, telle gue

(¢, 0) = voft), 8(f 1) = 11t}
(6. 2) ;'6(0, ) = 5(1, u) quel que soit «,
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{donc, pour chaque , le chemin vy, est un chemin fermé). En particulier,
on dit qu'un chemin fermé v, est homsigpe 4 un point dans D si V'on est dans
la situation précédente, la fonction »,({} é1ant en outre constante,

THEOREME 2. Si vy, e v, sonf deux chemins de D homolopes avec extrémiiés fixes,

ona
j B f
T i

quells gue soit la forme fermée w dans 1.

THEOREME 2 bis, St <y el «vy sont deux chemins fermes de D, homotopes comme
chemins fermés, on a

pour ioute forme fermée « dans D.

Ces deux théorémes vont se démontrer comme conséquence d’un lemme
qu’on va exposer maintenant. Tout d’abard voici une

Diéfinition. Soiv (t, u) — 8{{, 4) une application continue d’ur rectangle
{6. 3} aitgh, a Lub

dans Vouvert D; et soit « une forme fermée dans D. On appelle primitive de
w suivant Uapplication § une fonction f{t, u) continue dans le rectangle, et satis-
faisant a la condition suivante ;

(P’ quel que soit le point (=, v} du reclangle, il existe au veisinage de §(r, v} une
primitive F de w telle que U'on aid

F(( 1) = £t )

en tout point (1, u} assez voisin de (1, u).

Lemme. Une telle primitive existe toujours el est unique & I addition prés d’une consitante,
Ce lemme est en quelque sorte une extension du théoréme 1. On va le
démontrer d'une maniére analogue. En utilisant la compaeité du rectangle,
on peut en faire un quadrillage en subdivisant Pintervalle de variation
de { par des points !; et l'intervalle de variation de # par des points u;,
de fagon que, quels que soient ¢ et j, le petit rectangle, produit des seg-
ments (&, tig:) €t [u;, 4], soit appliqué par § dans un disque ouvert U, ,
dans lequel existe une primitive F, ; de w.

Fixons f; comme Pintersection U, ;n U, ; n’est pas vide (et est conncxe},
on peut ajouter 4 chaque F; ; { fixe, { variable) une constante de maniére
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§ 1. Intégrales curvilignes

que F;; et Fiy, ; coincident dans U; ;n U, ;5 on obtient alors, pour
we (¥ 1], une fonction fi(t, u) telie que, pour tout 7, on ait

fb w) = Foyf3h 1) lomque  fell, by
Ainsi fi{t, u) est continue dans le rectangle
gt b, U L8 Uiy,

et c'est une primitive de w snivant 'application 3; rvestriction de 3 au
rectangle précédent. Chaque fonction f£; est définie & une constante addi-
tive prés; on peut alors, par récurrence sur j, choisir ces constantes addi-
tives de facon que les fonctions fi(t, u} et f,.(¢, u) soient égales lorsque
# = #;4¢. Soit maintenant f{?, «) la fonction définie dans le rectangle (6. 3)
par la condition que, pour tout #, on ait

fe, w) — fi(8, ) lorsque  uwelwy, wjpil.

1Y

Cl’est une fonction continue qui satisfait a la condition (P}, donc clest
bien une primitive de » suivant l'application 8. Le lemme est ainsi démontré.

Démonstration du théoréme 2. Soit § une application continue satisfaisant
aux conditions (6. 1}. Soit f une primitive de w suivant & Il est évident
que f est constante sur les cotés verticaux ! = o et { = 1 du rectangle
I x 1. Onadonc

flo, 0} =f(0n 1}, S, 0) = f(1, 1),

et comme

Lo=ro 0 —fo, 0, [ o=fu )—rfo, 1.

le théoréme 2 est démontré.
La démonstration du théoréme 2 bis est tout & fait analogue; on utilise
une application § satisfaisant a (6. 2).

7 PRIMITIVES DANS UN OUVERT SIMPLEMENT CONNEXE

Diéfinition. On dit qu’un ouvert D est simplement connexe §'il est connexe et
§1 en outre tout chemin fermé contenu dans 1D est homotope 4 un point dans
D,

Tutorbue §. Toute forme différentielle fermée o dans un ouvert simplement conne:e

) posside une primitive dans D.

En effet, d’aprés le théoréme 2 bis, on 2 [‘ w — o pour tout chemin fermé y
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contenu dans D), ce qui, en vertu de la proposition 2. 1, entraine que o
admet une primitive dans D.

En particulier, dans tout ouvert sitmplement connexe pe contenant pas O.
la forme fermée dz'z admet une primitive; autrement dit, log z admrt
une délermination dans lout ouvert simplement connexe ne contenant pas Q.

Exemples d’ouverts simplemenl connexes. On dit qu’un cusemble E du plan est
eloilé par rapport 4 'un de ses points ¢ si, quel que soit le point ze kE, le
segment de droite joignant g a z est contenu dans E,

Tout ouvert I étotlé par rapport & Pun de ses poinis a est simplement connexe :
en cflet D est évidemment connexe; de plus, pour chaque nombre réel u
compris entre 0 et 1, Phomothétie de centre @ et de rapport 4 transforme D
en lui-méme; lorsque u décroit de 1 & 0, cette homothétie définit une homo-
topie de n’importe quelle courbe fermée a un point.

En particulier, tout ouvert convexe D est simplement connexe. En cffet, un
ouvert convexe est €toilé par rapport a chacun de ses points.

En revanche, le plan privé de l'origine r'est pas simpiement connexe :
par exemple, le cercle {z| =1 n’est pas homotope 4 un point dans G---}o}

puisque |'intégrale f% de Ja forme fermée % le long de ce cercle n'est

pas nulle (cf. la relation (4. 1)).

A titre d’exercice, le lecteur pourra démontrer 'équivalence des quatre
propriétés suivantes {pour un ouvert connexe Dj ;

a) D est simplement connexe;

b) toute application continue du cercic |z} =1 dans 1 se laisse prolonger
en une application continue du disque [z| < 1 dans D;

c) toute application continue du bord d’un carré dans D se laisse prolonger
en une application continue du carré dans D;

d) si deux chemins de D ont méme extrémités, ils sont homotopes avec
extrémités fixes.

8. TnDICE D*UN CHEMIN FERME

Défimtion. Soit v un chemin fermé¢ dans le plan G, et soit ¢ un point de €
n*appartenant pas a I'image de y. On appelle indice de ¢ par rapport 4 a
et on note I{y, a}, la valeur de U'intégrale

H dz
2xif. z—-a

(8. 1)
ID’aprés la proposition 5. 1, indice Iy, a} est un nombre entrer.
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En remontant aux définitions, on voit que pour calculer 'indice, on doit
chercher unc fonction continue f(¢), définic pour o < ¢ < 1, 4 valewrs
complexes, et telle que

10 = 4(t) —a;

I{y, a) =J‘L;ﬂ2),

on a alors

PROPRIETES DE L'INDICE

1) Le point a édtani fixé, Uindice 1{y, a} reste constant lorsque le chemin fermé v
se déforme continiiment sans passer par a. En effet, Pintégrale (8. 1) varic conti-
niiment, et sa valeur est 3 chaque instant un entier; donc elle reste constante.

2) Le chemin fermé v étant fixé, Vindice 1{x, a} est une fonction localement constante
de a lorsque a varie dans le complémentaire de Uimage de v. Méme démonstration
que pour 1). Il s’ensuit que I{y, a) est vne fonction de a qui est constantz
dans chaque composante connexe du complémentaire de ’'image de v,

3) Si l'image de v est contenus dons un ouvert simplement connexe I ne contznant pas
le point a, Uindice (v, a) est nul. En effet, le chemin fermé y peut se déformer
en un point en restant contenu dans D, donc sans jamais passer par a; et
il suffit d’appliquer 1).

4) 5t vy est un cercle parcouru dans le sens divect, Uindice Iy, a) est égal 20 5l a
est exterieur au cercle, ef est égal & 1 51 a est inlérieur au cercie.

Le cas ol 2 est extéricur au cercle est justiciable de 2) ; lorsque a est intérieur
au cercle, il suffit d’examiner le cas ol a est le centre du cercle, en vertu de
2); ct alors on applique la relation (4. 1),

ProrostrioN 8. 1. Soit f une application continue du disque formé x* + y% < r?
dans le plan RZ; soit v la restriction de f au cercle x* -1 3% = r%, 5i un point a
du plan n’appartient pas ¢ Uimage de v et 5t Dindice 1(y, a) est 5= o, alors f prend
au moins une fois la valeur a dans le disgue ouvert x® + y? < r2,

En effet, raisonnons par I’absurde, en supposant quite f ne prenne pas la
valeur a. La restriction de f aux cercles concentriques de centre o définit
une déformation continue du chemin fermé v en un point. Par conséquent

I'intégrale f _dz est nulle, coptrairement A I’hypothése.
1L —4a

Défnition. Solent v ¢t v, deux chemins fermés ne passant pas par ’origine o.
On appelle produit de ces deux chemins le chemin fermé défini par 'appli-

cation
E = palE) e (£},
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olt le point désigne la mudtiplication des nombres complexes ~,{¢} et
Te(t)-

ProrosttioN 8. 2. L'indice, par rapport & Pongine, du preduit de deux chemins
Jermés ne passant pas par o, est égal a la semme des indices de chacun de ces deux
chemins fermés. Autrement dit :

{y1v2 0) = I{yy, 0) + I{ys, o).

En effet, sotent f1{t) et (1) deux fonctions continues & valeurs complexes
telles que

/M= y,(t), ST = y(t).

Soit y{t) — v4(¢) .y5(t) le produit des deux courbes fermées; la fonction

) = £,(t) +£(t) satisfait &

e/ = y(1),
et Pon a

1{+, 0} _f(n —;f(n) =f1(1) _{1(0) _|_f2(1)2:;_f;=(0} — Ty, 0} + I{vg, 0),

2 27

ce qui démontre la proposition.

Prorosimion 8. 3. Setent v et +, deux chemins fermés dans le plan G. Si v ne
prend jamais la valeur o et st Pon a toujours |v,(E}] <<y ()|, alors Papplication
£ — (1) + v () ne prend jamais la valeur a, ¢t Pon o

Iy + y1, 0} = 1(y, 0).
En effet, on peut écrire

1) + 1) = 10 +1’;§§);

le chemin fermé ¢t —1 + 1) a un indice nul par rappert a origine,
1) iy
puisqu'il est contenu dans le disque ouvert de centre 1 et de rayon z. Ainsi

le chemin fermé y - v, est le produit des chemins fermés y et 1 + 'Y,
~

et en appliquant la proposition 8. 2, on obticnt la proposition 8. 4.
g. COMPLEMENTS : BORD ORIENTE I’UN COMPACT
LeMME, Siun chemin y est conlimtment différentiable et si la dénvée ¢ est partout

# 0, alors, au voisinage de chaque valeur du perametre t, Uapplication ¢ — (1) est
injeclize ef son image partage (localement) le plan en deuc végions.
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La signification exacte de cet nuncé va étre précisée dans la démonstration
qul suit, Soit £ — y(¢) une application continfiment différentiable d'un
segment {a, 5} dans ie plan R®; supposons que la dérivée v/(¢) soit % o
pour toute valeur de £, Les coordonnées v, y du point v(?) sont donc des
fonctions continiiment dérivables v,(1), v,(i), et leurs dérivées yi(t), ya(t)
ne s‘annutent pas simultanément. Le théoréme des fonctions implicites
montre alors que si #, cst un point intérienr & Pintervalle {c’est-a-dire
a <ty < B), et si on note x; — v, {b), yo = v5(4), it existe une application
continliment différentiable (£, 4) — 8(f, u) d’'un voisinage ouvert U du
point (f;, o) sur un voisinage ouvert V du point {x,, ¥,), qui satisfait aux
conditions suivantes :

4y 3{1,0) = {&);

(it} 2 est un homéomorphisme de U sur V, dont le jacobien est >0

-~

en tout point de U {donc & conserve '« orientation »).

Ainsi, par Vhoméomorphisme réciprogque de 3, V s‘appligue homéomor-
phiquement sur U, les points du ehemin y venant sur les points de la droite

&
Agure 2

u = u. Les points du complémentaire de v dans V se répartissent donc ent
deux ensembles ouverts Vet V— : ceux pour lesquels 1 est > o, et ceux
pour lesquels u est <Z 0. Si on a pris pour U un disque ouvert de ceatre
(f,. 0}, les ouverts V+ et V— sont connexes. Ainsi le chemin y partage
Pouvert V en deux composantes connexes, ce qui justifie I'énoncé du lemme,

Défnition. Soit K un compact du plan €, et soit T = (F.)ie, un ensemble
fini de chemins fermés [, dont chacun est différentiable par morceaux. On
dit que [ est le bord erienté du compact K si les conditions suivantes sont
satisfaites :

{BO 1} dans chague application ¢ —I{¢} les images de deux points
distincts sont distinctes, exception faite de 'image de P'origine et de Pexiré-

CARTAN b5
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mité du segment de définition. De plus les images des divers F; sont deux
3 deux disjointes et leur réunion constitue la frontidre de K;

{BO 2} si y est un arc différentiable de 'un quekconque des Iy, ia dérivee
v'(i) est partout 7= 0; de plus, si {, est intérieur & l'intervalle de définitiom
de v, et si Pouvert V du lemme précédent a £té choisi assez petit, alors
V= ne rencontre pas K landis que V* est contenu dans Pinléricur de XK.

D’une maniére imaginde, la condition (BO 2) s'exprime en disant que
Jorsqu’on parcourt ¥ dans le sens des { croissants, on a constamment & s&
gauche les points de Pintérieur de K, tandis qu’a sa droite on a des points
qui sont dans le complémentaire de K.

Exemple. Prenons pour X un rectangle {fermé) dont les c5tés sont paralitles
aux axes; alors le périmétre de ce rectangle, tel qu’il a été défini 3 la fin
du n® 1, est bien le ford orienié de K.

Nous admetirons sans démonstration que la formule de Green-Riemann
sapplique au bord orienté T d’un compact K. D'une fagon précise, st
w=Pdx + Qdy est une forme différentielle & coeflicients continiiment
différentiables dans un ouvert contenant le compact K, on a I'égalité

(9. 1) dex-l»Qd_y— [f(z’—Q«—i’.I:)dxd

(]a notation f désigne > j , st 1" se compose de chemins fermés I‘;).
£ i JE;

En particulier, si la forme «» est fermée dans D, on a la relation

{9-2} f; =0

chague fois que T esi le bord orienté d’un compact contenu dans D.

2. Fonections holomorphes; théordmes fondamentaux

I, RAPPEL SUR LES FONCTIONS DIFFERENTIABLES

Soit D un ouvert du plan R2, et soit f{x, y) une fonction définie dans D et
3 valeurs réelles ou complexes, On dit que f cst différentiable au point
{xg, %o} €D, s’il existe une fonction linéaire ak + bk des variables réelles
ket k, telle que Pon ait la relation

(1.3)  flxo + b 3o + B) — f(s0 y0) = ah -+ bk 1 oV 1 Y,
chaque fois que k et % sont assez petits; a désigne un scalaire {réel ou
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complexe), fonction de £ et £, dont la valeur absolue tend vers o lorsque
VEE - &2 tend vers o. Si f est différentiable 2u point (¥, p,), les cons-

tantes (réclles ou complexes) 4 et b sont déterminées de manidre unique,
st sont égales aux dérivées partielles

d_b;fx =?-‘-fx
“‘ax( Li}] )’o): 5 b)’( 1 1] J’u)

Rappelons que 'existence des dérivées particlles de f an point (x,, ¥,)
n’est pas suffisante pour que la fonction soit différentiable en ce point;
mais si f posséde en tout point suffisammment voisin de (x,, ¥,) des dérivées
partielles, et si ces dérivées particlles sont continues au point (¥, FAR
alors f est différentiable en ce point. Une fonction qui admet des dérivées

partielles continues dans un ouvert D est dite continiment différentiable
dans ID.

2. CONDITION D’HOLOMORFHIE

Seit D un ouvert du plan complexe G, et soit f une fonction de la variable
complexe z = x + 1y définie dans T2,

Dfinition. On dit que f{z} est kolomorphe au point zoe D si

existe

(2. 1) lim Hlzo +u) — fl2y)
L& ] u

HAQ

(% désigne un nombre complexe variable). Il revient au méme de dire
que f posstde au point £, une dérivée par rapport 4 la variable complexe..
On dit que f est holomorphe dans Pouvert D si elle est holomorphe en
chaque point de I).

La condition (2. 1) peut aussi s’écrire

(2. 2} Szo + 4) —flzo) = eu + () ]ul,

ol «a(z) tend vers o lorsque u tend vers o; ¢ est la dérivée f'(z,). Puisque
z = x | iy, la relation (2. 2) s"écrit ausst

(2. 3) Jlxg “hoyg &) fleg,3) = el + ik) + z2(k &) ViR + k.

Ceci montre que f, considérée comme fonction des denx variables réelies
x et y, est différentiable, et que
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a ¢t b désignant les constantes de la relation (1. 1}. On a done l%ir A

nx
& _ i, dou
dy

{2. 4} of ,-*lfz

T .
hx hY

Réciproquement, soit f une fonction différentiable des variables réelles »
et y satisfaisant & (2. ¢). Alors la relation {1. 1) entraine (2. 3}, avec e - a4,
ic = b. Donc f est holomorphe au point z, - x4 -+iy,. Nous avons donc
démontré la proposition suivante ;

Prorposttion 2. 1. Pour gque f soil holomorphe en un point, il faut ot il suyffit que f,
constdérée comme fonction des deux variables réelles x et y, soit différentiable en ce
point et que Pon ait la relation (9. 4) enire les dérivées parlielles de f en ce fininl.

Explicitons (2. 4}. Lomsqu'en écrit f = P 4- {Q), les fonctions P et Q étant
réelles, on obtient les counditions de Cauchy

oP_2Q W _ dQ

(2. 5) dx by dy ox

3. INTRODUGTION DES VARIABLES 2 ET Z

Boit  une fonction {4 valeurs réelles ou complexes; différentiable des
variables réelles x et 3.
Considérons la différenticlie

_y _'_E_‘-.f

Les fonctions particulidres z = x 4 iy ¢t T — x— iy admettent les diffé-
rentielles

{3.2) dz = dx - idy, d7 = dv — tdy;

on a donc inversemcnt
(3. 3) ds = —(dz + d2), dy — 2 {dz — 22).

En portant ceci dans (3. 1) on obtient la rclation

iy (fif)eer s )=

2 4 ax ay

Cecl conduit 3 introduire les symboles

d _L(E_-i _‘l_‘_(ﬁ AN
(3. 4) oz 2 \ax ’by)' 0z 2 ax+‘ay}
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Avec ces notations, on obtient la relation
df of .o
. df = dz.
(3. 5) f= Bt ®

La condition (2. 4) qui exprime que f est une fonction holomorphe de la
variable complexe & s’éerit alors

(3. B) of _ o.

0z

Autrement dit, pour que f soit holomorphe il faut et il suffit que, dans
P'expression (3. 5) de la différentielle df, le coefficient de 4% soit nul. Ou
encore : 4f doit étre proportionnelle 4 dz; Ic coefficient de proportionnalité
est alors simplement la dérivée f'(z).

Comme application, démontrons le résultat suivant : Soiz f une fonction
holamorphe dans un ouvert connexe D; s5i la partie réelle de f est constante, f est
constante.

En effet, la partie réelle Re(f) n'est autre que x (f + f); par hypothése
on a, dans D, 4{ f + f) = o, ce qui ’écrir 2

o ge+ 2Lz +3 0 + 2 gz — .
bz 0z 0z

Z

Mais puisque f est holomorphe, on a %-_ ©; par passage a l'imaginaire

conjugué, on a %% —o. Ainsi, on a:

gdz -+ Q'Z dZ = o.
dz oz

Or une expression adz + b dZ ne peut étre identiquement nulle que si les

coefficients g et & sont nuls, ce qui doane of o, E—)Z =o0. Ainsi df = 0, et
J est constante dans D. 82 oz

Dc 14 on déduit gue si f est holomorphe et 5 o dans un ouvert connexe D, et
silog 1f| est constant, ou 51 arg [ est constant, alors f est constanis.

En effet, considérons la fonction :

g(z) = log f(z) — log | f(2)| + targ f(z).

Plagons-nous au voisinage d’un point z, ob nous choisissons une déter-
mination de I’argumnent; g est holomorphe et sa partie réelle (ou sa partie
imaginaire} est constante. Donc g est constante au voisinage de z,. Ainsl
f = & est localement constante dans 1), et par suite est constante puisque
D est connexe.
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4. TrEorEME DE CAvcHY

Taiorkme 1. Si f(z) est holomoerphe dans un ouvert 1 du plon complexe, la forme
diffirentielle f(z) dz esi fermée dans D.

En raison de Pimportance de ce théoréme, nous allons en donner deux
démonstrations :

Premisre démonstration. Clettc démonstration supposc une hi})othésc supplé-

. Lo o . D 0 .
mentaire, On va supposer que les dérivées partielles \'{ et 3 sont contitiucs
i

dans D. (En réalité, il résultera de la deuxitéme démonstration que cetic
hypothése est autornatiquement vérifiée dés que f est holomorphe.) Pour
vérifier que la forme différentielle f{z) dz = f{z) dx + if (2} dy est fermde,
il suffit, d’aprés la formule de Green-Riemann {§1, formule {3. 1)) de
vérifier que 'on a

o _ S

oy bx
Or c’est précisément la condition {2. 4} qui exprime que f est holomorphe,

et la démonstration est achevée.

Deuxitme démonstration. Cette démonstiration, contrairement 4 la premiére,
ne nécessite aucune hypothésc suppiémentaire, mais elle exige un raison-
nement plus subtil. Pour montrer que f{z) 4z est fermée, nous devons prouver

que Pintégrale [f(z) dz est nulle le long du bord v de n'importe quel rec-
tangle R contenu dans D (y compris son intérieur), Pour cela posons «
priort :

(4 1) I ECEREC

Partageons le rectangle R en quatre rectangles égaux, en subdivisant
chacun de ses cdtés en deux parties égales. Soient v, les bords (orientés)

il
Hi

Figure 3

il

—

des quatre rcctangles partiels (i =1, 2, 3, 4}. On vérific facilement
(cf. fig. 3} que

4

[fRd=3 [f@d= T R
T

Ly =1 =1
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Donc parmi ces quatre rectangles il y en a aw moins un tel que

J2(Ri}] 22— |«{R)|. Appelons R® ce rectangle. Partageons a nouveau le

L
4
reclangle RY en quatre rectangles égaux; I'un au moins d’entre eux, soit
R®, satisfera 4 1a condition

2(R®)| > L ja(R)].
e )I>421( M

On peut recommencer indéfiniment cette opération. On obtiendra ainsi
une suite de rectangles emboités; le k-itme R™ aura ses coiés 2% fois plus
petits que ceux du rectangle R, et son aire sera donc 4* fois plus petite
que celle du rectangle R. Si v+(R®) désigne le bord orienté du rectangle
R® on a

4. 2) | [y @ ] >R

D’aprés le critére de convergence de Cauchy, il existe un point z; et un
seul commun 2 tous les rectangles R®. Evidemment zy D. Done f{z) est
holomoiphe au point z,, et par suite :

Fl@) = flze) +S'(20) (2= 20} + (2} [2— 24,
aveco
ll:n 5(4’.) — O

On en déduit

LRrk})f(z) ‘Q :f(zu) f;(“(*))dz +f!(€o) -f‘.‘(n‘*}) (Z _ Zo) dz

(4. 3)
[ t(0) 2= 2ol de
Dauns le second membre de (4. 3), les deux premiéres intégrales sont nulles
et la troisiéme est négligeable devant l'aire du rectangle R lorsque £

augmente indéfiniment; elle est donc négligeable devant é En comparant
avec (4. 2), on voit qu'en a nécessairement «(R) — o; par svite, d’aprés

la définition méme de «(R), on a f F(2) dz = o. Ceci achéve la démons-
tration. i

COROLLAIRE. 1. Une fonction f{z) holomorphe dans 1D admet localement une primitive
qui est holomorphe.

Cetie assertion exprime que tout point de D posséde un voisinage ouvert
dans lequel f admet une primitive holomorphe. L’existence locale d’une
primitive résulte de 1z définition d’une forme fermée; et la primitive locale

est bien holomorphe, puisqu’elle a pour dérivée f.
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COROLLATRE. 2. 57 f(2) est holomorphe dans D, on 2 | (&)} dz = o pour teul chemin
Jermé ¢ de D qui est homotape & un point dans D. ~7
Cela résulte du théoréme 1 ci-dessus, et du théoréme 2 bis du § 1, n0 6.

Géndrelisation. On va étendre la condition de validité du théoréme 1.

TrEorEME 1 bs. Soit f(z) une fonction conlinue dans un ouver: 1), el holomorphe
en toul point de 1Y sauf peut-fire qux poinls d’une droite A paralléle & Uaxe réel,
Alors la forme f(z) dz est fermée. En particulier, si f est holomorphe en tout poini
de D sauf pent-Stre en des points isolés, la forme f(z) dz est fermbe,

Deémonstration. On doit prouver que 'intégrale f J(2) dz est nulle pour le

bord y de tout rectangle contenu dans D. Or ceci est évident si le rectangle
ne rencantre pas la droite A. Supposons que le rectangle ait un cdté porté
par A, el soient u, u + a, u + ih, u + a + ib les quatre sommets du ree-
tangle, u# ct & + g étant sur Aj; a et b sont réels, et on supposetra par exemple
& > 0. Soit R{z) le rectangle ayant pour sommets

u }d, vu4+adi, utib, ul a-Lib,

= ftant un nombre 2> 0 trés petit; I'intégrale J‘f(z) dz étendue au bord
de R(e) est nulle; or, lorsque = tend vers o, cette intégrale tend vers 'inté-
grale étendne au bord y du rectangle R. Donc j_‘f(z) dz — o. Enfin, si
la droite A rencontre le rectangle R sans porter P’un de ses cotés horizon-
taux, la droite A partage R en deux rectangtes R’ et RY, I'intégrale f fla)dz
étendue au bord de chacun des rectangles R’ et R’ est nulle, d’aprés ce

qui précéde; or la somme de ces intéarales est égale 4 [intégrale ff(z_)dz
étendue au bord de R. Ceci achéve la démonstration. '

5. FoRMULE INT#GRALE DE CAUCHY

TurtorEME 2. Soif f une fonclion holomorphe dans un oucert D. Soit e e D, et soil
y un chemin fermé de D, ne passant pus par a et homolope & un point dans D. On
a alors

(5. 1) R (VIO

ont

ou 1{~, @) désigne Pindice die chemin fermé ~ par rapport au point a (cf. § 1, n° B).
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Démonstration. Soit g(z) la fonction définie dans D par

2(2) :_ﬂ‘@%l pour z i a
2(2) = f'(a) pour g =4

la fonclion g cst continue, en raison de la définition de la dérivde, Elle est
holomorphe en tout point de D autre que le point a. D’aprés le théo-

réme I His, on a
fi(z):‘ﬂf) dz —= 0.

I—
Or

o [RLE 16,0 1(a),

d’aprés la définition de l'indice. Ceci établit la relation (5. 1).

Exemple. Soit f une fonction holomorphe dans Ie voisinage d'un disque fermé,
el soit y le bord du disque parcouru dans le sens direct. On a

flydz 321:1' f(a) si a est intérieur au disque,
. Z—a o si g est extéricur au disque.

6. DeévELoPYEMENT DE TAYLOR D’UNE FONCTION HOLOMURPHE

Tuéorkme 3. Soif f{2) une fonction holomorphe dans un disque ouver! |2| - p;
alors f est développable en série entitre dans ce disque.

Cela veut dire qu’il existe une série entitre §(X) . - Y 2, X dont le rayon
T onE

de convergence est 2> 5 ct dont la somme 5(z) est égale a f(z) pour |z] <.

Démonstration. Soit r< 5. On va trouver une séric entitre qui converge
normalement vers f(z) pour |z] < 7. Cette séne sera indépendante de r,
en vertu de unicité du développement en série entidére d'unc fonction
au voisinage de 0. Le théoréme en résultera donc.

Choisissons un r, tel que v < ry << ¢. On va appliquer la formule intégrale
du théortme 2, en prenant pour y le cercie de centre 0 et de rayon 7,
parcouru dans le sens dircct : '

' 1 [ f{)dt .
L e our S T
F@ - [ pour <
La fonction tl— qui figure sous le signe d'intégration peut éire développée
.z :
en série, compte tenu du fait que lz' <7 ‘¢, D’une facon précise on a

! v __ T AT U AT W
Tz T -zt :(I+1+ b )
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par suite

S fla

27-7!.,-\:“3 “+1

Sl =

La série converge normalement pour {2 < 7 et |[{| = r,. On peut donc
I'intégrer terme & terme, et on obtient une série normalement convergente
pour [2| < 7 :

fle) = Zae
olt les coefficients a, sont donnés par les intégrales
1t findt
6 el R

Le théoréme 3 est ainsi démontré.

Commentaire. Le théoréme 3 montre que toute fonction holomorphe dans
un ouver: D est analytigue dans D. Réciproguement toute fonction analy-
tigue dans D est holomorphe dans D, puisqu’on sait gqu’une fonction
analytique admet une dérivée. Ainsi, pour les fonctions d'une variable
complexe, 11 v a équivalence entre helomorphic et aralyticité. 8i on applique
aux fonctions holomerphes les résultats connus pour les fonctions analy-
tiques, on voit qu'une fonclion helomorphe est indéfiniment dérivable, et en
particulier continiiment dérivable, ct que la dérivde une fonciion holo-
morphe est holomorphe.

7. TuforEmMe DE MORERA

Tusforkse 4 (réciproque du théoréme ). Soit f(2) une fonclion continue
dans un ouvert D. Si la forme différentielle f(z) dz est fermée, alors la fonction f{Z)
est holomorphe dons 1.

En effet, £ admet localement une primitive g. Cette primitive est holo-
morphe, et f = g’ cst la dérivée d'une fonction holomorphe, donc est elle.
méme holomorphe d’aprés ce qui précide.

COROLLAIRE. Si f{z) est continue dans D) ¢t holomorphe en tous les poinis de 1D sauf
peut-étre aux points d’une droite A, f est holororphe en tout point de D sans exception.

En effet, on peut supposer A paralléle & J'axe réel, en effectuant au besoin
une rotation. D’aprés le théoréme 1 bis, la forme f(2} dz est fermée. Donc,
d'aprés le théoréme 4, f est holomorphe en tout point de D.

On voit que le théoréme 1 bis n'était qu'une généralisation illusoire du
théordme 1. Mais nous avons eu besoin de I'¢tablir, pour des raisons
techniques de démonstration,
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8. VARIANTE POUR LA FORMULE INTEGRALE DE CAUCHY

TutorkMe 5. Soit T' le bord orienté dun compact K. conienu dans un owvert D
el soif f(z) une fonction holomorphe dans D. Alors

frf(z)da=0;

5t de plus a est intérienr ¢ K on a

@ 1) ﬁ@f = 2ni f(a).

& -—

Démonstration, La premiére assertion résulte de la relation (g. 1) du § 1.

Pour démontrer la deuxiéme assertion, considérons un petit disque
ouvert S de ceatre « et dont 'adhérence est intérieure 3 K. Le bord orienté
du compact K — 3 se compose de T' et du cercle-frontiére de 5 parcouru
dans lc sens indirect. Nous dirons que ce bord orienté cst la différence de T
et du cercle-frontitre v de 5 parcouru dans le sens direct. En apptiquant
f2)
z1—=a
premiére partie du théoréme 5, on ohtient

[t A,

rZ—4a - & a

4 K— 8 et a la fonction « qui est holomorphe dans D {2}, la

ce qui, compte tenn du théoréme 2, donne la relation (8. 1),

9. PRINCIPE DE SYMETRIE DE SCHwARZ

On a vu (cerollaire du théoréme 4) que sif{z) est continue dans un onvert T)
et holomerphe ex tout point de D sauf peut-étre aux points de 'axe réel, £
est holomorphe en tout point de D sans exception.

Considérons alurs un ouvert non vide 1D, connexe, spmélrigue pur rapport
a laxe réel; soit D' Uintersection de T) avec le demi-plan feriné 3 2> 0, el
soit 117 Uintersection de 1 avec le demi-plan y < o. Supposons donnée une
fon(;[ionf(z) coniinue dans D", 4 valeurs réclles aux points de Paxe récl,
et holomorphe aux points de D’ ol ¥ >> o. On va montrer qu’il existe dans
D) une _fonction helomorphe qui proloage f; une tzlte fonction est unique, en vertu
du prineipe du prolongement analytique (cf. chap. 1, § 4, n° 3).
Considérons dans )7 la fonction g(z) définie par la relation

g(z) =f(2).

Cette lonction est contirue dans D7, et on vérific aussitot qu’elle est holo-
morphe en tout point de D7, non situé sur Paxe réel. La fonction £({z) égale &

75



I1. Fonctions holomorphes, intégrale de Cauchy

f{z) dans D' et & g{z) dans D’ est continue dans I} et holomorphe en tout
point de D non situé sur 'axe réel. Elle est donc holomorphe en tout point
de D sans exception.

On observera que la fonction & prend des valeurs imaginaires conjugudes
(c’est-a-dire symétriques par rapport 4 ’axe réel) cn deux points de T) symé-
trique & l’axe réel. Clest pourquoi 'on donne & la construction précédente
le nom de « principe de symétrie ».

Exercices

1. a) Soit y un chemin différentiable par morceaux, et soit y son image

n

par Vapplication 7z —Z (symétric par rapport i Paxe réel). Montrer

que, si f {7} estune fonction continue sur vy, la fonction z — f () cst continue
Sur v, ¢t on a

ﬁf(z)dzrﬁﬁ%}dz.

b} En particulier, si v est le cercle unité, parcouru dans le sens direct, ona
[ rwe-—[ 7a%
i 1=t Z

2. Soit v un chemin coniinu {non néccssairement différentiable par
morceaux). Montrer gue 'on a

J:(“’t.‘;*wn) zf;‘!h‘i‘j;“’z:
Jao=afo,

sl w;, wa, w sont des formes fermées, ae G, {Pour la définition du symbedle

j.m, volr Remargue, § 1, n° 5.)

3. Soit y un chemin diff€reatiable par morceaux, dont image soit contenue
dans un ouvert D, et soit o{z) une fouction holomorphe dans D, a valeurs
dans un ouvert A (dans le plan de la variable complexe w). Montrer que
F = 3oy est un chemin différentiable par morceaux, et que, pour toute
fonction continue f(w), on a

Lrw) do~ [ flotae @ dz.



Exercices

Cette formule reste-t-elle vraie méme dans le cas ol y a'est phis néces-
sairement différentiable?

4. Soient y le chemin {différentiable) : ¢ — v{t) = r¢*, o <1 < 2x,
et y. le chemin 1 ¢ — v, {f) = ( — 1fn}re’, { variant dans le méme intcr-
valle. Montrer que si f{z) cst continue dans le disque fermé iz] <,
on a

[0t [ 1005

5. Montrer que, si f(z} est continee dans le disque fermé jzf =7 r, holo-
morphe dans le disque ouvert |z| <{r, on a

L A O}
Sz _21!5;/;:1=,!—zdt pour tout |z <Cr,

Pintégrale étant prise dans le sens direct.

6. Trouver un chemin ¢ — y(f}, ¢ variant dans [o, 2z}, ayant pour image
U'cllipse x%ja® + y*/b* = 1 dans le plan R? {e, b > o). Calcuter de deux

facons différentes I'intégrale [‘ ‘.i—z“,h et déduire de 1x

/*"‘ dt an

Ao atcos?l L Bisin?t T ab

7. Soit P(t) — 1" 4 gu "1 + - +a, un polyndme de degré n)»1,
a coeflicients complexes, et soit v, I'image du cercle ! = R par application
t >z = P.(1). Montrer que, si R est assez grand, y, ne passc pas par
Porigine z — 0, ¢t que l'on a I{y,, 0} = n; en conclure que B.(¢) =0
& au moins une racine. (Montrer d’abord que, pour R assez grand, on a
[£2] = |@ayt™t -} - | ag] pour |#] = R. Utiliser ensuite la proposition 8. 3
du § 1, pour montrer que I{y,, o} est égal a Pindice, par rapport & 'origing,
de I'image du cercle |t} = R par 'application ¢ — ¢*.)

8. Soit f{2) = #{x, 3) - w{x, y) une fonction holomorphe dans un ouverl
connexe . Si on a

au(x, y) + bu{x, ¥y} = ¢ dans b,

g, b et ¢ &tant constantes réetles non toutes nulles, alors f{z} est constante
dans D).

g. Soit D un ouvert convere dans le plan, et soit f(z) une fonetion holo-
morphe dans D. Montrer que, pour tout couple de points a, =D, on
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peut lrouver deux points ¢ et d sur le segment joignant a et b, tels que P'on
ait
S(a) —J18) = (a- - &) Re(f'(e)) + i Tm( £ {d})-
(Considérer la fonction d'une variable réelle ¢ définie par
F(t) =f (6 + (a—b))/(a—¥),
et appliquer le théoréme des accroissements finis aux parties réelle et imagi-

naire de F(f).]

16. Soit D un ouvert connexe, symétrique par rapport & 'axe réel, ayant
une intersection non vide I avec ce dernier. Toute fonction f(z) holo-
morphe dans 1) peut se mettre, d’une fagon et d’une seule, sous la forme :

f(2) =g{z) +ik(z)  pour tout zeD,

ol g et & sont deux fonctions helomorphes dans D, réelfes sur 1. Montrer
qu'on a aiors

ﬁ = gizi, A(Z) = h(z) et f'—:’.\ — giz} — (2}, pour tout zeD.

11. Soient f et g deux fonctions holomorphes dans un cuvert connexe D
dans le plan, partout non nulles dans D; s°il existe une suite (4.} de points
de D, telle que

lim g, -2, ael), ag.#c¢ pour tout r,

et que I'on ait

L£{a) _g/(a)
Sla)  glan)

montrer qu’il existe alors une constante ¢ telle que f{z) = ¢g(2) dans D.

pour tout =,

12. Soit 3{z) une fonction continue sur le bord orienté I' d'un compact K.
Suit D l'ouvert complémentaire de I’ dans @, et posons, pour zeD.

&= Ad’

(i} 5t on pose p == mf §{ — a', pour ¢= D, montrer que E_I s pour {el
er —

et|z - a| < r, avec 0 < 7 <7 p, peut se développer en série entiére nor-
malement convergente suivant les puissances de {: — a); en dédunire que
[ (2) est analvtique au voisinage de chaque ee D. (Cf la démonstration du
théordme 3, § 2.)
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(ii) Montrer que Von a

Mg} = n! JQ_G!
Soa) = n! [ ot
pour tout cntier n » 1, aeD. (Cf. chapitre tu, § 1).

13. Soit £ (z) holomorphe dans |z| < z;) montrer que, sio < r <5, ona

ilm f(l + kl _f(z) =f’(l)
u~:|r.1:’p—r

uniformément pour !z, < r. (Ecrire en utilisant r12),

Jle +h) —f(2) _ R FAOLS
h —/@) ani ,!=r»(t——z—b)(t—-z)"
ol r'= (p+r)f2, (| << (r'—r)ja = (z —r)i4 (par excmple}, et en

déduire que, si M = sup.,__:..‘]f(tj ,ona
e+ A —flz
L BT < gt n)

14. Si deux courbes fermées de C — {o} ont méme indice par rapport a o,
elles sont homotopes dans G — {o}.



CHAPITRE III .

Développements de Taylor et de Laurent.
Points singuliers ¢t résidus

1. Inégalités de Cauchy; théoréme de Liouville

1. EXPRESSTON INTEGRALE DES COEFFICIENTS DE TAVLOR

On a vu {chapitre u, § 2, n® 6, théoréme 3) que st f{z} est holomorphe
dans un disque ouvert D centré a I'origine, f{z) est la somme d'une série
entiére E a,2" qui converge dans D

uzd

Les coefhicients o, de cette série entiére sont donnés par la relation :

I

d, = )ﬁ "}(0).

Autrement dit, les a, sont les coefficients du développement de Taylor
de f(z} 4 l'origine. Cette série entitre porte le nom de séric de Tayler de
S(£). On se propose maintenant d'exprimer les cocfficients a, par des
intégrales portant sur la fonction f
Posons z = ré®, pour o =] r <7 3, » désignant le rayon du disque D). On a

(1.1} (%) — X arne™?
n=o

Si on fixe r, # étant variable, f{re®) cst une fonction périodique de 6, et la
relation précédente danne lc développement de Fourier de cette fonction.
On chservera que dans ce développement ne figurent que les M relatify
4 des entlers 2 = 0. Or on sait que les coefficients du développement de
Fourier d'une fonction continue de périede 2n s'expriment par des inté-
grales portant sur la fonction. Dans le cas présent la série (1. 1) converge
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§ 1. Inégalités de Cauchy; théoréme de Liouville

normalement quand ¢ varie, r étant fixé; on peut donc 'intégrer terme 3
terme et 'on obtient
adv
L a—m fff‘(rad) dﬁ — Z aprpea(p—n)'l dﬂ,
2w pzo2 0
dans le second membre, toutes les intégrales sont nulles sauf celle qui
correspond 4 f = n, et l'on obtient la formule fondamentale

n—_ }_ = —ii 0 i
(1.2) a.y _Qﬁflo e~ (re?) d1),

que ’on aurait aussi pu déduire de la relation (6. 1) du chapitre u, § 2.
Cette expression intégrale fournit une majoration du coefficient a, : soit
M(r) la borne supérieure de | f(reé"}| lorsque 6 varie, c’est-a-dire la horne
supéricure des valeurs de fsur la circonférence de rayon r. La valeur absolue
du second membre de (1. 2) est majorée par M(r), et la relation (. 2) donne
donc I’inégalité fondamentale

M(r) n entier 2= 0.

(1.3) || <<

Ces inégalités sont connues sous le nom d'inéealités de Cauchy.

o, TuforiME DE LiouwvICLE
"THEOREME. Une function f(2) holomorphe dans tout le plan et bornée est constante.

Démonsiration. On applique I'inégalité (1. 3} & n'linporte quel entier 7 2> 1.
La quantité M(r) est, par hypothése, majorée par un nombre M indépen-
dant de 7. On a donc

M
Ial'l1 ‘{\ r_"

si grand que soit r. Comme le second membre de cette inégalité tend vers o
quand r tend vers I'infini {n étant > 1), on voit que ¢, = o pour # > 13
ainsi f(z) = a4, est constante,

Application : théorime de d’Alembert. On va monirer que tout polynéme 4

cocfficients complexes et non constant posséde au moins une racine complexe.

Soit P(z) un tel polyndéme; raisonnons par 1'absurde, en supposant que
. I

P(z) + o pour tout z complexe. Alers la fonction el

dans tout le plan. Elle est bornée; en effet

est holomorphe

)1 a, = D,

81
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I11. Développements de Taylor et de Laurent. Points singuliers et résidus

tend vers Pinfini quand |z| tend vers 'infini, donc i1 existe un disque compact

I I

I_— | est s d | T

B est borné; d’autre part B (z)[ est bormé sur ce

disque compact puisque c'est une fonction continue, Ainsi, 75 est bornée
z

dans tout le plan, donc constante d’aprés le théordme de Liouville. I

s'ensuit que P(2) est une constante, contrairement a Uhypothdse.

en dehors duquel

2. Propriété de moyenne; principe du maximam

1. PROPRIETHE DE MOYENNE

Appliquons la relation (1. 2} du § 1 dans le cas particulier ob 1 =0,
On obtient
[ 2 )
= — £‘. d N
a0 =g [ Sl ds
ou ENcore

{r.2) floy =L fo e de.

Cette relation exprime que la valeur de f au point o est égale 3 la valeur
moyenne de fsur le cercle de centre o et de rayon 7. 1l s’ensuit, plus géné-
ralement, que si S est un disque fermé contenu dans un ouvert D oft f
est holomorphe, la valeur de fau centre du disque S est égale 2 1a moyenne
des valeurs de f sur le cercle-frontitre de S (cette moyenne étant prise
par rapport 4 I'arc du cercle).

On dira qu'une fonction f, définie et continue dans un ouvert D, 4 valeurs
réelles ou complexes, posséde la propriété de moyenne si, pour tout disque
compact S contenu dans D, la valeur de f au centre de S est égale 4 la
valeur moyenne de f sur le cercle-frontiére de 8. Nous verrons plus tard
que ies fonctions qui possédent la propriéé de moyenne ne soni autres
quc ies fonctlions kermoniques, Dis maintenant, nous pouvons dire que foute
Jonction kalomorphe posside la profriété de moyenne. 1 est clair que si une fonction
4 valcurs complexes posséde Ia propriété de moyenne, il en cst de méme
de sa partie réelle et dc sa partie imaginaire. Donc la partie réclle et la
partie imaginaire d’une fonction holomorphe pessédent la propriété de
noyenne,

2. PRINCIPE DU MAXIMUM

Ce principe va s'appliquer 4 toute fonction (4 valeurs réelles ou complexes)
qui posséde la propriété de moyenne (c’est-i-dire, comme on le verra
plus tard, aux fonctions harmoniques).
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§ 2. Propriété de moyenne; principe du maximum

TuéorkME 1 {principe du maximum). Seif f une fonclion continue (& valeurs
complexes) dans un ouvert D du plan G. Si f posside la propriété de moyenne, et si | f|
Posséde un maximum relatif en un point aeD (i. e, si ! f (2}, <C | f ()| pour tout
Z assez voisin de a)}, alors f est consiante dans un voisinage de a.

Démonstration. 81 f(a) = 0, le théoréme est évident. Supposons donc
JS(a) #= o; en multipliant au besoin f par une constante complexe conve-
nable, on sc raméne au cas ot f(a} est réel > o, ce qu’on supposcra désor-
mais.

Seit, pour r 3= 0 assez petit,

M(r) = sup|f(a + re)].

Pour r 3= o assez petit, on a M(r) < f (a) par hypothése. De plus, d’aprés
la propriété de moyenne, on a

(2. 1) Fla) = if:'}(a + 16 do,

dolr f{4) < M{r), et par suite f{a) = M(r). Ll s’ensuit que la fonction

g(2) = Re(f {a) —f(2))

est > 0 pour [z — @ — r assez petit, ct que g(z) — o si et seulement si
SF{2) =f(a). Daprés (2. 1), la valeur moyenne de g{z) sur le cercle

g —al=r

est nulle; comme g est continue 3= 0, ceci exige que g soit identiquement
nulle sur ce cercle, et par suite on a f(2) = f(a) lorsque |z —a|=r
assez  petit. C.Q.F.D.

CoroLLame. Soit D) un ouverl borné et connexe du plan C. Seit [ une fonction
(& valeurs complexes) définie ¢t continue dans Padhérence D ¢t possédant dans D la
propridié de moyenne; soit M la borne supérieure de | f(2)| quand z parcourt la
Jrontitre de D. Alors ;

(1) |f (D<M pour 2eD;
(i1} st | fle)| = M en un poinl a e D, f est constante.

Démonstration. Soit M’ la borne supérieure de | £ (z)| pour z = 3, borne qui
est atteinte en un point au moins a du compact I3 {puisque | f{z}| est conti-
nue). Si ae ), f est constante au voisinage de a, d'aprés le théoréme r;
le thécréme t montre méme gque 'ensemble des points de D ol f prend
la valeur f{a) est ouvert, et comme il est évidemment fermé et non vide,
cet ensemble est T) tout entier (puisque D est connexe); puisque f est
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I11. Dévcinppements de Taylor et de Laurent. Points singuliers et résidus

continue dans D, on 4 aussi f(2) = f(a) pour zeD, ce qui prouve que
M’ —= M et demontre les assertions (i) et (ii). 1l reste & examiner le cas ol
1/ {a)] / M' en tout point ae D; mais alors M = M’ {ce qui prouve (i)},
er (ii) est trivialement vrai puisqu’on n'a | f(a)} = M en aucun point ¢
de D.

Remargue. Le principe du maximum s’applique notamment dans le cas
suivant : si une fonction fest continue dans un disqu= fermé et holomorphe
a Vintérieur du disque, fa borne supéricure de |f{ sur ie bord du disque
majore | fi 4 Pintérieur du disque. En particulier, dans les inégalités de
Cauchy {1. 2}, M{r) cst non seulement la borne supérieure de | £ (2)] pour
|zl = 7, mals aussi pour !zl < r.

3. Lemme de Schwarz

TueoriME (lemme de Schwarz}. Soit f{z) une fonciton holomorphe dans le
disque |z| << 1. Supposons

F{o)y=o, |Fled] << & pour lzi < 1.

Alors : 19 on a | f()} < 1z} pour 12| < 14
2% 5i, pour un 2o % 0, on a Udgalité | flzy)] = |zy], alors on a identiquement

J(zy =1z =1,

Démonstration. Dans le développement de Taylor f{z) = L a,z", le coefli-
ctent g4 est nul, puisque f{0) — o. Il s’ensuit que f{{)[z est holomorphe
pour |zt < 1. Puisque | f(z}| <C1 par hypothése on

flz)

|g— pour lzl =r.

Cette inégalité vaut aussi pour (2] < r en vertu du principe du maximum.
Si on fixe z dans le disque [2! <1, on A | f{z)] <%E quel que soit r 2= [z

et << 1. A la limite on a donc | f(2)] < |z|, ce qui érablit ’assertion t° de
Ténoncé. 8i on a | f{z,}] = Iz} pour un z, =% o, la fonction holomorphe
f{2)jz atteint la borne supérieure dé son module er un point intérieur au
disque |z] <C 1; donc, d'aprés le principe du maximum, cette fonction est
constante et 'on 2 donc identiquement f(z}/2 = 2, 1] = 1. Ceal achive
la démonstration,
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§ 4. Développement de Lauzent

4. Développement de Laurent

1. SErirs pE LAuReNT

. .. . . . A . .
On considére ici des séries entitres formelles Z,anX", ol la sommation

{formelle) porte sur tous les entiers n positifs, négatifs ou 0. A unc telle

. . . . .. N\

série associons les deux séries formelles {au sens ordinaire) Y, 4,X" et
~ N Azl .
2 a,X . Soient g, et 1/g, les rayons de convergence de ces deux séries.

nei

Considérons les séries convergentes

(1.1 SHlz) = ; 2" pour  jd <l
2

(1.2) fe) = 2 azr  pour |zt
n i}

Montrons que f;(2) est une fonction holomorphe de z. Posons z = 1fu; la
fonction

glw) — X 4w
ns»l
est holomorphe pour [ul <7 1/p,, et sa dérivée est donnée par la formule
g'u) — ) fa _u" L
A0

I.e théoréme de dérivation d’une fonction composée montre que f,(z)
admet une dérivée égale a

File) = — 58/ (1j) = Z nazl

Ainsi Ia série (1. 2) est dérivable terme & terme pour |z| = g, Supposons
désurmais que g, <7 5,. Alors 1a somme f{2) de la série

(1. 3) 2 a."

A
est holomurphe dans la couronne circulaire o, < |z} << 9;, €t sa dérivée
S{z) est la somme de la séric ¥, na,z"~* obtenue en dérivant terme i terme,

La séric ), 2,3 prend le nom de série de Laurent dansla couronne po<Ziz[<Cg,.

Dans tout ce qui précéde on n'exclur pas le cas ol s, = 0, nile cas ol
s1 = 1 . La convergence de la série (1.3} est normale dans toute
courenne ry < iz} & r, quels que soient r, ct 1y tels que

P A
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11I. Développements de Taylor et de Laurent. Points singuliers et résidus

2. DEVELOPPEMENT EN SERIE TR LAURENT D'UNE FONCTION HOLOMORPHE
DANS UNE COLRONNE

Définition. On dit qu'unc fonetion f{z), définie dans une couronne
Pe ':: Z' “’:-: 91:
est développable en série de Laurent dans cette couronne, s'il existe une série

de Laurent Y, 2,2° qui converge dans cette couronne et dont la somme

soit égale a f{z) en towt point de la couronne.
D’apresle n® 1, f{z} est alors holomorphe dans la couronne et la convergence
est normale dans toute couronne fermée r, < |2] < r; telle que

pp <L rg <U ¥y < pys

de plus on va montrer que la série de Laurent, si elle existe, est unigue.

En effet, posons ¢ — re® (py < v < 5,}; cn intégrant terme A terme, par
rapport 4 §, le développement normalement convergent

S{re®™) —= > a,riet

— el o

on obtient, exactement comme au § 1 (n°® 1), la formule intégrale
- A , . .
{2.1; a7t = Pt et f{re®) ds, 7 enfier > o ou <7 0.
[T}

On voit que la foncdon f étant donnée, les cocficients 4, du développement
de Laurent de f; st un tcl développement existe, sont déterminés de manitre
unique par la relation {2. 1). On Pappelle le développzment de Laurent de f

TutorEMe. Toule fonction f(z) holomorphe dans une couromne pg <2 |2| <Cpy est
développable en série de Laurent dans cette couronne.

Demonstration. Donnons-nous deux nombres 7, et 7, tels gue
LRl PR S

On va montrer qu’il existe une série de Laurent ui converge normalement
dans Ia couronne r, < |2] < r, et dont Ia somme est égale a f {z) dans cette
couronne. En vertu de 'unicité du développement de Laurent, qui résulic
de la formule intégrale (2. 1), la série de Laurent ainsi ohienue ne dépendra
pas du choix de 7, et r,, Donc cette série de Laurent convergera vers f (z)
dans toute la couronne sz, <7 |z] <7 py, ce qui démontrera le théoréme.

Les nombres r, et 7, étant choisis, soient r{ ¢t 7, deux nombres tels que
ag <L Ty <T Ty <C 1y <C 1y < py. Considérons la couronne compacte

il
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§ 4. Développement de Laurent

dont le bord orienté est la différence du cercle y; de centre o et de rayon r;
parcouru dans le sens direct, et du cercle v, de centre o et de rayon r,
parcouru dans le sens direct. D’aprés la formule intégrale de Cauchy
(Chapitre m, § 2, théoréme 5), on a, pour r, < |z} < 1y,

1 by dt 1 1) dt
(2.2) flg= L [Lad 1 rrod
wtj,b—2z gmJt—2z
Considérons la premiére intégrale; on a jtj = rp et lz| < r; < r{; on peut

donc écrire le développement en série

L z"

t—z  JZatnt?

qui converge normalement quand ¢ décrit le cercle de centre o et de rayon ri.

Remplagons dans la premiére intégrale t_i par cette série; en vertu de la
—Z

convergence normale on peut intégrer terme a terme, d’oil

(g_ 3) M

Qm T tE— 2z n;;D ’

€n posant

SO,

T

L
2., . = ——
(2 4) “ aniJ, +1

Considérons maintenant Iz deuxiéme intégrale; on a

(el =1 et |zl 2>
d’ot
1

I o z"

I
3"—3 z1—ifz acplmH

Dans Ja deuxiéme intégrale en remplace : par cette série; et puisque
—Z

cette série converge normalement, on peut intégrer terme & terme, d’oil

T pfhad v, .
(2- 5) ont e t—z B n%oanz !
en posant
(2. 6) o =L (LU

omi J,, 1

Finalement la relation (2. 2) montre que l'on a

flR= X azr pour 1< 2 <1y

— e Rl

la convergence étant normale. Le théoréme est ainsi démontré,
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g. DECOMPOSITION D’UNE FONCTION HOLOMORPHE DANS UNE COURONNE

ProPOSITION 3. . Etani donnée une fonction f(z) holomorphe dans une couronne
o9 <C {2l << py, # existe une fonclion fy(2) holomorphe dans le disque |2\ <C gg
et une fonction fo(z) holomerphe pour (2] ™ 74, lelles gue Pon ait

{4- 1) S 2y =h(z) + ().

Cette décomposition est unique i on astreint la fonclion f, & tendre vers o quand |z
tend pers oo,
En effet, soit f(z)—= X  a.2* le développement de Laurent de f.

Posons TR
(4. 2) AR = g‘.z So2) :n%anzn.

La relation {4. 1) est évidernment satisfaite, et | f,(2)] tend vers 0 quand |z]
tend vers . Supposons que 'on ait une autre décomposition

JF{(2) = £:(2) + 5.(2),

et montrons que f; = gy, fp — £z Svit & la fonction holomorphe égale 2
fi — g1 pour 2| <Zp, et égale 3 g, — f, pour [z] > 5,; cctte fonction
est holomorphe dans tout le plan, et tend vers o quand |z] tend vers so.
En vertu du principe do maximum {§ 3, n% 2}, la fonction & est identi-
quement nulle. C.Q.F.D.

4. INEGALITES DE CAUCHY; APPLICATION A L'ETUDE D'UN POINT SINGULIER
1SOLE

Considérons la forrmule intégrale (2. 1). 81 M(r} désigne la borne supérieure
de | f(2)] pour [z} =r, le second membre de (2. 1) a son module majoré
par M(r), d'out I'inégalité de Cauchy

{4. 1) faa| Q-I%EQ, n entier >0 ou <Co.

Considérons une fonction f(z) holomorphe dans le disque pointé
o < |z <C p. Demandons-nous si cette fonction peut se prolonger en
une fonction holomorphe dans tout le disque |z]<(p, centre inclus, Ce
prolongement, s’il existe, est évidemment uniquc (en vertu du principe
du prolongement analytique, ou, plus simplement ici, pour une raison de
coentinuité},

ProrosITION 4. 1. Pour que Ie prolongement soit possible, il faul et il suffit que
la fonction f{z) soit bornée au veisinage de o.

Cette condition est évidemment nécessaire, Montrons qu'elle est suffi.
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§ &. Développement de Laurent

sante. Dans le disque pointé o <7 |z| <Z p, la fonction f est développable

en série de Laurent Y,  a.2°. Par hypoth#se il existe un nombre
—=<ad o

M > 0 qui majore | f(z)| pour lz] = r assez petit, quel que soit r. D'aprés

Yinégalité¢ de Cauchy (4. 1), ona

|aa] < M

r

si petit que soit r, et pour n <7 0 ceci entraine a, ~= 0. Donc le dévelop-
pement de Laurent de f'se réduit 4 une série de Taylor, ct celle-ci définit le
prolongement cherché de f(2).

Deéfinition. Soit f(z) une fonction holomorphe dans le disque pointé
0 <Z |z| << s On dit que Porigine 0 est un point singulier is0lé de fsi la fonc-
tion f ne peut pas se prolonger en une fonction holomorphe dans le
disque tout entier [z| < .

Une condition nécessaire ot suffisante pour que o seit un point singulier
isolé est que les coefficients 4, du développement de Laurent ne soient pas
tous muls pour n < 0. On voit gue deux cas sont possibles :

I®f g5 : 3] Wexiste gu’un nombre fini d'entiers n < o pour lesguels a,. # o.
Dans ce cas il existe un entier positif a tel que z2°f (2) soit une fonction

g(z)} holomorphe au voisinage de lorigine. Donce f () &) est mero-
morphe au voisinage de l'origine. z

2% ras : il existe une infinité d'entiers n < 0 tels que 4, == 0. Dans ce cas
la fonction f(z} r’est pas méromorphe au voisinage de origine.

Définition. Dans le premier cas on: dit que le point o est an péle de la fonction
[ dans le second cas on dit que o est un point singulier essentiel de ia fonction .

TriorEME (Weierstrass). Si 0 est un point singulier essentiel isolé d’une fonction
F(z) kolomorphe dans un disque pointé o < |z| << 5, alors, pour tout : >> 0,
Pimage du disque pointé 0 < |z| <7 ¢ par f est dense dans le plan C.

Démonsiraiion. Raisonnons par P'absurde ct supposons qu'il existe un disque
de centre a et de rayon r => 0 qui soit extérizur 4 'image du disque pointé
0 <z < : par £ On aurait donc

(4. 2) |f(z) —alzr pour o<Tlz]<Te

La fonction g(z) = .1 serait holomorphe et bornée dans le disque

(2) —a
pointé 0 <7 'z[ <7 . D’aprés la proposition 4. 1, cette fonction se prolon-
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gerait en une fonction holomorphe dans le disque |z| <C ¢, fonction notée

encorc g{z). Alors j&‘:) scrait méromorphe dans le disque |zf < s, et
Sz =a +§ (Iz) serait aussi méromorphe, ce qui contredit 'hypothése

suivant laquelle o est un point singulier essentiel de f(2).

Remargue. Le cas d'un point singulier essentiel £, se raméne évidemment
au cas oll £, = 0, en remplagant z par £ — &,

Signalons sans démonstration le théoréme suivant, beaucoup plus précis
que le théoréme de Weierstrass :

TuEoREME DE FICARD. 8% 0 est un point singulter essentiel isold de la fonclion
holomorphe f(2), alors Uimage par f de loute couronne © <7 |z} -Z e est le plan €
fout eniter ou le plan G privé d'un seul point.

. . 11 i

Exemple. La fonction ' — % — — st holomorphe dans lc plan pointé
nzell. &

2z # 0, et elle admet Porigine comme point singulier essentiel puisque le

coefficient de —-11‘— est £ 0 pour tout n 2 0. Cette fonction ne prend jamais
z

la valeur o; a titre d’exercice on montrera qu’elle prend toute valeur
# 0 dans toul disque pointé o <7 [z] < s.

5. Introduction du point a P'infini. Théoréme des résidus

I. SPHERE DE RIEMANN

Daus espace R3, notons x, y, u les coordonnées d’un point et considérons
la sphérc-unité 8, :
N4y 4.

Munie de la topologie induite par celle de I'espace R, la sphére §; est
un espace compact, puisque $, est un sous-ensemble borné et fermé de
R3. Soient P et P’ les deux points de 8, dont les coordonnées sont respecti-
vement {0, 0, 1) ct {0, 0, — 1). Considérons la projcction stéréographique
de péle P. Ellc associc 2 tout point M de 8, distinct de P le point du plan

= 0 aligné avec P et M. Son affixe complexe z est donnée par la formule

_*xty
(1. 1) z="_

on x, y, u sont les coordonnées du point M.
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§ 5. Introduction du point & P'infini. Théortme des résidus

Considérons de méme la projection stéréographique de péle P', et prenons
le point du plan & = o imaginaire conjugué¢ du peint transformé de
M(x, y, ) par cette projection stéréographique. Son affixe complexe z' est
donnée par la formule

=T

(t.2) = P4 o

On observera que, pour tout point M{x, 3 u) distinct de P et P/, on a,
entre les nombres complexes £ et z° correspondants, la relation

(1.3) 2z = 1.

L’application {x, y, 4} — z est un homéomorphisme de 8, — P sur {;
on dit que ’on a une carte de §,— P sur le plan complexe §. De méme
Papplication {x, y, u}) — 2’ est une carte de 8, — P’ sur le plan complexe C.
Munie de cus deux carics, 83 s’appelle 1a sphere de Riemann.

Souit D un ensemble ouvert de 8,. On dit qu'une fonction f définie dans D
cst holomorphe dans I si, au voisinage de tout point Me D distinet de P,
clie s'exprime comme fonction holomorphe de z, et si au voisinage de tout
point M & D distinct de P, elle s'exprime comme fonction holomorphe de
Z'. Observons qu’au voisinage d’un point distinct de P et de P, toute fone-
tion holomoerphe de 7 est une fonction holomorphe de 7' et réciproguement,
grice A la relation (1. 3). Gréce 4 la relation {I. 1), nous identifierons
toujours !¢ plan complexe G i la sphére §, privée du point P. On voit que
B, est obtenue en adjoignant 4 ¢ un « point a Pinfini ». Pour étudier une
fonction aun voisinage du point 2 Pinfini P, on utilisera la variable complexe
Z' = 1/z, qui s'annule au point P. Dans , les ouverts jz| >> r forment un
systéme fondamental de voisinages du point & I'infini. Une fonction f{z)
définie dans un tel ouvert est « holomorphe 4 Uinfini » si, par le change-
ment de variable z = 1/z', elle s’exprime comme fonciion holomorphe de
Z' pour || < 1fr.

De méme, unc fonction f(z) sera méromorphe & Pinfini si elle s'exprime
comme fonction de 2 méromorphe au wvoisinage de z' = o, Enfin, une
fonction f{z} holomorphe pour |z| > r admet le point & P'infini comme
point singulier essentiel isolé si la forction f{1/z") admer Porigine 2’ = o
conune point singulier essentie] isolé. 5i

flo) =Xazr

est le développement de Laurent de / (2} pour 12f > 7, une condition néces-
saire et suffisante pour que le point 4 I'infini soit un pole de fest que g, == o
pour tous lcs entiers # 3> o sauf un nombre fini d’entre eux; la condition
pour que le point A Pinfini soit un point singulier essenticl est qu'il existe
unc infinité d’entiers 2 > 0 tels que a4, £ 6.
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Sur ]a sphérec 8, on 2 la notion de chemin différentiable, de chemin fermé, de
bord orienté d’un compact.

2, TuforkME DES RESIDUS

Considérons d'abord unc fonction f(2} holomorphe dans une couronne
s <C [2] <7 py cenerée A Porigine.

PrOPOSITION 2. 1. St vy est un chemin fermé conlenu dons une leile couronne, ont a

(= 1) o [ k=1,

ot Iy, 0) désigne Uindice du chemin v par rapport & Porigine o, el a_, est
le coeffictent de t]z dans le développement de- Laurent de f-

Démonstration. On a

Sl2) =a_.jz + g(2},
gy = X a
agE—1

est holomorphe dans la couronne et y admet une primitive égale &

On _ nel 4. po
n#_1n+lz (cf. § 4,n0 1),
On a donc la refation
(2. 2) [r@de =y [+ [ eloyee.
T Sl
Or fg(z} dz =0 puisque g admzt une primitive,
1

f dzjz = 2zi 1{v, 0) d’aprés la définition de Pindice.

Ces deux relations, jointes 4 (2. 2), donnent (2. 1),

La formule (2. 1) s’applique notamment lorsque la fonction f admet
I’erigine 0 comme point singulier isolé [pédte ou point singulier essentiel}.
Dans ce cas, v désigne un chemin fermé dans un voisinage de o0, ne passant
pas par o. Le coefficient a_; du développement de Laurent de f s’apoelie
alors le résidu de 1a fonction f au polat singulier 0. En particulicr, si v est
un cercle de centre o et de petit rayon parcouru dans le sens direce, on a

(2. 3) f Fl) dz = amid_,.

On définit de méme le résidu en un point singulier isolé situé er n’importe
quel point du plan complexe C.

[+3]



§ 5. Introduction du point 4 Yinfini. Théuréme des résidus

La déhnition du réstdu au point & Uinfini nécessitc unc convention spéciale :
soit f (z) une fonction holommorphe pour jz| > 7. Posons 2 — 1/7'; on a

i 1
Z dz —_ = —,) d iI.
1@ f(7) e
Par définition, le résidu de f au peint 2 infini est égal au résidu de la
fonction H—E%f %-) au point z' = o. Donc si %:,a,,z“ est le dévelop-
pement de Laurent de f(z) au voisinage du point & infini, le résidu de f
4 Pinfini est -e.+

TutorkME pes REsibUS. Soit D un ouvert de la sphire de Riemann ., et soit f une
Jonction holomorphe dans D sauf peut-étre en des points isolés qui sont singuliers
pour f. Soit T le bord orienté d'un compact A contenu dans D, el supposans que I
a# conftenne qucun point singulier de f, ni le point & Pinfini. Les points singuliers
z,, contenus dans A son! alors en nombre fint, ot on a la relation ;

(2. 9) jrf (&) de = 2i( LRes (f; 20),

oit Res () g} désigne le résidy de la fonction f au point 7.5 la sommation est Slendue
a tous les points singubiers zy e A, v compris dventuellement le point & Uinfini.

Démonstration. Distinguons deux cas, suivant que le point & Pinfini appar-
tient ou non a A,

)

7 .
I C

Figure 4
N. B. La partie hachurée représente le complémentaire du compact A.

1** car : }e point & 'infini n’appartient pas & A; A est donc un compact
{borné) du plan C {Cf. fig. 4); chaque point singulier 2, est le cenire d’un
disque fermé 3, intérieur A4 A, et U'on peut choisir les rayons de ces disques
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assez petits pour que ces disques soient deux A deux disjuints. Soit y, le
bord du disgue 8, parcourn dans le sens direct.

Seit A’ le compact obtenu en enlevant de A les intérieurs des disques
précédents; le bord orienté de A’ est la différence de I (bord orienté dc A)
et des cercles v, Puisque f est holomorphe au voisinage de A', on a
{Cf. chapitre 11, § 2, n0 8, théoréme 5)

(2 5) Jroa -3 [ @ e

D’autre part, d’aprés (2. 3),

j“f(z) dz = 2=i Res {f, o),

et en portant cela dans {2. 5), on obtient 1a relation (2. 4) 4 démontrer.

2" cas ; le point 4 'infini appartient 3 A, Soit |z} 2> r un voisinage du point
3 Pinfini qui ne rencontre pas I et tel que f(z) soit holomorphe dans ce
voisinage (point 4 I'infini éventuellement exciu}. Soit A" le compact obtenu
en'entevant de A Pensernble ouvert |z] > r {cf. fig. 5). Le bord orienté de A’

jz} »r

Figure 5
N. B. La partie hachurée représente la complémentaire de A,

est 12 somme du bord orienté T de A et du cercle |z{ = r parcouru dans le
sens direct. En appliguant 3 A* ce qu’on vicnt de démontrer dans le premier
cas, on gbtient

(2.6) [ de-r f1 f(2) dz = 25 S Res (£, 20),

zj=r x

la somme du second membre éiant étendue & tous les points singuliers z;
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contenus dans A ct aufres gue le point & Uinfini. [Vautre part, d’aprés la défi-

nition dn résidu a 'infini, on a

Sz} dz = —2mi Res (f, =),

le[=r

et en portant ceci dans {z. 6) on obtient :
’J_f(-z) dz = 2mi (Res (fi o) + %‘4 Res ( £, z,,))

ce qui nest pas autre chose que la relation (2. 4) & démontrer lorsque le
point & PInfini est 'un des points z,.

Remargue. Considérons en particulier le cas ol le compact est la sphére §,
tout entiére. Dans ce cas le bord est vide, et la relation (2. 4) se réduit 4 :

(2-7) Zh_‘aRes (f, w)=o.

Par cxcmple, la somme des résidus d'une fraction rationnelle (y compris le résidu
& Dinfini) est nulle.

3. CALGUL PRATIQUE DES RESIDUS

Cas d’un pdle simple & distance finte. Soit zq un pole simple de f; on a done

f@) = ! g(2),

Z—zq

ol1 g est holomorphe au voisinage de z;, avec g(z,) # 0. Soit

2(z) = 2 a(z—zo)"
RZR

le développement de Taylor de g{z} au voisinage de z; on voit que,

dans le développement de Laurent f(z), le coefficient de I est égal
& g(z,). On a done L 3%
(3. 1} Res (f, 2o} =lim (2 —2g) f(2).

iy

51 f est donnée sous la forme d'un quotient P[(, P et Q) étant holomorphes
au voisinage de z,, et 2, étant un zéro simple de Q avec P(z;) # 0, on a

(3. 2) Res(f, zg) = L&)

Q' (z0)’
Q' désignant la dérivée de Q.
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Exemple. Soit f(z) = ; la fouction posstéde deux pdles simples

+
z="i; on a P{Q’:;ée“ et par suite le résidu de f au pole i est

¥

égal 2 — i
ze

Cas d’un péle multiple. Soit f(z} 7&(z), ol gfz; est holomorphe

R S
(2 — 23}
au veisinage du point 2, avec g{z,) £ 0. Le résidu de f/{z; est égal au
coefficient de {z — z,}*~* dans le développement de Tavlor de gf2) au point
2, Tout revient donc i calculer un développement limité de g7z;. Pour cela,
il est spuvent commode de prendre comme nouvelle variable t = 2 — 2,

Exemple. Sott [ (2) = Soit a calculer le résidu de f(z) au pole

zZ{? + r)g
double z =7 On a iei

IZ

8q) = z(z + Y

Posons z = i - t, et cherchons le coefficient de £ dans le développement de
Taylor de

P
hw*@+nm+af
11 suffit d’écrire le développement limité de degré 1 de chacun des termes
gt = ¢~ LY,
(f+8)1=—iL —it)t= —;(; 4t ),
2z+t"————’~(:—L =— (i i+ 0.
( ) 4 2 )’ -1-( )
D’od

h(e) =0 = 3it + ),
0 =0 + 3t + )
et le résidu cherché cst — -

Application : résidy d'une dérivée logarithmique. Soit f{z) une fonction méro-
morphe au voisinage de z,. On se propose de calculer le résidu de la
dérivée logarithmique f'[fau point z,. Ona

J &) = (2—zq)* 2(2),

ol g est holomorphe au point z,, g{z} 7 0; Ventier % est > o si fest
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§ 5. Introduction du point a Pinfini. Théorémes des résidus

holomorphe en zq, k¥ <C 0 si 2, est un péle de f; prenant la dérivée
logarithmique des deux membres, on obtient

k
Z_-Zo

BN +2'ig;
donc f'f f admet z4 pour péle simple, et le résidu de ce péle est égal a Uentier k,
ordre de multiplicité du zéro ou du péle z, {compté positivement s'il s’agit
d’un zéro, et négativemnent ’il s’agit d'un pble).

4. APPLICATION A LA DETERMINATION DU NOMBRE DES PALES ET DES ZEROS
D’'UNE FONCTION MERCMORPHE

ProposiTion 4. 1. Seit f{z) une fonction méromorphe ron consianle dans un
ouvert 1, et soit T' le bord orienté &’un compact K conteny dans D. Supposons que
la fonction f n’att pas de pdle sur T el 'y prenne pas la valeur a. On a alors :

1 fd _ o,
(4- 1) zniﬁj“_(ziz:d =Z—F

oit Z désigne la somme des ordres de multiplicité des racines de Iégquation

Sy —a=o

contenues dans K, el au P désigne la somme des ordres de multiplicité des piles de f
confenus dany K.

C’est une conséquence immédiate du théorérae des résidus, et du calcul
fE

flo—a

En particulier, lorsque f est holomorphe, I'intégrale du premier membre
de (4. 1) est égale au nombre des zéros de f(2) — a contenus dans K,
étant entendu que chaque zéro est compté un nombre de fois égal 4 son
ordre de multiplicité,

On observera que la valeur de l'intégrale du premier membre de {4. 1)
est égale au quotient par 2% de la varation de Uargument de f(z)  a lorsque z
décrit e chemin fermé T' (Cf. chapitre u, § 1, n® 5).

explicite des résidus de la fonction

PropostTion 4. 2. Soil z, une racine d’ordre k de léquation f{z) — a, f élant
une fonction holomorphe non constante au voisinage de z,. Pour tout veistnage V
assez petit de 2y, ef pour toul b assez pwisin de a et # a, Uéquation f{z) = b posséde
exactement k solutions simples dans V.

En effet, soit y un cercle de centre z, et de rayon assez petit pour que z,
soit I'unique sclution de l'équation f(z} = & contenue dans le disque
fermé de bord v. Supposons de plus que le rayon de y soit assez petit pour
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que f'(z} soit 5% 0 en tout point du disque autre que le cenwre z4 Consi-
dérons lintégrale

1 R
(4.2) At

On sait que (4. 2) reste constant lorsque b varic dans une composante
connexe du complémentaire de 'image de v par f {Cf. chapitre 1, § 1,
n° 8). Danc, pour tout b assez voisin de a4, on a

i ‘if(z)d_c:_l_]‘mzk
oni ) f()—b enid f(e)—a

et par suite ’équation f(z} = & posséde exacternent & racines i l'intérieur
de ¥, si l'on compte chaque racine avec son ordre de multiplicité. Mais
pour & # 2 et assez voisin de 4, les racines de ’équation f{z) = & sont toutes
simples, car la dérivée f'(z) est = o en tout point 7z assez voisin de z,
et £ z; La proposition 4. 2 est ainsi démontrée.

5. APPLICATION AUX FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES

Soicnt e, et ¢, deux nombres complexes linéairement indépendants sur le
corps réel B, ¢’est-3-dire tels que ¢, + 0 et que le quotient e,/e, ne soit pas réel,
Tous les vecteurs de la forme nge, + ey, ol 2, et n, sont des entiers
arbitraires, forment un sous-groupe discret O du groupe additif du corps C.
On dit gu*une fonction f{z) définie dans le plan admet le groupe Q comme
groupe de périodes si l'on a

(5. 1) J(z + nyey + ngee) =f(2)  pourtoutz,

quels que soient les entiers ny et ny. Pour cela il faut et il suffit que Pon ait

(5. 2) flet+ea) =1, Sflete)= Q).

Soit z, un nombre complexe quelconque. Considérons le parallélogramme
(fermé) ayant pour sommets z,, 2, + 6, o+ €y, 29 F e | £ Il se
compose de tous les points de la forme z, + 1,6, + f485, OU 0 < L, < I,
05ty 1. Un tel parallélogramme s’appelle un parellflogramme de
périodes ayant pour premier sommet z,. Soit maintenant f (¢} une fonction
méromorphe dans tout le plan et admettant le groupe O comme groupe
de périodes. Choisissons z, de fagon que f(z) n'ait pas de pdle sur le bord y
du parallélogramme de périodes ayant pour premier sommet Z,. On

peut considérer I'intégrale f S (z) dz, dont la valeur est nulle 2 cause de la
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péniodicité; en effet

[rigae= [ [feot ) =Sl + o+ ))&
+ [ S ot o1 b e — (2o + #09)] .

Appliquant ce résultat a la dérivée logarithmique [/ f, et compte teru
de la proposition 4. 1, on obtient :

Proposrrion 5.1. 81 f(z) est une fonclion méromorphe dans tout le plan, non constante, et
admetiant le groupe L) comme groupe de périodes, le nombre des zéros de cette . fonction cor
ienus dans un paralléingramme de périodes est égal au nombre des péles contenus dans
le méme parallélogramme, st n'admet ni zéro ni péle sur le bord de ce parallélogramme,

CoroLLare. Une fonction holomarphe dans G ef admetiant Q comme groupe de
périodes est constante.

Sinon, le nombre des zéros de (7} — a devrait étre égal au nombre des
poles, done nul; et ceci pour tout a, ce qui est absurde.

Considérons maintenant la fonction zf'(2){{f(¢} — a). Ceue fonction
n’étant pas périodique, on ne peut plus affirmer que son intégrale sur le
bord v d’un parallélogramme de périodes est nulle. On va montrer que la
valeur de I'intégrale
(5- 3) L (L&

2ni), f(2) —a

appartient au groupe de périodes Q. En effet, elle est égale 2

[z dz f [z} dz
a5 _f

_21':: ,,f{z)—-a (z) —a’

1, désignant le caté du parallélogramme d’origine 7, et d’extrémité 24 - ¢,
et v, désignant le coté du parallélogramme d’origine z, et d’extrémite
Zy + £5. Or les intégrales £ S1(2) dz et —— Sz & ont pour
2 SO —a * 2ni), f—a
valeurs des nombres entiers, TPautre part, Uintégrale (5. 5) est égale 2 la
somme des résidus de la fonction zf'(2)/(f(z) — a}. Calculons ces résidus,
Les poles sout tout au plus les péles de f(z) et les zéros de Jiz) —a Si
8; est un péle, le résidu pour ce pble est égal & — &8, & désignant son ordre
de muitiplicité. De méme le résidu d’un zéro », de f(z) — 2 est égal a
kx, k désignant son ordre de multiplicié.
En résumé, on cbtient :

PROPOSITION 5. 2. Soit f(2) une fonction méromorphe dans tout le plan, non
constanle, el admetiani le groupe & comme groupe de periodes. Pour lou! nombre
complexe a, on a

E_ o= E B: mod. Q,
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ait les o; désignent los racines de Uéquation [{2) = a (chacune d’elles étant compiée
autant de _fois que Uexige son ordre de mulliplicité) et les B, désignent les piles (chacun
élant compté aver som ordre de multiplicité), contenus dans un parallélogramme de
Periodes.

En particulicr, la somme Y »; prise modulo L est indépendante de a.

t

6. Calcul d’intégrales par la méthode des résidus

On se propose de calculer des intégrales définies sans expliciter une primitive
de la fonction sous le signe d'intégration, mais en interprétant la valeur
de Pintégrale comme somme des résidus relatifs & des points singuliers
d’une fonction holomorphe convenablement choisie. Il n'y a pas de méthode
générale permettant de traiter ce probléme. Nous allons nous borner 3
considérer quelques types classiques et 4 indiquer, pour chacun &'cux, quel

est le procédé qui permet de transformer le probléme en un calcul de résidus.
1" type. Considérons unc intégrale de la forme
ax
I— f R.(sin #, cos f) 4,
o

ou R{x, 5} désigne une fonction rationnelle n'ayant pas de poéle sur Ie
cercle x* + y* = 1. Posons £f = z; lorsque ¢ croit de o & 2=, z décrit e
cercle-unité. Donc T est égal au produit par 2= de la somme des résidus

de la fonction
1 1 1\ I 1
ITrilf, 23 & I
iz (m’ (z z) 2(Z+ z))

aux pdles contenuz dans le disque-unité,

On a donc

I = 2r % Res ?—‘:E-R(%(z—--lz—) —;—(z +—;—)) gv

la somme étant étendue aux pdles contenus dans le disque-unité.

2
Exemple. Soit 1= fn H—%f ol 2 désigne un nombre réel > 1. On a
2i
I1=12x Z Rﬂszn—+-2zag__ L
Le seul pole z, contenu dans le disque-unité est o= —ia + iVa®—1;
e résidu est —b— = —1—, dloit -2 _.
2y + 14 \fag—-I’ Va® —1
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§ 6. Calcul d'intégrales par la méthode des résidus

2* type. Considérons une intégrale de la forme

I= f::R(x) dr,

olt R est une fonction rationnelle n’ayani pas de pdle réel. On doit supposer
en outre que 'intégrale est convergente; pour cela il faut ct il suffit que la
partie principale de R(x) 4 Pinfini soit de la forme - -, entier n étant 3. 2.
Une condition équivalente est la suivante

{2. 1) lim #R{x) =0,

lgjm=

Pour calculer 'intégrale T on va intégrer la fonction R{z) de la variable
complexe z sur le bord v d’un demi-disque de centre o, de rayon r, situé
dans le demi-plan y - o (fig. 6). Pour r assez grand la fonction R{z} est

¥

A § [0 x
Figure &

helomorphe sur le bord y et l’intégralej R{z) dz est égale a la somme des
résidus des péles de R contenus a l'intérieur de y. On 2 donc

ot

(2. 2) SRy @+ j;(”R(z,) dz = 27i 5 Res (R(z)),

oi1 3{r) désigne la demi-circonférence de centre o ¢t de rayon r parcourue
dans le sens direct, et od la sommation est étendue aux résidus des poles
situés dans le demi-plan y > o,

Lorsque r tend vers 4 oo, {a premiére intégrale du premier membre de
{2. 2) tend vers I; on va montrer que la seconde intégrale du premier
membre de (2. 2} tend vers o. Il en résultera

(2. 3) [ TR & = 2mi N Res (RE@),

la somme étant étenduc & tous les pdles de R situés dans le demi-plan
supérieur » > 0. On verrait de méme que

-

L R(x)dx—— 2w 2 Res (R(z)),

[ )
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la somme étant étendue cette fois & tous les poles du demi-plan inférieur

y=lo.
Il reste & prouver que j; R{z) dz tend vers o quand r tend vers | .
{r

Cela résulte aussitét du lemme suivant :

Lemue 1. Soit f(z) une fonction continue définie dans un secteur
0; <8 < by,

r et § désignant Iz module et Pargument de z. Si

!l;‘-m 2f(@} =0 (6, <argz < b,),
Ej

alors Uintégrale | ) F{2)dz étendue i Darc de cevcle de centre o et de rayon r conlenu

dans le sectzur, lend vers o lorsque r tend vers — =,
En cffet, soit M{r) la borne supérieure de |f{z)] sur l'arc de cercle
|2l =r.Ona

[ 7@ ded< Moyt — o),

et le lemme en résulte aussite,
On démontrerait de la méme maniére le lemme suivant :

LesmME 2. Seit f (2) une fonction continue définic dans un sectenr
9 <8< 0y,
¥ et 0 designant le module el Vargument de 2. SE

lim zf(z) =0 (8 Cargz <6y,

alors Pinlégrale f S (2) dz étendue & Parc de cercle de rayon r contenu dans le sectenr,
tend vers o lorsque ¥ tend vers o,
Exemple. Soit 4 calculer l'intégrale
I _ fd—n dx )
T Js I+t

posstde six poles, tous sur le cercle-unité; les trois poles

La fonction

1
1 +2*

situés dans le demi-plan supérieur sont
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Le résidu en un tel pole est cgaléﬁ——? Dot
L v _de _ wi{ i 5 %
I_Q,L_,,i-;-x“— 6(8 tette )

=T {osin ™ ==,
6(251116-1-1) 3

8° fpe. On se propose d’étudier les intégrales de la forme

1= [ e,

ol f{z) est une fonction holomorphe au voisinage de tout point du demi-plan
fermé y > 0, sauf peut-étre pour un nombre fint de peints. On va d’abord consi-
dérer le cas ou les points singuliers ne sont pas sur 'axe réel. Alors 'intégrale

T ryea

a un sens, et, lorsque r tend vers + o, sa valeur tend vers

f:’f(x) o= dx

lorsque cette dernitre intégrale est convergente.
On se propose de démontrer le résulrat suivant :

ProrosiTion 3. 1. Si lim f{z} = o pour ¥ > o, alors
HEL

(3. 1) lim f(x]s"dx == omi L Res ( £(2) &),

£ 3 490,
la sommation élant diendue anx points singuliers de f(z) conienus dans le demi-plan
supérienr y > 0,
Observons d’abord que si P'intégrale f I/ ()] dx est convergente, I'inté-

+m

grale proposée S (%)= dx est absolument convergente; la relation 3. 1
donnera alors ¥ 7

(3-2) T f (e ds = 2xi BRes (£(2) #).

L’intégrale f {x)} #= d¢ peut aussi &tre convergente sans étre absolu-

ment convcrgcntc, par exempte il est bien connu que si la fonction f{x) est
réelle et monctone pour x> 0, et tend vers 0 quand x tend vers + oo, Pinté-
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IIT. Développements de Taylor ct de Laurent. Points singuliers et résidus

gralc f F{x) £ d est convergente {on applique la deuxitme formule
0

de la moyenne); dans un tel cas la relation (3. 2) sera encore vilable.

Avant de commencer la démonstration de la proposition 3. 1, ohservons
que |¢7] L 1 dans le demi-plan » >» o. Ceci nous conduit & faire une inté-
gration dans le demi-plan y > o, le long du contour déja utilisé pour le
deuxiéme type ci-dessus. Avec les mémes notations que dans (2. 2), aous

allons montrer que I'intégrale j;( Fla)e® dz tend vers o lorsque r tend vers + o,
)

La propesition 3. 1 en résultera évidemment.
Si l'on savait que lim zf(z) = o, il saffirait d’appliquer le lemme 1. La
fzlsom

rclation (3. 1) est donc démontrée dans ce cas. Par exemple, considérons

Pintégrale
TS CO8 x I +m= gi®
—_— = —R 3
ﬁ x’—l—ldx 2 c(.[.,, xs—!—ldx)’

+ - f‘
sa valeur cst égale A mi % Res (m

phles situés dans le demi-plan supérieur. Il y a un seul pdle z =1; il est
simple, et le résidu est

1 +m .
£ COs X k3
o @on [T I =T
2 s X1 2¢

)| la sommation étant étendue aux

Pour prouver que j; £ (2) £ dz tend vers o sous la seule hypothése de ['énoneé
(r)

de la propesition 5. 1, on utilisera le lemme sulvant :

Lemmr §. Soil f(2) une fonction définie dans un secleur du demi-plan y > o.
Si lim f{z) = o l"intégrale / ' S (&) e°dz élendue & Parc de cercle de centre a el de

rayor r conlenu dans le secleur lend vers o lorsque v tend vers - =,

Posons en effct z = ré®, et soit M{r) la borne supéricure de | f (r¢%}] lorsque
0 varie, le point re® restant dans le secteur. On a

(3-3) l f fla e dz‘g M(r) _f: =223 g

On va montrer que f " g~ d est majoré par un nombre fixe indépen-
L]

dant de r, ce qui achévera la démonstration du lemme 4. En fait on a

LAE]

(34 fe—"‘“'rde = Qf e—r iy dy L m.
) o
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6. Caleul d'intégrales par la méthode des résidus

Démonstration de (3. 4) : on a

2 1n @ =
. -;--.Q—S—HGL@I pour ogﬂé?:
d’oi1
-z ? —r! -» —-—!ra —
f —rlr 4y = ordp g f e = rdg ="
o 2 g

Ainsi la proposition 3. 1 est entiérement démontrée.

_Examinons maintenant le cas ob la fonction f(z) peut posséder des
points singuliers sur I’axe réel. On se bomera 4 un exemple, celui o f(2)
posséde un pdle simple & l'origine. Dans ce cas il convient de modifier
le cliemin d’intégration de fagon 4 contourner origine le long d’un demi-
cercle y(e) de petit rayon = > 0, centré a l'origine et situé dans le demi-
plan supérieur (fiz. 7). Nous utiliserons le lemme suivant :

Fan\

R T)
Figure 7

LeMMmE 4. 87 2 = 0 est un pole simple de g(z}, on a

(3. 5) lim | g{z) dz = =i Res (g, 0),
20 Sy

v{z) étant parcouru dans le sens des arguments croissanis.

En effet, on a g(2) = —2— + k{z}, ol1 k désigne une fonction holomorphe

a Dorigine. L’intégrale f A(z) dz tend vers o lorsque : tend vers o, et
Uintégrale f ?dz est égale 4 =ia. D'olr la relation (3. 4).

0
On appliquera ce lemme 3 la fonction g2y =f(a) ¢

Exemple : Soit A calculer Pintégrale

1= f‘*wsixdx__/””smxd _—,lim f -dr-l- “‘"’_e'_‘dx
ol X [y

e wn

D’aprés la figure 7, ceci est égal i

I - * ! s -
lim  dz = T Res (—, o) = "
2t s.0 v & 2 I
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IIL Développements de Taylor ¢t de Laurent, Points singuliers et résidus

Remarque importante : si, au lien de f J{x)e= dx, on avait eu a calculer
I'intégrale f J(x) e~= dx, il elt fallu intégrer dans le demi-plan inférieur
au lieu du demi-plan supérieur; en effet, C’est dans le demi-plan inférieur

¥ < o que la fonction || est bornée et c’est dans ce demi-plan que le
lemme g est valable {mutatis mutandis}. Plus généralement, une intégrale

de la forme J F{xte*= dx (o0 a est une constante complexe} se calculera
en intégrant dans le demi-plan ol {&]| < 1.

On n’oubliera jamais que sin z, cos z ne sont bornds dans aucun demi-plan,
Pour calculer une intégrale de lune des formes

"7 () sint x d, T f (%) cosnx d,
on exprimera toujours les fonctions trigonométriques 4 1’aide de 'expo-
nentielle complexe, de fagon & pouvoir appliquer la méthode précédente.

4° type. Considérons les intégrales de la forme
1= f RE 4,
o x’

ol x désigne un nombre réel tel que 0 <7 « <7 1, et R désigne une fonction
rationnelle sans pole sur le demi-axe réel x > 0. 1! est clair qu'une telle
intégrale converge pour la limite d’intégration o; pour gu'elle converge
pour la limite d'intégration + 0, il fant et il suffit que la partie principale
de R{x) & I'infini soit de la forme I—n, avec n > 1; autrement dit il faut et
il suffit que *

(4. 1) lim R(x) = o,

T 2

Pour calculer une telle intégrale, on considére la foncton f(2) = Ii(';)

de la variable complexe z, définie dans le plan privé du demi-axe réel > o;
soit D Pouvert ainsi défini. Il convient de préciser la ditermination choisic
pour 2* dans D2 : on prendra la détermination de 'argument de g comprise
citre ¢ €t 2. R

Avec cette convention, intégrons —z(fl ie long du chemin fermé 3{r, <)

défini comme suit : on parcourt successivement Paxe réel de e >0 4
r > o, puis le cercle y(r), de centre o et de rayon r, dans le sens direct,
puis I'axe réel de r 4 ¢, et enfin le cercle y(c), de centre o et de rayon s,
dans le sens indirect (cf. figure 8). L’intégrale

L[ Ry,

2w [, 1} -
i0b



§ 6. Calcul d'intégrales par la méthode des résidus

est égale a la somme des résidus des poles de Bz(-.g contenus dans D, si r

a dté choisi assez grand et ¢« assez petit. On a

car, lorsque Vargument de z est égal & 2x, on a z* = ¢*7|z|*, Puisque I’ar-
gument de 2 reste borné, 2 f(z) tend vers 0 quand z tend vers 0 ou quand {2

yir

Figure 8

tend vers I'infini; donc les intégrales le long de v{r) et de v{c) tendent vers
¢ quand r tend vers x et quand : tend vers o {lexrnmes 1 et 2, A la limite,
on obtient donc

(4. 2) (1 — eI = 2a 3, Res (Rz(z))

et cette relation permet de calculer I,

dx
(1 - x)
R{z) = iz; il y a un seul péle, z=—1; le résidu de P—;(?) en ce pole

est égal a _L!. compte tenu de la détermination de I'argument de z, qui
[ )

Fxemple. Soit 4 calculer I=f+” y (0<<a<C1). On a ici
0

est égale &4 = en ce point. La relation (4. 2) donne alors

T
sin mx

5* type. Considérons les intégrales de la forme

-+

R(x} log x d¥,

olt R est une fonction rationnelle sans pole sur le demi-axe réel ¥ > o,
et teile que lim xR(x} = 0. Cette derniére condition assure la convergence

TR

de lintégrale.
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111 Péveloppements de Taylor et de aurent. Points singuliers et résidus

On considére le méme quvert P que pour les intégrales du 4° type, et le
méme chemin d’intégration. Ici encore, il convient de préciser la déter-
mination choisie pour log z; on choisira 'argument de z compris entre o ct
an. Pour une raison qui va apparaitre immédiatement, ce n'est pas la
fonerion R{z) log z que Fon va intégrer, mais la fonction R () (log 2)% Ial
encore les intégrales le long des cercles v{r) et v{s) tendent vers ¢ quand r
tend vers el = vers 0, A cause des lemmes 1 et 2. Lorsque PMargument
de z est égal 4 2=, on a

log z = log x + o=,

x désignant le module de z. On obtient ainsi la relation

-

| “R(x) (logx)2dv— [; "TR(x) (logx + 2mi)?dx = 27i S Res{R (<) (log2)%;
d’oi1

61 —z2 " R(x) log x dr — m'fu' " R{x) dx = SRes {R(2) {fog 2)7.

En principe, cecl donne seulement une relation entre les deux intégrales
[ Rix) dx et f R(x) log x dx. Toutefois, supposons que la fonction
0 0

rationnelle R soit réelle {c’est-4-dire prenne des valeurs réelles pour x
récl); en séparant le réel de Vimaginaire dans la relation (5. 1), on obtient
les deux relations

(5. 2) f;“R(x) iogxdx.-:—;z—Rc(sz{R(z) (log 2%} ),
(3 [ R dr=—Im{ZRes {R(e) (log2)?y).

La sommation s'étend 3 tous les poles de la fonction rationnelle R(z)
contenus dans D.

Exemple. Soit a calculer Pintégrale

1 [ B

(1 + x)*
2
Le résidu de % au pile 2 == — 1 est égal au coefficient de £® dans le
.

développement limité de (ix -+ log (1 — 2))%; c’est donc 1-—in, et on
1
.

trouve [ = —
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Exercices

Remarque. En intégrant la fonction R(z} log z, on obtiendrait de la méme
maniére la formule

(5-4) j:mR(x}titz—Z Res | R () log 2}

La méthode précédenre peut aussi s’appliquer, dans certains cas, lorsque
la fonction rationnelle R posséde un pdle simple au point x = I; dans ce cas

Pintégrale [‘HBR{x) log xdx a encore un sens, puisque la détermination

principale d; log z admet le point 1 comme zéro simple. I convient alors
de maodifier le contour d’intégration utilisé précédemment : lorsqu’on
intégre le long de I'axe réel positif, l'argument de z étant égal 4 2=, on doit
contourner le poin £ = 1 le long d’un demi-cercle de centre 1 et de petit

Figure g

rayon (fig. g}. Le lecteur démontrera que lorsque la fonction R est réelle,
on a la relation

(5. 5) jo'”R(x) log x dx = =* Re (Res (R, 1)) — | Re (Z Res (f))

ol f désigne la fonction R{z} (log z)?, et ou le sommation est étendue a tous
les poles de f autres que 7 = 1. Par exemple, on vérifiera que

Exercices

1. Soit £ (z) holomorphe dans |z] < R, R > 1. Evaluer de deux maniéres
différentes les intégrales

S ()P e

[og



II1. Développements de Taylor et de Laurent. Points singuliers et résidu

étendues au cercle-unité parcouru dans le sens direct, et en déduire les
égalités sulvantes :

2 [T 1@y cor Lar=27(0) +£'(0),
tj"fwnmk;@=efwy—fwy
T
2. Soit f{z) une fonction holomorphe dans un ouvert contenant le disque

Iz] <X R, et soit y 'image du cercle |z) = R par 'application z — f(2);
on supposera f univalente, i.e. f(2) £ f(2') si 2 #£ 2. Montrer que la
g

longucur L de y et égale & R f |f'(Re")|ds; en déduire que Von a
1]

L 2 exR|f'(0)].

Maontrer, dans les mémes conditions, que 'aire A de Pimage du disque
fermé jz| «{ R, par la méme application, est donnée par:

A= [ 1F o) dedy;
I-lgR
en déduire Vinégalité snivante :
A >=R2 | f'(o)|%
(Passer en coordonnées polaires, et remarquer que I’on a, pour o0 <{ r <R,
f Fi(re") da’
g—_f Frey iz s [ da - ’—fklf'(re"')ﬁcfa,
T4ntJg Jo 2R Jp

VROl

en vertu de 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales.)

3. Montrer que, si f (2} est holomorphe dans un cuvert contenant le disque
fermé |z] {1, on a

I 1@, }fm sifa) <1,
201 —l— @ flo)—f(tfa) s1 ja|>1,

I’intégrale étant prise dans le sens direct. {Utiliser ’Exerc, 1. b} du chapitre i1
et la formule intégrale de Cauchy.)

4. Soit f (z) une fonction holomorphe dans le plan tout enticr, et supposons
quw’il existe un entier n, deux nombres réels positifs R, M, tels que I'ou ait

S KM 2 pour lz] = R.
Montrer qualors f(z) est un polynéme de degré au plus n.

j@1e}



Exercices

5. Soit f une fonction bolomorphe non constante dans un ouvert connexe
D, et soit I un ouvert connexe tel que son adhérence D’ soit compacte
et contenue dans D. Montrer que, si | f(z)| est constant sur la frontiére de
D', il existe au moins un zéro de f(z) dans D', (Démonstration par Iabsurde,
en considérant 1ff(2).)

6. Soient I un ouvert borné ct connexe, et considérons z points Py, Py, ...,
P. dans le plan R2 Montrer que le produit PP,.PP,..... PP, des distances

d'un point P, variant dans I'adhérence D, aux points P, P,, ..., P,, atteint
son maximum en un point de la frondére de D.

7. Soit f(z) une fonction holomerphe dans le disque |z << R, ct posons
Mir) = |sup I1f (2}, pour o < r < R. Montrer que
f=r

a) M(r) est une fonction continue et croissante (au sens large) de r dans
o r<R;
b) si f{z) n’est pas constante, M(r) est strictement croissante.

8. « Théoréme des trois cercles » d’IIadamard : soit f(z) une fonction
holomorphe dans un ouvert contenant la couronne fermée

nSsfzl<n o<n<n),

et posons M(r) =sup | f(z)], pour r, £ r < r,. Montrer que lon a
i=\=r

I'inégalité suivante :

lagr, —lopr bogr—logr,
(1) M(r) << M(ry)losra=toir, M(rp) 08708 7,

pour 1y < r < ry. (Appliquer le principe du maximum & ia fonction
#{(f(2))7, avec p, g entiers et ¢ > o0; choisir ensuite = récl tel que
ry M(r;j= r;M(rz), et une suite de couples d’entiers {f,, ¢.) telle que
lim f,/¢, = 2.) Vérifier que I'inégalité (1) exprime que log M(r) est une

H= 7

fonction convexe de log r, pour ry <l r < 15

9. Soit f({z) holomorphe dans |z] << R, et posons

2=
L) =— [ |f(r")|2de, pour o<r<R.

" awdg
Montrer que, si a, désigne le r-iéme cocfficient de Taylor de f{z) au peint

Z=0, 0n a

L(r) = X |adftrie;

n

en déduire que, si 0 L r <R,



1. Développements de Taylor et de Laurent. Points singuliers et résidus

(i} I;{r) est une fonction continue croissante de r (au sens large);
{ii} on a | f(o}® < Li(r) <{M(r))% (M{r} a le méme sens que dans 7});

(iii) log I,{(r) est une fonction convexe de log r, dans le cas ot £ n’est pas iden-
tiquement nulle {(montrer que, si on pose

s=logs, J@)=Le)= 2 |mPe™, ona (logl)= ﬁ#ﬁ;
R0

pour montrer que JJ'— {J}? > o, utiliser Pinégalité de Gauchy-Schwarz
pour les séries absolument convergentes :

% bl < (I o) ( 2 10:F))

L2l
10. Soit f une fonction holomorphe dans fe disque jg] <1, telle que
|f{2)| <1 dans ce disque; s'il existe deux points g, b distincts dans le
disque tels que f{a) = a, f(b) = b, alors on a f(z) = z dans le disgue,

(Consldercr la fonction g{z) = —k—%; avec Alz) = f ( Z +f> pour
- 4

1 4

laguelle on a g{o) = o, g(b —ab) b— ab' et |g{z)l <1 dans le
disque}, &

r1. Soit fune fonction holomorphe dans un ouvert contenant le disque
2l < R. On pose, pour o r <R,

Alr) = ,Sup Ref{ f (rg"}).

L Fo o

(i) Montrer que A(r) est une fonction continue croissante {zu sens large)
de r (remarquer que €800 = @),

(i1} Montrer que, si on a de plus f{0) =0, on a, pour 0 £ r < R,

M{r) <

(Considérer la fonction g(z) = f(ZJf{2A(R) — f{2)).}

(iii) Montrer que Pon a, pour ¢ < r < R,

g R +7
AT AR) + 5 £

Mir) <



Exercices

12, Soit x# un paraméitre complexc.
(i) Montrer que lc développement de Laurent de la fonction

1
X — 2
p(x(z + £ )/ )
4 Yorigine 7 =0, est de la forme suivante :

cxp(x(z 'F%)/i’):ﬂu'i‘ Ta,,(z + ) pour o< lgl<C -~ m,

n2=l

avec

1 /=
a, = —f e=*icos nt df, pour n3z=o0.
" Ja

Montrer que 'on a2 de méme pour la fonction cxp( (z——-) } le
développement suivant :

v o)1) -t e+ ) o o

nxi
avec
I .
b, = -—fcos (nt—xsint)dl, pour n»o.
T Jae
{Remarquer que, sl 2’ = —-1/z, on a

exp {x(¢' —1/¢'}/2) = exp (x(z —1[2)[2), pour o<jz] < + o).

(i1} Soicnt m, n deux entiers 2> o. Montrer que lon a”

il $14 - ! .
/, [Ez"'ll"‘dt W- s1 m.=n—5—2p, avec p
Q‘KI bz =1

nEadl entier > 0,
0 dans les autres cas,
et en déduire les développements en séries entiéres de a.,, b, comme fonctions

du paramétre x (b, comme fonction de x, porte le nom de fonction de
Bessel de premidre espéce),

19. Soit f(2) une fonction méromorphe au voisinage de origine z = o,
et admettant un péle simple & Porigine. Soit ¥ un nombre complexe quel-
conque. Montrer que le développement de Laurent de la fonction de z

S (&)
S —=x

a la forme suivante :

— g b g
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[T, Développements de Taylor et de Laurent. Points singuliers et résidus

‘ou u, est un polyntme en x, de degré n exactement. (On pourra faire
une identification, en utilisant le développement de Taylor de la fonction

f {2

14. Seit f{z) une fonction holomorphe dans le demi-plan supérieur P+
défini par Im(z) > o; supposons f(z + 1) = f(z) pour tout zeP+
Montrer gu'il existe une fonction holomorphe g(t} dans le disque pointé
o < [{] <7 1, telle que Von ait

S(2) = g(e¥*), pour zeP+
Ex déduire que f(z) posséde un développement de la forme suivante :

f (4’.') —_ Z a"“z ziu’r

—m 4>
avec

1
a, = .L fix+ Ty)e=FiME R gy

pour y > o quelconque. Montrer que cette série converge normalement
sur tout compact dans P+. Montrer que, s'il existe une constante M == o
et un entier n, tels que 'on ait

| flx + iy} < Mgt pour tout y assez grand,

et uniformément en x, alors le développement est de la forme suivante ;

f{z)= Z a,.e27

nZ —ng

15. (i) Montrer que la fonction f(zj = 1{(¢ — 1) est méromorphe dans
le plan G tout entier, ¢t admet les points z = 2p=i, p=Z, comme pdles
simples. Calculer le développement de Laurent au point z = opni. Si
a,(n > — 1)} désigne les coefficients du développement pour p = o,
montrer que g,, = 0 pour ¢ entier > I, et que si on pose

B. = (—1}*-2m'q,_, pour nxx1,
montrer que 'on a la relation de récurrence suivante :

_r v + y (—1y~B. —
(an 4+ 1)1 2(2m)! T Tea (v (2n —av + 1))

O,

pour n 3> 1 {par identification des coefficients dans les deux membres de
la relation

(a-t{z + éoa,.z“)( > z“‘fm!) = I).

vm 2z
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Exercices

T

(1) On pose, pour n 21, f,.(2) e —1)

Soit v, le périmétre du carré ayant pour sommets les points d’affixes
4 (zm 4+ 1) == (2m 4+ 1)=i. Montrer que Pon a

|feD)] < 2f((2m + D)x)® iz est sur v,

et en déduire, en intégrant fi,(z) le long du contour v, dans le sens
direct, et cn faisant m - o, que 'on a

o (20)*B,

{N. B. Les nombres B, s’appellent les nombres de Bernoulli.)

16. Seit ¢ un point singulier essentiel d’'une fonction holomerphe f{(z)
dans un disque pointé D : 0 <7 |z —¢| < 0.

(i) Quels que soient y=C, « > 0, montrer qu’il existe un z'eD et un
nombre réel ' 2 o tels que Pon ait

Al f ('), ieanaly, €,

ou 3 désigne I'image de D par la transformation z — f(z}; on note A(d, r)
iresp. a(4, r)) le disque ouvert (resp. fermé) centré en 4, et de rayon r
{Remarquer que {a proposition 4. 2 du § 5 entraine que A est guvert (cela
résulte aussi du théordme du chapitre vi, § 1, n® 3), et utiliser le théoréme
de Weierstrass, n® %, duo § 4).

(i) Soient D, le disque pointé 0 < |z —¢| < pf2%, et A, son image par f,
pour a2 2 o. Etant donnés v, C, 5 > 0, montrer, par récurrence sur h,
cxistence une suite {g) - e nombres réels positife tels que
r d’ 2 PN | b Is positifs rtels
gg > g » £y > -, et d'une suite {2,),5., de points de D, satisfaisant aux
conditions suivantes :
A(f (2}, &) €A n Ay, &),
an Du-l' A(f(zn"r])i En+l} < A n &(f(zu)’ En) pCIUI‘ n 2 L

en déduire qu’il existe vy & Alyg, £,) et vne suite {¢,},+ de points de D telle
que
Je)y =7y pourtoutn, lime, — ¢

dang f n’est univalente dans aucun disque pointé o < |z —¢| < 7, aussi
petit que soit 7 > o.

17. Soit g : {x, y, u) - » z la projection stéréographique de 8, — P sur C.

(1) Exprimer x, y et # en fonction de 2.

I1§



111. Développements de Taylor et de Laurent. Points singuliers et résidus

(it} Montrer que si C est un cercle de 8,, qui ne passc pas par P, 2(C)
et un cercle dans le plan C, et que si C passe par P, 5{C — P} est unc droite
dans C.

(ili} Sotent &;, z,e; pour que 7Yz}, s7Yz,) soient antipodaux, il
faur et il suffit que Pon ait 2,7, = — 1.

(iv} Montrer que la distance P,P, (dans R®} entre

= ¢ zy) et Py =5 Yza)

cst donnée par la formule suivante :

P P _ 2'»':'{ — zzi .
VO 11280+ (el

Que devient cette formule guand z, tend vers le point & Vinfini?

18. Montrer qu'une fonction méromorphe partout sur la sphére de Rie-
mann est néccssairement rationnelle, (Montrer d’abord qu’une telle
fonction n'a qu'un nombre fini de pdles.)

19. Théoréme de Rouché : soient f{z}, g{z) deux fonctions holomerphes
dans un ouvert D, et soit ' = (I'}.e1 le bord orienté d'un compact K
contenu dans D). Si on a

if@) > gl sur T,

montrer que le nombre de zéros de f(z) + g{z) dans K est égal au nombre
de zérus de f(z) dans K. {Considérer les chemins fermés fo 1, ield, et
appliquer la proposition 4. 1 du § 5, ¢t la propesition 8. 3 du chapitre 11, §1).

Exemple. Si f(z) est holomorphe dans un ouvert conienant le disque
fermé Jz! < 1, et si | f{2)] < pour {g] = 1, alers Iéquation f(g) = 2"
admct exactement zn sclutions dans |z! < 1, pour tout entier n > 0,

20. Calculer les intégrales suivantes par la méthode des résidus :

: e dx - e — b .
(i) f m" (a, b >0}, [(ii) f Eo—sgix—z—mdx (a, b rcels),

(i) [ Rl oo ) = 44l % 1)(intégrer
[

£+t x —za2acosl+ a?

la fonction z"f{z — a}{z — 1/a) sur le cercle unitd),

21. Intégrer la fonction f(2) = » ol log désigne la déter-

I
@ T a% log
mination telle que — # < arg z < m, le long du chemin fermé {7, )
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Exercices

défini comme suit : on parcourt successivement 'axe réel négatif de
—-r & — 3, puis le cercle y(z), de centre o et de rayon £, dans le sens
indirect, puis I'axe réel négatif de — < &4 — r, et enfin le cercle y(7), de
centre o ¢t de rayon r, dans le sens direct (0 <7 s < a < r); en déduire
que l'on a

- dx n I

Jo (2 + @) ((log x)* + %) 7 20({loga)® + x¥a) 1+ a*

22. Seient @ > 0 et v réel. Montrer que l'on a

/"’“ cos wwdx  =wsinva
-_— r
o chx +cha shavsha

en intégrant la fonction ¢+/{ch z 4 ch a) le long du périmétre du rec-
tangle ayant pour sommets &= R, =R 4 21

25. (i) Soit #» un enticr 2> 2. Montrer que 1'on a

f' *= d¢  _ mn
Jo 14+ % sin (ﬂ:fn)’
cn intégrant la fonction 1/{1 4+ z*) le long du contour formé par le segment
[u, R] de V'axe reel positif, 'arc représenté par Re®, o <t  2nfn, et le
segment représenté par re®%, o < r < R.
(i} Sotent z un entier 2> 2, et x un nembre réel tel que # 7> 1 -+ « > 0.
Evaluer par la méme méthode Pintégrale

iy 51

o
o 1 —+ x"-

24. Soient p, ¢ deux nombres réels > o, » un cntier > 1. En intégrant la
fonction z*~'e lc lang d’un contour analogue au précédent (dans exercice
23), mais avec ’angle 2 l'origine convenablement choisi, montrer les rela-
tions suivantes :

T el —p cog < dx — (n-— 1) 'Re(p -} :'q)",
jo x*—Ye—Ptcos gx dx ToEwor

(n— 1) Im(p + ig)
"+ &)

(On rappelle que fmx" "l rdy — (n—1) !.)
<o

kol
f xlemPrsin gy dx =
Yo

25. (i) Montrer que la fonction = cotg wz est méromorphe dans tout le
plan complexe, qu'elle a comme pbéles simples les points z = #, » entier,
ct que son résidu au pdle z = n est égal & 1 quel que soit 7. Soit

Sz} = P(2){Q(z)
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I11. Développements ¢ic Taylor et de Laurent. Points singuliers ot résidus

une fraction rationnelle telle que deg Q > deg P + 1, et soient 4y, a,, ...,
4, ses poles simptles, §,, &s, ..., &, les résidus correspondants. On suppose
de plus que les a, ne sont pas cntlen, pour 1 € ¢ < m. Demgnons par v,

le périmétre du carré ayant pour sommets + kn T?I) + kn +—‘

n entier positif. Montrer qu’il existe deux nombres réels positifs M,, K
qui e dépendent pas de n, tels que 'on ait

3

a) mecotg mz| < M, sur y.,
b) | £zl < K[lzl* pour |z| assez grand.

En déduire que l'on a

}er; f;f(z)ﬂ cotg =z dz — o,

et que

(1) lim X f(p=— 2 bqﬁcmg..aq.

AR =N o, 195

(R.emarquc: b) entraine que lim > J(#) existe, donc on peut

R b e — L pE AT

remplacer le premier membre de (1) par b f(p).)

—%GpE=x
Exemple : 3 1/{a + &n%), % n¥{{n* + a*) (4, b réels positifs).
1 nZx{
(ii) Montrer que la conclusion reste vraie méme si on a seulement
deg O > deg P. +Montrer d'abord qu'on peut écrire f(2) = g:2, + ¢z,
avec une constante ¢, une fraction rauonnel]e r'z+ qui satisfait aux condi-
cmg

tions de (i); montrer ensuite que ’ “d: =0 ‘les intégrales prises
L
sur deux cotés opposés se détruisent . Rcmarque : lim X St
Lomem— g fenn’

n’existe pas en général dans ce cas'.

. cyol I
Exemple : Calculerlim 3, . eten déduire la valeur de X, ———
Aaw —npmad T P.‘;}p\"—‘b'

pour x non entier.

(iii) Soit » un nombre réel tel que — = < x << =. Montrer que :
c) il existe un nombre réel positif M,, qui ne dépend pas de n, tel que
I'on ait

e]n
. it < M, Sur Y,
d) lim £ _dz=o

L TAZ sin ﬁ(’.’
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Exercices

(Remarquer gue on peut écrire

e . (s ros
f : &:2:[%&4—23]—“{1—“—&
1,2 510 =g < 5in xZ 1z sin mz

ot y, (resp. ya} désigne le segment de dreite représenté parz —n + EI_'I— iy,
¥ <n+ —E— (resp. z=x+ i(n + %), Jxl<n + %). et utiliser ’exercice

14) du chapitre 1.) En déduirc cnfin que, si f (z) est une fraction rationnelle
satisfaisant aux conditions de (ii), on a

Lm 3% (—1)Pf(per=—zx 2 4 ¢

Ried —hEpign tggEm qSl-.!.'l. Tdy

Exemple ; prendre f{z) = tf{x — z), et montrer que, si — x < « < =,
on a

z(_ﬂl)“oosm__ﬂ_cosu T

ot £3...p*  eoxsin wx  ax?
3 2SN er  wsin ax
2= 5= '
nzi xX*—n 2 sl nx

pour x > 0,1, +2,...

‘119



CHABITRE TV

Fonctions analytiques de plusieurs variables;
fonctions harmoniques

1. Séries entiéres a plusieurs variables

Dans ce qui suit, on se bornera 3 raisonner dans e cas de deux variables
pour nte pas compliquer les notations; mais le raisonnement se transpo-
serait sans difficulté au cas d'un nombre fini quelconque de variables,

1. L’arciere K[[X, Y]}

Une série entitre formelle en X et Y & coefficients dans un corps K est

unc expression de la forme (X, Y) = b ap, o XFY?, ot les coefficients g, 4
apparticnnent au corps K. Pra20

On définit, comme au chapitre 1, § 1, t'addition de deux séries entidres
farmelles et la multiplication d’une série entiére formelle par un scalaire.
L’ensemble K[[X, Y]] des sérics formelles est ainsi muni d’une structure
d’espacc vectariel sur le corps K. On définit le produit de deux séries entitres
formelles, et K({[X, Y]] devient une algibre.

On définit Perdre d’une série entiére formelle non identiquement nulle :
c’est le plus petit entier n tel que

2 4, JXPYs £o.
pH+qgq—n
On montre que Pordre du produit de deux séries non nuiles est égal a la
somme des ordres de ces séries; en particulier, K[[X, Y]] est un annean
d’intégrité,
Nous ne développerons pas la théorie de la substituden de séries entiéres
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§ t. Séries cntiéres 3 plusicurs vaniables

formelles aux lettres X, Y, théorie qui ne présente du reste aucune diffi-
cubté particuliére, Les series que 1'on substitue doivent étre d’ordre = 1.
A titre d’exercice, le lectcur pourra démontrer une proposition analogue
4 la proposition 5.1 du § 1 du chapitre 1.

2. DOMAINE DE CONVERGENGE D'UNE SERIE ENTIERE MULTIPLE

On suppose désormais que le corps K est I'un des corps R ou 6. Comme
on le fait au chapitre 1, § 2, n® 3, on associe 4 chaque série formelle

Z Qg, qu‘”Y'Ir

gt

la séric & termes positifs (ou nuls)

2_ apql(r)P(rs)?
PEL

ry et ry désignant deux variables réelles 2= o,

Soit I' 'ensemble des points (r;, r,} du gquart de plan 7, 22 0, 7, = 0,
tels que Ejlap‘¢|(ri)"(r2}9< } w. La série Eaplq(zl)ﬂ(zzjq est donc

P g na
absolument convergentz pour tout couple de nombres (réels cu complexes)
Zy et z, tels que |z, <7 7, |2o) <0 1y L'ensemble ' n'est pas vide, car il
contient &videmment lorigine (o, o).

Définition. On appelle domaine de convergence de la série S(X, Y) I'ensemble A
des points du quart de plan r; > 0, 7, > o intérieurs a T

Le domaine de convergence est done un ensemble ouvert du quart de plan.
Cet ensemble peut étre vide : il est en eflet facile de construire un exemple
oi | se réduit 4 Vorigine.

Si un appligue ta définition précédente dans ic cas d’une seule variahble £,
on veit que le domaine de convergence n’est pas autre chuse gue Pintervalle
[0, 5], » désignant Je rayon de convergence de la série entitre,

ProrostTION 2. 1. Pour que (ry, ro) & A, il faut et il suffit qu'il existe r{ > 1y,
£ > 1y tels gque {ri, n)eT.

La condition est nécessaire, puisque la série 2 |a, o] (r1)#(r3)7 doit converger

en tout point suffisamment voisin (7, 7,). The est suffisante, car alors T
contient tous les points (5, pa) tels que gy < rf, py <C 71, €t par suite le
point (r;, ry} est intérievr a 1.

En particulier, une condition nécessaire et suffisante pour que le domaine
de convergence A ne soit pas vide est qu’il existe au moins un couple
{r,, 5} dc nombres > o tels que

E lap, o} (r1)}#{re}? << + 0.
P

I21



IV, Fonctions aruilytiques de plusieurs variables; fonctions harmoniques

ProrosirioN 2. 2. 8i {r,, r,) appartient au domaine de convergence, la serie
S(zy, 2,) converge normalement ponr |z,) <1y, (2. &0 re- St ({24t [2ql) #Wap-
partient pas & Vadhévence de T, la série S(z,, 2,) est divergente.

N

La démonstration repose, comme dans le cas des séries 4 une variable,
sur le lemme d’Abel :

LemME. Sz |a,  |inp{r)? < M (M indépendant de p ot ¢), ot 5i 7| <7,
ry << 13, alors la série X a, o(2,)P{2.)7 converge normalement pour 1z, < ry,
22| & 7o "

Ce lemme sc démontre aisément en majorant les valeurs absolues des
termes de la série par les termes d'unc progression géomeéirique double.
On laisse au lecteur le sein de déduire la proposition 2. 2 du lemme d*Abel.

Par abus de langage, on appelle aussi « domaine de convergence » 'en-
semble des couples {z,, z.) tels que {jz,], &|) apparticnne au domaine de
convergence A, lle méme, pour une seule variable complexe z, le domaine
de convergence est le disque ouvert [z] < 3, » désignant le raven de conver-
gUnCe.

3. OPERATIONs SUR LES SERIES ENTIERES CONVERGENTES.

ProrosiTion 9. 1 {addition &t mulriplication des séries entiéres). Suif un ouvert
D contermu dans le domaine de concerence de la séme A(X, YY) #f dans celut de la série
B(X, Y. Adlars D est contenu dans le domaine de comvergence de charnune des séries.

SIX,¥) = AX, Y) — B(X,Y), P(X,Y) = A(X, Y).B(X, Y_.
De plus, st |z, |25} €D, on a
5(zy, 2a) — A2y 22) + Blgg, 24, Pz, 2) = A2y, 2,) Blzy, 5).
La démonstration est analogue a celle donnée dans le cas des séries a

unc variable.
On définit d'unc wmaniére évidente les dérivées partielles d'une série

entitre S(X, Y) = Na YT

it
not
a8 AN -
—_ — Ky
\ X p-.-".rpap- * '
ins Ay o
o~ x!;\« - 1‘
! aY Ty W

L. 08 . . ..

ProrositioN 3. 2. La série ;X a mime domaing de convergence que la séne 8.
Lorsque (|2}, | 2al) est dans ce domnine, la fonction " (7  la dévicée parts

rsque {|zy|, | 2al} est dans ce domaine, la_fonction X (24, 23) est la dérivée partielie

{par rapport @ la variable réelle ou complexe 2, de la fonction ${z,, z,}.
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§ 2. Fonctions analytiques

La démonstration est calquée sur celle de la proposition 7. 1 duchapitre 1 § 2.
Au moven de dérivations successives on démontre la formule
g =1 98 (o, o}

FEoplel  azPozd

(3- 1)

2. Fonctions analytiques

On considére ici des fonctions de plusieurs variables réclles ou complexes,
définies dans un ensemble cuvert D. Pour simplifier on raisonnera sur le
cas des fonctions de deux variables.

1. FONCTION DEVELOPPARLE EN SERIE ENTIERE

Définition. On dit qu'une fonction f(x, ), définie au voisinage d’un point
(xps Vo, est développable en série entitre au point (xg, y,) 8"l existe une série
entitre formelle 3{X, Y) dont le domaine de convergence ne soit pas vide
et telle que l'on ait :

Sx ) = S{z—xg, y—4)

pour jx —x,| £t |y — y,| assez petits.

La séric entitre 8, si elle existe, est unique d’aprés la formule {g. 1) du § 1.

En raisonnant comme au chapitre 1, § 4, on €tablit les propriétés suivantes :
5i f{x, y) est développable en série entiére au point {x,, 7,), 1a fonction
J ost indéfiniment deérivable dans un voisinage de (x,, y,). Le produit fg
de deux fonctions f et g développables en série entiére au point {x,, )
est développable en séric entitre an point {xg, ¥,); si ce produit est identi-
quement nul dans un voisinage de {(x,, ¥,), alors Pune au moins des fonctions
[ et g est identiquement nulle au voisinage de {x;, ).

2. FonoTrons ANALYTIYUES, OPERATIONS SUR CES FONCTIONS

Deéfinition. Une fonction f{x, y) & valeurs réelles ou complexes, définie
dans Pouvert ID, est dite analytigue dans D, si, pour tout point (x,, y,} € D,
la fonction f(x, y) est développable en série entidre au point {xy, yoj.

Nous nous bornerons 4 énoncer sans démonstration les propriétés suivantes :
Les fonctions analytiques dans un ouvert D forment un anneau, et méme

une algébre, 5i f(x, ¥} est analytique dans D, — 1 _ st analytique en
tout point (x4 y) €D ou fixg ¥ # o S 3

Toute fenction analytique dans ID est indéfiniment dérivable, et ses dérivées
sont des fonctions analytiques dans . La composée de deux fonctions
analytiques est analytique : d’une fagon précise, si f {x, ¥, 2) est analytique
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1V, Fonctions analytiques de plusicurs variables; forctions harmoniques

dans D, et si g.{u, ), £,{u, ¥}, g3{, v} sont analytiques dans un ouvert D’
et prennent leurs valeurs dans D, alors la fonction composée f(g,(u, ),
2zt v}, ga(w, )} est analytique dans 1Y,

ProrosiTiON 2. 1. La somme d’une série enticre multiple esi une fanction analytique
des variables dans le domaine de convergence.

La démonstration serait analogue % celle de la proposition 2. 1 du § 4
du chapitre I. Le Jecteur énoncera une proposition analogue 4 la proposition
2. 2 du méme paragraphe.

5. PRINCIPE DU PROLONGEMENTF ANALYTIQUE

TutorbMe. Soif f{(x, y) une fonction analytigue dans un ouvert connexe D, et
so0it (xp, yo) @ D. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f el loutes ses dérivdes s annulent au point (x4, yo):

b} £ est identiquement nulle dans un voisinage de (x4, 3o);

c) [ est identiguement nulle dans D,

La démonstration est calquée sur celle du théoréme du chapitre 1, §4, n®3.

CoroLLaire 1. L'anneau des fonclions analyfigues dans un ouver! connexe D est
un anneau d'iniégrité.

CorOLLAIRE 2 {principe du prolongement analytique). Si deux fonclions ana-
iytiques f el g dans un ouvert connexe D coinciden? au voisinage d’un point de D,
elles sont identiques dans D.

3. Fonctions harmoniques de deux variables réelies

1. DEFINITION DES FONGTIONS HARMONIQUES

Définition. Une fonction f{x, 3} des deux variables réelles x et y définie
dans un ouvert I} est dite harmonigue dans D sl elle est deux fois conti-
niment difffrentiable et satisfait 4 la condition :

0 W
(- 1) Y 2yt

L’opérateur d:ﬂ‘crcnhcl ww —i—
vent A,

On définirait de méme les fonciions harmoniques d’un nombre fini
quelcongne de variables réellcs; mais ce qui va suivre ne s'applique qu'au
cas de deux variables,

0 s’appe]le le laplacien. On le note sou-
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§ 3. Fonctions harmoniqucs de deux variables réelles

Introduisons les différentiations ﬁ et Tb_.' par rapport 3 la variable complexe
& Al

Z = x - 1y et A la variable conjuguée T = x - - iy {Cf. chapitre i, § 2, n9 3).
On a
o2 b b
I 2 0 .,
(1. 2) ot T Yazoz

et par suite la condition (1. 1) est équivalente a la suivante :

»f
(r-3) dzoz

La relation (1., ) exprime donc que f est une fonction harmonique.

Remargque. Les fonctions f considérées pcuvent prendre des valeurs com-
plexes ou des valeurs réelles. Pour qu'une fonction 3 valeurs complexes
S=P+iQ {P et Q étant 4 valeurs réelles) soit harmonique, il faut et il
suffit, d"aprés (1. 1), que P et € solent harmoniques. Nous désignerons
souvent P par la notation Re {f) et Q par Im{f).

z, FoncTions HARMONIQUES ET FONGCTIONS HOLOMORPHES

ProposrrioN 2. 1. Toute fonction holomorphe est harmonique.
En effet, si f est holomorphe elle est indéfiniment dérivable. De plus

on a b;_f = 0, €t en prenant la dérivée b% on obtient la relation {1. 3).

CoroLLaRE. La partic réelle ¢f la partie imaginaire d'une _fonction holomorphe sont
des fonctions harmonigues.

Par exemple, log |z} est une fonction harmonique dans tout le plan
privé de l'origine; en effet, au voisinage de chaque point 2 # o, logz
posstéde une détermination, et log |z} est la partie réetle d’une telle déter-
mination.

ProOPOSITION 2. 2. Toule fonclion réelle g{x, ¥} harmonique dans un ouvert D esi,
ay voisinage de chague poini de D, la pariie réelle d’une fonction f holomorphe au
voisinage de ce point, et délerminge & Uaddition prés d’une constante.

2
;; §E = @, ¢t par conséquent
gﬁ est holomorphe dans D. 1Lz forme différentielle aai?dz admet dong
1z z

Démonstration. Puisque g est harmonique, on a

localement une primitive f; autrement dit, au voisinage de chague point de

125



IV, Fonctions analvtiques de plusicurs variables; fonctions harmoniques

D, il existe une fonction f, déterminée 2 Vaddition prés d’une constante,
telle que

— 222
(2. 1) df = 2bzdz'

Cette relation prouve que f'est holomorphe. Passons 4 'imaginaire conjugué
dans la relation {2. 1}; on obtient

(2. 2) af = 2 dz,

puisque, la fonction g étant réelle, les fonctions ‘-—‘5 ct ‘i" sont imaginaires

conjuguées. En ajoutant (2. 1) et (2. 2) on obuent

T+ T) =dg;

donc g est égale 4 la partie réelle de f, augmentée éventuellement d'une
constante réelle.

I} reste & montrer que si deux fonctions f; et f,, holomorphes au voisinage
d’ur méme point, ont méme partie réelle, lenr différence f=f, — f,
est constante. Or on a d{f  F) = o, cCest-a-dire

gdz + b‘;dz =0,
0z aZ
.S of -
ce qui exige <& =0, - = 0. C.Q.F.D.

Remargue. Etant donnée une fonction g réelle et harmonique dans un ouvert
D, il w’existe pas toujours de fonction f holomorphe dans IJ tout entier, et
dont la partic réelle soit égale & g. Par excrnple, si D est l¢ plan privé de Pori-
gine log ¢ n'est pas la partie réclle d'une fonction holomorphe dans D,
puisque le logarithme de z ne posséde pas de détermination uniforme dans I.
La proposition 2. 2 cxprime seulement que toute fonction harmonique réelle
est localement la partie réelle d’une fonction holomorphe. Cependant :

COROLLAIRE., 8T 1} esf un ouvert simplement connexe, tonte fonction g réelle el
harmonique dans D est la partie réelle d’une fonction [ holomorphe dans D.

En effet, 1a forme différenticlle 2—£dz admet une primitive dans D

(cf. chapitre 1, § 1, no® 7, théoréme 3).

3. LA PROPRIETE DE MOYENNE

On a vu au chapitre 11, § 2, n? | que toute fonction holomorphe / dans un
ouvert 13 posséde la propriété de movenne : pour tout disque fermé contenu
dans T, la valeur de f au centre du disque cst égale 4 1a movenne des
valeurs de f sur le hord de cec disque.
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§ 3. Foaoctions harmoniques de deux variables réelles

Proposrrion 3. 1. Toute fonction harmomgue dans D posside la propricté de
moyenne,

il suffit de le démontrer pour une fonction harmonique 4 valeurs réelles;
en effet Ie cas d'une fonction harmonique & valeurs complexes s’y raméne
en séparant le réel et l'imaginaire,

Soit donc g harmonique réelle dans D, et soit S un disque fermé contenu
dans D). D'aprés le corollaire de la proposition 2. 2, il existe une fonction f
holomorphe au voisinage de S et dont la partie réelle soit g. La valeur de f
au centre de S est ¢gale & la moyenne de fsur le bord du disque; en prenant
1a partic réelle, on voit que la valeur de g au centre de § est égale A sa valeur
moyenne sur le bord du disque. C.Q.F.D.
Nous verrons plus loin (§ 4, n® 4) que réciproquement, toute fonction
continue qui posséde la propriété de moyenne est harmonique. Autrement
dit, la propri¢té de moycnne earactérise les fonctions harmoniques.
Au chapitre 111, § 2, n® 2, on a démontré le principe du maximum pour toutes
les foncrions continues {4 valeurs réelles ou complexes} qui possédent la
propriété de moyenne. Le principe du maximum s’applique donc aux
fonctions  harmoniques.

4. ANALYTICFTE DES FONGTIONS HARMONIQUES

ProrosiTion 4. 1. Tonfe fonction g(x, y), harmenique dans un onvert D du plan,
st une fonction analytique des varigbles véelles x et y dans D. En particulier, tosie
Jonction harmonigue est indéfiniment dérivable.

Démonstration. On peut supposer g & valeurs réelles, La question étant de
nature focale (puisqu’il s’agit de montrer que g est analytique au voisinage
de chagque point de D), nous allons supposer que g{x, »} est harmonique
dans le disque ouvert x% -~ y?¥ <7 :% Dans ce disqus, g est la partie réelle
d’une fonction holomorphe f; f est développable en série entitre

(4. 1) flzy = Y az

nzxa
Dans cette série, remplagons z par x = fy, et considérons la série
(4 2) Z a(x -+ i)

azd
comme une série entidre A deux variables x et y, étant entendu que, dans
{4.2), (x + 9" est remplacé par son développement

nl .
(4- 3) (x4 i) = 2 plgt" O

= H

Tous les points (x, y) tels que x| - | y| <7 - appartiennent au domatne de
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1V. Fonctions analyliques de plusieurs variables; fonctions harmoniques

convergence de la série double (4. 2). En effet, pour un tel (x, y), il existe
ry > |x) etry > | y| tels que

. ntrp=r<p
et ’'on a

]
ey )t = T ey < .
axmaze P9
En particulicr, la somme de la série (4. 2) est une fonction analytique dans
Je produit des disques

(4- 4) i’fl<4:,—- ol <o

Soit fiz) = 2, G.c" la somme de la série entigre dont les coefficients a,

sont conjugués des coefficients de la série f{z). On a

(4. 5) 2g(x, ) =f(x+8) + flx — ).

Pour la méme raison que ci-dessus, la fonction f{x-—iy) est analytique
dans Pouvert (4. 4). Donc g(x, y) est une fonction analytique dans cet
ouvert. Ainsi la fonction g est analytique au voisinage du centre de tout
disque ouvert dans lequel elle est harmonique. On en déduit fa proposition
4. 1.

5. RECHERCHE D'UNE FONCTION HOLOMORPHE DONT LA PARTIE REELLE EST
DONNEE

On a vu (proposition 2. 2) que toute fonction réelle harmonique g est loca-
lement la partie réelle d'une fonction holomorphe f, que l'on obtient
par une intégration, On va voir maintenant que lorsque g (qui est ana-
lytique} est donnée par un développement en série entiére, on peut obtenir
f sans intégration.

Supposons de nouveau g(x, ¥) harmonique dansle disque ouvert £ 4 y2 <3,
et reprenons les notations du n® 4.

Considérons les deux séries entiéres formelles 4 deux variables X et Y:

fX4iY)= Eﬂa,(x + i),  FX—iY) = f:“‘f"(x — )

On vient de voir que leur domaine de convergence contient Pouvert
(4. 4). On va maintenant substituer & X et Y des nombres complexes x et »,
pourvu qu’ils satisfassent 4 {4. 4); on obtiendra des séries ahsolument
convergentes.

Soit z un nombre complexe tel que !z| < p. On a, d’aprés (4. 5),

Ls

(5- 1) 2 (% Z) = /() + Jlo.
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§ 4. Formule de Poisson; problime de Dirichler

Dans cette relation, remplacons z par o; on ohtient :

2g{0, 0) = f(0) + f (o).

Par différence on a finalement la formule

G2 (5 E) e 0 =S@) b, (TR o)

o1
La fonction cherchée f(z) est donc égale, & Paddition prés d’une conslante ima-

ginaire pure, & la _fonclion connue

(5 3) gg(_z_. i) —z(o, o),

2 2

ablenye par substitution de variables complexes dans le développernent en série enliére
double de In fonction g{x, ¥) des variables réelles x el y.

Remarque. Dans ce qui précéde, on avait supposé que la fonction gix, 3}
était harmonique dans le disque 22 4 3% <7 p% Mais la relation (5. 2) conserve
un sens pour toute fonction g(x, y) analytique réelle et développable en
série entigre dans Pouvert (4. 4} ; 1a fonction f (2} qu'elle définit est dévelop-
pable en série entiére pour |z| < p, donc holomorphe dans ce disque. Mais
it n’est plus certain que g soit la partie réelle de Ia fonction holemorphe
(5. 3). On montrera, & titre d’exercice, que pour gue g soit la partie réefle
de (5. 3}, t! faut et i suffit que g soit harmonique,

Exemple : considérons la fonction

SiR X €05 X

85 9) = oty 1 shty
iz Qﬁnécosf-
~ 2 z
0s® = —sin?
2
et par conséquent
Sk =gz

On peut vérifier que g cst bien la partie réelle de tg z; donc la fonction
donnée g est bien harmonique; c’est la partie réclle de tg 2.

4. Formule de Poisson; probléme de Dirichlet
I. REPRESENTATION INTEGRALE D'UNE FONCTION HARMONIQUE DANS UN
DIEQUE

Soit glx, ¥} une fonction harmonique réelle dans le disque 2% 4+ 3 < p¥;
g est la partie réclle d'une fonction holomorphe

{r. 1) Sl — X a.zn,

nZ2it
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IV. Fonctions analytiques de plusieurs variables; fonctions harmoniques

ct l'on peut supposer g, réel, ce qui achéve de déterminer la fonction f.
Pour r <Cp, on a

(r. 2} g(recos 8, rsin 0} = a, + % Y, 12,87 + Gaem ™),
azl
la convergence étant normale par rapport &4 § qui varie de 0 A 2x. On

a, au second membre de (1. 2), un développement en série de Fourier
dont les coefficients sont donnés par les formules intégrales

s
(1. 3) ay = ﬁf g(rcos s, rsing) de,
0
_ 1 ["g(rcosd, rsing)
(1. 4) 2, = — f; e de pour n>2 1.

Remplagons, dans le second membre de (1. 1), les coefficients a, par leurs
valeurs tirées de (1. 3) et (1. 4). On obtient, pour [2| <7,

(:5) S =g [ atreoss, rang)| 1 42 3 (5)| 4
2x 0 n re'
car on peut ¢changer la sommation et ’intégration en raison de la conver-
gence normale. Or
"ot
I * 2";. (fﬂ“) _fci'—z‘

d’olt finalement la formule

re‘ +z

s,

{1. 6) Flg) =— [ gl(rcosé, rsin e)

valable pour |z|<Ir.

Cette formule intégrale exprime la fonction holomorphe f(z) daus le
disque |z| <Z 7 A 1'aide de sa partie réelle sur le bord du disque.

Dans (1. 6), prenons la partie réelle des deux membres. On ohtient

ix izi
(1.7) glx, y) = Pyl g(rcos, rsmﬂ)i—‘d—zlgdﬁ

{avec z = & + #5).

Cette formule est valable dans le disque ouvert x® L ¥* < r?% quelie que
soit Ja fonction g harmonique réelle dans le disque x® + y®<7z? (avec
r << ¢). En fait la formule (1. 7) est aussi valable pour une fonction harmo-
nique g & valeurs complexes, comme on e voit en séparant le réel de U'imagi-
naire. La relation (1, 7) porte l¢ nom de formule de Peisson, et la fonction
F?:A—_—'z—ﬁ qui figure sous le signe d’intégration s’appelle le noyan de Potssan.
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§ 4. Formule de Poisson, probléme de Dirichlét

2. PrRorRIETES DU NOYAU DE POsson

Fixons r et 4; alors le noyau de Poisson est une fonction de 2 = x + 1y,
définie et harmenique en tout point sauf au point z = re®. Le fait que cette
fonction cst harmonique vient de ce qu'elle est la partie réelle de la fonclion

A . .
holomorphe . =. Le noyau de Poisson est nul en tout point du cercle
7

|z} = r autre que le point z = re*. Il est > o dans le disque ouvert |z| < 7.

Fixons maintenant r et z, avec |z| < r. Alors le noyau de Poisson est une
fonction péricdique de §, 4 valeurs strictement positives; si on considére
cette fonction de § comme la densité d’une distribution de masses positives
sur le cercle-unité, la masse totale de cctte distribution est égale a -| 1, en
vertu de la relation

Moo .2
(2. 1) L r—lél—dﬁml

am J, {re% — z|?

qui se déduit de (1. 7) en prenant pour g la constante 1 (qui est harmo-
nique).

3. ProBLEME DE DIRICHLET POUR UN DISQUE

Le probléme de Dirichlet consiste en ceci : une fonclion conunue est
donnée sur le cercle de centre o ct de rayon r, au moyen d'unc fonction
continue f(4), périodique de période 2m. On se propose de trouver une
fonetion F{z) de la variable complexe 2z, définie et continue dans le disque
fermé |zi < r, harmonigue dans le disque ouvert |z| <Cr, et satisfaisant &

Flre) == f{(8).

En d’autres termes, il s’agit de prolonger la fonction continue donnée sur le
cercle, en une fonction continue dans le disque fermé et harmonique dans
le disque ouvert.

(n se hornera & considérer le cas ot les fonctions donnée f et inconnue F
sont & valeurs réclles; le cas des fenctions 4 valeurs complexes s’y rameéne
en séparant le réel et Vimaginaire.

THEOREME. Le problime de Dirichlet pour un disque jrosséde une solution ef une seule.

Démontrons d’abord Punizité de la solution si elle existe. 51 F, ot F, sont
deux solutions du probléme, la différence Fy — Fy == G est continue dans
le disque fermé, haimonique dans le disque cuvert, nulle sur le bord du
disque. 11 suffic donc de prouver le :

Lemue. Une jonction G, définie ef continue dans un disque fermé, karmonique dans
le disque ouvert, nulle sur le bord du disque, est identiquement nulle,
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IV. Fonctions analytiques dc plusicurs variables; fonctions harmoniques

En effet le disque [ermé est compact; G atteint sa borne supérieure M
en un point du disque fermé, 5i M était > 0, ce point serait intérieur au
disque. D’aprés le principe du maximum (cf. chapitre 1, § 2), G serait
constante et égale & M dans tout le disque ouvert, donc aussi dans le disque
fermé par raison dc continuité, et cect contredit i*hypothése suivant laquelle
(+ est nulle sur te bord. Pour la méme raison, Ia borne inférieure de G dans
le disque fermé est 0. Donc G est identiquement nulle,

L'existence d’unc solution du probléme de Dirichlet va étre établic au
numéro suivant.

4. SQLUTION DU PROBLEME D& DIRICHLET POUR UN IMEQUE

Posons, pour |z| <7,

w27 2z 2
) Fis) = L r _!_d_.d .
(4 1) (@ =5 [ SO o
On va montrer que la fonction F ainsi définie est harmonique et que
Pont a

(4. 2) S{og) — lim F(z).

za-rella
[z§=lr
Denc la fonction F, prolongée par f sur le bord du disque, est une solution
du probléme de Dirichlet, ce qui achévera d’établir le théoréme du n® 3.
La fonction F définic dans Pintérieur du disque par la relation {4 1)
cst évidemment la partic réelle de

1 re® 5z
L [0z

et ceci est une fonction holomorphe de z dans le disque cuvert, en vertu
de la différentiation sous le signe d'intégration. Donc F est bien harmonique
dans le disque ouvert.

Il reste & montrer la relation {4. 2). Voici I'idée de cette démonstration :
le noyau de Poisson définit une distribution de masses positives ¢., de masse
totale 1, qui dépend du point z intérieur au disque de rayon r. On va
montrer que lorsque 2 tend vers un point re, cette distribution de masses
tend vers la distribution formée d’unc masse + 1 placée au point res.
TYune fagon précise, si 1'on se donne un arcid—#y| << v du cercle de
rayon r, contenant le point re®s) la masse totale de la distribution =, portée
par cel are tend vers 1 lorsque le point z tend vers res, Il revient au méme
de montrer gue la masse totale de la distribution -, portée par ’arc complé-
mentaire tend vers 0 lorsque z tend vers le point re™ en restant intéricur
au disque. Nous voulons done prouver le :
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§ 4. Formule de Poisson; probieme de Dirichlet

Lemme, — L'intégrale

I r?—jz|?
2% J il 18— 21°

(4- 3) dq

lend vers o quand z ifend vers re''c en restant de module <y,

Démonstration du lemme : pesons z = pP=. Si |a— 64| < %‘ on a

n
|¢ |/2

pour tout § satisfaisant & |8 —6,] => ». Donc, sous le signe &’intégration
on o oa

{re® — 2| > rsin %|

et par suite 'intégrale (4. 3) est majorée par !

(r®—p%). Ceci tend
r¥zin2
2
bien vers 0 lorsque  tend vers r.
Ce lemme étant maintenant établi, nous pouvons démontrer la relation

{4- 2). On a, compte tenu de (2. 1),

I

(4-4) F)—/(80) = - f U =) ekl [

bEr |re! — z|®
I o e jzjt
L N AL f(ea))—‘—lm,,__z[gdﬁ-

Donnons-nous ¢ > 0. La premiére intégrale du second membre de (4. 4)
est, en valeur absolue, mmajorée par la borne supérieure de | £(8) — f(8,)}]
quand |§ — fg| < ¥, puisque la masse totale de la distribution positive ¢,
est égale 2 1. Puisque f est continue, on peut choisir y de maniére que la

valeur absolue de la premiérc intégrale soit g%- Ayant ainsi choisi v,
nous pouvons majorer la valeur absolue de la deuxiéme intégrale du second
membre de (4. 4) par 2 Mm, M désignant une borne supérieure de | £{6)|,

et m désignant la valeur de I'intégrale (4. 3). D’aprés le lemme précédent,
m tend vers 0 quand z tend vers re. Donc dés que z sera assez voisin de rés,

la valeur absclue de la seconde intégrale sera g—;-A On a alors

[F(z) —f(8)] <+,
ce qui démonire (4.2).

Le théoréme du n® 3 cst ainst entiérement établi, et la formule {4. 1)
explicite la solution du probléme de Dirichlet.
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5. CARACTERISATION DES FONCTIONS HARMONIQUES
PAR LA PROPRIETE DE MOYENNE

On a vu (§ 3, n® 3) que toute fonction harmonique posséde la proprideé
de moyenne. La réciproque est vraic :

TutorkEMe, Toute fonciion continue f dans un ouvert D, ayant la propriété de
moyenne dans I3, est harmonique dans D,

Démonstration. 11 suflit de montrer que f est harmonigue au voisinage de
chaque point de D; pour cela nous allons montrer que si K est un disque
fermé contenu dans D, f est harmonique 2 intérieur de K. Considérons
Ia restriction de f au bord du disque K; d’aprés le théoréme du n0 g, il
existe une fonction ¥ continue dans K, harmonique & Uintérieur de K,
et qui coincide avec fsur e bord de K. La différence F — Fest nulle sur le
bord de K et satisfait au principe du maximum a Pintérieur de K, puis-
gu’elle posstde la propriété de moyenne. D’apres le principe du maximum
{cf. le lemme du n¢ g), F — f est identiquement nulle dans K. Donc f
coincide, dans Pintéricur de K, avec la fonction harmonique F, et par suite
F est bien harmonique & I'intérieur de K.

5. Fenctions holomorphes de plusieurs variables complexes

1. DEFEMITION D'UNE FONCTION HOLOMORPHE

Considérons n variables complexes 2z, = x, — 5. {r € k5, ). En raison-

nant comme au chapitre 11, § 2, n® 3, on voit que ia différentiellc d’une fonc-
tion continfiment différentiable f s’écrit sous la forme

(1. 1) =3 (bfdz;. - “f )

r=1 Ak

Fixons toutes les variables sauf'la variable z,; pour que la fonction partielle
soit une fonction holomorphe de 2, 11 faut ct il suffit que g =0, §il en

&
cst ainsi pour chacune des variables z;, la différentielle df est combinaison
linéaire des dz,.. Réciproquement, si #f est combinaison linéaire des dz,,
la fonction £ est holomorphe séparément par rapport 3 chaque variable z;.

Définition, Une fonction f (24, ..., 2.} définie dans un cuvert D de 'espace €~
des # variables z, est dite holomorphe dans D st elle est continfiment diffé-
rentiable ct si en cutre sa différenticlle df est égale 4

2 g‘It:!‘z;.,.
A DZ:.-
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§ 5. Fonctions holomorphes de plusicurs variahles complexes

Il est clair qu'une fonction analytique des variables complexes z. est
holomorphe.

TngorEMe. Une fonction continue dans un ouvert 1D, holomorphe séparemuent par
rappori & chague wariable complexe z,, est holomorphe dans 1Y et méme analytique
dans D.

La démonstration de ce théoréme va faire 'objet des deux numéros sui-
vants. Ce théortme cntrainera notamment que toute fonction coutinue,
holomorphe séparément par rappart 4 chaque variable z,, est continlvnent
différentiahle et méme indéfiniment différentiable. Il cntralnera d’autre
part Péquivalence des notinns d’holomorphie et d’analyticité pour les
fonctions de plusieurs variables complexes.

2. ForMULE INTEgRALE DE (avuchHy
Considérons d’abord le cas de deux variables complexes z; et z,.

Prorosrrion 2. 1. 8 f(2,, 2o) est continuz dans le produit des disques
{2.1) 122l << g |Zal < 29
et holomorphe séparément par rapport & z, &8 & 24 dans (2. 1), on a, lorsque

|24l <ﬂ=<=k (k = 1, 2),

I Lo) 44, d%
R - o)

Dintégrale double éiant prise sur le produit des cercles ()| = ry et {{; = ry, chacun
élant parconru dans le sens direct.

Démonstration. Fixons z, dans le disque ouvert |z,i <7 r,. La fonction
Fzy, zg) est holomorphe en z, dans le disque |z;| << p;. On peut donc lui
appliquer la formule intégrale de Cauchy {chapitre 1, § 2, no 5):

: S 20)
@8 Sl = f A pour n]<n,

Fixons maintenant I, tel que ¢y] = r,. La fonction f(Z;, z,) est holo-
morphe €n z, pour |z,| <C pg. On a done de méme

(2. 4) F 22} = Q_i f Mdc pour [z, <Cra

ITet=rs o2 — <2

Sous le signe d’intégration de (2. g}, remplacons f (X,, 23) par sa valeur
tirde de (2. 4). Puisque la fonction f (%4, {,} est continue, on obtient préci-
sément Iz formule (2. 2).
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Remorgue (due a Iartogs). Soit f{z,, z) une fonction définic et continue
dans la réunion des deux ouverts (oft & > 0 est trés petit) :

(A) 121 << Py 1z < s,
(B} p1— & <lzp <Tpy, Z4] < 7ge

Supposons que, dans {A), f soit une fonction holomorphe de 2, et que,
dans {B), f snit une fonction holomorphe de ¢,. Alors f se prolonge en une
fonction holomoerphe des variables z; et z, dans 'onvert {2, 1}, £t cette
fonction prolongée satisfait & la formule intégrale (2. 2).

Indications sur Iz démonsiration. Chuisissons arbitrairement 7, et r, tels que
i <0 55y Ta <X pgy Thais assez grands pour que s<Cry, 7y >3 — 3. On va
montrer que f se prolonge en une fonction, notée encore f{z,, 2}, holo-
morphe dans 'ouvert

(2. 5) g <1, tzg| <C 1a

ct qui, dans cet ouvert, satisfait & {2, 2). D’abord, la relation {2. 3} a licu
pour |z,] << ry, o) << ¢ parce que f est holomorphe en z; dans (A);
ensuite, si |[{,] = r;, 1a relation {2. 4) a lieu pour |z;; < ry parce que f
est holomorphe en z, dans {B). Donc (2. 2} a lieu pour [z, < ry fzp] << =
Or le second membre de {2. 2} cst une fonction holomorphe de 2, et z,
dans (2. 5}; si on note f(z,, 25} la fonction ainsi prolongée, elle satisfait
a (2. 2) dans {2. 5). C.Q.F.D.

La proposition 2. 1 posséde un analogue pour les fonctions de # variables
complexes, Dans ce cas la formuie intégrale {2. 1) est & remplacer par

s (&) [ [t

3. DEVELOPPEMENT EN SERIE D’UNE FONCTION HOLOMORPHE

PROPOSITION 3. t. Sous les mémes hypothéses que dans la proposition 2. 1, la fonction f
est, dans Pouvert (2. 1), développabie en série eniitre double

(3 1) flaw @) = % a;5le)lz)"

La démonstration va étre analoguc a celle donnée dans le cas d’une variable
complexe {cf. chapitre m, § 2, n? 6, théoréme 3}.

Cn sait d&ja que si le développement en série entidre existe, il est unigue
car c'est nécessairement le développement de Taylor de f a 'origine. I
suffit donc, étant donnés 1| et r tels que

ff < Py r < P
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§ 5. Fonctions holomorphes de plusieurs variables complexes

de trouver une série entitre double qui converge normalement vers £{z,, z,)
dans le prodait des disques

|2 < 7, |z << ra.

Choisissons r; et ry tels que 1| < ry < gy, 11 <C 1, < ps; et appliquons la
formule intégrale {2. 2) pour |z| < 7|, [¢,) 7. On a

1 _ {z1)°(22)9
3-2) (Gi—a) (Ba— 23 woze (80P 1) Y

et cette série converge normalement pour |z] <<, [i=r{i=1, 2).
Sous le signe d’intégration du second membre de {2. 2), remplagons

par sa valeur tirée de (3, 2). En vertu de la conver-

i
(81— 21) (€2 — z4) . .
gence normale on peut intégrer terine 4 terme, et 'on obtient précisément
(3. 1), ol les coefficients a, , sont donnés par la formule intégrale

a =__I_ f(cv Egz dr, dt..
o = g

La proposition 3. 1 est ainst démontrée.
On a une proposition analogue pour n variables complexes,

11 est clair que le théoréme énonce 4 la fin du n° 1 résulte de la propo-
sition §. I.

(3-3)

Remarque. On peut démentrer qu'unc fonction (2, .i., 2.), holomorphe
séparément par rapport 2 chaque variable dans un ouvert D, est continue
dans D, et par suite holomorphe. La démonstration est délicate et ne sera

pas donnée ici.
4. CALCUL DES COEFFICIENTS DU DEVELOQPPEMENT DE TAYLOR
D’UNE FONGTION HOLOMORPHE

Comimne dans le cas d’une variable, les coefficients a, , peuvent étre exprimés
par des intégrales portant sur la fonction £, Ilsuffit pour cela, dansa relation
{3. 1), de remplacer g; par ri#% et £ par rye's; en intégrant terme A terme
on obtient :

2 N EW
(1) el — 5 [ [ S e reee e wodya,

On déduit de 14 les inégalités de Cauchy :

M(ry, rg)

{4-2) ap, 4 < (1)) ’
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ot M{r;, 7,) désigne la borne supéricure de | f{z,, 25)} pour iz;i=r,
‘Zp] = ry, O, ce qui revient au méme, pour g} K 1y, |2o) < 1y

On laisse au lecteur le soin d'énoncer le théoréme analogue au théoréme
de Liouville, ainsi gue le principe du maxirmum.

5. COMPOSITION DES FONCTIONS HOLOMORPHES

PROPOSITION 5. 1. Soit f(2y,-..,2.) tne fonction holomorphe dans un ouvert D
de C~. Soient
-3 PRRRSY 4

des fonclions holomorphes dans un ouver! DY de CF, lelles que lenurs valeurs en chague
point de 1) sotent les coordonnées d’un point de D,

(tl’ "',!P) _)'f(gl.{fli "'}t.F)! R g"(‘l! " ..,tp))

est une fonction holomorphe de t,, ..., 1, dans Douvert D',

Démonstration. On pourrait utiliser la méthode de substitution dans les
séries entitres convergentes. Comme nous n’avons pas exposé en détail
cette question dans le cas de plusieurs variablcs, nous préférons donner
ict une méthode dont le principe est entiérement différent,

Par hypothése, puisque f est holomorphec on a

(5. 1) if= 2% 4o,

x—:ib&
Puisque les fonctions g, sont holomorphes, on a
D
(5- 2) doy = 3 =d;.
i=1 b‘j

On trouve la différenticlle de [a fonction composée fo g en substituant aux
différentielles dz, dans (5. 1}, leurs valeurs tirées de (5. 2}; donc d{fo g)
est une combinaison linéaire des di;, et par suite fo g est une fonction holo-
morphe des ¢

6. TrfOREME DES FONCTIONS IMPLICITES
PrOPOSITION 6. 1. Soient f; (%1, wvey Xa} Zyy weus Zpts (J = 1y uuy 1), des fonclions
holomorphes au voisinage d’un point x; = aj, Zu = Cv. Supposons que le déierminant
Jouctionnel det (g;_ﬂ) s0it 7% O au point considéréd, Alors les équations

'

(6. 1) P =filx, sy X} &y oo 25) (1—=1, uun

138



§ 5. Fonction: holomerphes de plusieurs variables complexes

peuvent se résoudre lursque les x; sont assez woisins des aj, les z, sont assez voising
des ¢, et les y; sont assez voisins des by = fia,, ..., @ &, ..., €p), de la manitre
sutvante :

(6' 2} xj =§J‘(Jr: ---.-J’n; Ly aeny ZP):

ot les g; sunt des fonctions holomorphes au voisinage du point (by, ..., ba; €15 0.5 Ca).

Démonstration. On va se ramener au théortme classique des fonctions
implicites de variables réelles. Posons

=24 =3+
x5, x5, yh et y; érant réels. Le produit extérieur de; A d%; est égal 3
{dx; -1 dde) A (dx) - - idey = - - 2ide] A dx).
Ainsi on a
(6.3) dghdzs; = —a2iddAdx, etdeméme dyAdF;=—2idy;Ady.

Or, lorsqu'on fixe &, ..., 25 on a

dy A - Ady, — det (g—-fi) diy e A,

iy

dF A AdF, — det(g;_?) dE A M,
\ 3%
d’olt par multiplication

dyNdF N - AdyAdF. =

det(ff) dx, F AR A - Adey A dF

Compte tenu de (6. 3), cela signifie que le déterminant fonctionnel de
¥y Vs e es ¥y Yn PAT TRPPOTt & Xi, Xy - .., Xy . €5t Egal &

_det (g—f’) !g.

SIS

qui est ¥ 0 au point {a, ..., a; €, -.-; 6p) par hypothése. Appliquons le
théoréme des fonctions implicites : xy, xi,. .., 3, s'expriment (localement)
comume fonctions contin{iment différentiables de 3y, 31, . .., 3, et des parties
réclles et imaginaires de zy, ..., Zp. Or le systéme d’équations lindaires

E f’dxf E f.idz

i dxp u O

montre que les dx; sont des combinaisons linéaires des dy; et des dz,. Done
X1y ooy X, SO0, en fait, des fonctions Aclomorphes des yi et des 2.
C.QF.D.



1V. Fonctions analytiques de plusieurs variables; fonctions harmonique

Exercices

1. Montrer que, si f(z) est holomorphe dans un ouvert D, on a, pour tout
zeD,

(B S = 4if (@)
(i) alog(v + £ ()} = 41f" (R (1 + | f(}H*3,

A désignant le laplacien défini au § 3, n® 1.

2. (i) Soit g(z} une fonction holomorphe dans le disque |zj << R. Montrer
que, si 0  r < R, etsi g(2) n’a pas de zéro dans le disque fermé 2| < 1,
on a la relation suivante :

logle(o)| = ;- | loglg(re") ds.

(i1) Montrer que Dintégrale

)

existe ot que sa valeur est égale a 2xnlog 7 {r, f réels, r >> 0).

logre® — ret| do

En déduire que, si1 f () est une fonction méromorphe et = o dans Ie disque
] 2%
2| < R, ersi 0 <r <R, Pintégrale j log f(re'?) d0 est convergente.
o
(i1} Soient a,, a,, ..., a; les zéros et by, by, ..., b, les pbles de la fonction £ (z)
considérée dans (ii}, contenus dans le disque pointé o < |z} < r {chacun

#’eux étant compté autant de fois que I'exige son ordre de multiplicité),
et soit

) =czr e, 2"+ -

le développement de Laurent de f 4 'origine (n est done un cntier%o)_
Montrer que l'on a

. 4 7
2 . 10gLf (re")| do =logle] — 2 loglasi + 2 loglbe| + (n - p—g)logr.
an g j=1 L=1

{Considérer la fonction

s =se (L) I1 2% ] Le=b)

1$jepr{—a)agixa P — 3, 7

et montrer qu'elle est holoniorphe et n’a pas de zéro dans un ouvert conte-
nant le disque fermé |z < 7, et que g{z) =|[f ()] si lg]=r)
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Exercices

3- Les fonctions harmoniques considérées dans ce probléme sont toutes
supposées a valcurs réelles,

{1) 8t f(2) est harmonique dans le disque |z] << R, et si f{z) > o partout
dans le disque, montrer que 'on a les inégalités

ii

pour tout iz} <C R. (Utiliser la formule de Poisson et remarquer que le
noyau de Poisson satisfait aux inégalités

r—|z| rr g r-+ ‘33 ,
rlzl T et — g < r—zi (pour iz} < 1).)

{t1) En déduire que, si f(z) est harmonique et 3> ¢ dans un disque D{a, r)
de centre 4 et de rayon 1, on a

%f (@) < f(2) < 3 f(a)

pour tout z dans le disque DM{a, rf2).

(iit) Soit f{z} une fonction harmonigue et 2> o dans un ouvert connexe
D du plan €, et soit K un compact contenu dans D. Montrer qu’il existe
une constante M, ne dépendant que de D et K, telle que PPon ait

Sz} << M S (z,)

quels que sotent z;, z, dans K. (Montrer qu'il existe un nombre fini de
disques fermés D, satisfuisant aux conditions suivantes :

Do UDRDK,

et, pour deux quelconques d’entre eux, soient D, et TX, il existe une suite
D., ..., D, telle que D, =D, D, =D, et D,j L nD,_j = ¢ pour

i

i=2,14, .., &k Appliquer (ii) 2 chacun de ces disques.}

(iv} Soit {f.(z)] unc suite de fonctions harmoniques dans un ouvert
connexe D), monotone croissante (au sens large) :

So{2g) < fopi{2) pour tout zeDetn =1, 2, ...
8'il existe un ae D tel que sup }f.(a}| << o=, montrer que la suite f, {2}

converge, uniformément sur tout compact dans I, vers une fonction
harmonique. (Remarguer 'équivalence de la convergence de la suite

(falz})et celle de la série T(f,. (2} —fa(z)) et appliquer (iii}.)
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IV. Fonctions analytiques de plusicurs variables; fonctions harmoniques

4. Fonctions sous-hgrmonigues. Une fonction continue et 4 valeurs réelles
définie dans un ouvert 1 du plan G est dite sous-harmonigue si, quel que soit
aeD,ona

(SH) flay <t jffa 7% do

pour r > 0 assez petit.

(i) Sif(z) est holomorphe dans un ouvert D, montrer que | f{z)|° est sous-
harmonique dans I3, pour p > 0.

(i} 81 f.(z), v = 1,2, ..., 1, sont sous-harmoniques dans D, alors les fone-
tions sulvantes sont aussi sous-harmoniques dans D :

.Z a.flz), a>0; sup f.(2)

lgvsln

(iii) 5i une suite de fonctions sous-harmoniques f.{z) dans D converge
uniformément sur tout compact dans D, la fonction limite est aussi sous-
harrnonique.

(iv) Montrer que le principe du maximum s’applique aux fonctions sous-
harmeniques; de facon précise :

{1) Seit fsous-harmnnique dans un ouvert D. Si f posséde un maximam
relatif en nn point e D (i.e. f{2} «<C f{4) pour tout z assez voisin de a},
alors f est constante au voisinage de 4.

{2} Soient D un ouvert borné et connexe du plan, f une fonction sous-
harmonique dans D, ct continue dans D. Soit M la borne supéricure de
f(z) quand z parconrt la frontitre de D. Alors

{a) f(2) < M pour tout zeD);
(by si f{a) = M en un point ae D}, f est constante.

(v) Soit T le bord ortenté d'un compact K contenu dans un ouvert D.
Montrer que, si ¥, » sont deux fonctions (& valeurs réelles) ayant des dérivées
secondes continucs, on a

’ - & _ 0 L
J:L(u-_\u—um,) dxa_’y—j;(uay Ua}.)dx+ (yhx ﬂbx)a’y

{Utiliser la formule de Green—Ritmann citée au chapitre 11, § 1, n° ¢
&
prendre d’abord P == — (;‘ Q= v—. puis échanger ¥ et ».) En déduir

que, si f(2) est une fonction définie dans D, ayant des dérivées seconde
continues, ¢t i ee), cn a

IS ane ad = [" 0t e eds,

Li2



Exercices

pour r > ¢ assez petit. {(Prendre dans Végalité ci-dessus, u = f, v = 1.)
En déduire que

[T vend—s@ s (2 [ sHed

pour ; >> 0 assez petit, et montrer que A fiz} 2> 0, pour ze D, est une
condition nécessaire ei suffisante pour qu’une fonction f{z} ayant des
dérivées secondes continues soit sous-harmonique dans D.

Exemple. Monirer que, si f(z) est holomorphe dans un ocuvert D, la
fonction log {1 + | f{2)|?) est sous-harmonique dans 1.

5. Soitf () une fonction sous-harmonique dans le disque |2] < R. Montrer

que, si 0 <2 ry << R, et si g (2} est )a solution du probléme de Dirichlet dans
le disque |z] <7 7y, telle que g(r,e?} = f(re?), on a

glre") 2= f(re?)
pour 0 < r <Z r,. En déduire que la fonction
1 = )
m(r) = —f f(reYde
2 e
est une fonction continue croissante (au sens large) de r dans o < r << R,

6. Montrer que si f(z) est holomorphe dans le disque |z| < R,  réel
= 0, la fonction

L) == [t

est continue croissante (au sens large) dans o < r < R,
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CHAPITHE V

Convergence des suites
de fonctions holomorphes ou méromorphes;
séries, produits infinis; familles normales

Dans ce chapitre on considére exclusivement des fonctions d’une variable
complexe. Cependant un grand nombre parmi les considérations qui
snivent pourraient s’étendre au cas de plusieurs variables complexes.

1. Topologie de Pespace (D))

1. CONVERGENCE UNIFORME SUR TOUT COMPACT

Seit D) un ouvert du plan complexe €. On notera constamment ¢{D)
Pespace vectorie]l des fonctions confinues {3 valeurs comptlexes) dans Pouvert
13. On notera X(1}) 'espace vectoriel des fonctions kofomorphes dans D.

DMfinttion. On dit qu’une suite de fonctions f, & €(D) converge uniformement
sur fout compact s1, quel gue soit le compact K ¢ D, la suite des restrictions
fJK converge uniformément. Cette déAnition s’applique en partculier au
cas des fonctions de {'espace 3(D).

On sait que la hmite d’une suite uniformément convergente de fonctions
continues ¢st une foncton continue. Donc, si la suite des fonctions continues
J, converge uniformément sur tout compact de D), la fonction limite f est
telle que sa restriction f{K & tout compact K< D soit continuve. Comme
tout point de 1) posséde un veisinage compact contenu dans D, i s’ensuit
que f est continue.

Définition. On dit qu'une série ~, £, de fonctions f,ec:D) converge nariiale-
bl

ment sur tont compact de D, si, pour tout compact K c D, la série des restric-
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§ 1. Topologie de 1'espace C(I)

tions f, K converge normaiement. Autrement dit, sur tout compact K, Ia
série donnée duit étre majorde par une série convergente a termes constanis
positifs. I cst elair que si une séric converge normalement sur tout compact,
les sommes particlles de cette séric forment une suite qui cenverge unifor-
mément sur toul compact.

ProPOSITION 1. 1. Pour gu'une suiie de fonctions f, = (D) converge uniformément
sur tout compact de D, tf suffic {et il faut} que, pour tont disque compact T D, la
sutle des restrictions f,]X converge uniformément. Enoncé analogue pour le cas d’une
série normalement convergente,

En effet, soit K un compact quelcongue contene dans D. On peut recou-
vrir K par les intérieurs d’un nombre fini de dizques compacts contenus dans
D. La proposition en résulte aussitét,

2. THEOREMES FONDAMENTAUX SUR LA CONVERGENCE DES FONCTIONS HOLO-
MORFPHES

TusoriMme 1. 81 une suste de fonctions f, & 36(D) converge uniformément sur toul
compact, la fonction limite f est holomorphe dans D.

Démonstration. On vient de voir que f est continue dans P, Pouwr monirer
que f est holomorphe il suffit, d’aprés le théoréme de Morera {(chapitre o,
§ 2, n® 7, théoréme 4) de montrer que la forme différentielle f{z) dz est

fermée. Pour cela il suffit de montrer que f flgydz =0 chaquc fois que

est le bord d’un rectangle contenu dans D {of. chapitre 1, § 1, proposition
4- 1}. Or sur lc bord du rectangle, £ est limite uniforme de Ia suite des £,
¢t on a donc

j;f(z} dz =Iinmf;f..(z) dz = o,

ce qui démontre le théoréme 1.

Cororraire. La somme d’une série de fonctions holomorphes qui converge norma-
lement sur lout compact de D, est une fonciton helomorphe dans D).

THEOREME 2. St une suile de forctions f, € 36(D) converge vers f € 3(D) uni-
Jormément sur ioul compact, alors la suile des dérivées [ converge wers la
dérivéc f uniformément sur fout compacl.

Démonstration. D*apris la proposition 1. 1, il suffit de montrer que les £
convergent vers f' uniformément sur tout disque compact contenu dans D.
Soit I un tel disque, r son rayon, et prenens pour origine ¢ le centre de 3,
Il existe 7 > r tel que le disque fermé de centre o et de rayon r, soit contenu
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V. Convergence des suites de fonctions holomorphes ou méromorphss

dans D. Ainsi les £, sont holomorphes pour |z,<Cr,+ = (< > 0 ct assez
petit) ot convergent vers f uniformément pour |2| € r,.

Montrons que les dérivées £, convergent uniformément vers f' pour [2| < r
Cela va résulter aussitdt du lemme suivant :

LemMme. 5i g(2) est holomorphe pour | 2] <Trg - <, of 51| g(2)| << M pour |2] < rgy
alors on a

(2. 1) |g’(z)[QM( ! pour |z| K<< rg

—_—
ra—1)*
Démonstration du lemme, On a le développement corvorgent

(2. 2) 2(2) = ;ua..z" pour |z) < rg.
D’aprés les inégalités de Cauchy, on a [a] < 7'\—1‘7 IYautre part, en diffé.
rentiant terme A terme, on a \FoJ

s

(2. 9) &'(2) = X nazr—!.
L)1)
Donc, pour |20 < 7 <, 0N a

(2. 4) g <My

Ty n;‘ ('u)'_l-

n—1
Calculons la somme dela série Z n (rL) ;mi'—testla dérivée det”, donc
n0 1]

¥ ntr—1 est )a dérivée de 1" = 1—1—!, et par suite

n
rir—t 1
z n(__) - ____i.
nz@ rl) | — __f_
To

Dr’ou, en portant dans (2. 4}, I'inégalité

ce qui démontre le lemme.

Remarque. On peut donner une autre démonstration du théoréme 2 en
observant que la formule intégrale de Cauchy

flg=L [foe

ant Sy il— 2z



§ 1. Topologie de I'espace ()

(ol y désigne le bord d’un disque concentrique 4 E et de rayon un peu
plus grand) donne, par différentiation sous le signe d’intégration par
rapport 4 g,
f{yd
f (Z) (x _,)g
On a donc

£1@) = lim f}“)’;’i iow (2

La limite a liex uniformément quand z< 2.

ProrositioN 2. 1. Soit D un ouvert connexe. Si une suite de fonctions halomorpihes
JFoeR(D) converge uniformément sur tout compact de D, ef si chagne f, est /0
en tout point de 1), alors la fonction limile fest 7 0 en lout puint de D, sauf 51 elle
est identiguement nulle,

Démonsiration. Supposons f non identiquement nulle. Alors les zéros de f
"qui est holomorphe d’aprés le théoréme 1) sont iselés puisque D est connexe.
jupposons que f s"annule en g; d’aprés la proposition 4. 1. du chapitre m,
? 5, 'ordre de multiplicité de ce zéro serait égal & intégrale

1 [fz) de
2miJy f(2)

‘tendue & un cercle y de petit rayon et de centre z,. I)’aprés lc théoréme 2,
ette intégrale est limite des intégrales

fife) de.
Salz}

at ces intégrales sont nulles puisque la fonction holomorphe £, ne s’annule
pas. On arrive ainsi 4 une contradiction, et ceci prouve la proposition.

2

Définition. On dit qu'une fonction définie dans un ouvert D est univalente
si l'application qu’clle définit est injective, autrement dit si elle prend
toujours des valeurs distinctes en des points distinets.

Proposirion 2. 2. Soit D un ouvert de C. S une suile de fonctions holomorphes
Joe (D) converge uniformément sur loul compact de D, et si chague f, est uni-
valenle, la forction limite f est nmivalente si elle Rest pas constanie,

Démonsiration. Raisonnons par 'absurde. Soient z; et zp deux points
distincts de D tels que f{z,} = f{zz) — a. Considérons denx disques
cuverts S, et 8,, de centres 2, et gy, et de rayons assez petits pour que
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V. Convergenee des suites de fonctions holomerphes ou méromorphes

S, et 5, soient disjoints et contenus dans I). D’aprés ]a proposition 2. 1,
f. prend la valeur g dans S, et dans S,, pour » assez grand, ce qui contredit
l'univalence de f..

3. TororLoniE DE L'Espace €(D)

On a déja défini ce que I'on entend par suite de fonctions f, e (D) qui
converge uniformément sur tout compact. On va maintenant, d'une fagon plus
précise, définir une topologie sur I'espace vectoriel £{D). Sur le sous-espace
vectoriel #(D) on considérera la topologie induite,

Pour tout couple (K, &} formé d’un compact Kc D et d’'un nombre ¢ > o,
considérons le sous-cnsemble V(K, ¢} de €(D} défini par

{3- 1} FeVIK, s} <= |f{x} < pour rek.

Pour qu'une suite de fonctions £, eC(D) converge vers f uniformément
sur tout compact, il faut et il suffit que, quels que soient K et ¢, on ait :

F—F.eVIK, e pour nr assez grand.

Ceci exprime que la suite des f,e(D} a pour limite le point f dans la
topologie (s'if en existe une) pour laquelle les ensembles V(K, ¢) forment
un systéme fondamentdl de voisinages de o (les voisinages d’un point f
éiant alors définis en effectuant la translation f sur les voisinages de o).

ProrosiTiON 3. 1. [l exisle effectivement sur C(D) une topologic (invarianie
par translation) dans laquelle les ensembles V{K, €} forment un systéme fondamental
de voisinages de 0. Celle topologic est unique ot peul ilre définie par une distance
invariante par translation,

Démonstration. L’unicité de la topologie est évidente, parce qu'on connait
un systéme fondamental de voisinages de o, donc, par translativn, un
systtrme fondamental de voisinages de chague point de Vespace &(D).
Il reste a trouver une distance invariante par translation et telle que les
V(K, ¢} forment un systéme fondamental de voisinages de o dans la topo-
logic définie par cette distance.

Introduisons d’abord une notion : on appelle sulle exhaustive de compacts,
une suite croissante de compacts K;cD {on a donc K< Ky} telle que
tout compact K contenu dans I soit contenu dans Pun des K.

Lexme. H existe dans T une telle suste exhausiive de compucts.

En effet, considérons les disques compacts contenus dans D dont le centre
a des coordonnées rationnelles ¢t dont le rayon est rationnel. Ils forment
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§ 1. Topologie de l'espace (7(D)

un ensemble dénombrable, que l'on peut ranger en une suite D, D,, ...,
D,,... Posons
Ki == Dn!
L)
et montrons que les compacts K; forment une suite exbaustive. Les intd-
rieurs des disques D, forment un recouvrement ouvert de D, et par consé
quent tout compact K contenu dans D est contenu dans un K,

Supposons désormais choisie une suite exhaustive de compacts K, et
posons, pour chaque fe¢(D),

(3-2) M{f) = sup | £ (),
(33) df) = B2~ inf(z, Mi( ).

d(f) est fini, parce que la série du second membre est majorée par la série

géométrique 3, 2= On va prouver que d{f) posséde les propriéiés
suivantes: &'

(3-4) df) =04 f=o0,

(3 5) d(f+ g <d(f) + d(g),
2—4inf(1, M (f)) < 4(f),

G- d(f) <MUf) + 2~

Prouvons (3. 4). Il est clair que, si f est identiquement nulle, d(f) =—o;
réciproquement 4{ ) = o entraine, d’aprés (3. 3), M f) = 0 quel que
soit #, donc la restriction de f & chaque compact K; est nulle et par suite
F est identiquement nulle.

Prouvons (3. 5) : il est évident que

Md{f+a <M+ M(g),
d’on1 'on déduit facilement
inf (1, Mi{ f + g)) <inf (1, M(f)) + inf (1, M:i(g}),

ce qui, par sommation, entraine (3. 5).

Les relations (3. 4) et (3. 5) montrent que si "on définit la distance de f
et g comme étant égale 4 d(f —- g}, cette distance est une melrigue satis-
fuisant 2 'inégalité du triangle; cette métrique est invariante par translation.
Ellc définit sur P'espace (D)) une topolcgie séparée, invariante par trans-
lation.

Prouvons maintenant les inégalités (3. 6). La premiére résulte évidemment
de la défnition (3. 3). D’autre part, si 7 est un entier > i, on a

M(f) < Md(f)
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V. Convergence des suites de fonctions helomorphes ou méromorphes

pour j < i, et par suitec (3. 3) entraine

A< LML) + T2,
Frq] it
d’ou (3. 6).
Pour achever Iz démonstration de la proposition {3. 1), il restec 4 prouver
que les ensembles V(X, «) forment un systéme fondamental de voisinages

de o dans la topologie détinie par la distance ci-dessus.

1) tout ensemble V(K, <} est un voisinage de o : en effet, K et : étant
donnés, avec £ < I, soit i tel que K< K. Alors Ia relation  (f) {2 %
entraine fe V(K, ¢}, 4 cause de la premigre inégalité (3. 6}.

2) tout voisinage de o de la forme 4 (f) <« ¢ conticnt un ensemble
de la forme V(K, ¢'}. En effet, ¢ étant donné, choisissons 'entier 1 de

facon que 27 < —Z— ;alors f e VK, %) entraine 4 ( f) < ¢, en vertu de la

deuxiéme inégalité (3. 6},
La démonstration de iz proposition 3.1 est ainsi achevée,

Remargue. On peut appliquer 4 Pespace (1)) et & son sous-espace }(D)
les propriétés connues des cspaces méeriques, ou plus exactement des
espaces topologiques métrisables. Par exemple, pour qu'un sous-ensemble
A d’un espace métrisable E soit fermé, il faut et il suffit que chaque pointde E
qui est limite d’une suite de points de A appartienne 4 A. De méme, pour
gu'une application f de E dans un espace métrisable E suit confinue cn un
point xe E, il faut et il suffit que, pour toute suite de points x, € E ayant »
pour limmite, la suite des fix,} ait pour limite f (x). {(Le lecteur pousta se
référer par exemple au Cours de mathématiques I de J. Dixmier, Topologie.
chapitre 1, § 3.}

Compte tenu de la remarque précédente, on voit que Pespace €{D} est
complet, puisque la limite d’une suite de fonctions continues qui converge
uniformément sur tout compact est continue. De plus, les théorémes 1 et
2 du n® 2 peuvent S’énoncer comme suit :

Le sous-espace (1>} est fermé dans C(DY; Papplication de WD) dans %(D),
qui assecte & chaque fonclion f sa dérivée f', est continue.

2. Séries de fonctions méromorphes

1. CONVERGENCE TES SERIES DE FONCTIONS MERDMORPHES

Soit D un ouvert du plan complexe C; considérons une suite de fonctions f,
mérnmorphes dans D. I s’agit de donner un sens i la convergence de la

série E fo-

I50



§ 2. Séries de fonctions méromorphes

Définition. On dit que la série D, f,, converge uniformément sur un ensemble Ac D
s’il est possible d’enlever un nombre fini de termes de la série, de maniére
que les fonctions f, restantes n’aient pas de péle sir A et forment une série
uniformément convergente sur A.

De méme, on dit que la série X, f, converge normalement sur A §'il est possible

de lui entever un nombre fini de termes de fagon que les termes f, restants
n'aiznt pas de pole sur A et forment une série normalement convergente
sur A.

1 est clair que toute série normalement convergente sur A est uniformément
convergente sur A. Dans ce qui suit, on considérera des séries de fonctions
méromorphes dans D qui convergent uniformément {resp. normalement) sur tout
compact K contenu dans D. On déhnit la sormme d'une telle série : sur tout
ouvert U relativement compact de I, c’est la fonction méromerphe

(1-1) Zh+(ZA)

'léﬂc N

ny ayant été choisi de maniére que la série Y. f. converge uniformément
k>N

sur Padhérence U. Dans (1. 1) le premier terme est une fonction méro-
morphe dans U, somme d'un nombre fini de fonction méromorphes;
le second terme est une fonction holomorphe dans U, puisque c'est la
somme d'une série uniformément convergente de fonctions heolomorphes
dans U. Il est facile de voir que, dans U, la fonction méromorphe (1. 1}
ne dépend pas du choix de Ventier n,.

THEOREME. Soit une série D, f. de fonciions f, méromorphes dans D. Si cette série

converge uniformément (resp. normalement) sur lout compact de D, la somme f de

cetle série est une fonction méromorphe dans D; la série > Ja des dérivies converge

"

uniformément (resp. normalement) sur lout compaci de D, et sa somme est la dévivée f'
de la somme f de la série donnée.

Démonstration. Nous avons déja vu que Ia somme f est méromorphe dans
tout ouvert relativement compact U ¢ D, et par suite est méromorphe dans
D.

Soit donné un ouvert U relativement compact, et choisissons ny comme dans
(1. 1); dans U on a

(1.2) r=3rn+ (2 A

LT neRy
Or on peut dériver terme 4 terme la série Y, f, de fonctions holomorphes

nlany
dans U, puisqu'elle converge uniformément sur tout compact de U :
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V. Convergence des suites de fonctions holomorphes ou méromorphes

d’aprés le théoréme 2 du § 4, n® 2, la séric des dérivées D, f. converge

.
. ! .
uniformément vers | % Ja} sur tout compact contenu dans U. Ceei prouve
L3178
que la série N . de fonctions méromorphes converge uniformément vers f
L
sur tout compact contenu dans U. Cela est vrai pour tout ouvert relati-

vement compact U; il s’ensuit que Y f. converge uniformément vers f'
sur tout compact contenu dans D.

Si la série 3 f, converge nermalement sur tout compact de D, le fait que la

série X [ converge normalement sur tout compact de D résulte du lemme
du n° 2 du § 1.

Remargue, 11 est évident que Pensemble P{ f) des pales de f est contenu
dans la réunion des ensembles P( £.), P{ f,) désignant Pensemble des poles de
f»- De plus la relation (1. 1) montre que si les ensembles P(£,) sont deux a
deux disjoints, Pensernble P{ f) est ézal 4 la réunion des ensembles P{ f.);
de facon plus précise, si z, est un péle d'ordre k de f,, c’est un péle d’ordre &

de £

2. PREMIER EXEMPLE D'UNE SERIE DE FONCTIONS MEROMORPHES

Considérons la série
H

2, 1) —,
{ } -—n{n(d—m(z-_n)‘

la sommation étant étendue A tous les entiers n. Montrons que cette série
converge normalement sur tout compact du plan €. Un tel compact est
contenu dans une bande de la forme x, { x < x; (ona posé z = x + iy).
Il suffit donc de montrer que la série {2. 1) converge normalement dans
toute bande de 1a forme ci-dessus. Une telle bande ne contient gu’un nombre
fini d’entiers #; dans la série L
n< Ty (Z _ n}z
+ et par conséquent cetie série partiellc converge normale-

» chaque terme est majoré par

(xo—n)*
ment dans la bande. De méme, la série partielle, Y, . —
2>z, (—n)?
normalement dans la bande. En enlcvant un nombre fini convenable de
termes de la série (2. 1}, il reste donc une série de fonctions holomorphes
qui converge normalement dans la bande, C.Q.FD.
Soit f{z} la somme de la série (2. 1}; c'est une fonction méromorphe dans
tout le plan £. La fonction f admet la période 1 :

Sz +1)=f(2);

converge
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§ 2. Séries de fonctions méromorphes

en effet
Dy ., en posant n—i1=n'
n g+ r—n2 W {z—n)E

Les poles de f sont les points entiers 2z = n; ce sont des poles doubles,
Le résidu en un tel pdle est nul, puisqu’au voisinage du point z =non a

fla) = G—_I_W + &(2), g holomorphe.

2
ProposiTion 2. 1. La somme f(z) de la série (2. 1) est lgale & (si:-n'z) .

Démonstration. Ona lim f(z) — o uniformément vis-a-vis de z; autrement
Py fm e oo

dit, pour tout ¢ > o, il existe a tel que | ¥ 2> a entraine | f(2)]| <«

En effet, supposons d’abord que # reste dans une bande x, < x < x, et
que sa partie imaginaire y satisfasse & |»] 2= a, 2 étant > o; dans ce
domaine la série (2. ) est une série normalement convergente de fonctions
holomorphes; lorsque | 3| = 4 20, chagque terme de la série tend vers o
uniformément vis-3-vis de x dans la bande. Donc la somme de cette série
(qui est normalement convergente) tend vers o quand |y| - 4+ o, uni-
formément vis-a-vis de x dans la bande. Mais f (£) posséde la période 1,
et si on applique la propriété précédente 4 une bande de largeur au moins
égale a 1, on voit que f(z) tend vers o quand | 3| - + oo, uniformément
vis-a-vis de x. v .

La fonction g{z) — ( - ———) posséde les mémes propriétés que f(2):

3in w2

1° elle est méromorphe dans G et admet la période 1;

2° ses poles sont les points entiers z = n, ce sont des pdles doubles avec

partie principale

I -
(¢ —a)*’
3° £(z) tend vers o quand |y] - + %, uniformément vis-a-vis de x.

La propriété 1° est évidente; pour démontrer 2° jl suffit, en vertu de la
.
ériodicité, de montrer que Porigine o est un péle double avec partie
P 3 q Bl P

- I
principale —; or
i

e e G S
. 6 ’



V., Convergence des suites de fonctions holomorphes ou méromorphes

Quant 2 39, cela résulte de la relation
[sin =z|? = sin%xx 4+ sh2xy,

qui montre que |sin =z| tend vers infini quand | y| tend vers I'infini (uni-
formément vis-a-vis de x).

Nous pouvons maintenant démeontrer la proposition 2.1 : la fonction
F(z2) — g(2) est holomorphe dans G, puisque f et g ont les mémes poles
avec les mémes parties principales. Montrons que f— g est bornée :
dans unc bande x, < x < x, elle est bornée pour | ¥| @ (car une fonction
continue sur un compact v est bornée) et elle est bornée pour |y =2 a,
puisqu’clle tend vers 0 quand |y| tend vers Vinfini; étant bornée dans
chaque bande, la fonction f — g est bornée dans tout le plan en vertu de la
périodicité. D’aprés le théoréme de Liouville (chapitre mr, § 1, no 2),
la fonction f — g est constante; puisqu’elle tend vers o quand | 3| tend vers
'infini, cette constante est nulle. La proposition 2. 1 est ainsi démontrée.

Application. On a
(2. 3) ( . 3 )’__1__5- I

sin =z A Lz —a)r

et le second membre est une fonction 4(z) holomorphe au voisinage de

z=0. On a Ao} = ) —-IE On a donc
R nzto 1

t
a, 11 T __l_. i L,
(2 4) Ln: (sin nz) z’] QE. n®
Or le premier membre de {2. 4) se calcule aisément a Vaide du dévelop-

2
pement limité (2. 2}; sa valeur est %, d’ol la relation

I 5t

(2. 5) 2—,“'5

a1 fl
due i Euler,

=

3. DEUXIEME EXEMPLE D'UNE SERIE DE FONCTIONS MEROMORPHES

Considérons la série
1 1 A
@ i)

Son terme général est égal &

. T ; on laisse au lecteur le soin de montrer
n(z—an)

que cette série converge normalement sur tout compact du plan €. Sa
somme F{z) est donc une fonction méromorphe dans C, et ses pdles sont
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§ 2. Séries de fonctions méromorphes

les entiers z = #; ce sont des poles simples dont le résidu est égal 4 1. Daprés
le théortme du no 1, la dérivée F'(z) est la somme de la série des dérivées.
c’est-a-dire

P =—p5—3 ot =) =4 (gw)

11 en résulte que F{z) _tgﬂ

p est une constante, Or on voit sur (3. 1) que

F(— z) = —F(2); donc la fonction F(z) — ey est une fonction impaire

de 2, et comme c’est une constante, ccitc constante est nulle.
Dans la série (3. 1) on peut grouper les decux termes relativement a Pentier

7 et 4 lentier — n :
I I I 1y 2z
(E—ﬂ+ 7) ! (z+n_ n) Tz —n?’

on obtient finalement la relation

T
(3 2) 4 g:z T2 gz

4. AUTRE EXEMPLE
En procédant comme au n® g, on démontre

(_ l}n n2

itz — ) (sinaz)(tgne)’

(4. 1)
de 14 on déduit, en procédant comme au no 3 :

(4-2) —+ Y(— "3 —

a2 n* sin w2

5. La roncrioNn ¥} DE WEIERSTRASS

Cousidérons, comme au chapitre 11, § 5, n° 5, un sous groupe discret Q
de G, ayant pour base un systéme de deux vecteurs ¢, et ¢, dont le rapport
n'est pas réel. Observons tout de suite que la donnée de O ne détermine
pas entiérement la base (), £,). S1 on a une autre base (¢, &), les vecteurs
de la premiére base s’expriment comme combinaisons linéaires A coeffi-
cients entiers des vecteurs de la deuxiéme, et réciproquement; il en résulte
que le déterminant de la matrice des coeflicients est un enticr qui posséde
un inverse dans ’anneau des entiers, donc est égal a =1.
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Reéciproquement, si ¢ et & sont des combinaisons linéaires 3 coefhicicats
entiers dc e, et &, ¢t si l2 déterminant de la matrice des coeficients est
épal A+ 1, alors les formules de Cramer montrent que, inversement, ¢y
el ¢, sont des combinaisons linéaires & coefficients entiers de ¢ ¢t &, et
par suite (¢f, ¢i} est une base de 0.

PrOPOSITION §. T. Soif donné un sous-groupe discret Q comme ci-desvus. Alors
la série

(5 1) o =%+ 3 (o )

converge normalement sur lout compact du plan G.

Pour la démonsiration nous aurons besoin du lemme suivant :

.. - L
LemMe. La sére l. T €St convergente.
et e fof

Démonstration du lemme. Pour chaque entier # 2= 1, considérons le parallé-
logramme P, formé des points z =- f,7, — 52, ou les nombres réels 45 et
t, sont tels que sup (4], [t2)) — r {cf. figure 10). Sur P, il v a exactement 8

points de Q. La distance de chacun d’eux & 0 est > kn, & étant wn nombre
> o fixe (k est la plus petitc distance 4 o des points de P,). La sornme des

8” 1 d’Oil

k:!n'l

T étenduc aux points de P, est donc majorde par
T

A | ~ 8
o T il
wpolof 7Lz At
. - 1 . .
el comme la série E —; est convergente, le lemme est démontré.
n

Nous pouvons maintenant prouver que, sur tout disque compact |¢| < r,

la série (5. 1) converge normalement. On a |w! > 2r pour tous les w saud

156



§ 2, Séries de fonctions méromorphes

un nombre fini; or a donc, pour tous les termes de la série {5. 1} sauf un
nombre fini,

1 1 lewr—2t
@ -0) ™ Wi luie—2),
g o3
=1\ ¢ L < 2 =£_;: lorsque  |gj<r
wplt — L fop. LI
i w

11 résulee alors du lemme que la série (5. 1) converge normalement dans
le disque |z] < r
Défimition. La fonction p(z) de Weierstrass est par définition, la fonction

méromorplhie, somme de la série (5. 1). {Cette fonction dépend, bien entendu
de la donnée du sous-groupe diseret 0.)

Les pbles de p sont exactement les points de ©; ce sont des pbles doubles
dont le résidu est nul : en effet, au voisinage de 2 = w, on 2

p{z) = (Z_‘T)z +g(z), & holomorphe.

La fonction p est une fonction paire de z, car

W= =t B ()

et dans [e second membre, il suffit de changer & en — « pour retrouver
Ia série (5. 1}.

D’aprés le théoréme du n® 1, on obtient pour dérivée ' le développement
en série {pormalement convergente sur tout compact} :

(5-2) Pz ——z 2 ——

-.E.l{z_ w)a
Cettc relation met en évidence la périodicité de la fonction y' :
pilc+ ) =y(2) pour tout m € Q,

et le fait que p'{- -z) =—1'(z).

Démentrons que la fonction p elle-méme admet pour péricde tous les
w& . Il suffit pour cela de démontrer que p{z + &} = p(2), 7 prenant les
valeurs 1 et 2. Or

{5- 3) ylz + &) — p{2) = constante,
puisque la dérivée p'(z + &) —p'() = 0. Dans la relation (5. 4) donnons

¢ . ) ) & &
4 z la valeur — 2 cequ est possible puisque ;‘ et _-5._:- ne sont pas des
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V. Convergence des suites de fonctions holomorphes ou méromorphes

poles de p; on voit que la constante du second membre de (5. 3) est égale
a p{—%\)— » ('.—e—' J»-donc mulle puisque la fonction p est paire.
R 2 !

En résumé, la fonction p de Weierstrass est une fonction méromorphe
admettant pour périodes les points de Q, et dont les poles sont exactement

les points de 0, chacun d’eux ayant 'ordre 2, avec partie principale (zl—)‘-"
e

Développement de Laurent de p(z). Au voisinage de l'origine, p admet un
développement de Laurent qui est a priori de la forme

1
(5-4) P2) =+ a® ot £
puisque ja fonction p est paire, et que d’aprés (5. 1), 1a fonction
! !
2 =p)— I,
gle) = ¥(a) 2 E(fz—w u’l

holomorphe au voisinage de l'origine, s’annule pour z — 0. Il est aisé
d’exprimer les coefficients a, et ¢, 4 l'aide du sous-groupe discret Q; en
dérivant terme i terme la série g{z), on obtient

(5- 5} 52—32—-1 a¢=52 I;‘
ogbo U P W

Dérivons maintenant terme 2 terme la relation (5. 4), puis élevons ay
carré; il vient :

(5- 6) (v (2))* =§_Bz_*;=~ 162+ -

en élevant (5. 4) au cube on obtient

(5.7) Rl =L+ &" 4 3a, + -
do
pE-— g = —20 -z—i- -— 284, + 2%(---).

Par conséquent la fonction
(5. 8) P2 — 418 + 20a,p + 28a,

est holomorphe au voisinage de Vorigine, et s’annule A origine. Or cette
fonction admet @ vcomme groupe de périodes; elle est done holomorphe
au vaisinage de tout point de { et nulle en tout point de Q. Comme cette
fonetion n’a pas de poles en dehors de @, il s'ensuit qu’elle est holomorphe
dans tout le plan; étant bornée sur tout compact, elle est bornée dans G en
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vertu de la périodicité; et puisqu’elle est nulle a I'origine, elle est identi-
quement nukle d*aprés le théoréme de Liouville. On a finalement I'identité

{5- 9} P2 — 4p® + 20ap + 28, = o.

Cette relation posséde une interprétation importante : considérons la
courbe algébrigue

(5. 10} = 4x® — 208,x — 28a,;

les formules x == p{z}, y — p’(z) donnent une représentation paramétrique
de cette courbe. On va montrer que tout point (x, ) e € x C qui satisfait
a {s5. 10} est Yimage d'un point ze €, bien déterminé 4 V'addition pres
d’un éiément de Q.

Cherchons d'abord les €€ tels que 2z et 240, En un tel point, v et v’ sont
holomorphes; on a p'(z} = 9 (— z} 4 cause de la périodicité de v’, et v/ (z) = —p{—z)
puisque »’ est une fonction impaire; donc ' s'annule en un tel point. On connait
trois tels points :

(5 11) t=af2, c=eft, 2= (n+ el

et on voit tout de suite gue tout z te]l que 2z Q et 2D ost congru {mod. ) X
Pun des trois points {5. 11); les classes {mod. 2) des trois points {5. 11) sont
distinctes.

Puisque o' posséde un unique pole triple dans chaque parali¢logramme de périodes,
la propaosition 5. 1 du chapitre me (§ 5} montre que ' posséde au plus trois zéros
distincts dans chague parallélogramme de périodes. Ce sont done les trois points
{5- 11}, ou ceux qui leur sont congrus mod. L. Toujours d’aprés la méme propo-
sition, la fonction v prend, dans chaque paralléiogramme de périodes, au plus deux
fois une valeur donnée, Puisque v(z,) = v{ - z), la fonction prend exactement
deux fuis toute valeur de la forme v(z,), si 22,4 L; au contraire, si 22,0 et
z,®0, on a v(z,) — ¢ comme on vient de le voir, donc I'équation r{z) =a{z)
admet z, comme racine double, ¢t par suite p ne prend qu'une fois la valeur v{z,)
dans un parallélogramme de périodes.

De tout cela it résulte que chacune des valeurs

1‘{‘1)’2); 1‘{‘2/2)i 1‘{{‘1 + 32”2)

est prise une seule fois dans chaque paraliélogramme de périodes, et que ces trois
valeurs sont distinctes. En vertu de (5. g), ce sont fes trois racines de 1’¢quation

(5. 12} 45t — 20a.x — 282, = o,

et par suite cette équation a trois racines distinetes. En résumé, on a prouvé :

Prorosition 5. 2. Le groupe discret O étant donné, I'éguation {5, 12), dont les cogfficienis
a, et a, sont définis par (5. 5), a trois racines distinctes. De plus, pour towd point (x, y}&C % G
de la courbe algébrigue (5. 10), i existe unt 2= C el un sewl (moduls Q) tel gue

vz =% ¥z} =

On verra (Cf. chapitre vi, § 5, n® 3) qu'inversement, étant donné arbi-
trairement unc relation de la forme (5. 10) dont le second membre a trois
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racines distinctes, il existe un groupe discret £ tel que a, et g, satisfassent
a (5. 5); sl p désigne Ia fonction de Weierstrass relative 4 ce groupe 0,
les formules » = p(z}, ¥y = p'{¢) donnent alors une représentation paramé-
trique dec la courbe algébrique (5. 10).

3. Produits infinis de fonetions holomorphes

I. DEFINITIONS

Défmition. Soit (f.(2)) une suite de fonctions continues dans un ouvert D

du plan complexe. On dit que le produit infini l I Su(2) corverge normalement

sur une partie KcD si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1° on a lim f.{z} = 1 uniformément sur K; ceci implique en particulicr
que, pour n assez grand, f.— 1 est de module <7 1 sur K, et par conséquent

log /. est une fonction définie sur K (on prend la détermination principale
du logarithme);

29 la séric de teninc général log £, {qui est définie pour n assez grand)
converge normalement sur K.

On peut donner une condition éguivalente 4 1a eonjonction des conditions
19 et 29 ci-dessus. Posons f, = 1 - u,; la condition 1® exprime que la suite
u, converge vers ¢ uniformément sur K; lorsque 4, est petit, log £, et u,
sont des infiniment petits équivalents, et par conséquent la condition 20

exprime que fa série D, 4, converge normalement sur K.
En résumé, pour que le produil infini H [ converge nermalement sur K, 1l fan! el

t sufit gue la série Y, converge normalement sur K.

Définition. On dit que le produit infini H S converge normalement sur lout com-

pact de Vouvert D si, quel que soit le compact K contenu dans I, ce produit
converge normalement sur K.
Unc condition nécessaire et suffisante est que si U'on pose f, = 1 + 1,

la série 3 u, converge normalement sur tout compact contenu dans D,
L]

8’1l en est ainsi, lorsque #; augmente indéfiniment, les produits finis il S

T4 a
convergent unifdrmément sur tout compact contenu dans [), vers une
limite f{z}, qui est évidemraent une fonction continue de z. Pour le voir,
il suffit de prendre le. logarithmes des facteurs £, pour 2 suffisamment grand,
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2. PrROPRIETES DES PRODUITS NORMALEMENT CONVERGENTS
DE FONCTIONS HOLOMORPHES

THEOREME I. Si les fonclions f, sont holomorphes dons D, et si le produit infini
H S~ converge normalement sur tout compact de D, alors f— H JFa est holomorphe

dans D. On a de plus
(2. 1) f=Ffifer ﬂ@;[pﬂ).

L'ensemble des zéros de f est la réunion de Uensemble des zéros des fonctions £, Uordre
de multiplicité d’un zéro de f étant égal & la somme des ordres de multiplicité qu'il
posséde pour chacune des fonctions f,.

Démonstration. f est holomorphe, parce que f est limite {uniformément sur
tout compact) des produits finis, qui sont holomorphes. La formule d’asso-
ciativité (2. 1) est évidente sur tout ouvert relativement compact U. La
fonction f, n’a pas de zéros dans U dés que n cst assez grand, puisque
u, = f, — 1 converge vers ¢ uniformément sur U; la derniere assertion
de I’énoncé est alors évidente,

THEoREME 2. Sows les hypothéses du théorime 1, la série de fonctions méromorphes
> Sl fa converge normalement sur tont compact de D (eu sens du n® 1 du § 2},

el sa somme r'est aulre gue la dérivée logarithmique '] f.

Dempnsiration. Soit U un ouvert relativement compact de D, La lonction

(2. 2) g = oxp( 2 logf),
n>p
est définie et holomorphe dans U pour g assez grand. D’aprés (2. 1), on a,
dans U,
¢ )
8) S wgeSn &p
Or
(2. 4) £_ 3L,
Eo  nSpkn

la série du second membre étant uniformément convergente sur tout
compact de D; en effet, 1a série des logarithmes D, log £, converge (unifor-

mément sur tout compact) vers log g,; la série des dérivées des fonctions pré-
cédentes converge (uniformément sur tout compact) vers la dérivée g,lz,
(ef. § 1, n° 2, théoréme 2).

En comparant (2. 3) et {2. 4}, on voit que I'on a, sur TJ,

L_sI
S 'S?"fn
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la convergence €tant normale sur tout compact de U. Ceei vaut pour
tout U, d’ol1 le théoréme.

3. EXEMPLE : DEVELOPPEMENT DE Sin ®Z EN PRODUIT INFINI

Considérons le produit infini
(3-1) ro =zl —%)
At S
Ce produit converge normalement snr tout compact du plan G, car la

série 2 % converge normalement sur tout compact, puisque la séric

numérigue E — est convergente. Donc f{Z} est une fonction holomorphe

dans tout le pian, et ses zéros sont toutes les valeurs entidres de z. Ils sont
simples.

D’aprés le théoréme 2, on peut différentier logarithmiquement terme 4
terme; on obticnt la série de fonctions méromorphes, normalement conver-
gente sur tout compact du plan,

f’gzl_l _1 2z
(3.2) flo -z T A7 =
On a vu (§ 2, n® 3} que I» somme de cette série est
g
tg =2 g{z)
en posant g(z) = sinnz. Ainsi f'f/f = ¢'le, d’od
S} _  sinme
z z

Il reste 2 déterminer la constante ¢, D’aprés (3. 1}, /() /< tend vers 1 lorsque
sinnz

<

£ tend vers 0, et commme
ainsi établi la formule

(3. 3) im—“z—H(

ks nEt

. . i
a pour limite =, on voit que ¢ = — On a

=)

4. La roncrioON T

Considérons, pour chagque entier # 2> 1, la fonction holomorphe g, définie
par

(4 I) gn(z) =Z(I -} z}(; _*_%) (I —{—%)ﬂ_‘
2zt ez+2) ... g 4n)
nt
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On a, pour n > 2,

Silz] L retsi 1 < r<n on peut considérer la détermination principale
de log f.(z), et I'on a

(43) log £(@)| < 2(55 + T+ ) <2y

si L est assez petit. Donc la série )_‘_.log Jal2) converge normalement sur
n L]

tont compact du plan, et par suite le produit infini g,. H . converge

nzt fa—i
normalement sur tout compact du plan, Sa valeur est une fonction holo-
morphe g{z}, limite uniforme sur tout compact des fonctions

&= g1fee- fu

La fonction g admet pour zéros les nombres 0,—1, —2,...,—n,...;
ce sont des zéros simples. Si z n'est pas entier, on peut former le quotient

_&z e g2

(4 4) glz+1) ..g.m;gn(z + 1) e FZ D

Donc la fonction méromorphe —g—("')—l est en réalité holomorphe et iden-
tique 4 2. De plus on a g +1)

(4 5) 8(1) = limeu(1) — hm""‘ I,

LR

Diéfinition. La fonction méromorphe 1/g(z) se note I'{z). Elle admet pour
poles simples tous les entiers » < o, et elle satisfait aux relations

(4. 6) Ple+1) =2Pa), I) =1,

qui résultent évidemment de (4. 4) et (4. 5). De (4. 6) on déduit, par récur-
rence sur Uentier n 2> o,

C) P(n + 1} = a!

On se propose maintenant de calculer le produit I'(z).T{1 — ). On a

(48 g@er—2=limPEI=L 4 H(: —;;)

A% k=1
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ce qui, d’aprés le n® 3, est égal & ML En prenant les inverses, on obtient
=

(4-9) M- — ) = 2

. T 1
d'oti en particulier, pour z = P

Produit infini de Weiersirass. En utilisant (4. 1), on peut évidemment écrire

(410)  gld) = zE((r +%)e-#*).a‘(“%*'“*f-“").

L’exposant z(: SRR X —log n) tend vers Cz lorsque n augmente indé-

a

fimiment, C dé&signant la constante d’Euler. A la limite, on obtient done

(4- 11) 183} =ze°=g ((: +—f—) r’f*),

et le lecteur vérifiera que le produit du second membre est normalement
convergent sur tout compactdu plan. Puisque g = 1/I", on obtient, en prenant
les dérivées logarithmiques des deux membres de (4. 11) (cf. théordme 2)

ra.,_ . .t
@12 F(z) z C+‘§vi(" z+r=)'
d'ott en particulier
{4- 13) —C ~1un(’;,((:)) + )

Enfin, on peut dériver termc a terme la relation (4. 12) (ef § 2, no 1),
et on obtient

A
419 #(v@) - L

On comparera la série du second membre A la séric ayant pour somme

(si: z)t (§ 2, n° 2). Lorsque z est réel et posiiif, le second membre de
.

(4. 14} est évidemment positif. Done log I'(2) est une fonction convexe de 2
pour z réel > 0.
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4. Sous-ensembles compacts de (D)

La caractérisation que 1’on va donner des ensembles compacts de #6{D)
constitue ce que 'on appelait autrefois la théorie des « familles normales »
de fonctions holomerphes.

[. SOUS-ENSEMBLES BORNES DE J(D)

On va donner une définition des sous-ensembles bornés de Pespace vectoriel
#(D), définition qui n'est qu'un cas particulier d'une définition valable
pour tout espace vectoriel topologique. En particulier, la méme définition
s'appliquerait aux sous-ensembles bornés de ¢{D).

Définition, Un sous-ensemble A € #.{3) est borné si, quel que soit le voisinage
V(K, ¢) de o, il existe un nombre &ni positif & tel que AciV(K, ¢); on
a noté WK, <} Phomothérique de V(K, ) par rapport & |'origine o
dans le rapport x. La relation AciV{K, :} exprime que 'on a | (2)] < ks
pour ze K, quelle que soit la fonction f € A. Donc, pour qu'un ensemble A
de fonctions holomorphes dans D soii borné, il faut sl suffit que, pour tout compact
Kb, i exisie un nombre fini M{K} lel que l'on ait

{r.1) {f (2} < M{K) pour tout zeK e1 toute feA.

En d’autres termes, A est un ensemble borné si les fonctions f € A sont
uniformement bornées sur fout compact contenu dans D {la borne supéricure
M(K} dépendant évidemment du compact K}. _

Si A est un sous-easemble borné de (D), son adhérence A est bornée
(il s’agit de 'adhérence pour la topologie de la convergence uniforme sur
les cornpacts de D) : ceci est évident, car si (1. 1} a lieu pour toute f e A,
elle a lieu pour toute fonction appartenant 4 I'adhérence de A.

ProrpostTion 1. 1. L'application f- » ' de #{D) dans lui-m3me Iransforme tout
ensemble borné en un ensemble borne,

Gela résulte aussitdt du lemme qui a servi 3 démontrer le théoréme 2
du § 1, n® 2.
2. ENoNGE DU THEOREME FONDAMENTAL

On se propose de caractériser les sous-ensembles compacts de espace k(D)
des fonctions holomorphes dans un ouvert D du plan complexe.

ProposITION 2. 1. 8t A c XD} est compact, alors A est formé el borné,
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Démanstration. L'espace H(D) est séparé, puisqu’il est métrisable (cf. § 1,
n® 3. DNonc toute partie compacte de #(D) est fermée, d’aprés un résultat
classique de Topologic générale.

H reste 2 montrer que sk A est compact, A est borné. Pour cela, soit K un
compact contenu dans D, et considérons Papplication

S sup |f{2)]

de Vespace #{D) dans R; il est inmédiat que ¢’est une application conlinue,
done Pensemble des valcurs qu'clle prend sur Pensemble compact des
JeA est borné, Cect exprime que les fe A sont uniformément bornées
sur te compact K. Ce résultat vaut pour tout compact K contenu dans T3,
et par suite ’ensemble A est bien un sous-ensemble borné de l'espace
vectoriel J:{D).

Remarque. La proposition 2. t est énoncée pour Pespace (D), mais elle est
aussi bien valable pour Vespuce €{D} des fonctions continues dans D.
En revanche, la réciproque de la proposition 2.1, que 'on va énoncer
maintenant, est valahle exclusivement pour les sons-ensembles de Pespace
(D) des fonctions holomorphes dans 1,

THEOREME FONDAMENTAL. Foul sous-ensemble de W{1)) qui est borndé el
Jermé est compact,

COROLLAIRE. Pour gi'une partie A de 36(D)} soit compacte, il faut et il suffii qu’elle
sotf bornée et fermée.

La démonstration du théoréme fondamental occupera les numéros 3, 4 et 5.
Une forme équivalente du théordéme fondamental est la suivante :

Toute partie bornée de 36(D) est relativement compacte. La réciproque est d’ailteurs
vraie.

3. PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME FONDAMENTAL

Soit A un sous-ensemble borné et fermé de #{D). L'espace topologigque
A est métnisable, puisque c’est un sous-espace de 'espace métrisable #(D}.
Pour prouver que A est compact, il suffit de démontrer que foute suile infinie
d’eléments de A contient wne suile infinte qui converge vers un éiément de A.

En effet, on a le lemine suivant de Topologie :

LeEMmME 1, Soit A un espace mélrigue tel que loule suile infinie de points de A con-
tienne une suile infinie qui converge vers un point de A alors A est compact.
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Démonstration du lemme 1. Soit {U;) un recouvrement de A par des ouverts
U,. Il sagit de montrer que ce recouvrement contient un recouvrement fini.
Montrons d’abord :

a) Il existe un ¢ > o tel que toute boule B{x, ¢) soit contenue dans 'un
au moins des U, {on note B{x, ¢i la boule fermée de centre xs A ct de
rayon s,

Pour prouver a}, raisonnons par I'absurde : on aurait une suite de
points x, €A ¢t une suite décroissante de nombres ¢, tendant vers o, tels
que, pour chaque », la boule B(x,, ¢,) nc soit contenuc dans aucun des U,
D’apris "hypothése, la suite (x,) conticnt une suite infinie qui converge
vers un peint ae A. On peut donc supposer que la suite {x,) converge vers
a. Soit U; un ouvert contenant a; alors U; contient une boule B(a, r).
Dés que n est assez grand, on a x,€B(q, r/2) et ¢, < rf2. Il en résulte que
B(x., ¢.) est contenue dans U, pour r assez grand, d’ol unc contradiction.
Ceci prouve a).

Démontrons maintenant :

b) pour tout £ >0, A peut éire recouvert par un nomnbre fini de boules
B{xn, ¢). Il est clair que la conjonction de a) et b) cntrainera qu'il existe
un nombre fini d*ouverts U; qui recouvrent A.

On démontre b) en raisonnant A nouveau par 'absurde : on aurait une suire
infinie de points x, € A dont les distances mutuelles seraient = :; or on
peut, par hypothése, extraire de cette suite unre suite convergente, ce qui
conduit évidemnment a4 une contradiction. La démonstration du lemme |
est ainsi achevée. -

4. UN LEMME

D’aprés le n° g, tout revient maintenant a3 montrer que si A est un ensemble
borné contenu dans (D)}, toute suite infinie de fonctions fie A contient
une suite infinie qui converge uniformément sur towt compact contenu
dans D. Pour cela il est commode d’avoir un critére de convergence pour
les suites de fonctions holomorphes appartenant & un ensemble borné ;

LemME 2. Soit D un disque ouvert de centre zy, el soit A un sous-ensemble borné
de 35(D). Pour gu'une suile de fonctions fre A soil convergente (pour la topologie
de la convergence uniforme sur tout compact de D), il faut et il suffit que la condition
swvanie soit satisfaile:

Clz,) pour chague entier n > 0, la suite des dérivies n-itmes Fi2(z,) a une limite.
(Pour n — o, cela signifie que la suite des valeurs des fonctions £, au poing
Zp a une limite).
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Deémonstration du levome 2. Ta condition C{z,) est nécessaire, puisque, pour
chaque 7, Ia suite des dérivées r-itmes '} converge uniformément sur tout
compact de D) {§ 1, n® 2, théoréme 2). Il reste & montrer que la condition
Clz,) entraine que la suite {f,} converge unifermément sur tout disque
compact de centre g, ¢t de rayon r strictement plus petit que le rayon du
disque T

Prenons un 7y > r, ry étant lui-méme strictement plus petit que le rayon
de T). Puisque A est borné, il existe M fini tel que

(4. 1) [fuld)] <« M pour |z — 24| << 7q.

Considérons le développement de Taylor des fonctions holomorphes £, :

(4. 2} 2y = 2 auslz—zo)"

nzzk

IDYaprés les inégalités de Cauchy, on a

M
43 |2 il QW'

Donc, pour |z — &,] <07, on a, quels que soient & et A,
(44 @ —A@I< D jau—andr+2M 3 (1)
Oingp amp 2 Tg
Puisque #fr, <C 1, on peut choisic p assez grand pour que
oM Y, (L)"
n>p i To
soit inférieur A %. en notant : un nombre > o0 donné arbitrairement i

I'avance. TPaprts la condition C(z,}, lorsque les entiers £ et 2 augmentent
tous deux indéfiniment, a différence a. , —a. , tend vers o, pour chaque g,
puisque l'on a

I LY
@ x = LFO).

On peut done choisir un entier &, tel que Pon ait

D s — sl < -;— pour k> kg A2k

fgingp

On voit donc, dans (4. 4), gue Pon a

(4.5) 1filz) —A2)] <= pour k2 k, hk, |z--zd <7,

ce qui prouve que la suite des fonctions f, converge uniformément sur le
disque compact de centre g, ct de rayon r. Le lemme 2 est ainsi démontré.
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5- DEMONSTRATION DU THEOREME FONDAMENTAL

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoréme fondamental
(no 2},

L'ouvert donné I} peut étre recouvert par une suite dénombrable de
disques ouverts de centres z;€D. Pour chaque entier » 2> o et pour
chaque {, considérons 'application linéaire

(5-1) WD) -G

qui, & chaque fonction f] associe le nombre f%{z)). Considérons alors une
suite de fonctions f; appartenant a I’ensemble borné A; en notant N 'en-
seruble des entiers positifs, on se propose de montrer Pexistence d’un
sous-ensemble infini N'eN tel que

(5. 2) lum 37{ f.) existe pour chaque couple {3, n}..
LENT

Or, pour chaque 1, et chaque n, les nombres 3{ f,), lorsque I'Indice &
parcourt N, forment une suite boraée, puisque les f; parcourent un ensemble
borné A et que les applications if sont continues. Rangeons 1'ensemble
dénombrable des applications A7 ¢n une suite unique, que nous noterons

By wee; Moy --- On veut démontrer 'existence d’un sous-ensemble infini N’
de N tel que
(5- 3) Iim p.{f;) ecxiste pour chaque entier m 2> 1.

AEN

Pour cela, on va appliquer le procédé de Ia «suite -diagonalc ». Puisque
la suite des w,(f;), pour k=N, est bornée, il existe un sous-ensemble infini
N;cN tel que

lim w,{ /%) existe.
FEN

La suite des ¢,( fi), pour £ € Ny, cst bornée; donc il existe un sous-ensemble
infini Ny N, tel que
lim uq( fi) existe.
LEN,
On définit ainsi, de proche en proche, des sous-ensembles infinis
N;oN.>---oN,.
L'’ensemble N, ., est alors un sous-ensemble infini de N,, tel que

lim g fi) existe.

kENm+I

Consldérons maintenant la suite infinic N' d’entiers, définie comme snpit *
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pour chaque entier m > 1, le m-iéme terme de la suite N' est le m-iéme
terme de la suite N,.. La suite N’ est une suite strictement croissante, et 1l
est clair que, 4 partir du m-i&me, tous les entiers de la suite N’ apparticnnent
4 N,.. Geci vaut pour teut m, et par conséquent la suite N' vérifie la condition
(5. 3), ce qui achéve enfin la démonstration.

Ainsi le théoréme fondamental du § 2 est entitrement établi.

Remarque. En réalité, la démonstration qu'on vient de faire consiste i
prouver, dans un cas particulier, qu’'un produit (infini) d'espaces compacts
cst compact.

6. QUELQUES CONSEQUENCES DU THEOREME FONDAMENTAL

On utilisera souvent le principe suivant : Soit A un ensembis borné de fonc-
tions holomorphes dans 1, si une suite de fonctions foe A n'a gu'une seule fonction
adhérente (au sens de la lopologle de la convergence uniforme sur toub compact),
cetle suite est convergente {(au sens de celle fopelogie).

Cela résulte d’un théoréme classique de topologie sur les espaces compacts.
Comme application de ce principe, considérons d’abord le cas oi Pouvert
D est connexe et ol la suite des fonctions /i converge simplement ¢r chague
fpoint d'un ouvert non vide D' contenu dans D (la convergence signifie qgue
pour chaquc z& D' la suite des nombres f;(2) a une limite). 8'il en est ainsi
et si les f, appartiennent 3 un ensemble borné, la suite f, converge unifor-
mément sur tout compact de D. En effet, si f et g sont deux fonctions holo-
morphes dans D, toutes deux adhérentes 4 la suite des f;, on a évidemment
Sz} = g(z) en toul point ze D', ce qui entraine que f et g sont identiques
dans D {en vertu du principe du prolongement analytique}.
Considérons maintenant le cas d’une suite bornée de fonctions holomorphes

fu satisfaisant 4 la condition G(z,) du lemme 2; 2, désigne ici un point de
D, Alors, si 1) est connexe, la suite f. converge uniformément sur tout
compact de D. En effet, 51 f et g sont deux fonctions holomorphes adhé-
rentes & la suite { f,), on a f®™(z,) = g™(z,) pour tout entier n > 0, et par
conséquent f et g sont identiques en vertu du principe du prolongement
analytigue.
On peut aussi considérer le cas d’une suite bornée de fonctions holomorphes
S dans I, qui converge simplement en chague point d’un sous-ensemble
E non discret de D, D étant tovjours supposé connexe. Une telle suite converge
uniformément sur tout compact de D, car si f et g sont deux fonctions
holomerphes adhérentes a la suite (f,), 1a différence f (2} —g{z) s"annule
en tout point de E, donc est identiquement nulle puisque I’cnsemble des
zéros d’une fonction holomorphe dans D {connexe} et non identiquement
nulle est un ensemble discret.
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Exercices

1. Soit £(z} unc fonction holomorphe dans le disque |z] <7 1, et suppo-

sons que f (o) = ¢, Montrer que la série S flz) converge uniformément
na .
sur tout compact dans ce disque. {Etant donné o < r <7 1, utiliser le

lemme de Schwarz (dans le disque |z] < r} pour majorer | f(2")| par un
multiple constant de |z[* pour |z} < r).

2. Soit D un ouvert connexe du plan G, et soit | £, {z)} une suite de fonctions
holomorphes dans 1), supposée uniformément convergente sur tout compact
de I vers une fonction non identiquemnent nulle f£(z). Soit de plus T le
bord orienté d'un compact K dans D, tel que f(z) £ o sur T. Montrer
qu’il existe un entier positif N tel que, pour n 2> N, on ait £, {z) ¥ osur I',
et que f, et f admetient le méme nombre de zéros dans K. (8i M est la
borne inféricure de | £(z)| sur I', <t si on choisit N de telle maniére que
| fa {2} —F(2)] << M pour = = N ct ze 1", on peut appliquer le théoréme
de Rouché {exercice 19 du chapitre i} aux fonctions f(z) et £, (2) — f(z).)

En déduire que, si a est un zéro de f(¢), il existe une suite (2.) de peints
de D telle que

lima, =a, f.{a) -o.

3. Soit © un nombre complexe tel que Im(x) > o, et posons ¢ = &
Montrer que les deux séries suivantes convergent uniformément sur tout
compact dans le plan G de la variable « :

E (___ r)nqnﬁeﬁzniu’

— A ke T

—1 E (— I)"Q‘ (n1 ;)! gl - tymin

cemelngl

S1i on désigne par 5,(u}, () les fonctions holomorphes (dans le plan
tout entier) définies par ces séries, on a les relations suivantes :

Solw + 1) = Fo(u), _-_71(“ 1= _-31{_«‘*]=
e & 1) — — g e (), Si{u bx) = — g le s (a),

5a (u + —Z-) = ig— "t g2z (u).

Mantrer que les fonctions Z,(u), 3;(u) ne sont pas identiquement nulles.
{Montrer, par exemple, que

j;liso(x)gﬂdx 1+ 0 ¥ 1.;|n=.)

-5
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Montrer que les nombres comiplexes m 4- nr, avec m, » entiers, sont des
zéros de la fonction 3,(u), et queles nombres m + (n + %)-: sont des zéros

de 5,{x). En évaluant intégrale de la fonction &'k sur le périmétre d'un
parallélogramme de périodes convenablement choisi, montrer gu’il n'y
en a pas d’autres.

4. Soit 2 un nombre réel. En procédant comme au n® 2, § 2, montrer
Pégalité suivante :

nt sh 2na » ( 1 i I )‘

Sin"‘(z-l'm')!’-inﬂ(z-—af):_,_{nﬂ_,' z+n—ai z4nrJa

et en déduire que

L sh 2na . \! 1
a ch 2nma —cos 2rz  _ . .. (2 R)24 AP

5. Montrer les développements suivants :

(ij z g {— [}’H'l(?n—-l)‘
COE = a2t 142 .
© o eg) e
(i) xtgwg =27 3 — 1

—
n2tfy TN e
2

™ I 1 ¥
3 5

Déduire de (i) que l'on a

4 7
Déduire de (i}, (ii}, en procédant comme au n° g, § 3, les formules suivantes :
_ S T .
(1) COs T ..1; (1 (an— 1)3)
; B gin ™ _ 1) "z).
(iv) cos4 sm4 g(l_'_en—-r

(On remarquera que

(costf2—sinifa)’ 1 1 {sini
cos if2 — sin #f2 2 cost

6. Montrer que Pon a

i(r’ z)) +£(r'(z + 1{2)) . d_(m)_

dz \I'(2) dz\T(z+1/2)/ “dz\r{22)
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(Utiliser la formule (4. 14).) En déduire, par intégration, que J'on a
Iiz}I'"z + 1f2) = ¢+ (22}, «, & constantes;

déterminer a, » cn faisant successivement z = tf2, 1.
Montrer par la méme méthode la formule plus générale pour un enticr
? = 2 quelconque :

I(pz) = (nn)“"‘””ﬁ"’*mI‘(z)[‘(z. + ’%) e I‘(z +%I-)-

(Pour déterminer les constantes d'intégration, on fera z = 1fp, 1; on
pourra utiliser la formule (4. g}, avec z = gjf, 1 < g <, et la relation

sin%sin%‘--- sin? ; L. = pf2?~1 (pour p > 2), pour évaluer

Cajp)v(2fp) ... T((g—1){p).)

7. (i) Montrer que lintégrale, contcnant un paramétre réel x,

f e~i= 1 ds
o

converge uniformément sur tout intervalle @ < x <. 6, ol 0 < a < b;
en déduire que l'intégrale f ¢~ *—1di définit une fonction holomorphe
L]

de z, que P’on désipnera par G(z), dans le demi-plan Re{z) > o.
(i’) Montrer que 'on a

" N nnl .
(1) j;(:-—-;-}: ldz_x(x+I)___(x_‘_n)pourxrcel}o,

et n entier = I;

(2) e—*(l—-;ﬂ cﬂ)g(x - IT)" Le "t pour o<t

(Montrer d’abord les inégalités 1 — tfn =" < 1 —ifn + t2fan?, et ensuite
utiliser l'inégalité a"— "< na"—*(a—»5), valable pour a >8>0, en
prenant ¢ = ¢~ b=1—1{/n.)

En déduire que Pon a

. n A 1 i ke
lim f (1 > Fldf = f e =14y,
n Jo : 0

G(2z) = I'{z) pour Re(z) > o.

et que

8. Déterminer le résidu de la fonction T'{z) aupolez = —a,n=0,1, 2, ...
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9. Montrer que, si
I
r(z) _zg : agzs ! a¢5‘+"' L agnzﬂn I

est le développement de Laurent de la fonction p{z) 4 l'origine, 1'équation
différentielle (5. 9) du§ 2 permet de détermincr par récurrence les coeflicients
1,5 BVEC 1 > 3, comme polynémes en a,, a,. Déterminer effectivement ag, a;.

10. Soit P un parallélogramme de périodes de la fonction p. Montrer que,
si a et 8 sont deux nombres complexes, la fonction

{1) Bz} —ap(z) — B

posséde trois zéros dans P, et que leur somme est égale & une période
(utiliser les propositions 5. 1 et 5. 2. du chapitre 13, § 5). En déduire que,
si u, ¥ sont deux nombres complexes tels que ¥ o 40 (mod. Q), on
peut irouver z, 8 de telle sorte que la fonction {1) admette u, v et —u — 2
comme zéros; en déduire que, sl w +~v+w=o0, on a

pla} (w1
det |p(e) »'(») 1|=0.
ple) Y(w) 1

11, Reprenons les notations de l'exercice 3 ci-dessus. Montrer que le
preduit infini

I[[(I — gin—lgZeicy(y — gPa—1g— sm)]

nzt
définit une fonction f{s} helomorphe dans tout le plan de la variable
complexe ¥. Quels sont les zéros de f(u)} ? Montrer que 'on a

S ) = e.3,(n),

ot ¢ désigne une constante, _

(On montrera que f{u)/zo(u) est une fonction doublement périodique et
holomorphe dans tout le plan, et on appliquera le corollaire 4 1a proposition
5. 1 du chapitre m, § 5.)
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CHAPITRE V1

Transformations holomorphes

1. Généralités; exemples

5. ETUDE LOCALE D'UNE TRANSFORMATION HOLOMORPHE w = f (Z) QUAND

S (o) # 0

Prorosirion 1.1. Seit w — f(z) une fonction holomorphe au voisinage de zy5
supposons f'(z,) # 0, ef posons wy — f(z,). Lorsque 7 et w sont gssez wvoisins
de zy et wy respectivement, la relation w = f(&) est équivalente & une relation
z = p(w), ol g désigne une fonction holomorpke (bien diterminde) de w au voisinage
de wy, lelle que glwy) = z,.

Cela résulte du chapitre 1, § 2, propesition 9. 1, et aussi du chapitre 1v,
§ 5, proposition 6.1.

Ainsi, au wvoisinage d'un peint, la transformation réciprogue d'unc
transforrnation holomorphe a dérivée # o est une transformation holo-
morphe; de plus, avec les notations précédentes, la dérivée g’ est donnée
par la rclation

gw) =+

En particulier, cette dérivée est 7 0 au point w,,
Notons ¢ le nombre complexe non nul f*(z,). La transformation linéajre
{(homogene) tangente au point 2, 4 la transformation f est la transformation

{r. 1) W (7,

Considérée comme une transformation du plan, c’est une similitude directe.
En particulier cette transformation conserve les angles el leur orientation. En
d’autres termes, st deux arcs différentiables y, et y, du plan (2) ont pour
origine le point 4, les transformeés de ces ares par w = f(z) sont des ares
différentiables d’origine w,, et les demi-tangentes au point w, font un
angle orienté égal 4 ’angle orienté des demi-tangentes aux arcs y, et 14
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V1. Transformations holomorphes

au point z,. Pour cette raison, on dit que la transformation holomorphe
w = f(z) est conforme en chaque point z, ol la dérivée f'(z,} est +* o.

Réciproquement, toute transformation linéaire (homogénc) du plan
qui conscrve les angles (sans conserver nécessairement leur orientation)
est de la forme (1. 1) ou de la forme

(r.2) W = ¢Z.

En eflet, si T cst une telle transformation, il existe une similitude directe
S telle que la composée S—! o T laisse fixe le point de coordonnées réelles
{1, 0). Puisque S—'» T conserve les angles, le point (o, 1} est transformé
en (0, a), @ réel = o. Alors {1, 1) est transformé en (1, a); donc les
vecteurs (1, £} et {1, a) font avec {1, 0) des angles égaux, d’oh a = £ 1.
Sia=1,5cF est 'identité, et T -8 a la forme (1. ). 81 a=—1,
S—1o T = Uest lasymétrie par rapport & Paxe réel, et T—=8-U a la
forme {1. 2).
C.QFED.

Dans le cas (1.1}, la transformation linéaire conserve l'orientation;
dans le cas (1. 2}, elle change Vorientation. Considérons alors une trans-
formation w = f (2} définic dans un ouvert ¢onnexe D du plan de la variable
complexe z == x 4 fy; supposons-la continfiment différentiable avec un
jacobien £ 0 en tout point de D; si cette transformation conserve les
angles (autrement dit, si Ia transformation linéaire tangente en chaque
point de D est de 'un des types (1. 1) ou {I. 2)), on a en chagque point de D
Pune des relations

o/, W_,

azZ oz
Ces relations ne sont jamais vérifiées simultanément en un point de B,
sinon les dérivées partielles de f par rapport & x et y seraient toutes deux

nulles, contrairement au fait que le jacobien est non nul, Puisque les deux

fonctions g et g sont continues, Pensemble des points de D ol chacune
d’clles est nulle est fermé dans D; D est réunion de ces deux ensembles

fermés disjoints, et par suite I'un de ces deux ensembles est vide puisque D

est connexe. Deux cas seulement sont donc possibles : ou bien v o

en tout peint de D (alors la transformation est holomorphe), ou bien 2%.: o

en tout point de D {et alors £ est une fonction holomerphe de Z). Dans ce
dermier cas nous dirons que la transformation est antikalomorphe. En résumé :

ProrosiTION 1. 2. Pour gu’une lransformation continiiment différentiable & jacobien
partout = o dans un ouver! connexe 1 du plan conserve les angles, 11 faut et il suffit
qu'elle soit holomorphe ou antiholomorphe. Dans le premier cas, elle conserve Poriea-
tation des angles; dans le second cas, elle change orientation des angles.
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§ 1. Généralitds; exemples

2. ETUDE LOCALE D'UNE TRANSFORMATION HOLOMORPHE 0 = f(2) QUAND

Sze) =0
Considérons d’abord un cas particulier, celui de la transformation
(2. 1) w— z”,

ou p désigne un entier > 2. La dérivée de 27 est nulle pour £ = 0. La
transformation réciproque

(2. 2} &= wr

est multiforme; 4 chaque valeur 54 o de i correspondent p valeurs distinetes
de z. Les angles ne sont pas conservés A l'origine par Ia transformation
(2. 1), puisque Pargument de w est égal 4 p fois 'argument de z. On voit
que les angles sont multipliés par I'entier p. Lorsque le point 2 tourne une
fois autour de Torigine, le point w tourne p fois autour de Porigine dans
le méme sens; on laisse au lecteur le soin de donner un énoncé précis
concernant I'indice d'une courbe fermée décrite par ¢ et Pindice de 1a
courbe transformée décrite par w.

Pour étudier le cas général d’une transformation holomorphe w = [ (2}
lorsque f'{z,) = 0, nous supposerons pour simplifier z, = o0, f{z,) = 0.
Dans ce qui suit il est essentiel de supposer que la fonction f/ n’est pas iden-
tiquement nulle au voisinage de ©; si g est "ordre de multiplicité du zéro
de f a l'origine, le développement de Taylor de f 4 |'origine est de la forme

(2.3) w =21 + £1(2)),

la constante ¢ étant # o, et la fonction f;, holomorphe 4 Porigine, satis-
faisant & f,(0) = o. Pasons

Sal2) = e7(1 + f,)'%;

la fonction f,{z) est holomorphe au voisinage de 'origine (on choisit I'une
de ses déterminations), et 'on a fy{o) ¢ 0. La relation (2. 3) équivaut
alors A

(2- 4) w = (2 f5(z})y
Posons
(2. 5) zfol2) =t

Draprés le no 1, cette relation donne z — g(t}, obt g cst holomorphe au
voisinage de o ¢t nulle au point o, avec g’{0) /£ 0. D’aprés (2. 4), on a
t = w'i?, d’olt finalement :

(2. 6) 2 = glw"e).
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V1. Transformations holomorphes

Ainsi la relation w — [(Z) est équivalente, au voistnage de Uoriging, & une relation
de la forme (2. 8), ot g est holomorphe au voisinage de o et nulle & Porigine, avec
£'(0) # o.

En particulier, 4 toute valeur w assez voisine de 0 et £ o correspondent
¢ valeurs distincies de z. On dit que origine est un point critigue d'ordre p
pour la transformation (2. 8}, réciproque de w == f{z}.

3. TRANSFORMATIONS HOLOMORFPHES

TutorEmE. Soit f une fonclien holomorphe non constanle dans un ouvert connexe D,
Alars Pimage f{D} est un ouvert du plan.

Démonstration. 11 suffit de montrer que, pour tout point Z,eD, I'image
f{D) contient tout Jes points d'un voisinage de £ {2,). Le cas ot f'{zy) 7 o0
est justiciable du n° 1 : dans ce cas f définit un homéomorphisme d'un
voisinage de &, sur un voisinage de f(z,). Le cas ol {24} = o (la fonction f
n’étant pas identiquement nulle au voisinage de z4) est justiciable du
n® 2 : dans ce cas il existe un voisinage de z, dans lequel la fonction f prend
p fois chaque valeur suffisamment voisine de f{z,} et # f(z,). Ainsi,
dans tous les cas, le théoréme est démontré.

Remargue. Pour tout cuvert D’ contenu dans D, 'image f (D'} est ur ouvert.
On dit que application f est une application ouverie.

COROLLAIRE, Sij esf une fonction holomorphe el univalente (CL. chapitre v, § 1,
n® 2} dans un cuvert connexe 1, f est un homéomorphisme de D sur Powvert (I,
ef Uapplication réciproque f-% est holomorphe dans f(D).

Démonsiration. f est une application injective, €t est continue et ouverte,
Son application réciproque f =1 est continue parce que f est ouverte. Puisque
£ est univalente, on a f‘{z,) = o en tout point zyeD, en vertu du n° 2;
done, d'aprés le no ¢, f~1 est holomorphe en chagque paoint f(z,).

Définition. Solent D un ouvert du plan de la variable z et D' un ouvert
du plan de la variable w. On appelle tomorphisme de D sur T un homéo-
morphisme qui est défini par une application kolomorphe f, 'application
réciproque étant aussi holomorphe.

Il résulte du corollaire précédent que dés qu'une application holomorphe
dans D est univalente, c'cst un isomorphisme de D sur son image f (D}

Remarque. Les définitions et les résultats précédents s’appliquent non
seulement & un ouvert D du plan de la variable complexe, mais plus géné-
ralement a un ouvert D de ia sphére de Riemann, Papplication f pouvant
prendre aussi ses valeurs dans la sphére de Riemann.
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4. LEXEMPLES DE TRANSFORMATIONS HOLOMORPHES MULTIVALENTES

Méme lorsque la dérivée f'{z) est partout £ o, la fonction f peut éwe
multivalente (c’cst-a-dire non univalente). L'exemple le plus simple est
celui de la transformation

w =2z

qui est périodique de période 2m. Une bande < Im z < b est transformée
dans Pensemble des points w tels que

a <7 arg w < b.
Dans cette bande la transformation est univalente si et seulement si
b-—a< 2n.

A titre d’exemple nous étudierons la transformation w = cos z, dont la

dérivée s'annule pour tous les z multiples entiers de 5. On a
I "
W= Ccusz= —2-(6- + ).

La transformation w = cos z est donc composée des deux transformations

E=¢" et w=%(t+lﬂ).

Etudions la transformation réciproque : si on se donne arbitrairement w,
il Jut correspond deux valeurs de f, & savoir les racines de Péquation du
second degré

2 —2wl+ 1 =0,

racines dont le produit est égal & 1; elles sont distinctes si ws£ 4-1; &
chacune de ces racines correspondent une infinité de valeurs de z, déduites
de U'une d’elles par addition d’un multiple entier arbitraire de 2r.

Posons z = x + &y, w=1u + iv(x, y, v, v étant réels). On a

¥ = ch y cos x, v = —sh ysin x
81 on fixe y, le point {u, ), lorsque x varie, décrit Pellipse

ut v?
ch? y + shz y '

(il la décrit une fois si x varie dans un intervalle d’amplitude 2=}, Si on
fixe x, le point (u, ), lorsque y varie, décrit une fois Pune des deux branches
de *hyperbole
u? v2
costx  sinfx
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V1. Transformations helomorphes

Pour étudier comment @ varie en fonction de 2, il suffira, & cause de la
périodicité, de faire varier x de — % & 4+ %, y variant de -— oo 4 + .
De plus, si on change z en — z, w ne change pas; on fcra dounc varier x
seulement de 0 & = Si on change y en — y sans changer x, u n'est pas
changé, et v est changé en — » : donc & deux points ¢, et z, symétriques par
rapport 4 'axe réel correspondent deux points w, et w, symétriques par
rapport & I’axe réel. Finalement, il suffira de faire varier x de 0 &4 =, et y
de 0 & 4+ . Soit donc D 'ouvert

(D) O < x <R, PR

Faisons d’abord décrire au point z = x + iy le « bord orienté » de D :
10 lorsque, x restant 0, ¥ décroit de + 2 4 0, w reste sur 'axe réel, en
décroissant de - o0 & + 1; 2° lorsque, y restant ©, x croit de 0 & =, w reste

¥
|
| ¥
|
|
|
o 1
»®
: |
] ¥=Yo _ gl _'._“
| !
|
L)
H ] T x
ro2
I
4 =y,

Figure 11

sur I'axe réel, en décroissant de + 14 - 1; 3° lorsque, x restant égal 4 =,
y croit de 0 & + oo, w reste sur Paxe réel, en décroissant de — 1 8 — oo
Ainsi I'application w = cos z applique homéomorphiquement le bord de
D sur I'axe réel.

Le lecteur montrera que D est appliqué homéomorphiquement sur le
demi-plan inférieur v <7 0. D'une fagon précise, lorsque le point z déerit
un segment y = y, (constante > o), ¥ croissant dc o A =, le point w décrit
une fois et une seule une demi-ellipse ayant + 1 et — t pour foyers, située
dans lc demi-plan # <7 0, ayant pour grand axe c¢h y, et pour petit axe
sh y,. Lorsque le point 7 décric une demi-droite x = x; {0 <7 xy < %),
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§ 2. Représentarion conforme

croissant de o & + o, le point w décrit une fois et une seule une demi-
branche d’hyperbole ayant +— ( et - 1 pour foyers, située dans le demi-
plan z <7 ¢, ayant pour axes lcos x| et sin x,.

La bande 0 <7 x <7 = (3 variant de — o= 4 — =) est appliquée homéormeor-
phiquement sur le plan privé des deux demi-droites (portées par I'axe
réel) ¥ > 4+ 1 et u< —1.

En ce qui concerne les angles, on observera que la transformation w0 = cos z
daouble les angles en chacun des points 2z = o et z — = {les angles droits du
bord de D sont transformés en angles plats); ceci correspond au fait que la
dérivée — sin z de cos 2z posséde un zéro simple en chacun de ces points.
A l'intéricur de D, la transformation conserve les angles; elle transforme
les paralléles aux axes de coordonnées du plan (2) en des ellipses et hyper-
holes homofocales, comme on 'a vu.

2. Représentation conforme

1. POSITION DU PROBLEME

Soient I et D' deux ouverts connexes de la sphére de Riemann $,. On
se demande s’il existe un isomorphisme de D sur 1Y, ou, ce qui revient au
méme, st existe une application holomorphe univalente de D sur DY,
Unc condition nécessaire pour que le probléme précédent ait une solution
est de nature purement topelogique. ff faut que D et I soient homdén-
morphes; en effet, tout isomorphisme est un homéomorphisme. Par exermple,
si D est simplement connexe, il est nécessaire que [ soit aussi simplement
connexe. Cette condition nécessaire n'est pas suffisante, comme le montre
le théoréme suivant :

THEOREME 1. Le plan C et le disque ouverl |z| <1 ne sont pas isomerphes (bien
qu’ils soient homdéomorphes).

Démaonstration. Supposons qu'il existe un isomorphisme f de [ sur le disque
jz] =7 1. Alors f est une fonction holomorphe ct bornée, donc d’aprés le
théoréme de Liouville elle est constante, ce qui implique une contradiction
puisau’elle doit étre univalente.

2. AUTOMORPHISMES DE 1D

Supposans qu’il existe au moins un isomorphisme £ de D sur I, et cher-
chons alors 4 déterminer fous les isemorphismes g de D sur 1¥. La transfor-
mation S = f~' o g est un isomorphisme de I sur lui-inéme, autrement
dit est un automoarphisme de D) on a

{2. 1) g— fob.
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V1. Transformations holomorphes

Réciproquement, s1 § est un automorphisme de D, la transformation g
définie par (2. 1) est un isomorphisme de D sur D'. Ainsi on obtient tous
les isomorphismes de D sur I¥ en composant ur automorphisme arbitraire
de D) avee un isomorphisme particulier f de D sur 1’. 11 est clair que les
automorphismes de D forment un greupe T'(D). De plus si f est un isomor-
phisme de D sur IV, 'application 8 > f¢ S ¢ 7' est un isomorphisme
du groupc I'(D} sur le groupe (D).

On se propose, dans les exemples qui svivent, de déterminer explici-
tement le groupe 1(D)} pour certains ouverts I} particuliers.

2. AUTOMGRPHISMES DU PLAN COMPLEXE

On prend ici pour D le plan G tout entier. Scit 2 — f(z) un autemor-
phisme de C; la fonction f(z) est holomorphe dans G; donc deux cas
seulement sont possibles a priori :

12 f admet le point 3 'infini comme point singulier essentiel;

2% f est un polyndéme.

On va voir que le cas 19 est impossible : paisque f est univalente, 'image
par f de la couronne 2| => 1 ne rencontre pas image par f du disque
jz] <7 1, nage qua cst un ouvert non vide. Done 'umage de iz] > 1 n'est
pas densc dans tout le plan, et par conséquent, d’aprés un théoréme de
Weierstrass (chapitre 1, § 4, n® 4}, le point & l'infini n'est pas singulier
essentiel pour f. Ainsi fest un polynome de degze n = 15 d’aprés le théoreme
de d’Alembert, équation ' (z) = w admet » racines distinctes (sauf pour
des valeurs particuli¢res de ). Or, par hypothése, f est univalente. On
en conclut # = 1, On a donc démontré le théoréme sulvant :

THuEOREME. 2. Le groupe des aulomorphismes de Q se compose des transformaiions
linéatres
{g. 1} z—>az b, a0,

Lorsque g = 1, la transformation (3. 1) est une trarslation; clle n’a pas

de point fixe, Au contraire, losque e :+ 1, la transformation admet un
point fixe unique, a savoir

On observera que les transformations {g. 1) forment un groupe fransilif
dans le plan C: autrement dit, étant donnés deux points quelcongues
2y et zp, il existe au moins une transformation du groupe qui transforne
Z, en z,. Le sous-groupe d’isotropic d'un point z,, c’est-a-dire le sous-groupe

182



§ 2. Représentation conforme

des transformations qui laissent fixe le point z,, sc détermine aisémenc;
par exemple le groupe d’isotropie de I'origine o se compose des similitudes
directes 2z —- az.

4. AUTOMORPHISMES DE LA SPHERE DE RIEMANN

Considérens  les  transformations  homographiques

az —b

(4. 1) w i d ad — be 7 o

51 on multiplie les cunstantes g, 8, ¢, d par un méine nombre complexe £ o,
on obtient la méme transformation. Ainsi on devra toujours considérer
quc les cocflicients a, &, ¢, 4, ne sont définis qu'a un facteur constant prés.
Une telle transformation est définie sur la sphére de Riemann 8, et
4 valeurs dans la sphére de Riemann 8, : d'une fagon précise, pour z = o,
onawm = afcsic % 0, et w = o si ¢ = o {ce qui implique ¢ s o). Chaque
transformation {4. 1) posséde une transformation réciproque

i diw—b
4 2) Y, 1
— o T a
ce qui montre que chaque transformation homographique {4. 1} #st un
homéomorphisine de 8§, sur 8,

Les transformations (4. 1) forment ainsi un groupe G d’automorphismes
de la sphére de Riemann S,. On s= propose de démontrer :

TutorEME 3. La sphére de Riemann S, ne posside pas &' auire anlomorphisme que
ley homograplies (4. 1),

Démonstration. Considérons le sous-groupe formé des transformations de G
qui laissent fixe le point a I'infini de 8;. Ce sont les translormations pour
lesquelles ¢ = 0, et puisque d 7 0, on peut supposer d = 1. Autrement dit,
le sous-groupe des transformations de G laissant fixe le point a I'infini
n’est autre que le groupe de tous les automorphismes i = az + & du plan
€ (théortme 2). Cc groupe est done aussi le groupe de tous les automor-
phismes dc 8, laissant fixe lc point a I'infini. Le théoréme 3 résulte alors
d’un lemme de caractére général :

Lemme. Soft D oun ouvert de la sphive de Riemann S, o soit G un sous-groupe du
groupe 1'(D} de tons les automarphismes de D. Supposons vérifices des deux conditions
sufvantes

a) G est ramsttif dars D;
b) il exicie au moins un point de 13 dont le groupe d’isolropic est contenn dans G,

Alors G est le groupe de toas les awlomorphismes de 1.
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Démonstration du lemme. Svit Sel'(D), et soit z;=1} un peoint dont le
groupe d’isotropie soit contcnu dans G. Puisque G est transitif, il existe
T e G telle que Tizy) = S{z;). Donc la transformation T -* = S T'{D} laisse
fixe le point z,, et appartient donc & G; ainsi 8 = T o {T—* o 8) apparticnt
aG. C.Q.F.D,

5. ETUDE GEOMETRIQUE DU GROUPE DES HOMOGRAPHIES; EQUIVALENCE
DU DEMI-PLAN ET DU DISQUE

Lorsque ¢ / o, la transformation {4.1) se met sous Ja forme canonique
bien connue :

_a | (bt —ad)fc®
{5. 1) w_c*—"md;c :

Il en résulte que {4. 1) est composée des transformations

d I a
z1=ZJ|"—1 Ty = ' l3=klg, w=z3+‘—'!
& Ly r

{a.vec k= %), dont chacunc est homographique d’un type parti-
culier. Ainsi toute transformation homegraphique est composée de trans-
lations, d’homothétics de rapport # o, et d'inversions-symétries {en appe-
lant inversion-symétrie une transformation de la forme ' = tfz; cette
transformation est en effet composée d™ure symétrie par rapport 4 Paxe réel
et d’une inversion de pole o et de puissance 1}, Le résultat précédent a été
établi pour les transformations (4. 1} telles que ¢ # o; lorsque ¢ =0 il
est encore vrai, d’une manitre évidente. Oa cn dédwt gue toute trans-
formation homographique transforme un cercle ou une droite dans un
cercle ou une droite (les droites étant considérées comme les cercles passant
par e point i Uinfini]. 1)autre part, les transtormations homographigues
sont conformes, puisque ce sont des applications holomorphes de 8, dans
8,; en particulier elles transforment des cercles {ou droites} orthogonaux
en cercles {ou droites} orthogonaux,

Etant donnés arbitrairement deux cercles {ou droites), il existe toujours
une homographie transformant Pun dans lautre. En particulier il existe
une homographie translormant l'axe réel y = o dans le eercle-unite :
il suffit de prendre par exemple la transformation

31

Pour le vérifier, i} suffit de s’assurer que trois points particuliers de 'axe
réel (par exemple 0, 1 et =) sont transformés e¢n des points du cercle-

unité {ici, les points w = —, w = — 7 et w = 1),
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4 priori une transformation homographique qui transforme Paxe réel
dans le cercie-unité transforme l'un des demi-plans limité par 1'axe réel
dans l'intérieur du disque-unité, et I'autre demi-pian dans I'extéricur du
disque-unité (point 4 l'infini inclus}. Dans le cas de la transformation
{5- 2), le demni-plan supérieur y > 0 est transformé dans le disque ] <7 1,
puisque le point z =1 est transformeé dans w = o.

6. AUTOMORPHISMES DU DEMI-PLAN ET DU DISQUE-UNITE

Notons P le demi-plan y > o, et B le disque ouvert {w') < 1. D’aprés la
fin du n% 2, la transformation (5. 2} établit un isomorphisme du groupe
I'(P) sur le groupe T'(B). On se propose maintenant de déterminer expli-
citement ces deux groupes.

Orn a déja déterininé le groupe de tous les automorphismes de la sphére de
Riemann. Parmi eux, ceux qui transforment 'axe réel y = o en Jui-méme
forment un sous-groupe; c'est le sous-groupe des transformations homo-
graphiques

(6. 1) z—»m—a, ad — b # o,

oin les coefficients g, b, ¢, &, sont réels. En effet, il est évident que si les coefh-
cients sont réels, les transformations (6. 1) transforment I'axe réel en lui-
méme; réciproguernent, si ’axe réel est transformé en lui-méme, les coeffi-
cients a, b, ¢, 4, sont déterminés, & un facteur prés, par un systéme d’équa-
tions linéaires i coefficients réels, que ’on gbtient en considérant trois
points distincts zy, zy, <, de I'axe réel et en écrivant que les transformés
de ces points sont réels.

Comme lecs coefficients de {6. 1) ne sont définis qu'a un facteur réel £ o
prés, on peut, dans {6. 1}, supposer que ad — be — -+ 1. On voit facile-
ment que, parmi les transformations (6. 1), celles qui transforment
le demi-plan supérieur y > 0 en lui-méme sont celles pour lesquelles
ad —be = 1; pour cela, il suffit de vérifier que la pariie réelie de %:z
est > 0. Les transformations (6. 1) pour lesquelles ad — b = 1 forment un
sous-groupe { du groupe T'{P} de tous les automorphismes du demi-
plan P; chaque transformation de G détermine les coefficients a, b, ¢, 4,
au facteur == 1 prés,

TuPoREME 4. Le groupe précédent G contient tous les automorphismes du demi-plan P,

Lorsque ce théoréme scra démontré, il en résultera que chaque automor-
phisme du demi-plan P se prolonge en un antomorphisme de ia sphére de
Riemann, ce qui n’cst nullement évident a priori.

Pour démontrer que G = ['{P), on observe d’abord que le groupe G
est transitif dans le demi-plan P. En cffet, be polnt 7 peut étre wransformé
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V1. Transformations holomorphes

cn un puint arbitraire 4 -+ # (¢ > 0} du demi-plan par une transformation
convenable de G; c’est immédiat. Si nous montrons que le groupe d'iso-
tropie d’un point du demi-plan (par exemple le point z = i) est contenu
dans G, le théoréme 4 sera démontré grice au lemme du n® 4. Tout revient
donc 4 moentrer que le groupe d’isotropie du point ¢ est formé de transfor-
mations homographiques.

La eransformation {5. 2} définit un isomorphisme de ce groupe d'isotropie
sur le sous-groupe de I'(B) formé des automorphismes du disque jwf <7 1
qui laissent fixe le centre o. Il suffira alors de démontrer :

PropostTioN 6. 1. 8P un automorphisme du disque |z| < 1 laisse fixe o, c'esi
une rolation z—ze®, & ftant un angle quelcongue.

Démonstration de la proposition 6. 1. Soit z— f{z) un automorphisme du
disque-unité tel gue f (0} = o. D’aprés le lemme de Schwarz {chapitre m,
§ 3), ona

if @) << 2

pour tout £ tel que iz| <7 1. Mais en appliquant le lemme de Schwarz 4 la
transformation réciproque on trouve aussi

l2 < 1S

En comparant on obtient | f{z}| =lz|, et par suite, toujours d’apeés le
lemme de Schwarz, on a f(z) = g, ¢ étant une constante de module égale
A 1. Ceci achéve la démonstration.

Alinsi se trouve en méme temps achevée la démonstration du théoréme 4.

A titre d’exercice, on déterminera explicitement le spus-groupe d’isotropie
du peint # = ¢ dans le groupe de tous les automorphismes du demi-plan
supérieur y >> 0. Il est transformé du sous-groupe d’isotropie de o dans le
groupe des automorphismes du disque-unité, par la transformation (5. 2).
On trouve les transfyrmations

8
t_.
zigg

2= -
I—z;tgi
2

qui dépendent du paramétre réel 6.

Pour déterminer le groupe des automorphismes du disque-unité |z| << 1,
il suffit en principe de transformer par {5. 2} le groupe des automorphismes
du demi-plan supéricur. Mais on va procéder directement. 1l s'agit de
déterminer toutes les transformations homographiques

,_aztb
< T er -l d

qui transforment le cercle 2Z-— 1 = o en le cercle 22" — 1 = 0, el trans-
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§ 3. Théoréme fondamental de la représentation confarme

forment te disque ouvert 1 — 27 == ¢ en le disque ouvert 1 — 2’3 > o,
La premiére de ces conditions exprime que I'on a

{8z + 8} (@T + B) = (cx + d) {7z + d)
quel que soit z de module 1, ce qui Lmplique
£6. 2) ab = cd
et
(6. 3 88 — € = dd — bb.

On a alors

L (A — B (1 —27)

L

ez +d|2
et pour que I — zZ > 0 entraine I — 2'Z' > o0, il faut ct il suffit que
(6. 4) dd — b5 > o.

L'inégalité (6. 4), avec {'égalité {6. 4), cntraine e - o, 4 / o; d’aprés
(6.2) on a

b3 avee (A <1,
a d
et, d’aprts (6. 3),
al = 1d|.
: e+l L,
D’on @mrh a4 a MET A
cz-td d_ T oa L+ 22
1.—1\?3

ol § est réel, et z, complexe tel que iz, < 1.
En résumé, on a démontré :

ProrosiTioN G.-2. Le groupe des qutomorplismes du disque-unité se compose des
transformations homegraphiques de la _forme :

(6. 5) = gﬂ%é%’ B réel, 2! <T 1.

3. Théoréme fondamental de la représentation conforme
1. ENONCE DU THEOREME FONDAMENTAL

On se propose le probléme suivant : étant donné un ouvert 1J du plan £,
trouver tous les isomorphismes {'H en existe) de D sur le disque-unité
{z] =7 1. Une condition nécessaire pour 'existence d’un tel isomorphisme
est la suivante @

1 faut que D soit simplement connexe et distinet de C.



VI, Transformations holomorphes

I.a premitre condition cst nécessaire, puisque D doit &tre homéomorphe
au disque ouvert, qui est simplement connexe; la condition D # G oest
nécessaire A cause du théoréme 1 du § 2, n¢ 1. Le théoréme fondamental
qui suit affirme que ces conditions nécessaires sont aussi suffisantes.

THEOREME FONDAMENTAL., Toul ouvert 1) du plan G, simple nent connex: et
distinct de G, est isomorphe au disque ouvert (zj <C 1.

La démonstration de ce théoréme fera 'obiet des numéros 3 et 4. Aupara-
vant observons que tout isomorphisme de D sur jz! < 1 est composé d’un
isomorphisme particulier et d’un automorphisme arbitraire du disque-
unité. Comme les automorphismes du disque-unité forment un grounpe
transitif, on voit que s'il existe un isomorphisme de D sur e disque-unité,
il existe un isomorphisme qui transforme un point arbitrairement choisi
Zo= D dans le cenire o du disque. Ainst nous astreindrons 'isomorphisme
cherché f a la condition

(1. 1) S(za) = o

De plus, le groupe &’isotropie du centre du disque-unité se compose des
rotations autour de o {§ 2, proposition 6. 1); on pecut donc astreindre
Pisomorphisme / & la condition supplémentaire

(1. 2) Fize) >o.
En résumé, les conditions (1.1} et (1.2) déterminent cntiérement
Pisomorphisme cherché f, ¢'il existe.

Nous indiquerons tout de suite deux corollaires du théortine fondamental.

CoRroLLAIRE 1. Denx ouveris simplement connexes Dy et D, du plan G, $'ils sont
tous deux distinels de C, sont isomorphes.

On observera que, en vermt du théoréme 1 du § 2 (r® 1), un ouvert I
simplement connexe et distinet de G n’est pas isomorphe & . Toutefois :

CoRroLLAIRE 2. Deux onverts simplement connexes Dy et 1), du plan C sont
toujotirs homéomorphes.

En effet, s’ils sont distincts de C, cela résulte du corollaire 1; et si Pun deux
est égal a G, cela résulte du fait que le disque izl << t est homéomorphe au
plan C.

2. REDUCTION AU CAS 1'UN DOMAINE BORNE

ProrostTion 2. 1. Seif 1D un cuvert salisfaisant aux hypoth'ses du théoréme
Jondamental, Alors il existe un isomorphisme de D sur un ouvert borné du plan G.

En effet, il existe par hypothése un point a& D. Considérons, dans D, 1a
fonction log{z—a); on peut en choisir une détermination g(z}, puisque D
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§ 8. Théoréme fondamental de la représentation conforme

est simplement connexe (Cf. chapitre n, § 1, n® 7). La fonction g, qui
est holomorphe dans D, est univalente dans D, car la relation g{z;) = g(z,)

entraine
g1 = giiiel c’est-a-dire Zy—a_— 2, —a

Choisissons un point z,e I); la fonction g prend dans D toutes fes valeurs
d’un disque E de centre g{zy) {cf. § 1, n® 1). Si on translate ce disque
par une translation 2=, on obtient un disque dont aucun point n’appartient
a I'tmage de D par g, puisque la fonction # est univalente. 1} s’ensuit que

la fonction
b

g(z) — glzg} — 2w

est holomorphe, univalente et barnde dans D. Elle définit donc un isomor-
phisme de I'ouvert D sur un ouvert borné du plan G, et la proposition 2. 1
est démontrée.

Désormais, nous supposerons I} bomé; au moyen d'une translation et
d’une homothétie, nous pourrons supposer que z, = 0, ¢t que D est contenu
dans le disque |z| <7 5. Ces hypothéses seront eonstamment faites désormais.

3- UNE PROPRIETE D’EXTREMUM

PrROPOSITION 3. 1. Soit A Pensemble des fonctions f holomorphes ef univalentes
dons D, safisfaisant aux deux conditions

(3. 1) Jlo) =0, |f(&)I <1 pour zeD.

Pour que Uimage D' de f soit exactement le disque-unilé, il faut el il suffit que | f*{0)]
sott maximum parmi Iensemble des valeurs qu'il peut prendre lorsque f parcourt A.
Demonstralion,

1 La condition est nécessaire; soit fm A ct soit D' son image; seit g un
isornorphisme de D sur le disque-unité tel que glo) = 0. Ona f=heg, on
£ est une application holomorphe du disque-unité sur TV, avec &{o) = 0.
On a [#(0})| £ 1 d’'aprés I'indgalité de Cauchy, d'ol

|f e} < |g'{oll.

20 La condition est suffisante. Pour le voir, on va montrer quesi feA
et s'il existe un a n’appartenant pas a I'image de f(avec {a] <C 1. H existe
une ge A telle que

g (o] = f (e
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Pour cela, considérons d*abord la fonction
.2 F(z) =lo (z)_-—-a ;
{3-2) (z) "y
elle est holomorphe et univalente dans D, L& valeurs de f{(z) sont dans
le disque-unité; donc les valeurs de S (Z)a ~ ¥y sont auss: (cf. § 2, propo-

sition 6. 2}, et par conséguent la fouctxon F(z) asa paruc réelle <C o. Bien
entendu, on a choisi pour F{z} une détermination du logarithrne, ce qui
est possible puisque D est simplement connexe. Considérons a fonction

F(z) —F{o),
(3-3) &) =
' F(z) + Flo)
qui est holomorphe et univalente dans D. On a g{o) = o; de plus, |g(z)[ << 1,

en vertu du lemme suivant :

Lesume, 8§ deux nombres complexes u et v satisfont & Re(u} <o ef Re(v) <o,
alors E——[~< 1. {La démonstration est laissée au lecteur.)

Ainsi la fonction g appartient & 'ensembie A de énoncé de ta propo-
sition 9. 1. Calculons la dérivée de g a l'origine :

(o} = F'{o av ' 8 — —
(0 gl =pSss wves Flo)= (a5 )/ 10
On a doac
lg{o)l . 1—ad
(3-5) o ,
1.f7 (o)l I
ala] log ;|

et pour montrer que |g' (o}t = | f'(o}{, il suffit de vérifier I'inégalité

— 2
{3.6) l—z z——nlog%>o pour o< E<CT,

Cetre vérification est élémentaire : le premier membre st une fonction de ¢
dont la dénvéc est <7 0; elle est donc strictement décroissante dans P'inters
valle 0 < < 1, ¢t comme elle est égale 3 o pour ¢ =- 1, elle est > o pour
o< < 1.

Nous avons ainsi achevé de démontrer la_proposition 3. 1.

4. DEMONSTRATION DU THZOREME FONDAMENTAL

Compte tenn de la propesition 3. 1, il nous suffira de prouver qu'il existe
une fonction fe& A pour laquelle la borne supéricure de | f'(0}| est atteinte.
Soit B Pensemble des fe A telies que 1 f7(0)| 3> t. L'ensemble B n'est
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§ 4. Notion d’espace analvtique; intégration des [ormes diiférentielles

pas wide, car la fonction f(z) = ; lui appartient. Lensemblec B est un
enscmble borné de D'espace vectoriel #i{D}) {(cf. chapitre v, § 1, no 1);
en effer, on a | £ (2} << 1 pour tout z &I et route fonction f=B. Montrons
que B est un sous-ensemble fermé de (D). Soit f une fonction holomorphe
dans D, limite (uniformément sur tout compact de I} d'une suite de
fonctions £,.eB. On a

F{o) =limf, (0] =0,

De plus la dérivée f* étant limite, uniformément sur tout compacr, des
dérivées /., on a i la limite | f'{0}| —1im | Fi{o}] = 1. Donec la fonction

S n'est pas constante dans D). Or f est limite des fonctions univalentes f,.
Il §'ensuit que f est univalente (Cf. chapitre v, § 1, proposition 2 2). -
Puisque | fa(2) < 1 pour tout ze D, on a la limite | £(2)] < 1 mais il est
impossible que [f{2); =1 en un peint €D, en vertu du principe du
maximum, compte tenu du fait que J/ n’est pas constante. En résumé,
on vient de prouver que la fonction fsatisfait & toutes les conditions imposées
aux fenctions de 'ensemble B. Autrement dit, f& B, et ceci montre que
I'ensemble B cst fermé dans (D).

Ainsi 'ensemble B est un sous-ensemble borné et fermé de (D). En vertu
du théortme fondamental du chapitre v (§ 4, no 2), Pensemble B est donc
compact. Or P'application qui 4 chaque fe B associe le nombre réel | f'(o):
est une application continue, en vertu du chapitre v (§ 1, n® 2, théoréme 2).
Cette fonction continue sur un espace compact atteint done sa borne
supérieure; ceci achéve de prouver le théoréme fondamnental.

4. Notion d’espace analytique; intégration des formes différen-
tielles

1. STRUCTURE D’ESFACE ANALYTIQUE

Soit X un espace topologique séparé. Nous supposons que l'on s’est donné
un recouvrement ouvert {U);e, €t, pour chaque U, une fonction z; i
valeurs complexes définie dans U, et qui réalise un homéomorphisme de U,
sur un ouvert A; du plan C. On impose a ces fonctions la condition de
cohérence suivante :

(t. 1} Ouels gue soient tel o jel tels que U;nU; = o, Papplication
Fi=zolz)~Y de Uimage 7;(UinU))cA; sur Pimage z{U,n U cA, est
une trensformation holomorphe dont la dérivée est parlout 7 o. En d’autres
termes, on a & — fi;(g;) dans U, n U, £; érant holomorphe (a dérivée » o)
dans Vouvert z;{U;nU,) de G.
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V1. Transformations holomorphes

Par définition, la donnée du recouvrement onvert et des fonctions z; satis-
faisant & la condition (:. 1), définit sur X une structure d’espace aralyliqus.
La fonction z; s'appelle 1a covrdonnde locale dans 1'ouvert U,. Si un point de
X appartient a plusieurs ouverts U, on a plusieurs coordonnées locales
au voisinage de ce point (une pour chaque ouvert); le passage d’une coor-
donnée locale z; a une autre g s'effectue par une transformation /ole-
morphe fi;, A cause de la condition de cohérence (1. 1).

Par exemple, c’est au moyen d’une telle donnée gu'on a déja défini la
sph're de Riemann (Chapitre 11, § 3, n® 1}, Dans ce cas, X était la sphire-
unité de I'espace B3, ct le recouvrement était formé de deux ocuverts, chacun
d’eux étant le complémentaire de 'un des poles de la sphére.

Définition d”une fonction holomorphe, Soit X un espace muni, comme ci-dessus,
d'une structure d’espace analytique. Soit f une fonction définie et continue
sur X, a valeurs complexes; pour chaque i, soit £ la fonction définie dans
Pouvert A,;c G par la condition que f = fi ¢ z; dans U;, On dit que f est
holomarphe si, pour chaque 7, la fonction f; est holomorphe dans ouvert A,
En d’autres termes, f est holomorphe dans X si, dans chaque ouvert U,
J s'exprime comme fonction holomorphe de la courdonnée locale z.

2. APPLICATIONS HOLOMORPRES; STRUCTURE INDUITE

Diéfinition. Soient X et Y deux espaces munis chacun d'une structure d’espace
analytique. On dit qu’une application 3: X —»Y est une application
holomorphe si elle est continue et satisfait en outre 4 la condition suivante :
pour tout poini g= X, soit b = 3(a), et s0it w une coordonnée locale an
voisinage de & dans Pespace Y; alors w o 3 doit étre une fonction holomorphe
au veisinage du peint a de X. Cette condition signifie que 1 o » Sexprime
comme fonction holomorphe d’une coordonnée locale au voisinage de
a dans 'espace X. Ainsi 'application continue 5 est holomorphe si, au
voisinage de chaque point eeX, une coordonnée locale an voisinage du
point transformé b = z(a) est fonction helomorphe d’une coordonnée
locale au voisinage de . En vertu de la condition de cohérence (r. 1),
la condition précédente est indépendante du choix des coordonndes locales.

Scient X, Y et 7 trois cspaces analytiques, et soient 5 : X —7Y, §:
Y — Z deux applications holamorphes. Alors ’application composée 4 o 5
est une application holomorphe de X dans Z. La démonstration est laissée

au lecteur,

Soient X ct Y deux espaces analytiques; on appelle tromorphisme de X sur
Y un homéomerphisme o : X — Y qui est holomorphe ainsi que 'homnéo-
morphisme réciproque ¢—'. En fait, on verra plus loin {propasiticn 6. 1)
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que $i ¢ est un homéomorphisme holomorphe, son application réciproque est
automatiquement holomorphe, et par conséquent ¢ est un isomorphisme,

Considérons, sur le méme espace topologique X, deux structures d’espace
analytique : la premitre cst définic par un recouvrement ouvert (U} et
des coordonnées locales z;, la deuxitme est définie par un recouvrement
ouvert {V.) et des coordonnées locales w.. Demandons-nous si 'appli-
cation identique X -> X est un isomorphisme de la premiére structure
d’espace analytique sur la deuxit¢me. En rementant aux définitions,
on voit aussitdt qu'une condition nécessaire et suffisante est la suivante :
pour tout point a& X, pour toute coordonnée locale z; de ia premiére
structure au voisinage de a, et pour toute coordonnée locale w, de la
deuxiéme structure au voisinage du méme point g, w, s'exprime comme
fonction holomorphe de z;, et réciproquement 2 s'exprime comune fonc-
tion holomorphe de w.. Cetie condition pent cncore s'exprimer de la
maniére  suivante :

Considérens le recouvrement ouvert de X formé de tous les U, et de wous
les V., avec les coordonnées locales ¢ et w.; alors la condition cherchée
est que ces données satisfassent i la condition de cohérence (1. 1); autrement
dit, ces données doivent définir sur X une structure d’espace analytique
{(structure qui sera isomorphe 4 la fois A la structure définie par les U,
etles z;, et i celle définie par les V., et w,). Lorsque deux structures d’espace
analytique sur X satisfont 4 la condition précédente, nous dirons qu'elles
sont fquivalentes, On appelle espace analytique la donnée d’ure espace topo-
logique séparé X, et d’une classe de structures analyt:ques sur X, deux &
deux équivalentes.

Définition. Soit X un espace muni d’'une structure d’espace analytique
définie par des U; et des z.. Soit U un ouvert de X; on appelle siructure
analyligue induite sur U par celle de X, la structurc définie par les ouverts
UnU, et pour chacun d'eux, par la restriction de la fonction 2 & Un U,
En d’autres termes, si 2 e U, une coordonnée locale au voisinage de ¢ pour
la structure induite ne sera pas autre chose qu'une coordonnée locale au
voisinage de & pour la structure donnée sur X, Ainsi tout ouvert U d’un
espace analytique X est automatigucment muni d’une structure d’espace
analytique.

3. EXEMPLES D'ESPACES ANALYTIQUES

Considérons le plan € de la variable complexe z. Prenons le recouvrement
formé de Punique ouvert G, z étant une coordonnée locale dans C. On
définit ainsi sur G une structure d’espace analytique, puisque la coadition
de cohérence {1. 1} est trivialement vérifice. Conformément i la fin du
n® 2, tout ouvert Dc G est muni d’une structure d’espace analytique;
avec cette définition, les fonctions holomorphes de l'espace analytique
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D ne sont pas autre chose que ce que nous avons toujours appelé fonctions
holomorphes dans TD.

Comme second exemple d’espace analytique, nous avens la sphére de
Riemann déja mentionnée {chapitre m1, § 2, n° 1).

Considérons maintenant Pespace-quotient G/Z du plan € par le sous-
groupc additif Z des points réels i coordonnées entiéres. Un point de Gj2
est donc une classe d’équivalence formée de points dont les différences
mutuelles sont des nombres entiers, Conformément aux définitions générales
de la topologie, on munie GfZ de la foapologie-quotient de la topologie de & :
un ensemble de GfZ est ouvert si son Linage réciprogue dans G {pour Pappli-
cation canonique G — G/Z) est un ouverl de €, Il revient au mémne de dire
que les ouverts de GfZ sont les images des ouverts de G par 1'application
canonique € — GfZ.

Il est bien facile de montrer que ia topologie de G/Z est séparée. Pour
définir une structure d’espace analytique sur X = ([jZ, considérons
les ouverts V de G assez peiits pour que la restriction & V de 'application
canonique p : L — X soit injective (par exemple, les ouverts V de diamétre
<Z 1}, En désignant par z la coordonnée dans le plan {, considérons le
couple formé de l'ouvert U = p(V) de X et de 1a fonction z = p—* définie
dans cet ouvert; on va montrer que ces couples définissent sur X une
structure d’espace analytique.

11 suffit de vérifier la condition de coliérence. Soient done V,; et V, deux
ouverts assez petits de G, tels que leurs images U, = p(V,) et U, = p(V,)
se rencontrent; nominons g la resiriction de g2V, (pour § = 1, 2), ¢t posons

Vi= (p(UynUpeV,  (i=1,2).

La condition de cohérence expriene que Papplication fis = p; ' o p: de
V; sur V| est holomorphe et que sa dérivée est 7 o. Or il en cst bien
ainsi, car si z e Vi, f1:{2) et z ont méme image dans G/Z, donc, au voisinage
de chaque point de Vi, £,(z) — £ est une constante entiére.

Nous aurons un nouvel exemnple d’espace analyligue en considérant corme
au chapitre v, § 2, n® 5, un sous-groupe discret O de G ayant pour base
un systéme de deux vecteurs ¢, et 2, dont le rapport n’est pas réel. Soit X
le gquotient G/Q muni de la topologie-quotient de la topologic de G;
les ouverts de X sont les images des ouverts de @ par I’application cano-
nique f: 0 — C/2. La topologie de X est séparée, et sa structure d’espace
analytique cst définie exactement comme dans 'exemple précédent. Mais
ici, Pespace X — GJQ est compact ; en effet, considérons un parallélograrnme
fermé de périodes, soit P; P est un sous-ensemble compact d= G, donc son
image par p est un sous-ensemble compact de X; or cette image est X
tout entier, et par suite X est compact. Nous avons ainsi un exemple
d’espace analytique compact, autre que Pexemple déja connu de la sphére
de Riemann.
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4. PRINCIPE DU PROLONGEMENT ANALYTIQUE, PRINCIPE DU MAXIMUM

J.c principe du prolongement analytique (Chapitre 1, § 4, n® 3, corollaire 2)
s'¢tend aux fonctions holomorphes sur un espace analytique, et méme,
plus géndéralcment, aux applications holomorphes d’un cspace analytique
X dans un espace analytique X', D'une facon précise : soit D un ouvert
non vide d’un espace analvtique X supposé connexe; si deux applications
holomorphes f et g de X dans X' coincident dans D, elles cofncident partout
dans X. Pour le prouver, il suffit évidemment de montrer ceci :

ProrosiTion 4. 1. Svient f ¢ g deux applications kolomorphes d'un espace ana-
Iptigue X dans un espace analytique X' ; Pensemble U des poinis de X au voisinage
desquels [ 2t g coincident est ouvert el fermé.

Démonstratton. P’aprés sa définition, T est ouvert, et il suffit donc de
montrer que ¥ est fermé. Soit 4 un point de X adhérent 3 U, puisque
/et g sont continues et coincident dans U, on a f{a) = g{«). Prenons dans
X, au voisinage de a, une coordonnée locale z qui s*annule au point 4;
prenons ausst dans X', au voisinage de f(g), une coordomnée locale w.
A vnisinage de ¢, les fonctions w = f et ww s g s’expriment comme fonctions
holomorphes oz} et ¥{z) dans un voisinage V de z = o. I¥aprés e principe
classique du prolongement analytique, ’ensemble E des 7€V au voisinage
desquels ¢ et ¥ coincident cst fermé; comme le point z = 0 est adhérent 3
E, on s s E; ainsi 5 et & coincident au voisinage de o, et par suite fet g
coincident au voisinage du point aeX.

C.QFD.

PROPOSITION 4. 2. Soif [ une fonction holomorphe sur un espace anelytigue X,
supposé. comnexe, St f| posside un maximum relatif en un point ae X, alors la
Jonction f est constante {principe du maximum).

Dévonstration. Considérons une coordonnée locale z au voisinage de a
la fonction f s’cxprime, au veisinage: de 4, comme fonction holomorphe de
z. Puisque |f| posstde un maximum relatif au point g, la fonction fest
constante au voisinage de a, en vertu du principe classique du maximum
{CI. Chapitre 11, § 2, n° 2, théoréme 1). On voit alors par le raisgnnement
habituel que 'ensemble des points de X ot f prend la valeur f{a) est a la
fois cuvert et fermé; puisque X est connexe, cet ensernble est X tout entier.

C.Q.F.D,

CororLame. 81 X est un espace analyligue connexe et compacl, toute fonction
kolamorphe sur X est consianie.

En eflet, | f| cst une fonction continue sur un espace compact, done atteint
sa borne supérieure; d’aprds la proposition 4. 2, la fonction f est donc
constante sur X,

195
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Exemples. La sphére de Riemann 8,, Uespace G/Q (cf. n® 3) sont des
espaces analytiques connexes et compacts. Donc toute fonction holo-
morphe sur I'un de ces espaces est constante. Si on observe que l'appli-
cation f—fop éiablit une correspondance bijective entre les lonctions
holomorphes sur §/Q et les fonctions holomorphes sur § qui admettent
pour périodes fes points de ©, on retrouve un résultat déja établi par une
autre méthode : loute fonction holomorphe sur C el doublement périodigue est
constante {cf. Chapitre 1, § 5, n® 5, corellaire a la proposition 5.1'.

5. FoNcTioNs MEROMORPHES SUR UN ESPAGE ANALYTIQUE

Ddfinition. Soit X un espace analytique; on appelle fonclion méromorphe
sur X une application holomorphe de X dans la sphére de Riemann Sy;
une fonction méromorphe n'est donc pas autre chose qu'une fonction
continue pouvant prendre la valeur oo et gui, au voisinage de chaque
point a=X, s'exprime comme fonction méromorphe d'une coordonnée
locale au voisinage de a.

Soit & nouveau O un sous-groupe discret de G engendré par deux éiéments
e; et 2, dont le rapport n’est pas réel. L’application canonique G — GO
établit évidemment une correspondance bijective entre les foncrions méro-
morphes sur 'espace analytique GfQ, et les fonctions méromorphes sur G
admettant § comme systtme de périodes.

6. INDICE DE RAMIFICATION D'UNE APPLICATION HOLOMORPHE

Soit 3: X - Y une application holomorphe d’un espace analytique X
dans un espace analytique Y, et soit 4 un point de X. Scit £ une coor-
donnée locale dans X au voisinage de a, et soit w une coordonnée locale
dans Y au voisinage de b = 5{a). Puisque 4 cst holomorphe, w{g{x}), pour x
voisin de a, s'exprime comme fonction helomorphe f{z} de la coordonnée
locale z. Supposons, pour fixer les idées, que z s'annule av point g, ct
gue w s’annule au point 4.

Soit g ’erdre de multiplicité de 1a racine o de Péquation f{z) = 0. Il est
facile de voir que cet entier p ne dépend pas du choix de ta coordonnée
locale z au voisinage de g, ni du choix de la coordonnée locale w au voisi-
nage de &; en effet les changements de coordonnées locales s’effectuent par
des fonctinns holomorphes dont la dérivée est / o,

L’entier ¢ ainsi défini s’appelle Vindice de ramification de Vapplication 3 :
X =Y au point 2e X. D’aprés le § £ (n™ 1 et 2), si g est Uindice de rami-
fication, il existe une coordonnée locale z au voisinage de ¢ et une coor-
donnée locale w au voisinage de b, lelles que la transformation o s’exprime
4 I'aide de ces coordonnées Jocales par la relation w = z¢, Réciproquement,
s'il en est ainsi, I'indice de ramification au point ¢ cst égal & g,
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On voit que, au voisinage de g, la fonction ¢ prend exactement g fois
chaque valeur suffisamment voisine de 4 et distincte de § dans Y. En parti-
culier, pour gue la restriction de 5 & un voisinage assez petil de a soil un homéomor-
phisme de ce voisinage sur son image {autrement dit, pour que o soit localement
univalente au voisinage de a), f fout et il suffit que Pindice de ramification p soit
égal 4 1; on dit alors que I"application » est non ramifiée au point a.

Prorosrrion 6. 1. Toute application holomorphe ef umivalente d'un espace analytique
X sur un espace analylique Y est un isomorphisme.

En effet, d’aprés ce qui précéde, indice de ramification est nécessaircment
€gal 4 1 en tout point 4 X; si b — o{a), I'application réciproque =-1,
au voisinage de b, est obtenue en cxprimant la coordonnée locale 2 au
voisinage de 4 comme fonction holomorphe de la coordonnée locale w
au voisinage b. Ceci prouve la proposition.

Lxemple. Considérons D'application z —» ¢, qui est une application
holomorphe du groupe additif € sur le groupe multiplicatif €* des nombres
complexes = 0. Par passage au quoticnt, clle induit unc application holo-
morphe o de I'cspace analytique GfZ sur C*. Il est immédiat que Pappli-
cation 5 est holomorphe et univalente, Il s’ensuit que o est un lromorphisme
de G/Z sur G*. En fait, c’est aussi un isomorphisme des groupes topolo-
giques GfZ et €%, comme on P’a vu au chapitre 1, § 3.

7. THEOREME FONDAMENTAL DE LA REPRESENTATION CONFORME

Nous ¢nungens ici sans démonstration un theéoréme gui géndralise au cas
des espaces analytiques le théoré¢me fondamental énoncé et démontré
au § 3 pour tes ouverts du plan €.

'‘VHEOREME FONDAMENTAL. Toul espace analytiqgue X simplement connexe est
tsomorphe @ Uun des lrois espaces suivants !
12 la sphire de Riemann 8,
2% le plan C;
3% le disque-unité 1z| <7 1.

La démonstration de ce théoréme est trop difficilie pour pouvorr éire
donnée icit. Observons que, des trois espaces anabytiques ci-dessus, seul
le premier 8, est compact. On en déduit le corollatre ;

COROLLAIRE. Toui espace analytique compact et simplement cotinexe est isomorphe
& la sphire de Riemann. Tout espace analyiique non compact et simplement connexe
est isomorphe au plan G ou au disgue-unité {ces deux cas s'excluant mntnelle-
ment).
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8. INTEGRATION DES FORMES DIFFERENTIELLES ET THEOREME DES RESIDUS

Définition d’une forme différenticlle holomorphe sur un espace analytique X :
une telle forme est définie par la donnée, dans chague ouvert LY, muni
d’une coordonnée locale 2, d’une forme différentielle holomorphe

w; = fJ(ZJ) dZ.—,

ob f; est une fonction holomorphe dans Touvert A;c G, image de U,
par la coordonnée locale z.. Ces donndes w; sont de plus astreintes 4 la
condition de cohérence suivante : si z; et z; sont deux coordonnées locales
au voisinage d’'un méme point ae X, la forme diflérentielle w; se déduit
de la forme différentielle w; par le changement de variable

(8. 1) &= fil(z)),

ol la transformation (8. 1) est celle qui exprime la coordonnée locale g,
en fonction de la coordonnée locale z;. Autrement dit, on doit avoeir la
relation

(8.2) Siz) = Sl folai)) i)

Nous allons indiquer rapidement, sans démonstration, comment la
théorie des formes différenticlles helomorphes dans un ouvert du plan G se
généralise au cas envisagé ici des formes différentielles holomorphes sur un
espace analytique.

Soit w une forme différencelle holomorphe sur un espace analytique X;
au voisinage de chaque point de X, il existe une primitive de w, C'est-d-dire
une fonction holomorphe g telle que dg = w. Une telle primitive est déter-
minée & laddition prés d’une constante. L'existence globale d’une primi-
tive de o n'est pas assurce; toutefots, st Pespace X st simplement connexe,
toute forme différentielle holomorphe sur X posséde une primitive. Dans
le cas général ont X n’est pas simplement connexe, I'intégrale de w le long
d’un chemin fermé de X n’est pas toujours nulle; cette intégrale a la méme
valeur pour deux chemins fermés homolopes {au sens du chapitre 1, § 1,
n® 6). La valeur de Pintégrale le long d’un tel chemin fermé s’appelle

alors une période de Vintégrale fto.

4

Seit X un espace analyviique; on a, au voisinage de chaque point ¢ de X,
une notion d’erierlation, car chague coordonnée locale au vmsinage de «
définit un homéomorphisme d'un voisinage de g sur un ouvert du plan C,
qui est naturcllement orienté: et deux coordonnées locales au voisinage
de a défnissent bien la rméme orientation, puisque le changement de coor-
données locales s'exprime par une transformation holomorphe. De la on
peut déduire facilement la notion de « bord orienté d'un compact » contenu
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dans X si I estIe hord orienté d’un eompaet, alors intégrale ‘A‘ w cst nulle
pour toute forme différentielle holomorphe . !

On va maintenant définir la nolien de résidu d’une forme différentielle
holomorphe. Soit E un sous-ensemble fermé discret de ’espace analytique
X (E est donc formé de points isolés), et soit o une forme différentielle holo-
morphe dans le complémentaire de E. Soit 2 un point de E, ct soit 2 une
coordennée locale au voisinage de g, qué“nous supposerons nulle au point
a. Au voisinage de ¢, la forme o s'écrit £(z) 4z, ou1 £ est holomorphe au
voisinage de o sauf peut-étre pour z = 0. Le développement de Laurent de
S (z) montre que la forme o, au voisinage de o, s'écrit :

4 I
(83) w“‘-ml—{-(i.-l-z_:.}_.._)dz,

oll w; est une forme différentielle holomorphe au voisinage de a (a inclus),
Soit ¥ un chemin fermé, situé dans un petit voisinage de a, ne passant pas
par a, ct dont I'indice par rapport a a soit égal 4 1 (P'indice d’un chemin
fermé se définit en considérant !'image d’un voisinage de a par une coor-
donnée locale). Le théoréme classique des résidus monire alors que on a

(8. 4) fm = 2uf £}

Ainsi le coefficient ¢, qui figure au second membre de (8. g) ne dépend pas
du choix de ia coordonnée locale z, nulle au point 2. On Pappelle le résidy
de la forme différentielle » au point 4. ) _

A partir de cette définition, et en raisonnant exactement comme au chapitre
ut (§ 5, n® 2), on établit le

TufoREME DES RESIDUS. 5% [z bord orienté I d’un compact K ne contient aucun des
poinis de I ensemble fermé discrel E dans le complémentaire duguel la_forme différentielle

w est holomorphe, Uintégrale [‘r w est égale au produtt par 2ni dr la somme des résidus
de w aux poinis de E siluds dans K.

5. Surfaces de Riemann

1. DEFINITIONS

Définttion. Soit Y un espace analytique; on appelle surface de Riemann
falée au-dessus de Y {ow, plus simplement, surfoce de Riemann au-dessus de Y)
la donnée d’un espace analytique connexs X et d’une application holomorphe
non constante 4 : X =Y.
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Le plus souvent, on considére le cas oit Y est le plan € de la variable com-
plexe, ou la sphére de Riemann €,. Autrement dit, il s’agit de surfaces de
Riemann élalées au-dessus du plan ou étalées an-dessus de la sphére.
On a v au § 4, n° 6 quelle est Pallure de I'application o au voisinage d’un
peint quelconque ze X : si 'indice de ramification de 3 est égal 4 1 au
point @, 3 définit un homéomorphisme d’un voisinage de 4 sur un voisinage
de 5(wj; si Vindice de ramification de 3 au poiut « est égal & un entier p > 1,
Iimage par 3 d'un petit volsinage de a recouvre # fois un voisinage de z(aj.
Les peints de ramification de g {poiuts ol I'indice de ramification est > 1)
sont des points isolés de X. Dans tous les cus, I'application  est une appli-
cation ouverte, et Pimage réciproque d'un point de Y cst un sous-ensemble
discret de X.

Bien entendu, méme lorsqu’il n’y a pas de points de ramification, I'appli-
cation 5 n'est pas nécessairement injective; de plus, lorsqu’il y a des points
de ramification, I'image par 3 de l'ensemble (discret) des points de rami-
fication n’est pas nécessairement un sous-ensemble discret de Y; il se pour-
rait méme qu'une infinité de points de ramification” distincts de X aient la
méme image dans Y.

Définition. On appelle surface d¢ Riemann non ramifiée au-dessus de Y, la donnée
d'une surface de Riemann (X, 3) o0 Papplication z est non ramifiée,
c’est-a-dire posstde en chaque point de X un indice de ramification égal 4 1,

Pour définir une surface de Riemann non ramifiée au-dessus de Y, il suffit
de sc donner un espace tolopogique séparé of connexe X et une application
continue - de X dans Y, qui soit lacalement un homéommorphisme (ceci signifie que
tout point de X posséde un voisinage ouvert V tel que la restriction de 3 a
V soit un homéomorphisme de Vsur son image =(V}). En effet, 'application
= définit alors, au veisinage de chaque pomnt de X, une coordonnée locale,
X se trouve ainsi muni d'une structure d’espace analvtique, ec il est clair
que P'application : est alors une application holomorphe de X dans Y.
Un cas particulier des surfaces de Riemann non ramifiées au-dessus de Y
est celul des repilements de Y :

Définition. On appelle revtement de Y une surface de Riemann non ramifiée
(X, %) qui satisfait & la condition suivante :

Pour toul poini be Y, il existe un voisinage ouver! V de b dans Y, lel que Vimage
réciprogue o~ (V) se compose d’ouveris deux d deux dispoinis U; de X, dont chacun
est appliqué koméomorphiquement sur NV par Papplication 7.

Exemple. Prenons Y = (¥, complémentaire de o dans lec plan C. Prenons
X = C, ct soit z = ¢ 'application ¢ de X dans Y. Cette application
définit X comme revétement de Y. En effet, soit & un nembre complexe
# 0, prenons pour V un disque ouvert de centre b et de rayon < [b].
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Chaque détermination de log z dans V est une fonction qmi définit un
homéomorphisme de V sur un ouvert du plan G. Ces ouverts U, sont deux
4 deux disjoints; leur réunion cst 571 V), et la restriction de 5 a chaque U,
est un homéomorphisme de U; sur V.

Dans 'exemple précédent, Pespace Y = C¥ n'est pas simplement connexe,
mais son revétement G est simplement connexe. Nous avoens ainsi un
exemple d’'un espace connexe mais non simplement connrexe, et d'un
revétement simplement connexe de cet espace. Signalons sans démons-
tration le théoréme suivand :

TuEOREME. Toul ouvert connexe du plan G (ou, plus généralement, loul espace
analyiique connexe Y)Y posséde un rvevétement simplement connexe.

2. FONGTIONS HOLOMORFPHES ET FURMES DIFFERENTIELLES HOLOMORPHES
SUR UNE SURFACE DE RIEManN

Définition. Etant donnée une surface de Riemann (X, 3) au-dessus de Y,
une fonction kolomorphe (resp. méromorphe) sur certe surface de Riemann est
stimplement, par définition, une fonction holomorphe (resp, méromorphe)
sur l'espace analytique X. On définit de méme une forme différentielic
helomorphe sur une surface de Riemann.

Par cxemple, considérons la surface de Riemann envisagée ala findun® 1 :
X — G {la variable complexe s’appelant ¢}, Y == G* (la variable complexe
7 us'appelant 2), et 'application o est définie par z=¢'. Puisque "application
% est non ramifiée, on peut prendre, au voisinage de chaque point de X,
la fonction & = z comme coordennée locale; alors toute fonction hole-
morphe fsur la surface de Riemann s'exprime flocalement! comme fonction
holomorphe de z. Mails, puisque des points distincts de X peuvent étre
appliqués par y en un méme point de Y, f o’est pas, en général, globale-
ment urne fonction holomorphe {wiiforme} de la variable £ -4 o, En parti-
culier, ¢ est une fonction holomorphe sur X; au voisinage de chaque
point de X, ¢ est Pune des déterminations de log z; mais, considérée comme
function de ¢ sur G¥, log z n’est pas une fonction umiorme. On peut dire
que la considération du revétenment % X — Y a servi, dans ce cas, a
rendre uniforme la fonction log z : au lien de la considérer comme une fonction
sur C¥, on la considére comme une fonction sur le revérement simplement
connexe (X, o) de C¥.

Nous allons maintenant étudier un autre exemple, qui met en évidence
comment on est conduit 3 introduire une surface de Ricmann convenable
pour « rendre uniforme » une fonction mulhtiforme (nous ne traiterons pas
le cas général). Considérons, dans le plan G, la [onction multiforme

y= (1 — 5y,
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En chaque point x distinct de 1, j ¢t 72 (racines cubiques de 1), y posséde
trois valeurs distinctes; si x prend l*une des valeurs 1, j ou j2, [es trois valeurs
de y se confondent en une seule, gui est nulle.

On se propose de définir un espace analytique X, et unc application
holomorphe z : X — €. Considérons, dans le produit € x G des couples
(x, ») de nombres complexes, le sous-ensemble X formé des couples tels
que

(2. £} X4 =1,

Munssons X de la topologic induite par celle du produit G x C; alors
X est un espacc topologique séparé. Sur X, on considére les deux fonctions,
notées x et y : premiére et deuxitme coordonnée du point (x, y). Pour
définir sur X une structure d’espace analytique, on va choisir, au voisinage
de chaque point de X, une « coordonnée locale ». Soit d’abord un point
(xg, ¥ot € X tel que y4 7= 0 (donc x4 distinct de 1, j, j2); alors on prend x
comme coordonnée locale. Ce choix est licite, car la fonction x défnit un
heméomorphisme d’un veisinage du point {xy, y,) (dans X} sur un voisinage
de x, {dans C) : ’homéomorphisme réciproque associe a x (voisin de x)
le couple (x, »), ot ¥ = (1 — £'}'"%, la détermination étant celle qui est
égale a 3, pour x = %, Soit maintenant (x), y,) un point de X tel que
o = 0; alors x; = o (en fait, x; est 'un des nombres 1, j, j2), et on prend
» comme coordonnée locale; ce choix est icite pour une raison analogue
a celle donnée ci-dessus (il suffit d’échanger les réles de x et de y).

On doit encore vérifier que les coordonndes locales ainsi définies satisfont
bien i la condition de cohérence voulue [condition (1. 1} du § 4]. Autrement dit,
on doit vérifier qu'au veisinage d'un point {x,, ¥,) € X tel que x; # 0 et
7o # 0, la relation (2.1) définit la coordonnée locale y comme fonction
holomorphe de la coordomnée locale x, et vice-versa. Orilen est bien ainsi
car (1 -— x")%? posstde une détermination holomorphe qui est égale a y,
pour x = x4; de méme (1 —3")""* posséde une détermination holomorphe
qui est égale & x, pour y = y,.

Ainsi nous avens muni 'espace topologique X d’une structure d'espace
analytique. Pour certe structure, chacune des fonctions x ct y est une fone-
tion holomorphe sur X; vérifions-le pour x: c’est évident en un point
{x4, 50} tel que y, £ 0, puisque x est une coordonnée locale; et en un point
(%4, Yo} tel que y, =0, y est une coordonnée locale, etx = (1 — %) est
une fonction holomorphe de y.

Prenons pour application 3: X —» (. la fonction x. Alors (X, %) est une
surface de Riemann au-dessus de G. C’est la surface de Riemann que l'on
voulait définir. Sur cette surface de Riemann, y = {1 — x%)"? ¢st bien une
fonciion holomorphe (uniforme). On observera que, au-dessus de chaque
puint xe G, la surface de. Riemann X posséde g points : les g points (x, y)
tels que y == (1 —a*)%*, On dit que la surface de Riemann a g « feuillets »
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Mais ces 3 points se confondent en un seul si & est 'un des points 1, §, j*
de GC.
On va déhnir, sur Pespace analytique précédent X, une jforme différentielic
holomorphe w, comme suit : au voisinage d’un point {x,, 34} tel que y, £ o0,
on prend
~ o

i

Au voisinage d'un poiat {x,, y,} tel que y, = o {donc x; 5= 0), on prend

ydy,

w =
x2

{51 x5 % 0 et y, ¥ 0, la relation
x¥dx + yidy = o,

conséquence de (2.t), entraine bien 'égalité des formes différentielles
dx _
¥

renticlle sur G :

—)xig) . On peut dire que o n’est pas auire chose que la forme diffe-

dx
G — P

rendue holamorphe par introduction de la surface de Riemann (X, 3)
au-dessus de G,

Exercice. Montrer que le chemin fermé ¢ du plan €, représenté sur la
figure 12, est en réalité P'image, par p, d'un chemin fermé sur la surface

Figure 2

de Ricmann X; plus précisément, il y a sur X, #ois chemins fermés ayant ¢
pour image. Ep intégrant sur I'un d’cux la forme différentielle w ci-dessus,
dx

3V3

1
, -(1_—7)1?3 est égale & ——

on démontrera que Pintégrale réelle
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Revenons i la retation {2. 1}, Elle va nous conduire 4 définir une surface
de Riemann au-dessus non plus de &, mais de la sphére de Riemann §,.
Considérons pour cela le plan projectif complexe P,(C), guotient de

GXCXG_:Osoao-:

par la relation d’éguivalence suivante :

(%, oy 2}~ (x'. ¥, 2 sl x, ¥ z sont proportionnels & x', 5, z
(on dit que {(x, ¥, z} est un systéme de coordonnées homogénes du point
de P (€} qu'il définit, c’est-a-dire de sa classe d’équivalence). Tes points

de Py{C; dont les coordonnées homogénes x, ¥, z satisfont 2 la relation

!

2. 2] P

forment un espace topologique séparé X'. L’espace X de tout 4 Pheure
s'identifie & un sous-espace de X' ; & chague point {x, ) € X on associe
le point de coordonnées homogénes {x, p, 1). L'espace X' se compose de
Iespace X et de g points « 4 Pinfini » @ ceux avant pour coordennées
homogénes {1, — 1, 0}, (f,— t,0) et { j, — 1, 0}. On laisse au lecteur le soin
de définir sur X' une structure d’espace analytique qui prolonge celle de X
(il suffira de déhnir une coordonnée locale au voisinage de chacun des
4 points & Pinfini de X'}, et de déhinir une application holomorphe
o't X' —8,; qui prolonge 5. On montrera que X' est un espace analytique
compact, et que yfz est une fonction méromorphe sur X', ayant pour pdles
les 3 points a Pinfini,

3- SURFACE DE RIEMANN ATTACHEE A UNE « COURBE ELLIPTIQUE »

Considérons une relation algébrique entre deux variables complexes x ei 3, de la
forme

{3- 1} ¥t - 44 — 2oax — 28,

{on utilise a dessein les mémes notations qu'au chapitre v, § 2, n° 3}. On suppose
a, et a, choisis de fz¢on que le polynéme du second membre de (3. 1} ait trois racines
distinctes, I)ésignons ce polyndme par P(x); alos P(x} £ o pour toute valeur
de x telle que P(x) = o, en notant P' le polyndme dérivé de P.

On va associer 4 la « courbe clliptique » (3. 1; une surface de Riemann (X, c)
au-dessus de C. Comme espace topologique, X est le sous-cspace de § « € formé
des couples {x, yj satisfaisant & (9. 1). Sur cet espace X, on définit une structure
d’espare analylique, commge suit : ¢n un point {x,, 3,) €X el que y, # o, on pread
x chmme « coordonnée fucale »; en un point {x;, 3 leds que y, 0. 0na F'{x} /0,
donc, d'aprés le théoréme des fonctians implicites, la relation 3. 1} équivaut, au
voisinage: de (%, 0) & une relavon de la forme x ff ). ot £ est holomorphe au
voisinage de o, avec floy — x,. On prendra y comme coordonnée locale au voisi-
nage d’un tel point fx,, a,.

L’application ¢ : X — € qui, au couple [x, y}, associe xe(, et évidemment holo-
morphe. Done (X, ) est une surface de Riemann  au-dessus de G; elle a deux
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§ 5. Surfaces de Riemann

« feuillets », puisqu’a une valeur de x correspondent déux valeurs de y en général
distinctes {elles sont distinctes si P{x) /- 0). D'autre part, ta fonction X — € qui,
au couple (x, ), associc y, est aussi holomorphe sur X; nous la noterons simple-
ment y.

La forme différentielle -2 définie par 1 = dx'y au voisinage des points {x,, v5) X

d .

tels que y, == 0, et parm = Bt _) 102,
forme différentielte holomorphe sur X. Puisque ¢'est une forme ferinée, cHe admet
une primitive au vominage de chaque point de X; globalement, cette primitive
tst unc Ionctrion muliifornme z, holomorphe au voisinage de chaque peint de X. La
relation dz = - montre quc 'on a

au voisinage des points (xg, 0} € X, est une

(3. 2 de = ydz.

Au voisinage de chaque point {x,, y,) € X, chaque déternination de la fonction £
est une coordonnée locale : en effer, si y; =2 0, x €5t une' coordonnée locale, et
dy

— e |& déno-
6x* — 10a,

dz = l—dx; 5i ¥y = 0, y est une coordonnée locale, et dz =
7

minateur n'étant pas nul.

On va maintenant compléter la surface de Riemann (X, £} en une surface de Rie-
mann {X', ') au-dessus de la sphére de Rirmann $.. Pour cela, notons (x, y, f)
les conrdonnies homogénes d'un point du plan projectif complexe Py{C) {ef. n® 2),
et considérons "ensemble X' des points de P,{C) dont les coordonnées homogénes
satisfont &

(3.9) M = g - zoax’ — a8aft

X' est un espace topologique séparé; si 4 chaque point (x, y) & X on associe te point
de X' de coordonnées homogénes (x, , 1), on identifie X 4 un sous-gspace de X';
fe complémentaire X' — X s¢ compose d'un seul point « & Pinfini », le point de
coordonnécs homogtnes (0,1,0}. Au voisinage de ce point, noté %, on peut prendre
sy = &' comnme cootdonnée Jucale, car »' définit un homéomorphisme d'un voisi-
nage du point x0 sur un voisinage de o dans C (en cffet, posons 4y = !’} la relation
(3. 3) équivaut &

o= 4™ — 20 gxt'T — 2B ay’y;

au voisinage de ¥’ = o0, I’ = 0, le théaréme des fonctions implicites donne ¢’ comme
fonction holomorphe de x° ;

(3. 4 Vo= 4x" — 320887 + - ).

Le choix de la coordonnée locale «' au voisinage de x achéve de définir sur X’
une structure d’espace znalytique (le lecteur vérificta les conditions de cohérence).
Enfin, 'application ¢’ est définie comme éiant ¢égale 4 5 sur X, et envoyant le
point « de X’ au point a Pinfini de B,.

La forme différentie]le holomorphe -, définie plus haut sur X, s prolonge en une
forme différenticlle holomorphe sur X' : on pose, au voisinage du point =, et
en utilisant la coardonnée locale 1’ et la fonction holomorphe ¢ de x* définie par

(3. 4),

7 ‘9 s
- :rd(x.-ﬂl} =d.‘("—-)."(-§-§- =y — If‘iEI e 2dx'(l 4 g(x!))’

ou g est une fonction holomorphe au voisinage de ¥’ = o, nulle pour #' = 0. La
forme « ainst définie sur I'espace (compact} X' posséde localement une primitive g;
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VI. Transformations holomorphes

c’est une fonction multiforme sur X', et qui sert de coordonnée locale au voisinage
de chaque point X',

Supposons maintenant que les constantes g, et 2, soient déduites d'un groupe dis-
cret £ par les relations (5. 5) du chapitre V, § 2. Alors la propaosition 5. 2 du méme
paragraphe montre que la transformation méromorphe

(3. 5} r=1x{g), y=r

définit un isomerphizme de 'espace analvtiqgue G/ sur 'espace analytique X', Par
Iisomorphisme réciprogue, z est une fonction holomorphe multiforme sur X',
dont les déterminations {locales) se déduisent les unes des autres par addition
d’une constante appartenant & Q. On a dv = y dz & cause de {3. 5), €t par consé-
quent 42 (qui est une forme différentielle bien définie sur X'} n’est autre que la
forme  définie ci-dessus fee qui justifie 12 notation z).

Abandonnons maintenant I’hypothesc suivant laquelle a, ¢t a, proviennent d’un
groupe discret Q par les formules (5. 5) du chapitre v, § 2. La fonction muld-
forme z définie sur X’ par la condition que dz -: w est encore définie; une analyse
plus poussée de la topalogie de 'espace X' permettrait de montrer que les diverses
déterminations de z se déduisent les unes des autres par l'addition de constantes
qui forment un sous-groupe discret ( du groupe additif C, (O étant engendré par
deux €léments ¢, et ¢, linéairement indépendants sur le corps réel R. On veut
achever de fixer la fonction multiforme z en lui imposant d’étre nulle (mod. £3)
au point = de X'. Introduisons alars Ia courbe algégbrique

P = 4% — 20b,x - 28b,,

it les constantes b, et b, sont données par

by =13 }:r —];-r by=35 E =
Y, wgE) W = Eil g0 Wl
Soit (X", ) la surface de Riemann correspondante, au-dessus de §,. Le fonction
multiforme z définit une application holomorphe de X’ dans Cf(3, lequel, on vient
de le voir, est isomorphe 4 X'; cn a dong une application holomoerphe f: X' — X%,
On peut montrer (ce que nous ne ferons pas icit que f est un isomorphisine; donc
Fprend, sur X', une fois ct une seule oute classe de valeurs mod. L. Donc les coor-
données (non homogenes) x et y d'un point de X’ sont des fonctions méromorphes de
z, admettant O pour groupe de périodes; et cornme on voit facilement que x €5t une
fonction de z ayant un pdle double pour z 0. avec 122 pour partie principale
(et n'ayant pas d'autre péle que coux de £, 1] s'ensuit que x = p(sV. p désignant
la fonction de Welersirass attachée au groupe . et v = p*(z'. Ainsi. 'isomor-
phisme f : X* — X* n'est autre que I'application identique, stona b, — a,, b, = a,.
Finalcment, on voit que fout couple de constantes ay ef a, telles que le polyndme PB(x),
second membre de (3.1), ail irols racimes distinctes, définit un gronpe discret €1 lel que
d, et a, Saliffacsent aux relations (5.5) du chapitre v, § 2; de plus, la courbe algébrigue (3.1),
¥ compris son point & Pinfini, admet une représentalion paramétrique & U aide des_formules (3.5).

4 NOTIONS SUR LE PROLONGEMENT ANALYTIQUE

On va se borner & envisager le prolongement analytique dans le plan
complexe (. Posons le probléme :

Probléme. Supposons donné un ouvert non vide et connexe U du plan G
(U sera considéré comme une surface de Riemaun au-dessus de G, en
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§ 5 Surfaces de Riemann

prenant pour f : U — { Pinjection natureile). Soit donnée une fonction f
holomorphe dans U. On cherche une surface de Riemann (X, ¢} non
ramifife au-dessus de G, et un isomorphisme j de U sur un ouvert de X,
de fagon & satisfaire aux conditions suivantes :

(i) pej=1 (ce qui permet d'identifier U &4 une « sous-surface de
Ricmann » de X);

(ii) la fonction f se prolonge en une fonclion kelomorphe g dans X [« se
prolonge » signifie que P'on a2 g o § = f dans U);

(iif} la surface de Riemann (X, g) est « la plus grande possible » parmi
celles qui satisfont & (i) et (ii}. Cela signifie, d'une fagon précise, que
si une surface de Riemann non ramifiée (X', o) au-dessus de G, et un
isomorphisme ' de U sur un ouvert de X’ satisfont 4 des conditions
analogues a (1) et (ii), alors il existe une application holomorphe

h: X =>X
et une seule, telle que

(4. 1) koj'=j, geh=4y.

Avant d’aller plus loin, faisons une observation :; dans la condition {ii),
la fonction holomorphe g qui « prolonge » f cst unigue, en vertu du « prin-
cipe du prolengement analytique » (cf. § 4, n® 4). De plus, dans (iii),
appelons g' 'unique fonction holomorphe dans X’ telle, que g’ » j' = f;
alors on a nécessairement

(4.2} goh=yg",

en effet, g o hest holomorphe dans X', et, dans U, cn a bien (go k) o j' =,
puisque /t o ' = j d’aprés (4. 1) et goj = f par hypothése,

On exprimera briévement la propriété (iii) en disant que le triplet (X, ¢, j)
posséde une propriéty universells (sous-entendu : vis-d-vis des triplets satis-
faisant & (i) et (ii)).

Le théortme fondamental du prolongement analytique consisie en ceci ;
étant donné un cuvert connexe U c G et une fonction f holomorphe dans U,
le probléme précédent posside une solution ef wne seulse. L'unicité ainsi affirmée
deit étre entendue « & un isomerphisme prés ». Nous allons d’abord
prouver cette unicité, el préciser en méme temps ce que 'on doit entendre
par : « & un isemorphisme prés ».

Diémonstration de Uunicité. Supposons que 'on ait deux solutions du probléme
(X, %) et (Xy, 31, 41)- Puisque par hypothise (X, o,7) posséde la propriété
universelle, il existe unc application holomorphe & : X, > X et une seule,
telle que

(4. 3) hoji=J, geh=yg,
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V1. Fransformations holomorphes

Pour la méme raison, il existe une application holomorphe /&1 X - X,
et une seule, teile gue

b’l °j =J'1| Iy f‘i Tt

Considérons Papplication A o 2, de X dans lui-méme; ¢’est une application
k telle que
koj—j,  wek—us

or, d'aprés la propriété universelle, il existe une seule application holomorphe
ayant ces propriétés, et comme Papplication identique de X posséde ces
propriéiés, il sensutt que £ =4 o &, est 'application identigue de X. Pour
la méme raisen, &, o & st "application identique de X,. Ceci entraine que
ket kg sont des isomorphismes, réciproques 'un de ['antre.

Ainsi, deux solutions quelconques du probléme se déduisent "une de Pautre
par un isomorphisme % satisfaisant & {4. 3); c'est dans ce sens gque P'on peut
dire que la solution du probléme {51l v en a) est unigue & un isomorphisne
pres.

Il reste & prouver Pexistence d’une solution, ce qui est plus délicat, Te lecteur
non entrainé est invité  laisser de coté la démonstration que nous allons
~donner maintenant,

Soit Z ensemble des couples (z,,, 8) formdés d'un point 2, C ct d'une série entiére
(4 une variable) 5 dont te rayon de convergence n'est pas nul. On définiesur Z Ia
topologie suivante : a chaque couple (V, F) formé¢ d™un cuvert V< G et d'unc fonc-
tion F holomorphe dans V, on associe Uensemble W(V, F) des couples {z,, 8} ot

zee 'V et ol S est la série entiére 2‘ a, X" telle que 2‘ a,{z— z,}" soit le développe-

=8
ment ¢n séric cntiére de F au vo:smagc de z,. Par déﬁmtmn, les enscmbles W(V, Fi
forment une base d’ouveris pour la topologie que Fon veut définir sur Z : tout ouvert
de Z est une réunion d’ensembles de la forme W{V, T}, et réciproquement toute
réumion d'ensembles de la forme W{V, F) est un cuvert. On démdntre facilement
que Pintersection de deux ouverts est un ouvert; on a done bien défini une topologie
sur Z. Cette topologie est séparde; que deux points diséincts (z,, 3} et {z;, §) aient
des voistnages ouverts disjoints est évident si oz, /£ 28 €t sl 2, = 25 et S#£ T,
Venserable des points {assez voisins de z,) au voisinage desquels les fonctions holo-
morphes définies par les séries entitres distinctes S et §' coincident est vide, & cause
du « principe du prolongement analytique ».
A chaque couple {z,, 8} associons le point z; € C; un définit ainsi une application p -
Z—(C, qui est locaiement un hombomorphisme (i.¢ 1 tout point de 7 posséde un voisinage
tel que la restriction de p & ce voisinage soit un homéomorphisme sur son image }:
cela résulte aussitdt de la définition de la topologie de Z. En utilisant p comme
coordonnée lpcale au voisinage de chaque point de 'espace Z, on définit sur 7. une
structure d'espace analpfigue. Pour cette structure, application p est holomorphe;
donc {Z, £} serait une surface de Riemann au-dessus de G si Z était connexe fon
verra que ce n'est pas fe cas).
Déhnissons une fonction G dans Pespace Z comme suit : la valeur de G en un
point {z4, 8) = Z est, par définition, le terme constant de la séric entiére § = 2 2, X"

=l

c’est aussi Ja valeur, au point z,, de la fonction holomorphe Y #a(z - zg)" définie
w20
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§ 5. Surfaces de Riemann

au voisinage de z,. La définition de la topologiec de Z montre facilement que la
fonction G ainsi définie sur l'espace Z est holomarphe; en fait, si on l'exprime, au
voisinage de {zy, S), comme fonction de la coordonnée locale z {voisine de zg),
on trouve que la fonction G admet fe développement en série entiére 2. a.lz—z,)",

~ ned
oh 2. a, X" est précisément la série 5. =

i}
]uan%l’a présent, on n’a pas encore utilisé la donnée de 'ouvert non vide et connexe
U, et de ka forction f holomorphe dans U. On va maintenant s'en servir. Considé-
rons W(U, f) : c’est, par définition, un ouvert (non vide et cannexe) de l'espace
analytique Z; ct la restriction de 'application p : Z -G & cet ouvert W(C, f;
est un isomorphisme de W(U, f) sur Pouvert UcC. Soit j Iisomorphisme réci-
proque. L’application composée G aj n'est aurre que f. Soit X la composante
connexc de Z qui contient 'ouvert j{U); et soit 5 la restriction de p & X; soit enfin
£ la restriction de G 4 X
Puisque p est localement un homéomorphisme, il en est de méme de 7; donc (X, 3)
est bien une surface de Ricmarn non remifiée au-dessus de G. Pour montrer que
(X, ¢} et Iisomorphisme j salisfont aux conditions du probléme, il reste & vérifier
qu'ils satisfont aux conditions {i}, (i) et (iii). La condition (i) résulte trivialement
de la définition de j. La condition {ii} ¢st vraie, parce que g est la restriction de G
a X, et que G v j=f, commne on I’a vu, Montrans (iii) : soient (X', ') et 7 comme
dans (iii), avec une fonction g' holomorphe dans X' et tellc que g" - j'=fF dans U;
définissons une application £ de X' dans Z, en assoctant & tout point sje X' le
couple (3'{xg), S), ou S désigne la série entiére Y 2. X" telle que N a:il,.!fxz—z.,}'l

nzo 3z

soit le développement, au voisinage de z, = ¢'(x]}, de la fonction holomorphe
#(z} telle que A{3'(x'})) = g'(x'} au voisinage de x, (ici intervient ’hypothése quela
surface de Riemann (X', »') est non ramifide, et que par suite §'(x’, est une coor-
donnée locale sur X' au voisinage de »7). L’application & qu’on vient de définir
est holomorphe dans X'. Puisque Yespace X' est connexe {d’aprés la définition
d'une surface de Riemann}, sor image par & €5t connexe; et comme eeite image
contient évidemment l'ouvert j{U), cette image cst contenie dans la composante
connexe X de 7. Donc & induit une application holomorphe £ de X' dans X. et
on vénhe facilement que 4 satisfait aux conditions (4. 1). Pour achever la démons.
tration, il reste & prouver que toutc application holomorphe £ : X' — X satisfaisant
4 (4. 1) coindice avec la précédente; or elle doit coincider avec elle dans l'ouvert
non vide 7'(U)}, et par suite la coincidence 2 lieu dans tout 'espace connexe X',
en vertu du principe du prolongement analytique (§ 4, n® 4).

Remarques diverses. On a ainsi obienu une « plus grande » surface de
Riemann non ramifiée au-dessus de C, contenant I'ouvert donné U, et dans
laquelle Ia fenction donnée £se prolonge en une fonction holomorphe. L'idée
la, plus simple aurait consisté & chercher un « plus grand ouvert » connexe
V contenane U, et dans lequel f se laisse prolonger en une foncrion holo-
morphe. Mais un tel probleme =’ pas de solution ¢n général, et c’ese ce qui
rend indispensable la considération des surfaces de Riemann non ramifides,
au liew de considérer simplement des ouverts de . Voici un exemple qui
montre gu'il n'existe pas de plus grand ouvert connexe V' contenant U, et
dans lequel fsoit prolongeable : on prend pour U un disque ouvert de C ne
contenant pas 0, et pour fonction f une détermination de log # dans U soit
U’ le svmétrique de U par rapport 4 o;ilest facile de construire deux ouverrs
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simplement connexes V', et V,, contenant chacun U et U’ (voir figure 13},
et tels que si on prolonge dans V', (resp. dans V,) la détermination consi-
dérée de log z dans U, on obtienue, par restriction & U, des détenminations

Figure 13

différentes. Il ne pent douc pas exister d’ouvert V contenamt V, et V,,
et dans lequel la détermination de log 7 dans U puisse se prolonger. 1]
'y a donc pas de plus grand ouvert contenant U et dans lequel le prolon-
gement esl possible.

Soit toujeurs § une fenction helomorphe elans un ouvert Ue G, et soit
o€ U. Considérons un chemin ~ : I — G d’origine :;, et d’extrémité z,;
on ne suppose pas que I'image de - soit contenue dans U, (T désigne le
segment [o, 1]). Soit d’attre part un triplet (X, ¢, g) satisfaisant aux condi-
uons (i), {i1), {ii1). §'il existe une application continue & : 1 — X telle que
30 h =yt Ao} = {3y une telle k est unique (démonstration facile);
on appeile un relieemeni du chemia v dans la surface de Riemann (X, 1),
Au voisinage du peint #(1) € X, la fonction g s’exprimne comme fonction
holomorphe de $ — z(1) au voisinage du point g,; on dit que cette fonction
holomorphe de - a été obtenue par prelongement analytique de la fonclion
folomorphe [ fr fong du chemin y (d’origine z4 et d’extvémité z,).

La théorie précédeute du prolongement analytique admet diverses géné-
ralisations. Par exemple, au lieu de prolonger sur une surface de Riemann
non ramifiée au-dessus de G, on pewt prolonger sur une surface de Riemann
non ramifiée an-dessus de la sphére de Riemana ; les raisonnements sont ana-
logues. On pourrait anssi considérer des surfaces de Riemann non astreintes
A ére non ramifiées, en leur imposant des conditions analogues a (i), (i},
et {ili); on peut alors monirer gue le probleme ainsi posé posséde encore
une solution, unique « i un isomorphisme prés ».

Exercices

£. Soit D un ouvert simplement connexe du plan G, distinct de G, ct soit
aeD). Ezant doanés un nombre complexe b tel que {8 << 1, et wn nombre
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Yxercices

réel «, montrer gu'il existe ane seule fonction holomorphe f(z) qui défi-
nisse un isomorphisme de D sur le disque unité et satisfasse 2

) fla) =8 (i) arg f'(@) — =

2. Sair D I'ouvert connexe ayant pour frontiére la réunion de deux cercles
C,, C, sans point commun, tels que €, soit contenu dans U'intérieur de C,,.
Montrer qu'il existe une transformation homographique qut applique D
sur une couronne : 7 < {2] < r (ol r est un nombre convenable > o et

< 1},

3- Soit f{z) une fonction holumorphe et univalente dans le disque unité B :
[z] < 1, et soit D — £(B) I'image de B par f. De méme, soit D, 'image par
fdu disque ouvert B, 1 jz] <<r, 0 < r < 1,

{i) Montrer que, si £ est un automorphisme de D laissant fixe le point

J{0), on a
MDD} eD, pour o0 < 7 < 1.

(Appliquer le lemme de Schwarz 2 la fonction f~2(k{ f(z)};.)

(1) Montrer que, si D est éeilé par rapport au point {0} {voir chapitre n,
§ 1, n° 7 pour la définition), alors D, est aussi étoilé par rapport au point
S (o}, pour 0 << r < 1. {Se ramener au cas Dﬁf(o) = 0 et considérer ia
fonction f—Y0. f(z)) pour o <k < 1.}

{iii) Supposons maintenant que 1) soit convexe. Montrer que D, cst aussi
convexe pour 0 <77 <Z F. Si E est un disque ouvert tel que E<B, son
image f{E) cst-clle convexe?

(Etant donnés o < z << 1, et z,, z,=B, considérer la fonction

&(2) — (1 — W) flznjz,) + 2 f(2),

st 7] € |z.] # o. Pour la seconde guestion, montrer qu’il existe un aure-
morphisme 3 de B tel que 3(E) = B, avec 0 < r < 1, ef considérer la fonc-
tion fo g7}

4. Soit w = f(z) vne fonction holomorphe et univalente dans le disquc
unité |g] <2 1, et soit I 'image par fdu cercle {2} =1r, 0 <7 r <{ 1. Montrer
que le rayon de courbure > de T" en un point f(g), 4} — r, est donné par
Ia formule suivante :

1 _Re(@f'{@)ff(a)+1
F ja f{a}!
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{Remarquer que, st f{ré") = u(4) -+ (0), on a

w'ey —u'y I u = iv")
43 1 a2 — v "
w4 p'2 i i

olt &', &, etc., désignent les dérivées par rapport 4 6.)

5. Soient @ un nombre complexe, ¥ un numbre - 0, et solent z,, z, deux
points se correspondant dans 'inversion de pole 2 et de puissance r. Soit 8§
uzne transformation homeographique n'ayvant pas de pole sur le cercle C
d’équation {c — a| — r. Montrer que S(z,) et S{z,; se correspondent dans
unc inversion, dont on déterminera le péle et la puissance. 5i S posséde un
péle sur C, montrer que §(z,} et 8/z,) se correspondent dans la symétrie
par rapport i la droite ${C}.

6. Soit C (resp. 1") nn cercle dans le plan de la variable complexe £ (resp. w;
défini par |z — a| = r (resp. jw-—z| = 2. Soit D (resp. i} un ouvert
connexe du plan de : (resp. z) satistaisant aux conditions suivantes ;

(1} Co — DAC (resp. I'y — A1} est un are (ouvert) non vide de C tresp.
de 17);

(i) Do = J(D j (resp. A = J, (A},

o J,. (resp. ];) désigne 'inversion par rapport au cercle C (resp. I}, et
D.{resp. I'.) I'ensemble des zeD (resp. des we i) telsquelz—a| 3 7
(resp. |z 2 31’ z1. Soit de plus / une foncrien définie et continuc dans

D. u G, & valeurs dans . u I'y, tellc que :
(iif) f soit holomorphe dans D. et appligue D_ dans A.;
(iv) f applique Gy dans I,

Montrer que, sous ces hypothéses, f peut éire prolongée, d'une seule fagon,
en une fonclion g holomorphe dans D, qui appligue [} dans 3 . (Se
ramener. cn utilisant Pexercide 5. au cas ol G, (resp. I";) est contenu dans
I'axe réel, et utiliser le principe de svmétrie de Schwarz, Chapitre I1,
§ 2, n® g)).

On remplace maintenant les hyvpothéses (iil} et {iv) par les hypothéses
plus restrictives :

(11"} f définit un isomorphisme de Do sur i

(iv') f applique C; sur I'.

Montrer alors gque le prolengement g est un isomorphisme de D sur I',
{On devra notamiment montrer que f est univalente, et pour cela que f
prend des valeurs distinctes en des points distincts de C: ceci se prouvera

par 'absurde, en utilisant la proposition 1.2 du Chap. 1, § 5}
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Exercices

7. Soient a, r deux nombres réels tels que r >> 2 >> o. Trouver une fonction
w — f(2) qui définit un isomorphisme de 'intéricur D de ovale de Cas-
sini {22 — 2% <7 r? sur le disque upité B: w{<C I, cn conservant les
axes de symétric. {D’aprés le principe de symétrie, il suffit de trouver unc
fonction f définissant un isomorphisme de la moitié 4 droite D définie par

2 — af| < 7, Re(g) > o,
sur la moitié A droite du disque unité B+ définie par

wl << 1, Reflw) > o,
prenant des valeurs réelles sur l'axe réel, et appliquant le segment iy,

¥, & r* — a®, du plan 2 sur le segment f, #| < 1, du plan w. Pour cela,
considérer d’abord la transformation 7 = &%, puis une transformation

homographique Z = 1—E—Ti§ transformant le cercle i3 — a?| = r® dans

T 7 8 -
le cercle unité |Z: = 1, et le segment a? — 2L Re(J) Co, Im() =0
sur le segment — 1 <{ Re (Z) {0, Im{Z) = o; et finalement une déter-
mination convenable de la fonction w = Z)2%)

8. Considérons 1a fonction f(z} définie dans le demi-plan supérieur P+ :
Im{z} > o, par 'intégrale prise le long d'un chemin dans P+ reliant 0 & z

w—sig=[ &

Jo v —1%) (1 — k%)

ol £ est une constante réelle telle que 0 <k <1; on prend Ia détermina-
tion uniforme du radical égale & 1 pour ¢ = 0. Montrer que f(2) peut se
prolonger en une fonction continue dans e demi-plan fermé Im(z) 2 0.
Posons

= f' a4 @ K= f"* dt {t réel).
Jo V=12 (1 — kud) JooJ@E—a) (1 —ruz)
Montrer que la fonction f{z, ainsi prolongée définit un isomorphisme du
demi-plan P~ sur le rectangle (ouvert) avant pour somumets les points !
— K. K, K+ &' K + iK', et applique I'axe réel sur le périmétre de
ce reciangle. Préciser les points correspondant aux sommers.

Montrer que l'on peut prolonger la transformation réciprogue 1 — F # en
une foncnion méromorphe. doublemnent périodique de périodes 4K, 2/R".
dans le plan de la variable w. Préciser ses zéros et ses poles. et en déduire
quil existe une constante A relle que I'on an

Flu) = A3y (u/eK}/=o{u/2K),

ol1 7y, 5; désignent les fonctions considérées dans l'exercice 3 du chapitre v,
avec 7 = iK'/K.
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CHAPITRE V11

Systémes différentiels holomorphes

1. Théoréme d’existence et d’unicité

1. PosimioN DU PROBLEME

Soit & un entier > 1. Supposons domnées & fonctions holomorphes de
k F 1 variables complexes :

ﬁ(x:)'h ey )’S—), I é '] é k.

Ces fonctions sont supposées kolomorphes au voisinage d’un point (g, by, ..., &4).
On considére le systéme différentiel

(I 3 LR
(r.1) F=Fhnp )y 1<I<kK
On cherche les systémes de & fonctions y; = o(x) (i = 1, ..., &}, holomorphes

au voisinage du point x = g, telles que g (a) = &, et satisfaisant au systéme
(1. 1}). Cette dernitre condition exprime que les dérivées ={{x} satisfont a

(r. 2} 9i(x} = fil®% g1(x)s - s 2al(%))-

TrtorEME 1. Le probiéme precédent posséde une solution et une seule,

Ce thévréme va étre démontré dans les trois numméros suivanis.

2. Cas & — 1: PARTIE FORMELLE

Nous avons une seunle fonction inconnue y de la vanable x, Y'équation
différentielle & résoudre étant

(2. 1) | P = flx, 5.
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§ 1. Théoréme d’existence et d'unicité

J{x, ») est une fonction Jonuée, holomorphe au voisinage du point (g, &).
Pour simplifier, nous supposerons désormais @ = 0, & = o; on peut tou-
jours se ramener 4 ¢e cas au moyen d’une translation. Soit

(2. 2) 5 )= % cpexy
Pt
le développement de Taylor de £, qui converze par hypothése au voisinage

de Torigine. La fonction inconnue p = p{x) admet le développement de
Taylor

{2.3) s{x) = X a2,

Azl
dont les coefficients e, sont précisément & déterminer. Le coefficient g,
est nul, puisqu’on exige (o) = o,

LY

Dans une premiére étape, on va se borner a chercher une séric entiére
formelle {2. 3} qui satisfasse formellement & I'équation difiérentielle (2. 1);
autrement diy, ¢'(x} désignant la dérivée formelle de {a série formelle 4(x},
oh doit avoir

(2. 4) ¥'(x) = f(x, 3(3)
ol le second membre est obtcnu par substitution a4 y de la séric formelle

5{x]) {sans terme constant).

Prorostriox 2. 1. Etant donné la série formelle (2, 2), il exisle une série formelle
(2. 3) el une seule qui satigfasse 4 (2. 4).

On va maintenant démontrer cette proposition; on se préoccupera seule-
ment plus tard de la question de savoir si la série (2. 4) ainsi obtenue est
effectivement convergente au voisinage de o.

Idenifions les séries formelles en x des deux membres de (2. 4); en égalant
les cocflicients de x" dans les deux membres on obtient :

(25 (n-b )a = Pasylay, .oy aaicpq)y

ou P,., est un polynéme par rapport aux lettres gy, ..., d. €t & un nombre
fini des letires ¢, 4, polyndme dont les coefficients sont des entiers > o.
Il n'est pas utile d’expliciter davantage ce polyndéme, Par exemple :

&), = 0 g 280y == €1 g + £g, 38;-
Des rclations (2. 5) on déduit, par récurrence sur n,
(2. 6) ar = Q.{cp,q)s

ol les ), sont des polynémes, a cocfficients rationnels = o, par rapport
aux diverses variables ¢, , {chaque pelynéme Q , ne dépendant gue d’un
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VIL. Systémes différentiels holomorphes

nombre fini de ces variables), I} importe de bicn observer que les polv-
némes (3, sont définis une fois pour toutes. Les premiers pelynomes Q|
sont les swvants :

i :
Q. = rgp Q,= 2 (€10 = Co1fa.0)-

Les relations (2. 6) étant nécessaires et suffisantes pour que la relation
formelle (2. 4) soir vérifiée, la proposition 2. 1 se trouve démontrée.

3. Cas k=1 : QQUESTIONS DE CONVERGENCE

On suppose maintenant que la série entiére du second membhre de (2. 2)
est convergente au voisinage de (o, 0). On se propose de démonirer que la
séric entiére (2. 1), dont les coeflicients sont définis par les formules (2. 6),
posseéde alors un rayon de convergence non nul. Pour cela, on va appligaer
la méthede dite des séries majorantes.

Définition. On dit qu’une série entiere formelle
(3-1) Finy) = X Cpa?y
By G

est une série majorante de la série (2. 2), si les coefficients G, , sont > o0
et satisfont aux inégalités

|Cp_..,[ < Gy 0

On définit de méme une séric majorante

(3- 2) Bx) — 2 A

azd

de la série formelle (2. 3).

ProrosiTioN §. 1. Soit ¥{x, ¥} une sériec majoranie de la série f(x, y). Soit B{x)
la série formelle, sans ierme constant, unique solution formelle de Iéquation diffé-
rentielle

(3.3 2 = Fix, ).

Alors @ est une série majorante de o,

Deémonstration. Les coefficients A, de la série ® sont donnés, comme on I’a
vu, par les foermules

(3- 4) A, = Q.(GCp 0);
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§ 1. Théoréme d'existence ¢t dunicité

puisque les polynémes Q . ontleurs coefficients 2> 0, ves inégalités|c, o, <L G, 4,
ct les indgalités classiques relatives a la valeur absolue d’une sommne ou
d’un produit, montrent aussitdt que |4,) < A,. Cect prouve la proposition.

Pour démontrer que la série (2. §) a un rayon de convergence non nul
lorsque la série donnée (2. 2) converge au voisinage de Porigine, on va
procéder conune suit : on va expliciter une série majorante ¥ de la série f
puis on calculera explicitement la solution formelle @ de Péquation difié-
rentielle (3. 5), et on vérifiera directement que la séric ¢ posstde un rayon
de convergence = 0. Comme le rayon de convergence de la séric p est
au moins égal au rayon de convergence de la série majorante ¢, il s'en-
suivra bien que le rayon de convergence de g est 3£ o, et le théoréme 1
(0 1) sera entitrement démontré dans le cas olt & = 1.

Par hypothése, la série (2. 2) converge dans un voisinage de 'ensemble

(3' 5) Ixi “-<-.r: ])’lgf,

ol r est un nombre 2> o. Soit M la borne supérieure de [ f (x, )| sur I'en-
semble (3. 5). D’aprés les inégalités de Cauchy (chapitre 1v, § 5, formule
(4. 2)), on a

M
(3. 6) leosl << | o5
Posons

M
(3.7 Cooe= ot

les G, ¢ sont les coefficients d’une série entiére F(x, ) gui est une série
majorante de f(x, y). On calcule immeédiatement la somme de la séne F,
qui est une série géométrique double ;

(3.8)  Fla,y) —- —M—)- pour x| <1, [3] <.

(6

L’équation différenticlle (5.3} est une équation & variables séparées :

(3. 9) (x—)’—)dy;M.

On Pintégre par quadrature : la solution y qui s’aonule pour x* = o
est donnée par la relation .

{3. 10) ([ —--{'—)2—1 = 2M log (1 -—--':—). [x] <1,
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VI, Systémes différentiels holomorphe

oir, dans le sccond membre, on prend la détermination du logarithme qui
est nulle pour x = 0. De (3. 10} on tire

(3 17) y—r(r—\/z + 2M log —{—)),

o, dans le second membre, on prend la déterminadion du radical qui est
égale 3 1 pour x = 0. Le second membre de (3. 11} n’est autre que la
fonction @(x), solution de Péquation différentielle (3. 3} au voisinage de
x — 0. Or il est clair que cette fonction- est holomorphe au voisinage de
x = 0, et que son dévcloppernent en série entiére admet donc un rayon de
convergence # o. En fait, il est facile de voir que le rayon de convergence
du second membre de (3. 11} est égal &

(o).

La démonstration du théoréme 1 cst ainsi achevée dans le cas ot & = 1.

4. Cas o0 £ EST QUELCONQUE

Revenons au probléme posé au n° 1. Nous supposerons que 4, by, ..., &
sont nuls; on peut toujours se ramencr 4 e¢ cas au moycn d’une trans-
lation. Les k fonctions holomorphes fi{x, y, ..., ) admecttent les dévclop-
pements de Taylor

{4 1) Jdx y -5 .7':) = E ‘:}:.}m PR A8 [ "}':k'

[ TIRRRT |

Ces séries étant dounées, on se propose de déterminer des séries entiéres
_—
(- 2) gfx) = 2 ax
’ =i

qui convergenl au voisinage de o et satisfassent aux relations (1,2}
Comme dauns le cas o & = 1, on va procéder en deux étapes : on va d’a-
bord résoudre formellement les équations (1. 2); on démonirera ensuite
la convergence des séries entiéres obtenves.

La solution formelle des équations (1.2} est unigre: on doit éerire
que ’on a, pour chaque i,

i L
S‘ ("l + 1)“ i""Jz E 6{'.}mx EERR /¥ xf (}:as‘?xr]) " .
1

Cecl donne, pour chaque :',

{4-3) = Q.. .
oit les QY sont des polynomcs a cocﬂ‘imcnts rauonnels 3> o dont chacun
ne dépend que d’un nombre fini des variables ¢, . ;. (I'indice § prenant
les valeurs 1, ..., k).

On va maintenant montrer que si les séries entiéres (4. 1) convergent
au voisinage de lorigine, les séries (4. 2} dont les coefficients sont donnés
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§ 1. Théoréme d’cxistence et d’unicité

par (4. 3} ont un rayon de convergence non nul. Pour cela, on va remplacer
chaque série f; par une série majorante ¥, Soit {&,, ..., &) I'unique solution
formelle du « systtme majorant »

(4- 4) % = Fi(%, yp -y )
Alors, pour chaque {, @, est une majorante de g; (démonstration anatogue
a4 celle de la proposition 3. 1). Il reste & déterminer explicitement les F,
et les &

Par kypothése, les £; sont holomorphes dans un voisinage du polydisque
fermeé

{4- 5} x| <, 19 <r pour 1 <i<(k

et leurs valeurs absolues | fi| sont majorées par un nombre M sur ce poly-
disque. On en déduit que les

(4. 6) Co. v = s

sont les coefficients de séries majorantes ¥, Le systtme différentiel (4. 4)
s'écrit donc

&
&y M I
(a7 ] Liil_ﬁ
r Y

Soit y; = @,{x) unique solution formelle du systéme différentel (4. 7).
On va montrer que toutes les séries &, sont égales 2 une méme séric &.
En effel, soit y = ${x} Punique solution formelle de 'équation différentielle

_ Ny M
{4.8) (z )dx—

r X

¥

11 est clair que si Pon pose y; = @(x) pour tout ¢, on obtient bien une solution
formelle de (4. 7); cect démontre ’assertion.

En définitive, tout revient & prouver que la série formelle y = d{x), solution
de P’équation {4. 8}, admet un rayon de convergence nor nul, Or Iédqua-
tion différentielle {4. B) s'intégre par quadrature : la solution qui s’anaule
pour x = 0 est donnée par

i i

(4- 9j y:r}l—[[—;i—(k—&—l)l\ﬂog(r—-l:_)]hi i,

et le second membre de (4. g) est bien une fanction &(x) holomorphe au
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V1I. Systemes différentiels holomorphes

voisinage de x = 0; son rayon de convergence est donc bien £ o. En fait,
le rayon de convergence est égal a

)
f(l — (l-+|).\l)'

2. Dépendance des paramétres et des conditions initiales

1. DEPENDANCE DES PARAMETRES

Nous supposons maintenant qgue les fonctions holomorphes f; qui figurent
au second membre du systéme différentiel {1, 1) du § 1 dépendent holo-
morphiquement de parameétres £, ..., {,, D’une fagon précise, nous suppo-
sons données k fonclions

.fl'(x? His oo s tl! LR Y] "f)

" holomorphes de £ + j + 1 variables complexes au voisinage de 'origine.

Pour chaque systeme (i, ..., ¢,} suflisamment voisin de.{o, ..., 0) lc systéme
différentiel

d)’,‘ R .
(I- I} dx zﬁ(x: .yl’ ceny PR3 tl: =y '!J)s (I ‘gt“‘-‘gk)

admet une sblution holomorphe et une seule y; = 2.(x}, nulle pour x = o.
Les fonctions ¢;{x) dépendent bien entendu des valeurs données a ¢y, ..., i
Nous noterons

(1. 2) yo— wlxs b li)s (1 Li k)

la solution de (r. 1) telle que ¢ (o; ¢, . .+» ;) = 0 pour i— i, ...

TuHEOREME 2. Sous les hypothises précédentes, les fonctions gdx; ty, ..., 1;) sont
des fonctions holomorphes des j + 1 variables x, 1, ..., t; au voisinage de Porigine
(0; 0, ..., ).

Pour alléger I'écriture, on se bornera 4 démontrer ce théoréme dans le cas
ol k=1, 7=1. On a donc

(I' 3) f(xr }; t) = E ":p.q(‘}*"ﬁ""z
PRzl

ou les coefficients ¢, (¢} sont cux-mémes des séries entidres en { :

(1- ¢) cp,olt) = Y Cp,q,rt"

&
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§ 2. Dépendance des paramétres et des conditions initiales

L’unique solution formeile de 1'équation différentielle
4y _ :
(1.5) D flxn)

a ses coeflicients 4., donnés par les formules (2. 6) du § 1; donc chaque q,
est fui-méme une séric formelle en ¢. Ainsi la solution formelle de ’équation
{r. 5} est une séric formelle

{1.6) J = gx 1)

par rapport aux deux variables x et £

Pour démentrer le théoréme 2, il suffit de montrer que la série formetle
(1. 6} converge lorsque x et ¢ sont assez petits. Pour cela on emploie encore
la méthode des majorantes. La fonction £ (x, y, {} est, par hypothése, holo-
morphe au voisinage d’'un polydisque fermé

{t. 73 b < r, 1yl <L r, || < 1, avec r > 0.
Elle posséde donc une série majorante F{x, y, t} de ka forme

(e

On voit que cette majorante se déduit de celle considérée au n® 3 du § 1
en remplagant, dans le second membre de {a formule (3. 8) du § 1, 1

(1. 8) Flx, 5, 1) =

nembre M par M}/’:(I : i ) Donc la solution 3 = ©(x, ¢) de I"équation
: i /
dx

- K
Bty 2M EEAY
{1.9) i l I+]_ilog(1 ')J
- r

Or il est clair que le second membre de (1. g) st une fonction holomoerphe
des vartables x et ¢ au voisinage de Porigine x = o, 1 — o. Ceci achéve la
démonstration du théoréme 2.

différentielle majorante”” = F{x, y, f) est donnée par la relation

2. DEPENDANCE DES CONDETIONS INITIALES

Considérons, pour simmphfier, un systtme différentiel
d 1
(2. 1) T S35 30 20

qui ne dépead d'aucun paramétre. Les fonctions dennées fifx, 1y, ..oy e}
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WVII. Systémes différenticls holomorphes

sont foujours supposées holomerphes au voisinage de ’origine. St le point
{b1y ey by} est asscz voisin de Porigine, les fonctions f; sont encore holo-
morphes au voisinage du point {o, b,, ..., ). On peut donc appliquer le
théoréme d’existence et d’unicité {théoréme 1t du § 1) : il existc une solution
> = mi(x) ¢t une seule du systéme différenticl {2. 1}, holomorphe an
voisinage dc x — o, ¢t telle que ¢,(0) = 4, Les fonctions g{x) dépendent
évidemment des valeurs initiales §,, ..., b; nous les noterons g:{x; b, ..., &),

THEOREME 3. Avec les notations précédentes, les fonctions gix; by, ..., b} sont
holomorphes par rapport aux variables x, by, ..., by au voisinage de Uorigine x — o,
=10, ..., b =0.

Autrement dit, la solution du systéme différentiel (2.1) dépend holo-
morphiguement des valeurs initiales §; des fonctions inconnues y;.

Deémonstration. Prenons comme nouvelles fonctions inconnucs

{9- 9} L — ¥ by

Elle doivent satisfaire au systime différentiel
: dze .. N
(2' 3) E‘; ,fr'("': Z; 1 bp ey Zg + bk)}

avee les valeurs initiakes z;{0) = u. Les seconds membres des éguations {2, 3)
dépendent holomorphiguecment des parameétres &y, ..., b au voisinage de
Porigine. D'aprés le théoréme 2, PPunique solution de (2. 3} qui s'annule
pour x = @ est une fonction holomorphe z; = 4(x; by, ..., #,). La solution
de {2.1) telle que y; = b, pour x = 0 est donnée par

Pom b Wl by s )

et vst par conséquent holomorphe en x, 4, ..., b: au voisinage de lorigine.
Ceei démontre 1 théoréme 3.

3. Equations différentielles d’ordre supérieur

On se bornera & un exemple @ celut d'une seule équation différentielle
d’ordre k@

; d‘l r .
:3- '\ E::f(xl ¥ Vo _1’“_-”)-

La forction donnée f est une fonetion holomorphe de £ - & variables au
voisinage d'un point {a, b, #,, ..., i), On cherche une fonction y = gyx},
holomorphe au voisinage du peint x = g, telle que 9{a) = & et que les
dérivées successives ’(x), ..., ¢~ Y(x} prennent au point a les valeurs
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Exercices

b4y ey biey, €t telle enfin que Pon ait identiquement, pour x assex voisin

de a
q’(h(x} =f(x: ‘?(x)! ‘?{(‘t): rray '-:‘(k'_'”(x})'

THEOREME 4. Le problime précédent admet une solution el une seule,

7

Démonsiration. On raméne classiquement fa résolution d’une équation
difféerentielle 1elle que (3. 1) a celle d’un systéme différentie]l du premier
ordre, par Pintroduction de nousvelles fonctions inconnues. D'une fagen
précise, introduisons, nutre la fonction tneconnue y — s(xj, les functions

r_f‘_f k—!)_d |5
V=g PR

Les ftoncitons y, ¥, ..., #*— doivent satisfaire au systéme différentiel

4 :
[ %~y
g L]
0
(32) e, .,
dg%":?’_ﬁ 0
X

1’ d)’af—{)_f(x! Py ¥y e AT

On applique au systéme (2} e théoréme 1 du § {, ce qui démontre le pré-
sent théoréme 4. )

Exercices

1. Soit donnée une équation différentielle linéaire de la forme suivante :
{1 {agx 5 bo} Y™ + {ayx 1 by y P + -+ (e + ba) y = 0.
Montrer que, si U(z) est une fonction continue dans un ouvert I, et
un chemin différentiable par morceaux dans D, ayant son origine en z,,
son extrémité en gz;, la fonction f(x) définie par I'intégrale

(2) 1) = [eu ae

est partout holomorphe dans le plan de la variable x. Pour que f(x} soit
une selution de (1), il suffit que 'on ait
{) [=AZ T ()] = o
. d
9 La@u) = BV,
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st on pose
AR)=a + -+ an  Blg) — b + - + b

Bupposons que A{z) posséde n zéros ¢y, ..., ¢, deux & deux distincts. Montrer
que l'on peut cerire

Bla) 0 = o

Alz L— & Z—1,

olt %, #1--.; % Sont des constantes complexes, et en déduire que s
vi{j= 1,..., #) désigne un chemin différentiable fermé dans D, ol
D =G6-—icy ..., c.d, partant d’un point fixe zoe D et contournant une
fois le point ¢, et si ;{1 <, & < n) désigne le contour défini en parcourant
successivement ¥; dans le sens direct, v, dans le sens direet, puis y; dans le
sens indirect, et finalement y, dans le sens indirect, et si on prend la fonction

Ufz) = XE’; ez — et (2 —6) pour zeb,

fonction en général multiforme, Pintégrale {2), ol on prend v =1+,,
(donc z, = 7y} définit une solution de (1). Monirer que 'on obtient
ainsi au plus 8 — 1 sclutions (qui sont holomorphes dans le plan).

2, Démonstration du théoréme des fonctions implicites (proposition 6. 1
du chapitre v, § §, n® 6) par la méthode des séries majorantes (on suivra
les notations de "énoncé de la proposition citée) : montrer d'abord gque
I'on peut se rameneraucas ol g, = §;=¢, =0, f=1,.., 0 k=1,... 5,
et que Pon z

(I) j}(xis vrey Xpy zl:"'azp) _fﬂ{z) iy Cjn{z)xu
SR R N ¢ ) LU

PR R -

ot1 les coefficients (2} et ¢;, . {2) sont cux-mémes des séries entidres
€T L5y -uny Zpy CE

det {¢;»(g)} # 0

POUr Xqy ..oy X Zy,.--5 &p BSSEZ petits.
En déduire, utilisant la formule de Cramer, que le systéme (6. 1) du chapitre
v, § b est équivalent &

(@) =yt T @yt Dy

[ Realia k=
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Exercices

J=1, .., n, ol les coefficients v sont aussi des séries entiéres en 2,, ..., Zp,
et que (2) s'écrit par suite

.
@) m= 2 AwoxespdFH- G

m.---m,,?ﬂ
2 . .
-+ 2[ YJ":V....v“:x,A.‘xpx;'---x:“lf'---lfp,_}:1', veey Ty

"|+'“+\'n?'
K"“-,xp}ﬁ

Montrer que, pour que les z séries formelles

\
(4‘) xj = 2! d.r':gu---wuﬂ:'f.----.upyiu' ---J'E"‘zf""zg":
FI*"""I-'-;."“'T]A-"""‘C"P?I .
J=T, ey n
forment un sysiéme de solutions formelles de {g), il Eant et il suffit que I'on
ait

dj. TIPRITIEY- S s Q.r':g..---.y,‘;c..---.r:p(T: ),

ol Q) désigne un polyndme bien déterminé a coefficients entiers en v o,
Tisvemvni oy € O i anik,, 5, CeS derniers n'intervenant que si

Mt htn b p<g T T pe o+t o

En déduire qu'il existe un systéme et un seul de solutions formelles de {3).
Pour montrer la convergence des séries obtenuces, montrer que (3) admet
une série majorante de la forme suivante :

M \ I X+ -+ X
XMWy gy, PR Eealiabub
Ty M E e R

7 T

L}

R :

o M, R sont deux constantes réclles positives (remarquer que le dévelop-

. . I . .
ment en série entiére de ;- : est majoré par celui de
pe i (—Ty...(:—T) joré p

I_——_———(T,‘ e Tn))’ et que parsuite, en faisant X; = X, = - —= X, = X,
on obtient une majorante des séries (4), en résolvant 1’¢quation du second
degré en X :

M I nX
- — - L Y _ — I — —
X _ZF;Y1+ FY b e

1__Zl+‘=
R

(voir la démonstration de la proposition §. I du chapitre 1, § 2, n® g).
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Quelques réponses numériques ou quaniitatives

Cuaprrre 1

3. Py = abi, Py = 28,6:b, — 38},
Py = ag(2byy + 863) — a5, — agbl.
Py = 2a)(b1by 1 bebsy) + 3aa(biby - bibi) < qabib, — agby.

X+ 1xey2xs...
3 Th

T

. : 1 I
4. a) wnfini, 6} 1, ¢} MF(?‘ 7)
6. 1.

r4. (ii) nmja, n eatier.

Cuarrrse I

. _ 2Re(g) _2lm{z) _kPE—
70 K=y T R

20. (i) {rw{zn — 2) )/(22"1[(n — 1}!]%® V2B12),

(i) {8l --[al),
(iii) =(z—" — 1/2),

(iv) waf(1—a?) s Jai<l1, =fa'(@*—1) si e > 1.

23. (i) =f{nsin {a -+ 1)x/a)

25. (i) Y — ——-(—coth-—: E_i),

Azl a —' bnz b a
v n? T shfmv'_———qmnat/_
azs b+ ot 2v2a chm\/-—cosmz\/_
- b) L -1 Iy,
{11} P;‘ s = = ('r: ctg nx " )
CHariTrRe V
8. (— ¥)*/n!
9. a, = 33, Gy = asmyf11.

Caaprtre VI

1w = rzl\a®z? - — ' avec la détermination du radical qui est
réclle positive pour z reéel.
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Les chiffres de référance indiquent successivernent
le chapitre,
le paragraphe
et le numére (ou, éventuellement, ’exercice).

Algébre des polyndmes . ... . i
Algebre des séries formelles .. ........... ... . ...,
Analytique {espace) ... ... ... .. o e

Analytique {fonction) ... ... .. . ...l

Antiholomorphe {transformation) ............... ...
Argument . ... e
Automorphisme (d’un ouvert) ......... .. ... ......
Automorphisme (de ia sphére de Riemann) .........

Bord orienté d'un compact .. .......... ... ...
Borné (sous-ensemble de 36(D)). ... ... ... ... ...

L= o {2

Cauchy (formle intégralede) ... . ... .o,

Cauchy (théoreme de) . ........ ... il
Chemin différentiable .............. ... ...l
Chemin différentiable par morceaux................
Chemin fermé ........ ... .. ... i i
Chemin {non nécessairement différentiable) ....... ..
Critique (point] .. .. ... .. i,
Conforme (transformation) ...................._...
Conforme {représentation} ........................
Convergence des séries de fonctions méromorphes
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Convergence uniforme sur tout compact ............
Coordonndes locales ... ... ... .l
Courbe elliptique ... ... Lo
d’Alembert (théoréme de) ... ... ...
Dérivée (d'une série formelle) ... ... . ... . ..
Dérivée (d’une série entiére convergente) .. _. ..., ...
Détermination du logarithme ................. e
Développable en série de Laurent (fonction) .........
Développable en série entiére (lonction) ........ . ...
Développement de Laurent ... ... ... ... . L.
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Développement de Taylor ... .. ... ............ n
Dirichlet {problgme de) ... .. ... ... ... ... .. w
Domaine de convergence . ........ ... ivaanan.. v
Equivalentes (structures d’espace analytique). .. ... . vi
Espace analytique . ... .. ... .. ... L vi
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— réelle .. ... Lo I
— mmaginaire . ... ... ...... B
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Fonction I' ... ... .. . e v
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Forme différenticlle holomorphe suwr un espace ana-
Iytigue. ... ...l VI
Green-Riemann {formulede) ...................... H
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— duplan ......... ... ... VI
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Harmonique (fonction) ............. ... ..., v
HAartoms . .ot ee i e v
Holomorphe {fonction}. ... ... ... .. .. oo oo, i
— sur Ia sphére de Riemann .... 1
— alinfini ... ... Ll m
— de plusieurs variables ........ 134
— sur un espace analytigue .. ... VI
— sur unc surface de Riemann .. w1
Homotopes (chemins) avec extrémités fixes........... 14
comme chemins fermés . ... ..., it
Indice {(d'uncheminfermé)........................ 114
Indice de ramification ..........vviviiiirinonenians VI
Inverse {d’une série entidre convergente} . ........... H
Inverse {d'une série formelle} ............... ... .. I
Inversion-symdtrie .......... .. .cvoiiirnieann cee. VI
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Théorls dlémentalrs des fomstlons analytiguss
d'une ou plusisurs variables semplexes

Ce livre contient I'essentiel de la théorie classique des fonctions d'une variable complexe
et présente, de fagon sommaire, les notions d'analyticité et d"holomorphie des fonctions
de plusieurs variables.

Le cas des fonctions analytiques de plusieurs variables, réelles ou complexes. est
envisagé pour permettre de considérer les fonctions harmoniques de deux variables
réelles comme des fonctions analytiques et de traiter du théoréme d'existence des
solutions d'un systéme différentiel dans le cas ou les données sont analytiques, en
utilisant la *“méthode des majorantes”.

Dans son mode d'exposition de ce sujet classique, I'auteur traite notamment de la
théorie des séries entiéres formelles et de la notion d”espace analytique™ abstraite, dite
usuellement “surface de Riemann”. Les questions de topologie plane, indispensables
lors du traitement de l'intégrale de Cauchy, sont abordées selon un point de vue un peu
différent de celui d'Ahlfors.

A d'infimes exceptions prés, des démonstrations complétes sont données de tous les
énoncés du texte, traités de maniére détaillée.
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