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INTRODUCTION 

Ce livre est basé 'sur la première partie d'un cours de troisième cycle donné à 
l'Institut Henri-Poincaré en 1964. Il est axé sur la théorie dite de la « réduc
tion » dans un groupe algébrique réel GR' par rapport à un groupe arithmétique r. 
La démonstration des théorèmes généraux utilise pleinement la théorie des groupes 
algébriques linéaires. Cependant, comme l'auditeur du cours n'était pas nécessaire
ment suppos,é familier avec cette dernière, on a tOut d'abord discuté directement 
quelques cas classiques, qui sont du reste en partie à l'origine de la théorie générale, 
et on a résumé, principalement dans trois paragraphes (§§ 7, 10, 11), au fur et à 
mesure des besoins, les notions et résultats sur les groupes algébriques linéaires 
utilisés dans la suite. Ces paragraphes contiennent aussi quelques exemples et 
démonstrations et fournissent donc, dans une certaine mesure, une introduction à 
quelques aspects de cette théorie. 
Par réduction dans GR' par rapport à r, on entend ici, en gros, la recherche de 
sous-espaces, ouverts ou fermés, qui rencontrent chaque orbite de r (opérant par 
translations à droite), en au moins un, mais pas plus d'un nombre fini, de points, 
et que nous appellerons ensembles fondamentaux (en fait, on fmposera des conditions 
plus précises, (cf. 5.6, 9.6, 15. 13». Il revient au même de résoudre ce problème 
dans l'espace X = K\GR des classes à droite de GR modulo un sous-groupe 
compact maximal K. Lorsque G est un groupe classique, on retrouve alors en 
particulier les problèmes de réduction de formes quadratiques ou hermitiennes. 
Ce livre se divise assez naturellement en trois parties. La première (§§ 1 à 6) est 
consacrée essentiellement à la réduction des formes quadratiques, traitée par des 
méthodes qui trouvent une généralisation naturelle dans les paragraphes ultérieurs. 
On considère tout d'abord le cas où G = GL(n, R), r = GL(n, Z), K = O(n), 
donc où X est l'espace des formes quadratiques positives non dégénérées sur R". 
On montre que toute orbite de r dans G.rencontre un ensemble de Siegel (1.4) 
convenable et on en déduit quelques conséquences, en particulier le critère de 
Mahler pour la compacité relative d'une partie de l'espace GL(n, R)jGL(n, Z) des 
réseaux de R", et la finitude du volume de SL(n, R)jSL(n, Z). Le § 2 traduit ces 
résultats en termes de formes quadratiques, et établit quelques liens avec la réduction 
de Minkowski. Le § 4 montre qu'un ensemble de Siegel ne rencontre qu'un nombre 
fini de ses translatés par x.r, pour tout XE GL(n, Q), (4,6). Le § 5 est consacré 
à la réduction des formes quadratiques indéfinies suivant la méthode de Hermite. 
Le point central en est une propriété de finitude de « réduites entières », qui sera 
ici déduite d'un lemme plus général démontré au § 6. 
La deuxième partie (§§ 7, 8, 9) est consacrée à deux théorèmes généraux sur les 
groupes arithmétiques, dont la démonstration ne fait encore appel qu'à un ensemble 
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assez restreint de résultats sur les groupes algébriques, qui sont rappelés ou démontrés 
au § 7. Ce sont le critère de compacité du quotient GaJr (§ 8), et une première 
construction d'ensembles fondamentaux qui généralise celle de Hermite. En outre, 
le § 8 montre que l'image d'un groupe arithmétique par une isogénie est aussi un 
groupe arithmétique, et le § 9 établit un théorème de finitude pour les orbites de r 
dans l'ensemble des points entiers d'une orbite fermée de G, dans l'espace d'une 
représentation linéaire de G. Cela généralise la finitude des classes de formes qua
dratiques de déterminant non nul donné (6.4), et des résultats de Jordan sur les 
classes de formes homogènes de degré ~ 3, (6.5). 
La troisième partie (§§ 10 à 17) est consacrée à des ensembles fondamentaux en 
général plus maniables que ceux dl! § 9. Leur existence est démontrée de deux 
manières très différentes, au § 13, où l'on s'appuie sur le § 9, et au § 16, où l'on 
utilise un principe d'extremum appliqué à un type de fonctions étudiées au § 14, 
et qui généralisent entre autres le 1 cz + dl du demi-plan de Poincaré. Ces ensembles 
sont réunions d'un nombre fini de translatés par des éléments de Gq d'un ensemble 
de forme simple, dit de Siegel. Enfin le § 17 décrit, dans un cas particulier, X\GaJr 
comme l'intérieur d'une variété à bord compacte. 
Le souci de rendre la première partie autonome, et de ne faire appel à la théorie 
des groupes algébriques que quand cela s'avère nécessaire, a conduit à quelques 
redites ou inconséquences. Ainsi le § 4 est un cas particulier du § 15, non utilisé 
dans ce dernier, et l'existence d'une décomposition de Bruhat est démontrée dans 
le § 3 pour GL(n, k), alors qu'elle est admise sans démonstration dans un cas beaucoup 
plus général à partir du § 12. En conséquence, cet exposé, qui suit, grosso modo, 
l'ordre chronologique, et contient des « rappels » assez étendus, n'est pas le plus 
économique possible, et la lecture d'un paragraphe ne présuppose pas nécessairement 
celle de tous les précédents. Faisons encore, en guise de « Leitfaden », quelques 
remarques sur l'interdépendance des différents paragraphes: le § l, jusqu'à 1.11, 
est fondamental pour tout le livre, mais la fin de ce paragraphe, et les §§ 2 à 5, 
ne sont pas utilisés dans la suite, si ce nlest à titre d'exemples; le lecteur désireux de 
pàrvenir aussi rapidement que possible aux théorèmes généraux peut concentrer 
son attention sur les §§ 1,8, 12, 14, 15, 16, s'il veut bien admettre une propriété de 
finitude, démontrée ici en s'appuyant sur le § 13, mais qui peut se voir plus direc
tement en utilisant l'analogue adélique des §§ 1 et 8 (cf. introduction au § 16); 
enfin, le § 6 intervient essentiellement au § 5 et dans le § 9, lui-même utilisé au § 13, 
mais pas ailleurs. 
Une première rédaction de ce cours, polycopiée et distribuée par l'Institut· Henri
Poincaré, due à H. Jacquet, J.-J. Sansuc et J.-P. Jouanolou, m'a été très utile, et 
j'en remercie vivement les auteurs. Je -tiens aussi à remercier J. E. Humphreys, 
qui a lu le manuscrit, signalé un nombre considérable de fautes « d'impression» et 
suggéré quelques améliorations d'exposition, ainsi que A. Robert et J. Joel, pour 
m'avoir aidé à corriger les épreuves. 

A. BOREL 

Princeton, novembre 1968 



NOTATIONS 

0.1. Z est l'anneflu des entiers, Q, a, C désignent le corps des nombres rati9nnçls, 
réels, et complexes resp. et N est l'ensemble des entiers ~ O. Si A est un anneau à 
élément unité, A' désigne le groupe multiplicatif des éléments inversibles de A. 
Si A est un anneau commutatif, M(n, A) est l'anneau des matrices carrées d'ordre n, 
à coefficients dans A, GL(n, A) ou GL .. (A) est le groupe des matriCes carrées d'ordre n 
à coefficients dans A, dont le déterminant est une unité de A, et ~ .. (A) ouSL(n, Il) 
est le sous-groupe des éléments de GL .. (A) de déterminant un. . 
O(n) est le sous-groupe de GL(n, R) laissant invariante la forme quadratique ~xf·et 
SO(n) = O(n) fl SL(n, a). Si pet q sont des entiers ~·O et n =; p + q, alors O(p,.q) 
est le sous-groupe de GL(n, R)' laissant invariante la forme quadratique 

(4 + .,. + x;) - (X;+l + ... + x;+q) et SO(p, q) = O(p, q} fl SL(n, a). 
0.2. Soient G un groupe et IX un homomorphisme de G dans C·. La valeur de IX 

en g E G sera notée IX(g) ou aussi gO<. Cette dernière notation sous-entend que l'on 
écrit additivement la loi de composition naturelle des homomorphismes de G 
dans C·. 

0.3. Soit G un groupe. Si g E G, on note Int g l'automorphisme intérieur 
Xl-+g.x.g- 1 de G. Si A et H sont des parties de G, alors AH désigne la réunion 
des ensembles a.H.a- l (a EA). 
Soient Vi (1 ~ i ~ n) des ensembles et fi: V, -+ G des applicatiQns. t,'appli
cation f: VI X ... X V .. -+ G définie par (vI"'" V .. ) 1-+ .fi.(vl )· •.. 1 .. (v .. ) est 
appelée l'application produit des 1.. . 
0.4. Soient G un groupe et G; (1 ~ i ~ n) des sous-groupes distingués de G. 
On dit que G est produit presque direct des G, si l'application produit des inclusions 
naturelles des G, dans G est surjective, de noyau fini. 

0.5. Une fonction à valeurs dans un espace topologique sera dite bornée si son' 
ensemble de 'valeurs est relativement compact. 
Soient X un espace topologique, j, g des fonctions à valeurs réelles ~·O sur X. 
On écrit : 

f-<g 

s'il existe une constante c > 0 telle que f(x) ~ c .g(x) pour tout x E X et f:> g 
si g -< j, f;::. g si l'on a simultanément f -< g et g >- f. La: relation f;::. g signifie 
donc qu'il existe des constantes c, d > ? telles que : 

c.f(x) ~ g(x) ~ d.f(x) (x EX). 

Si f -< g (resp.f>- g, resp.f~ g), on dira quelquefois quefminore esSentiellement g 
(resp. majore essentiellement g, resp. est comparable à g). . 





CHAPITRE 1 

Quelques groupes classiques 

1. EnseInbles de Siegel et réduction dans GL(n, R) 

On désignera par G le groupe GL(n, R) des matrices carrées inversibles de degré n 
à coefficients réels et par r le sous-groupe GL(n, Z) de G formé des matrices de 
déterminant ± 1 à coefficients entiers. G est un groupe de Lie. réel dont r est un 
sous-groupe discret. 
On se propose de donner en première approximation un système de représentants 
des classes à droite de r dans G. Pour cela, rappelons tout d'abord la décomposition 
d'Iwasawa de GL(n, R) [8, Chap. VII, § 3, Prop. 7] : 

1.1. PROPOSITION. Soit A le groupe des matrices diagonales à coefficients strictement 
positifs. Si K et N désignent respectivement le groupe orthogonal et le groupe « trigonal strict 
supérieur », formé des matrices triangulaires suPérieures de valeurs propres égales à un, 
l'aPPlication : 

(k, a, n) 1--+ k.a.n 

est un homéomorphisme de K X A X N sur GL(n, R). 

Si g E G, on notera g = kg.ag.ng sa décomposition d'Iwasawa. Ceci dit, 
posons la : 

1.2. DÉFINITION. On appelle ensemble de Siegel de GL(n,R) tout' ensemble de la 
forme 6 t ... = K.A,.Nu (t et'u réels positifs) 

où 

et 

At = {a EAIlZ;; ~ t.ai+l.i+l 

Nu = {n ENI ln;} 1 ~ u 

(i= l, ... ,n-I)} 

(1 ~ i < j ~ n)}. 

On sait que N est un sous-groupe fermé de G, homéomorphe à Rm (m = n(n - 1) /2) 
par l'application e: n 1--+ (n;}); < j .;; n; par conséquent, Nu est compact. 
On appellera plus généralement ensemble de Siegel une partie de G de la forme 
6 t.,. = K.At.w où west un voisinage compact de e dans N. 
Soit 6 un ensemble de ~HegeL Il résulte immédiatement de la définition que 
g.6 = 6 si g E K ou g = t. 1 (c > 0) et que 6.h est contenu dans un 
ensemble de Siegel si h E A. N'. 
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Une propriété fondamentale des ensembles At est le : 

1. 3. LEMME. Si Cù est relativement compact dans N, alors U aCùa~1 est aussi relativt
oEA, 

ment compact dans N. 

En effet, si n = (n;;) E Cù, on a (a.n.a-1)i; = (aida;;) . ni;, d'où 

1 (a.n.a-1)ijl ,,;; tH.ln,;1 si i < j. 
Notons en passant (nous en aurons besoin dans la suite) que la mesure de Haar 
sur N est l'image par 6-1 de la mesure de Lebesgue de Rm, de sorte que le module 
de l'automorphisme 

int (a) : n ~ a.n.a-1 de N 
est 

Nous avons en vue le 

1.4. THÉORÈME. On a G = Elt.ur dès que t ~ 2/v'3, u ~ 1/2. 

Remarquons tout d'abord que l'on a : 

(1) N = N1/2 .Nz (Nz = N n r). 

En effet, cela revient à dire que, étant donné u = (ui ;) E N, on peut trouver 
Z = (Zti) ENz tel que 1 (u.z)o 1 ~ 1/2 (i < j). Or on a : 

(u.Z)iJ = Zii + Ui.i+l·Zt+I.i + ... + uij (1 ~ i < j ~ n) 

ce qui permet de construire zij par une récurrence convenable sur (i, j) en com
mençant par z"-i. ". 
Le point essentiel est donc la condition portant sur la composante en A. Pour le 
traiter, on utilisera Un principe de minimum. Soit (e,) (1 ~ i ~ n) la base cano
nique de Rn et soit <1> la fonction sur G définie par : 

<I>(g) = Il g. erl!-

C'est une fonction continue réelle> 0, qui vérifie visiblement 

(2) <I>(k.a.n) = Ilk.a.n(el ) Il = Ila(el) Il = al = <I>(a) 

(k E K, a E A, nE N), où al est le premier coefficient de A. 
Pour tout g E G, la fonction Z ~ <I>(g. z) (z E r) a un minimum > 0 sur r. 
En effet, on a g.r.eICg(Zn_{O}), donc g.r.el est formé d'éléments non nuls 
d'un réseau de Rn. 

1.5. LEMME. Soit g E G et soit g = k.a.n sa décomposition d'Iwasawa. Supposons 

que <I>(g) ~ <i>(g .r) (r Er). Alors au ~ (2/\,I'3). a22 • 

'Si u ENz, alors <I>(g.u) = <I>(g) et a,.u = au' On peut donc, vu (1), 
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admettre que 1 nul ~ lf2. Soit Z Er l'élément qui permute Cl et C2 et laisse ej 
fixe (3 ~ i ~ n). On a alors : 

g.z(el ) = g(e2) = k.a.n(e2) = k.a.(c2 + n12 ·c1) = k(a22 ·e2 + all.n12 ·cl)' 

donc 
<I>(g.Z)2 = 42 + a~1.n~2 ~ a~lf4 + a~2' 

Comme <l>(g) = an, l'hypothèse entraîne : 

a~l ~ a~lf4 + ai2' 
d'où le lemme. 

Le théorème 1.4 sera conséquence de l'énoncé plus précis suivant : 

1. 6. THÉORÈME. Soit g E G. Le minimum de <1> sur g. r est atteint en un point ·de 
g. r n 6!/Vi.1/2' 

On écrit 6 0 pour 62/VS.1/2' L-a démonstration procède par récurrence sur ·n. 
Pour n = l, G = 6 0 et il n'y a rien à démontrer. 
Soit x E G. On peut trouver y EX. r tel que <I>(y) ~ <1> (x .y) (y Er), d'où 
aussi <l>(y) ~ <l>(y. y) (y Er). On peut écrire : 

k;l.y = (a~l :), b E GL(n - l, R). 

Par hypothèse de récurrence, il existe : 

z' E GL(n - l, Z) tel que h.z' E 6&n-ll, 

où l'on note 6&n-ll le domaine de Siegel 62/VS.1/2 de GL(n - l, R). Soit: 

b.z' = k' .a' .n' 

la décomposition d'Iwasawa de b.z'. Alors: 

k;l.y.Z = (~Ol *) = k".a".n" 
k'.a'.n' , z = (~ ~) 

avec 

(1 0 ) a" = (all 0) E A (1 0 ) kil = kv' 0 k' E K, 0 a' , nIt = 0 n' EN. 

Par construction, on a (a")ii ~ (2/V3)a:~1.i+l (2 ~ i < n). Mais z laisse el fixe, 
donc <l>(y. z) = <l>(y) et par suite : 

<I>(y.z) ~ <I>(y.z.y) (y E r). 

Le lemme 1.5 montre alors que (a")l1 ~ (2/0). (a"h2' Par conséquent: 

y.Z E K.A2iVs.N 
et, compte tenu de (1), 

1. 7. COROLLAIRE (Hermite). Soit g E G. Alors: 

min IIg(x) Il ~ (2/0),n-II/2.ldetgl l/" • 
.,ez"-{o) 
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On peut trouver un élément g' E g. r (') 6 2/v'ii.l/2 vérifiant (1.6). Comme r est 
formé d'éléments de déterminant ± l, on a 1 det g 1 = 1 det g'l. D'autre part 

min Ilg(x)11 ~ min IIgy(e1)Il = IIg' (e1) Il = a;1> 
"EZn_{O} yEr . 

où a' est la composante en A de g'. De a' E A2/y'ii, on tire 

(a;I)" ~ (2/0)"cn-1)/2. a;I· ... 'a~n = (2/v'3)ncn-1)/2Idetgl. 

1.8. Remarque. Soit Il 111 une norme sur R", i.e. une fonction continue, strictement 
positive en dehors de l'origine, telle que IIr.xlh= Irl.llxlh (TER, xERn). 
Il existe deux constantes d, d' > 0 telles que: 

dllxll ~ IIxlh ~ d'llxll (x E Rn). 

(C'est clair sur la sphère unité, et est alors vrai sur Rn par homogénéité.) Le corollaire 
implique donc l'existence d'une constante C > 0 telle que : 

(1) min IIg(x)II1 ~ C·ldetgl1ln 
xEZn-{O} 

(g E G). 

Nous passons maintenant à une application qui jouera un rôle important dans la 
suite. Soit !Ji l'ensemble des réseaux de Rn. Il s'identifie à Glr, d'où une topologie 
sur !Ji. 
On notera il la fonction sur !Ji qui associe à tout réseau L le volume euclidien du 
parallélotope sous-tendu par une base de L. Si L = g(Lo) où Lo = zn, on a 
donc L1(L) = Idetgl. 

1.9. COROLLAIRE (Critère de Mahler). Soit MC !Ji. Alors les deux conditions suivantes 
sont équivalentes: (a) M est relativement compact,' (b) L1 est borné sur M et il existe un 
voisinage U de l'origine dans Rn tel que L (') U = {O} quel que soit LEM. 

Soit El un ensemble de Siegel envoyé sur !Ji par l'application g f-t g(Lo) 
(cf. 1.4). Il est clair que (a) équivaut à l'existence de M' C 6, relativement compact, 
tel que M'(Lo) = M. D'autre part, M' C El est relativement compact si, et seule
ment si, les composantes a,,(x E M') forment un ensemble relativement compact 
dans A, donc, si, et seulement si, il existe deux constantes ex, ~ > 0 telles que 

(1) ex~(au)ii~~ (gEM';i=I, ... ,n) 

Il faut donc voir que (1) équivaut à : 

(2) 1 det g 1 est borné sur M'; il existe c > 0 telle que Il g(x) Il ~ c quels 
que soient x E zn - {O}, g E M'. 

Il) =?- (2). On a 1 det g 1 = n (aoL, donc 1 det g 1 est borné. Soit x E zn - O. 
k 

011 peut l'Cl'ire x = L mi' ei avec mi entier, mk oF O. 
1 

:\1"1',, !!g{x)11 = l!a".nJx)1I et la llii'ffie coordonnée de a".n,,(x) est (auh.kmk, 
d"llC 1I~(x) Il ~ ':1.. 
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(2) ~ (1). On a IIg(e1) Il = (àghl ~ c. Comme les ag(g E M') font partie d'un 
ensemble A" cette inégalité entraine l'existence d'une constante ct> 0. telle que 
(ag);, ~ ct pour tout i. Comme le produit des (ag)" est borné, cela entraîne (1). 

1.10. Ensembles de Siegèl et réduction dans SL(n, R). La décomposition d'Iwasawa 
dans GL(n, R) induit une décomposition dans SL(n, R) : 

SL(n, R) = SO(n).N.N (N = SL(n, R) nA). 

On définit les ensembles de Siegel 6;." dans SL(n, R) exactement comme dans 
GL(n, R). On a donc S; ... = SL(n, R) n S" ... Les théorèmes 1.4, 1.6 restent 
valables. Le seul point nouveau est que le volume invariant du quotient SL(n, R){SL(n, Z) 
est fini. Vu 1.4, cela résulte du 

1.11. LEMME. Le volume d'un ensemble de Siegel S; ... de SL(n, R), par rapport à une 
mesure de Haar, est fini. 

Soient K' = SO(n) et B' = N .N. Soient dk, da, dn des mesures de Haar 
sur K', A', N, nécessairement biinvariantes, car ces groupes sont unimodulaires. 
Montrons que l'homéomorphisme de la décomposition d'Iwasawa transporte une 
mesure de Haar dg de G en 

(1) p(a) .dk.da.dn 

Faisons opérer k E K (resp. b É B') sur K X B' et G par translation à gauche 
par k (resp. à droite par b-1). Alors l'application produit définit un homéomorphisme 
de K x B' sur G commutant à K X B'. L'image réciproque de dg est une mesure 
invariante à gauche par K, à droite par B, donc est égale au produit dk. dr b, où 
dr b est une mesure de Haar invariante à droite sur B'. Mais B' est le produit semi
direct des deux sous-groupes unimodulaires A', N donc [8, Chap. VII, § 2, n. 9] 
drb = m(a).da.dn, où m(a) est le module de a; mais on a déjà vu (cf. 1.3) que 
ce dernier est égal à p(a). 
On a alors, puisque K' et Nu sont compacts: 

f dg = c. f .p(a) da, 
6t,u At 

où C est une constante > ü. Mais on peut écrire : 

,,-1 
p(a) = ÇI bii 

où les ri sont des entiers> O. Les bi forment un système de coordonnées sur A'. 
D'autre part, l'application (Yi)l~i<" 1-+ (exPYi)l~i<" définit un isomorphisme du 

groupe additif a' des matrices diagonales de trace nulle sur A', qui transforme la 
mesure de Lebesgue en une mesure de Haar. On a donc: 

f p(a) da = n (flOg t (exp ri Yi) .dYi) < 00. 
Ai ISt<n_oo 

2 
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1.12. Minima successifs. Nous revenons maintenant à GL(n, R). Le théorème 1.6 a 
été démontré à l'aide d'une récurrence et d'une condition de minimum. Nous 
voulons indiquer ici quelques variantes de ce procédé, qui font appel à k conditions 
de minimum successives (1;:;; k ;:;; n). 
Soient In l'ensemble des entiers compris entre 1 et n, et jE In' Les éléments 
eil A ••• A eij (il < ... < iJ) forment une base de lajième puissance extérieure IVR" 
de Rn. On notera aussi Il Il la norme euclidienne de IV Rn pour laquelle cette base 
est orthonormale. Soit <l>J : G _ R la fonction définie par: 

<l>;(g) = Ilg(el ) A ••• A g(ej) Il. 

C'est une fonction continue > 0, qui vérifie 

(1) 

(2) 

<l>j(k.a.n) = <l>j(a) = au ... ajj' 

<l>j(g.b) = <l>J(g) . <l>j (b) = <l>j(g) 1 Aj(b) l, 

où Aj désigne l'homomorphisme du groupe trigonal supérieur B dans R' qui envoie 
b = (bi}) sur bu ... bw Évidemment, la fonction <l> considérée en 1.6 n'est autre 
que <l>l' 
Soit Pj le sous-groupe formé des éléments g = (gik) de GL(n, R) qui laissent stable 
le j-plan sous-tendu par el> ••• , ej' donc qui vérifient gik = 0 si i ~ j + 1 et 
k ~ j. Il est immédiat que <l>j est invariante à droite par r n Pj' Pour toute 
partie D de In> on pose : 

On a donc 

(3) (g E G; y Er n PD)' 

Soit L; le réseau de IVR" engendré par la base (eil A ••• A ei)' Il est clair que 

reL;) = Lj, donc, pour g E G fixé, g. r(el A •.• A ej) est dans l'ensemble des 
éléments non nuls d'un réseau de /VR". Par suite, étant donné· c > 0, <l>j ne 
prend sur g. r qu'un nombre fini de valeurs ;:;; c. Il s'ensuit que <l>D a un mini
mum > 0 sur g. r. Cela étant, le lemme 1.5 admet la généralisation suivante. 

1.13. LEMME. On conserve les notations précédentes. Soit g E G tel que: 

(1) <l>D(g) ;:;; <l>D(g. y) (r Er n PD'; D' = 1" - D) 

et soit g = k. a. n la décomposition d'Iwasawa de g. Alors 

(2) (j E D). 

Le groupe N z = N n r est contenu dans r n PD' et la multiplication à 
droite par un élément de Nz ne change ni la valeur de <l>n, ni la composante en A 
d'un élément. Comme N = N1/2.Nz, (1.4(1)), on peut supposer que 

Inul ~ 1/2 (l ~ i ~j ~ n). 
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Fixons jE D. Soit zJ l'élément de r f""l PD-, qui laisse fixe ei (i oF j, j + 1) et 
applique ej' eHl sur ei+1 et - ei respectivement. Il est immédiat que <D,(g) = <Di(g. z;) 
si i oF j, donc l'hypothèse entraîne : 

(3) <D;(g) ;;a <Di(g,zi)' 

On vérifie sans difficulté que l'on peut écrire: 

n = n' .n", 

où n', n" E N, et n'a tous ses coefficients non diagonaux nuls, à l'exception é~entuelle 
de nj,;+1 = nj.i+l' et où nj:;+l = 0, et que l'on a : 

n;.i+l=O. 

Mettons a sous la forme 

a = a'.a" (a:. = l, i ~j, j + 1; ai. = IZ;i> i =j, j + 1; ail EA). 

Ona: 
<D;(g) = ail'" ai; = ail'" aj_l.i_I.<Dj(a'.n') 

<Dj(g,Zj) = <D;(a'.a".n' ,zj.n') = <l>j(a'.a".n'.zj) 

comme ai; = l, (i =j,j + 1), l'élément ail commute à n' .z; et: 

<l>J(g,Zi) = <I>;(a'.n',zj.a") = an ... ai-I.;_I.<I>i(a'.n' .z;). 

(3) implique donc : 
<Dj(a' .n') ;;a <Dj(a'.n' .z;). 

On en déduit alors (2) par une démonstration en tous points semblable à celle 
du lemme 1.5. 

1.14. THÉORÈME. Soit Dl' ... , D. une partition de l'ensemble des entiers compris entre 1 
et n, .et soit g É G. Alors il existe h E g. r f""l621vs.l/2 qui vérifie les conditions 

<l>Dl (h) ~ <l>Dl (h. r) (r E r) 

(1) <l>D;Ch)'~ <DDj(h.r) (r Er f""l PDlU ... UDi_l' 1 < i~s). 

Comme <DD, a un minimum sur g. r, on peut trouver YI E r tel que : 

<l>D.(g·rl) ~ <l>D.(g·y) (r Er). 

Soit hl = g'YI' Alors : 

(2) 

On peut ensuite trouver Y2 E r f""l PD. tel que : 

(3) <DD,(hl.yz) ;;a <DD,(hl.y) 

(y Er). 

(y Er f""l PD,). 

Mais <l>D. est invariante à droite par r f""l PD,. Par conséquent h2 = hl.y vérifiera 
encore les mêmes conditions (2), (3) que hl' En procédant ainsi par récurrence, 
on voit qu'il existe h E gr vérifiant (1). Comme N = N1/2' Nz et les fonc
tions <l>D sont invariantes à droite par Nz, on peut supposer hE K.A.NI /2 • Mais 
on a hEK.A2Ivs.N d'après le lemme 1.13, donc hE62/V3.1/2' 
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§ 2. Réduction des forllles quadratiques positives non dégénérées 

2.1. Identifions l'ensemble des formes quadratiques positives non dégénérées 
sur Rn à l'ensemble ~ =~ .. des matrices symétriques positives non dégénérées. 
Le groupe G = GL(n, R) opère à droite sur f> par : 

F ~ 'g.F.g = F[g], 

le groupe d'isotropie de la forme identité étant K = O(n). 
G est transitif sur .~ et ~ = K\G. La projection 1t: G -+ ~ définie par 
1t(g) = 'g .g = I[g] commute à G, opérant sur lui-même par translations à droite: 

1t(g) [g'] = 1t(g.g'), (g, g' E G). 

Il est clair que 1t applique SL(n, R) sur l'ensemble f>(l) des éléments de déterminant 1 
de ~ et que ~(l) = SO(n)\SL(n, R). On peut aussi identifier ~(1) à'l'ensemble 
des demi-droites de f>. 

Définition. On appelle ensemble de Siegel S;. u dans ~ tout ensemble de la forme : 

S;." ={'n.a.nl a EAt, n ENu }. 

Si g = kan E 6 " '" alors : 

'g .g = 'n.ta.tk.k.a.n = tn .a2. n ES;·.u· 

On en déduit aussitôt que : 

1t(St, ,S> = S;', u et 

Comme 1t(gg') = 1t(g)[g'], les résultats de 1.4, 1.6, 1.10, 1.13. sont équivalents au : 

2.2. THÉORÈME. 

(i) (Korkine-Zolotareff). ~ = S;,,,[r], dès que t ~ 4/3 et u ~ 1/2. 
(ii) (Hermite). Si F est une forme quadratique positive non dégénérée sur Rn 

,,-1 

min F(x) ~ (4/3)-2- (det F)li" 
"EZ"-(O} 

(iii) (Minkowski). ~(1) =S;,u.SL(n,Z), si t~ 4/3 et u ~ 1/2, et ~(l)/SL(n,Z) 
est de volume invariant fini. 

Un élément de S~/3. 1/2 s'appelle souvent une forme réduite au sens de Hermite. 

2.3. Cas particulier: n = 2. Soit À : SL(2, R) -+ SL(2, R) l'application qui associe 

(: !)à(: ~).onvérifietoutdesuiteqUe À(g) =w.lg.w-l,avec w=C ~), 
donc que À est un anti-automorphisme involutif. 
Le groupe SL(2, R) opère à gauche sur le demi-plan de Poincaré 

P = { ZEe 1 lm Z > O} 
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par les transformations conformes Z 1-+ g. z = (az + b) (cz + dtl • On peut donc 
le faire opérer à droite en associant à g la transformation 

zl-+À(g).z = (dz + b) (cz + a)-l. 

Il est immédiat que le groupe d'isotropie du point i est 80(2) et que 

(G,. u)' i = {z E P, 1 Re % 1 ~ u, lm % ~ t}. 

Un tel ensemble contient le domaine fondamental classique du groupe modulaire 

(1Re %1 ~ 1/2, 1 zl ~ 1) si, et seulement si, t ~ 2/O, U ~ 1/2. Ces constantes 
sont les meilleures possibles pour n = 2. On voit aussi que 6 Z/v'S.1/l! n'est qu'une 
approximation d'un domaine fondamental au sens strict, et rencontre certaines 
orbites de SL(2, Z) en plus d'un point intérieur. 
Une forme quadratique binaire positive non dégénérée F(x,y) s'écrit d'une seule 
manière F(x,y) = a(x + 't'y) (x + "Ty) avec Im't' > 0, et cp: F 1-+ 't'est une 
bijection de .~W) sur P. On laisse au lecteur le soin de vérifier que cp est « À-équi
variante », c'est-à-dire que 

cp(F[g]) = 'A(g) (cp(F)). 
On sait que: 

lmg,z = lm z.1 (c% + d) 1-2 (g E G; % E P). 

En particulier, 

dans les notations de 1.5. Le lemme 1.6 pour n = 2 équivaut donc au fait bien 
connu que, pour tout % E P, lm y(z) (y E n, atteint son maximum en un point 
de 6~s. itz f"I r. z. 

2.4. Nous nous proposons maintenant d'établir quelques relations entre les principes 
de réduction de Hermite, décrit plus ha.ut, et de Minkowski. Soient V un espace 
vectoriel réel de dimension finie, L un réseau de V et F une forme quadratique 
positive non dégénérée sur V. On dira que Fest M-réduite par rapport à une 
base (Il;h ~ i ~ Il de L si elle vérifie la condition suivànte: . 

(M) F(ul )-~-F(x) (x E L - {O}). Pour i = 2, ... , n, F(Il;) ~ F(x) si x parcourt 
l'ensemble des éléments de L qui font partie d'une base de L contenant Ul' ••• , U'_l' 

et sont distincts de ceux-ci. 
On a évidemment : 

(1) 

[Pour obtenir une forme réduite au sens de Minkowski, il faut encore imposer 

F(ui , uHl) ~ 0 (i = l, ... , n - 1). 

Donc si F vérifie (M), il existe e, = ± 1 tels que F soit réduite au sens de Minkowski 
par rapport à (e,II..). Nous omettrons cette condition qui ne jouera pas de rôle ici.] 
Une forme quadratique positive non dégénérée sur Rn sera dite M-réduite si elle 
est M-réduite par rapport à la base canonique (e,), et m dénotera l'ensembie des 
formes M-réduites. Il est immédiat que toute FE f> est M-réduite par rapport 
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à' au moins une base de Z". Par conséquent, $j = m[GL(n, Z)]. Nous voulons 
montrer que m est contenu dans un domaine de Siegel. Nous nous appuyerons 
pour cela sur le lemme suivant, dû à Mahler : 

2.5. LEMME. On conserve les notations de 2.4 et on suppose FM-réduite par rapport à (u;). 
Soit m,CF) le plus petit nombre a> 0 tel que l'on puisse trouver i éléments linéairement 
indéPendants xj EL tels que F(x;) ~ a, (1 ~ j ~ ij i = l, ... , n). Alors: 

(1) m;(F) ;;;; F(u;) ;;;; (3/2)2(1-11.m.(F) (1 ;;;; i ;;;; n). 

On a évidemment : 

(2) m1(F);;;; . .. ;;;; m,,(F), m1(F) = F(u1), F(u,) ~ ml(F) (1;;;; i ;;;; n). 

Le lemme étant évident pour i = l, on suppose i> l, et (1) vraie pour j < i. 
Il existe n éléments tk E L, linéairement indépendants, tels que : 

(1 ~ k ~ n) 

et un indice j ~ i tels que (t;, u10 ••. , ~-l) soient linéairement indépendants. 
Désignons par L'et MIes Z-modules engendrés respectivement par U10 ••. , ~-l 

et U1 , ••. , U._ 1 , t; et soit : 

M' = L () (Rul + ... + Ru'_l + Rt;). 

On a donc M') M ) L', et M'est évidemment un facteur direct dans L. Il suffit 
par conséquent de prouver l'existence d'un élément t' de M' tel que (l', u1, •.. , '4-1) 
soit une base dè M'et que 

(3) F(t') ~ (3/2)H. m;(F). 

Le groupe L'est un facteur direct dans L, donc aussi dans M' etM. Par suite, 
M'IL' est un module libre de rang un, et MIL' est d'indice fini dans M'/L'. Si e' est 
un élément de M' dont la classe modulo L'est un générateur de M'/L', on voit 
que (t', ul , ... , '4-1) est une base de M'et que t; == c. t' mod L', (c E Z, c # 0). 
Cela peut s'écrire : .. 

t' = c-l.t; + Cl.Ul + ... + CI-l.'4.-l (c; E Qj 1 ~ i ~ i ~ 1). 

Quitte à ajouter à t'un élément de L', on peut supposer 1 c; 1 ;;;; 1/2. On a alors: 

F(t')1/2 ~ Icl-l F(t;)1/2 + 1/2(F(Ul )112 + ... + F(U._ l )1/2). 

Compte tenu de l'hypothèse de récurrence, on en tire : 

F(t')112 ;;;; m;(F)1/2 + 1/2 C~~<i (3/2)k-l mk(F)) 

d'où (3), puisque la suite des mk(F) est croissante. 

2.6. THÉORÈME (Minkowski). Soit n un entier> O. Il existe une constante Cn telle que 
l'on ait: 

F(el )· ... • F(e,,) ~ C".det F 

pour toute forme quadratique positive non dégénérée et M-réduite sur Rn. 
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On reprend les notations précédentes, en particulier pour ~,A, N. Soit F E~. 
Elle est de la forme F = '(a.n) .a.n = 'n.as.n. En désignant par ai les termes 
diagonaux de a, on a donc : 

(1 ) 

et, en particulier : 

(2) 

donc aussi 

(3) (1 ~ i ~ n). 

Si F parcourt un ensemble de Siegel 6', on a par conséquent 

(4) ar:::: F(e,), . (F E6') 

(cf. O. 5 pour ::::, -<, >-) . 
D'après 2.2, il existe g E GL(n, Z) telle que F' = F[g] E 6~, où l'on écrit 6~ 
pour 6~/3.1/2' On a : 

(5) F' = t(a' .n') .a' .n' 

Il est clair que 

(6) n ar = det F = det F' = na?, 
i i 

et que, dans les notations de 2.5, 

(7) (l;;:;i;;:;n). 

Vu (4) et (7), on a : 

(8) mi(F) -< a?, (1 ~ i ;;:; Il; F E~, F' E6~ () F[GL(n, Z)]). 

Supposons maintenant que F soit M-réduite. Alors, (3), (8) et 2.5, donnent : 

(9) ar ~ F(ei) -< a;2 (1 ~ i ~ Il; F E9Jl) 

et la conclusion résulte alors de (6). 

2.7. COROLLAIRE. L'msemble ill1 des formes M-réduites est contenu dans un ensemble 
de Siegel. 

Les relations ar ~ F(ei ) et na: >- nF(e,) montrent que l'on a en fait: 

(1) a;:::: F(e;) (1 ;;:; i ;;:; n; FE ml). 

Comme les F(ei ) forment une suite croissante, cela entraîne l'existence d'une 
constante t > 0 telle que a· E At pour tout F E 9Jl. Il reste à montrer que n 

varie dans un ensemble borné de N. 
Fixons i ~ 2. On a 

F(e j ) ;;:; F(e, + ul-}.e'_l + ... + u1e1) 

quds que soient les entiers Uj • Fixons k (1 ;;:; Il < il, et supposons Uj = 0 pour 
k <) < i. Alors, dans le membre de droite, vu 2.6 (1), le coefficient de aJ (k <) < i) 
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est égal à nj.i' et l'on voit aisément que, en choisissant convenablement les uJ (j ;:;;; k), 
on peut faire en sorte que les coefficients des 0' soient;:;;; 1/4 pour j ;:;;; k. On obtient 
donc, vu 2. 6 (2) 

arnr.. + ... + a~nL ;:;;; 1/4(ar + .,. + o~). 
Comme a E AI, cela entraîne 'que : 

(i=2, ... ,n;k= 1,2, ... ,i-l) 

et montre que n~.i est borné, puisque Ok =F O. 

2.8. On dira qu'un élément g E GL(n, R) est M-réduit si 'g .g est M-réduite. 
2.7 entraîne que l'ensemble m' des éléments M-réduits de GL(n, R) est contenu dans 
un ensemble de Siegel. Évidemment, K.m' =m' et GL(n,R) =m'.GL(n, Z). 

Note bibliographique 

Les résultats des §§ 1, 2 ont été tout d'abord formulés dans le cadre des formes quadratiques. Le 
théorème 2.2 (i) est dû à Korkine-Zolotareff [15], mais en fait, il ne fait qu'expliciter un principe 
de réduction des formes quadratiques positives dû à Hermite [13] (et qui remonte à Gauss pour n = 2) 
et qui a permis à cet auteur de démontrer notamment 2 . 2 (ii). Le critère de Mahler est prouvé dans [16]. 
Des démonstrations ne faisant pas appel à la réduction des formes quadratiques ont été données par 
Chabauty et, dans un cadre plus général, par Macbeath et Swierczkowski (voir [8, Chap. 8, § 5] 
ou aussi Cassels, Geometry of numbns, Springer édit.). 
La finitude du volume de ,6(l)/SL(n, Z) est démontrée par Minkowski dans [17], oil se trouve déve
loppée une théorie de la réduction basée sur la notion appelée ici réduite de Minkowski (2.4). Elle 
contient 2.6, et mène à des résultats plus précis que ceùx de 1.4 ou 2.2, mais dont nous n'aurons 
pas besoin. 

§ 3. Décolllposition de Bruhat de GL(n, k) 

Ce paragraphe donne la démonstration de l'existence d'une « décomposition de 
Bruhat » dans un cas particulier élémentaire. Pour l'énoncé général, cf. § Il. 

3.1. Dans ce paragraphe, sauf mention expresse du contraire, le corps de base k 
est un corps commutatif quelconque distinct du corps à deux éléments. On désigne 
par G le groupe GL(n, k), par D le sous-groupe des matrices diagonales inversibles, 
par N (resp. N-) le sous-groupe des matrices unipotentes triangulaires supérieures 
(resp. inférieures) par B = DN le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures 
inversibles. 
Puisque k contient au moins deux éléments inversibles distincts, il est immédiat 
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que les droites ke, engendrées par les vecteurs de la base canonique sont les seules 
droites stables par D. Elles sont donc permutées par les éléments du normali
sateur N(D) de D (qui est donc le groupe des matrices monomiales), d'où un mor
phisme visiblement surjectif de N(D) dans le groupe symétrique de degré n, dont 
le noyau est D. Le groupe W = N(D)/D est le « groupe de Weyl» de GL(n, k) 
relatif à D. 
Pour tout w E N(D)/D = W, choisissons un relèvement Sw E N(D). (Par exemple, 
notant a la permutation de [l, n] associée à w, on peut prendre pour Sil) la matrice 
de permutations telle que (SII)),,(2».2> = 1 et (slI))q.2> = 0 si q #a(p). C'est un 
élément du groupe K des matrices orthogonales.) 
Le groupe W agit sur les fonctions sur D par w(œ) (d) = œ(w-1(d)). Il opère en 
particulier sur les caractères rationnels de D, qui sont les homomorphismes de la 
forme t 1-+ tf'l ... t::'" (m, E Z). On a notamment: 

w(t,) = t,,(i); w(t,ltul) = w(œ;) = t,,(i)lt,,(ul)' 

a désignant la permutation associée à w. 
On voit donc que : 

où l'on a ~j(w) = l, pour a(i);;;; j < a(i + 1) et ~J(w) = 0 pour les autres 
valeurs de j, si a(i) < a(i + 1), et ~J(w) = - l, pour aU + 1) ;;;; j < a(i) 
et ~j(w) = 0 pour les autres valeurs de j, si a(i + 1) < a(i). , 

3.2. LEMME. Soit w E W. Supposons qu'il existe un indice À tel que ~A(W) ~ 0 pour 
i = l, ..• , n - 1. Alors tout relèvement Sw est dans le sous-groupe « parabolique » PA 
(sous:::groupe des matrices inversibles (q,k) telles que qu. = 0 pour les couples tels que 
1;;;; k;;;; À, À + 1 ~ 1 ~ n). 

En effet, l'hypothèse entraîne aussitôt que si a < b, on a : 
w(taltb) = II œ1a,6,j(W) 

1';; J';; "-1 
avec des exposants na.b.l ~ O. 
Raisonnons par l'absurde; si Sw n'est pas dans PA' c'est qu'il existe un indice a;;;;·À 
tel que a(a) > À. Mais'comme dans Sw' il y a un élément et un seul par ligne qui 
soit non nul, il existe aussi b > À tel que a(b) ~ À. 

Alors W(ta/tb) = t"caJ!t"Cb) = œ~(~_I) .œ~C~-2) ..... œ~c\), ce qui est contradictoire. Le 
lemme est démontré. 
C~oisissons maintenant un relèvement Sw de chaque 'w E W. On a donc: 

N(D) = U swD 
wEW 

et pour chaque w l'ensemble G", = NSwB ne dépend que de w. 

8.8. THÉoRÈME. Les ensembles Gw(w E W) forment une partition de G. 
Pour démontrer le théorème, il sera commode d'utiliser la notion de drapeau: 

un drapeau dans un espace vectoriel de dimension n est une suite croissante de 
sous-espaces : 
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telle que dim Vi = i. En particulier dans k" le drapeau canonique Fo est le drapeau 
tel que Vi soit engendré par les i premiers vecteurs de la base canonique. 
Le groupe G opère transitivement dans l'ensemble.'F des drapeaux et B est le groupe 
d'isotropie du drapeau Fo de sorte que :F s'identifie canoniquement à l'espace 
homogène GfB. 
Cela dit le théorème peut encore s'énoncer ainsi ~ pour tout drapeau F, il existe 
au moins un W E W et un nE N, tel que F = nsw(Fo); de plus, west déterminé 
de manière unique par F. D'autre part, pour démontrer le théorème, il suffit 
d'envisager les cas où on a choisi pour Sw une matrice de permutation. Dans cette 
démonstration, on note aussi w la permutation de [1, n] associée à w E W. 
Si F = (VI' V2, ••• , V.) peut s'écrire ns,JFo), c'est que le sous-espace Vi est 
engendré par les vecteurs VI' V2 , ••• , Vi où : 

Vi = ew(il + L n/cwlil ek' 
l~k~w(i) 

On voit donc que pour tout i ~ l, wei) est le plus grand indice distinct 
<;le w(l), ... , wei - 1), tel qu'il existe dans V j f'""I CVi - i un vecteur Vi dont 
la w(i)ème coordonnée soit non nulle, donc west déterminé par F (on a posé Vo = (0». 
Réciproquement, étant donné F, on peut trouver une suite de vecteurs (v,), et une 
permutation w vérifiant la condition précédente, Vi s'écrivant sous la forme 

Vi = e,v(i) + L n/CW(il ek' 
l~k~w(i) 

On a alors F = nsw(Fo), où nE N a les coefficients n/CW(il' 
Nous allons maintenant écrire les ensembles Gw sous une forme différente. Ceci 
exige la démonstration de quelques lemmes. 

3. 4. LEMME. Pour toute matrice carrée g d'ordre n soit Ll; (g) le déterminant de la matrice 
(gkl)l 0;; k. 10;; i' L'aPPlication produit définit une bijection cp de N- X B (resp. N- X N) 
surl'ensemble des g E G tels que Ll;(g) 1= 0 (resp. 6.i(g) = 1) POUT i = 1,2, ... , n - 1. 
Les coefficients de cp-l(g) sont des polynômes, à coefficients entiers en les coefficients de g et 
les in perses des Ll;(g). 

Comme 6.i (n- .b) = bll ... bii si n- E N- et b E B, il est clair que l'image 
de N- X B (resp. N- X N) est contenue dans l'ensemble des g, tels que 6.;(g) 1= 0 
(resp. 6. j (g) = 1). Il suffit d'autre part, de démontrer l'assertion relative à N- X B. 
Elle est évidente pour n = 1. Nous pouvons la supposer vraie pour n - 1 (n> 1) 
et raisonneI par récurrenc'e. 
Soient 1l- E N- et b E B. Écrivons-les sous la forme: 

(
n' 

n- = 
nU ~) (

bl 

h= o 
bU ) 

b"." 
où n'et b' sont carrés d'ordre n - l, n" une matrice à 1 ligne et (n - 1.) colonnes 
et bU une matrice à 1 colonne et (n - 1) lignes. 
Alors, 

n-b = (
n' b' 

nU h' 
n' hU 

) 

h .... + nU h" . 
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Soit g une matrice telle que Âj(g) "1= 0 pour tout i. Écrivons-la sous la forme : 

( gl q ) 
g - où g' est carrée d'ordre n -1. 

- P g".n 

Avec les notations précédentes, la relation g = n- . b équivaut à : 

g' = n'b', p = n" b' , q = n' b", g ... " = b". n + n" b". 

D'après l'hypothèse de récurrence, il existe n' triangulaire unipotente inférieure 
d'ordre n - 1 et b' triangulaire supérieure, uniques, telles que g' = n'. b' . Comme n' 
et b' sont inversibles, les relations p = n" . b', q = n' . b" déterminent uniquement 
n" et ·b". Alors b"." est déterminé par la dernière relation. L'existence et l'unicité 
de n'" et b sont ainsi prouvées. 
La dernière assertion résulte aussitôt des considérations précédentes. 
Pour tout couple d'indices (i,j), (i"l= j), désignons par N;; le sous-groupe des 
matrices n de N telles que tous les éléments non diagonaux autres que 71;; soient nuls. 

3.5. LEMME. (i) Le produit définit une bijection de II ( II Nii ) sur N. 
l~i~,,-l i+l~i~" 

(ii) Pour n'importe quel ordre sur l'ensemble des couples (i,j) où i <j, le produit définit 
une surjection du produit lIN!; où les facteurs sont Pris dans l'ordre des couPles (i,j), sur N. 

Prouvons (i) par récurrence sur n (il n'y a rien à démontrer pour n = 1). 
Soit n une matrice de N. Écrivons: 

n =(~ :/) 
où n' èst une matrice unipotente d'ordre (n - 1). On a alors 

En d'autres termes, si l'on identifie le groupe N' des matrices triangulaires unipo
tentes supérieures d'ordre n - 1 au sous-groupe de N formé des matrices de N 
vérifiant 1It2 = lits = ... nln = 0, et si l'on désigne par A les matrices de N dont 
tous les éléments aQtres que les éléments diagonaux et ceux de la première ligne 
sont nuls, le produit définit une bijection de N' X A sur N. 
Mais.· par hypothèse de récurrence le produit définit une bijection de 

TI ( II Ni;) sur N'. 
2";;;1,.;;; .. -1 i"+I";;;i";;;,. 

D'autre part, tout élément a de A s'écrit de manière unique comme produit d'élé
ments appartenant aux N1j(2 ~ j;r;; n). De manière précise a = nai où ai est 
l'élément de Nu tel que le coefficient d'indices (l,j) soit au. 
Il en résulte que tout élément de N peut s'écrire de maniè~e unique comme produit 
d'éléments appartenant aux NI; pris dans l'ordre lexicographique. 
L'assertion (ii) résulte aussitôt de (i) et des deux remarques suivantes 

(a) Ni; et Ni' j' se centralisent l'un l'autre sauf si i' = j ou j' = i. 
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(b) Si i'=j, ona: 
NljNi •• J• e Nj .. j.NIjNij" 

Remarque. On peut prouver. que pour tout ordre sur l'ensemble des couples (i,j) 
le produit définit une bijection de IINi ;, les facteurs étant pris 'dans l'ordre croissant 
des couples (i,j), sur N. 
Pour tout w E W, l'ensemble S.;;1 Nsw ne dépend que de w; nous le noterons N ... 

3.6. LEMME. Soient N~ = sw(Nw n N-) s;;;1, N~' = sw(Nw n N) S;;;I. Le produit 
définit une bijection de N~ X N;; sur N. 

En effet, d'après 3.5 (i) : 

Nw ~ II ( II N"-'(i). w-'(j))' 
l~i:E;n-l i+l~j~n 

Mais d'après (ii), on peut aussi éérire : 

N .. = II N(jj)' II N(ijl' 
(1. Jl EL li. il EL 
i>i i>J 

L désignant l'ensemble des couples (w-1(i), w-1U», (1 =:;; i <j < n). 
Puisque N n N- = { l}, on a N .. = (Nw n N-) (N .. n N) et tout élément de N .. 
s'écrit de manière unique comme produit d'un élément de N- et de N. 
Le lemme en résulte aussitôt. 

3.7. PROPOSITION. Pour tout w, G .. = N .s ... B= N~.sw.B. La décomposition d'un 
élément de Gw sous laforme X'SW'y (x E N~, y E B) est unique. 

On a N~.sw.Be N .sw.B. En sens inverse N .s ... B = N~.N;; .sw.B. Mais 
N;; .s .. ç s .. N, par conséquent N.s ... Be N~.sw.N .Be N~.sw.B. La première asser
tion est donc démontrée. 
Si xs .. y = x'swY' (x,x' EN~, y,y' EB), on a encore s;;;t.x.s ... y = S.;;l. X'.S .. y'. 
Comme y et y' sont dans B, s;;/.x.sw et ;;;;l.X'.sw dans N-, la deuxième assertion 
résulte de 3.4. 
En définitive, nous avons obtenu une partition de G en ensembles Gw = N;c' Sw' D. N. 
Si g E Gw, il s'écrit de manière unique : 

où ua E N~, ta E D, va EN. Seul l'élément ta dépend du choix de Sw; Ua et Va ne 
dépendent que de g. C'est la décomposition' de Bruhat. 
Dans le reste de ce paragraphe, nous supposons k = R. Alors D = (D n K).A 
et N(D) = (K n N(D» .A. 

3.8. PROPOSITION. Supposons choisis les s .. dans K. Soit g' E Gw' Écrivons: 

g = ug.sw.ta,va (ua E N~. tg E D, va EN). 

Alors aa = a(s;;;l uusw) aCta)' 
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On peut écrire : 

g = ua·sw·ta·rla = s",.s;;;I.ua·sw·ta·va• 

Posons c = s;;; 1 • Ua • S",. Il vient : 

g = sw.k •. a •. n •. ta' Va = Sw' R •• a •. ta' t;;t .n •• tg~ V~. 

Or sw.k.EK, vgEN, t;l.n •. t.EN. 
On a donc: 

aa = a. a(ta). 

Signalons pour terminer une conséquence facile de lA. 
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3.9. LEMME. Pour qu'un ensemble Cal C N- soit relativement compact dans N- il faut et 
il suffit que a( Cal) soit relativement compact dans A. 

La condition est évidemment nécessaire. 
Inversement si elle est satisfaite, l'égalité : 

x.n;l = kllJallJ 

montre que ".n;;l parcourt un ensemble relativement compact dans G. Mais le 
produit définit .un homéomorphisme de N- X N sur uri sous-espace fermé de G (1 .4). 
Donc1 Cal est lui-même relativement compact dans N-. 

§ 4. La propriété de Siegel dans GL" 

Le but de ce paragraphe est la démonstration d'un théorème de Siegel qui affirme 
notamment que si b E GL(n, Q) et S est un ensemble de Siegel de GL(n, R), alors 
l'ensemble des y E GL(n, Z) tels que 6y () 6b :;1: (3 est fini (cf. 4.61. 
Nous le déduirons ici d'un théorème de Harish-Chandra. 

4.1. Nous démontrerons tout d'abord quelques propriétés des fonctions <1>, intro
duites au § 1. Rappelons que : 

<1>;(g) = Ilg(e1AesA ... Ae,)" (geG; i= l, ... ,n) 

et 

d'où: 
A,(b) = bu ... bit 

<1>j(g) = <1>;(a.) = A,(aa) = an a2\! ••• fl;; 

<1>;(gb) = <1>j(g) <1>,(b) = <1>.(g) IA,(b)1 

(b E B = DN) 

(g E G; b E B). 

En particulier, cela montre qu'un sous-ensemble CC A est relativement compact 
si, et seulement si, il existe des constantes Ct, ~ > 0 telles que : 

(1) Ct ~ <1>,(c) ~ ~ (c e C; i = l, ... , n). 

Enfin, si l'on utilise la décompositipn de Bruhat 

g = ka·aa·na = ua·sw·ta,va 
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on a (3.8) 

donc 

(2) 

4.2. LEMME. (i) Pour tout nEN-, on a <1>,(n) ~ 1 (i= 1,2, ... ,n); (ii) Pour 
tout g E G, on a $i(ag) ~ $i(tg). 

En effet n(el A ea A ... A ei) = el A ea A .•. A ei + a où a est une combinaison 
linéaire des éléments de la base canonique de AiR" autres que el A '2 A ... A ei' 
donc : 

$;(n) = IIn(elA eaA ... A ei)11 ~ l. 

(ii) résulte alors de (2) et du fait que S;;;l.Ug.S,.; est dans N-. 

4.3. LEMME. Pour tout indice i(l ~ i ~ n), il existe une constante di> 0 telle que 
Ilg(v)11 ~ dj·llvll·$;(g)· lorsque g parcourt 6 et v parcourt N(R"). 

On peut se borner à démontrer la relation pour Il v Il = 1. Éqivons G = KAN 
et 6 = KA, w, où west donc un ensemble relativement compact dans N et A, 
l'ensemble des matrices diagonales à coefficients> 0 vérifiant ail ~ t.a.+ 1.;+I' 
Soient v E N(R") de norme 1 et g E G : 

IIg(v)11 = IIkg.ag.ng(v) Il = lIag.ng(v)lI. 
On peut écrire : 

niv) = ~Mng)ji 
où lesfj parcourent la base canonique de N(R"). 
D'autre part, si fi = el1 A el2 A .•• A 'ii (Il < 12 < ... < l,) alors : 

ail Il alili 
ag(fj) = al111.aI212· .•• ·aljlj.fj = A/(ag) - .... '-fj 

~l tZj; 

ag(fj) = A;(ag) (J.':l.j~"'t.j ••.. • (J.~~ïl.j.fj 

où OCi=tZj/tZj+l (i= 1,2, ... ,n-l) et les mi.; (i= l, ... ,n-l) sont des 
entiers négatifs. 
En combinant ces deux résultats, on obtient : 

ag.ng(v) = A;(a9)'~~j(ng) oc~l,j .••• ·OC="-ïl.i.fj. 

Si maintenant g est dans 6, on a 0 < OC; ~ t par hypothèse. Il existe donc une 
constante 8 > 0, telle que : 

Il ag.ng(v) 11 2 ~ 8.Aj(ag)2.CE~J(ng)Z). 

Mais Il v Il = 1 et ng parcourt un compact. On a donc : 

IIng(v) Il ~ 8' > 0 

d'où l'existence d'une constante d> 0 telle que : 

Ilag.ng(v)11 ~ d.Aj(ag), (g E 6, Il v Il = 1), 
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ce qui peut s'écrire 

Le lemme est donc démontré. 

4.4. THÉORÈME (Harish-Chandra). Soient SC GL(n, R) un domaine de Siegel, s,,: un 
choix de représentants dans N(D) '"' K des éléments de W, et M un sous-ensemble de G 
vérifiant: 

(i) M = M-l; 
(ii) Pour tout i (1 ~ i ~ n), il existe une constante C; > 0 telle que <I>,(tm) ~ C; pour 
tout m E M (tm étant relatif aux s." cf. (3. 7». 
Alors l'ensemble Ms des mE M tels que Sm rencontre S est relativement compact dans G. 

Prouvons d'abord que lorsque g parcourt Ms, son composant ag dans la 
décomposition d'Iwasawa (g = kg.ag.ng) et ses composants ug et tg dans celle de 
Bruhat (g = ug. S.,. tg. Vg) décrivent des ensembles relativement compacts. 
Soient mE Ms, et x,yeS tels que x = m.y. Appliquons (4.3) successivement 
au vecteur v et au vecteur m(e1 A e2 A ••• A ei ). Nous obtenons· : 

II(xm).vll ~ d·llv·II·<I>,(xm), 
puis: 

soit : 
II(xm).vll ~ d2.llvll·<I>j(m).<I>,(x). 

En particulier, prenons v = (m-1). (el A e2 A ••• A ei ), il vient 

<l>j(x) ~ dll .<I>j(m-1) • <I>,(m) . <l>j (x) , 
d'où 

(1) 

Par ailleurs, d'après 4.2 (ii) et l'hypothèse Cii) : 

(2) <l>j(m) = <l>i(am) ~ <l>i(tm) ~ C; > o. 
Comme M = M-1, (1) et (2) montrent que <l>j(m) et <l>j(tm) sont aussi bornés 
supérieurement sur Ms. Il existe donc des constantes IX, ~ > 0 telles que : 

IX ~ 4>j(a~) ~ ~, IX ~ <l>j(tm) ~ ~ (m EMs). 

Cela prouve que a(Ms) et t(Ms) sont relativement compacts (cf. 4.1 (1». D'autre 
part (3.8) : 

donc a( s,;/ . um • sw) reste dans un ensemble relativement compact lorsque m varie 
dans Ms'"' GW' Comme S;;;l.Um .sw eN-, il en est alors de même (3.9) des;;;lumsw, 

ce qui démontre notre assertion. 
Nous pouvons maintenant démontrer le théorèmè par récurrence sur la dimension n. 
Il est immédiat pour n = 1. Supposons donc n > 1 et le théorème vrai pour n - 1. 
Tout revient à montrer que la trace de Me; sur chacun des ensembles G., (qui 
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sont en nombre fini) est relativement compact. Fixons W E W. Nous distinguons 
deux cas : 

(i) L'élément Sw n'est dans aucun des sous-groupes paraboliques P). (À = 1,2, ... , n -1). 

Un ensemble de Siegel est invariant par translation à gauche par une 
matrice c.I (c> 0); donc, si m vérifie une relation x.m =y (x,y E6), on voit, 
en multipliant par 1 det x 1-1 . I, qu'il vérifie aussi une égalité de ce type avec 
1 det xl = 1. Par suite, pour établir (i), il suffit de prouver que l'ensemble X 
des x E 6 tels que 1 det x 1.= 1 et x. m E 6 pour m convenable dans Me; n Gw, 

et l'ensemble Y des y E 6 tels que y = x. m pour x E X et m E Me; n Gw, sont 
tous deux relativement compacts. Soient donc x E X, Y E Y, m E Me; n Gw tels 
que xm = y. On a : 

k". av' nll = k~. az·n",. um· Sw' tm' V". = kz·sw·ke· ae .ne· (s;;;l.a.,.sw)· tm' Vm 

où 

Comme k",. sw' ke est un élément de K, on a (3.8) : 

ail = ae· (s;;;l.az · su·)· a(tm)' 

D'après ce qu'on vient de voir, Um décrit un ensemble relativement compact. Comme 
n~ est dans un compact fixe a", n~ u.m a; 1 reste borné vu la propriété fondamentale (1 .3) 
des ensembles de Siegel. Il en est de même de c et de ae• La démonstration sera 
achevée si nous prouvons que a., décrit un ensemble relativement compact, car a(tm) 
restant borné, comme on l'a vu, il en sera alors de même de a •. 
Comme det az = l, cela revient à prouver que : 

iX).(az) ~ c). > 0 (À = 1,2, ... , n-l). 

Comme les coefficients de ae et a(tm) sont bornés supérieurement et inférieurement 
et que oc.. (a1/) est horné supérieurement, on voit que pour i = 1,2, ... , n, les 
w(oc..) (a",) restent bornés supérieurement. 
Pour À donné (1:S:; À:S:; n-l), il existe (3.2) au moins un indice i, (l:s:; i:s:; n) 
tel que: 

w(oc..) (az) = il iXj(az)nij avec ni" < O. 
l~j~n-l 

Mais les iXj(llz) sont bornés supérieurement. On voit que iX).(a",) ne peut être arbitrai
rement petit, ce qu'il fallait démontrer. 

(ii) L'élément Sw est dans l'un des groupes P)., (1:S:; À:S:; n - 1). 

Si Sw E P)., on vérifie aussitôt que Gw CP).. Tout revient donc à prouver l'assertion 
suivante: 

Pour tout À (1:S:; À:S:; n - 1), Me; n P). est relativement compact. 

Remarquons d'abord que si x et y sont dans 6, et m E Me; n P" tel que xm = y, 
on peut supposer, quitte à modifier x, que k., = e, donc x E A. Nep).. On a alors 
y E P", ce qui montre que Me; n P" est exactement l'ensemble des mE M tels 
que 6 n P" rencontre (6 r'I P,,) m. 
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Le groupe PI. est le produit semi-direct PI. = S.R où S est le produit.direct : 

S = GL(À, R) X GL(n - À, R) 

et R le sous-groupe distingué unipotent des matrices de la forme : 

( II. * ) 
o 1 .. _1.' 

Soient II, "o' "l' II21es projections de p .. sur S, R, GL(À, R), GL(n - À, R) respective
ment. Il s'agit de prouver que II;{M6 f"'I PI.) est relativement compact (i = 0, 1,2). 
On a O(n) n PI. = O(À). O(n - À), (produit direct). Il en résulte que III (resp. "B) 
transforme la décomposition d'Iwasawa d'un élément g de.PÀ en la décomposition 
d'Iwasawa de "l(g) (resp. "2(g»- dans le groupe GL(À, R) (resp. GL(n - À, R». 
De manière précise, si x = k.,.a.,.n., est dans PI., on a : 

lI(x) = k.,.a.,.II(n.,), "o(x) = lIo(n.,) 

et II 1 (k.,) , "l(a.,), II 1 (n.,) (resp. ·1I2(k.,), II B (a.,) , "2(n.,» 

sont les composants de III(x) (resp. "B(x» dans la décomposition d'Iwasawa. 
En particulier II,(6) C 6, (i = 1,2) où 6, est un domaine de Siegel. Si l'on 
pose M j = II,(M n PÀ), on voit que II,(Ms f"'I p,J C ~Si' 

Il est clair que ~. satisfait à la première hypothèse du théorème. 
Il est immédiat qué III (resp. IIs) transforme la décomposition de Bruhat d'un 
élément g de PI. en la décomposition de Bruhat de III(g) (resp. "2(g» dans GL(À, R) 
(resp. GL(n - À, R»; on déduit aussitôt que M, satisfait ausSi à la seconde hypo
thèse. Par l'hypothèse de récurrence, (~)Si est relativement compact (i = 1,2). 

Il reste à prouver que "o(Ms f"'I PI.) est relativement compact. Or si m E Ms n PA' 
1 existe x et y dans PA n <5 tels que x.m = y, ce qui peut s'écrire: 

d'où: 

Le premier membre s'écrit aussi: 

k.,.a.,.II(n.,). lI(m). (lI(m)-I. lIo(n.,}..II(m» .lIo(m). 

Comme k.,.a.,.II(n.,) .1I(m) est dans S et (lI(m)-I.lIo(n.,) . II (m» .lIo(71i) dans R. 
on a : 

"o(n,,) = lI(m)-I.lIo(n.,).II(m).lIo(m). 

"o(n",) et IIo(n,,) sont bornés puisque x et y sont dans un ensemble de Siegel. On 
vient de prouver que lI(m) est borné. Il en est donc de même de 1I0(m) et le théorème 
est démontré. 

4.5. COROLLAIRE. Soient 6' un domaine de Siegel dans l'espace des matrices symétriques 
positives non dégénérées et M un sous-ensemble de G vérifiant les hypothèses du thJorème. 
Alors l'ensemble des mE M tels que 6'[m] rencontre 6' est relativement compact. 

3 
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. 4.6. THÉORÈME (Siegel). Soient 6 un domaine de Siegel dans GL(n, R), M un ensemble 
de matrices inversibles à coefficients entiers dont les déterminants vérifient 1 det m 1 ~ c, 
m E M. Alors M6 est fini. ' 

Comme M(n, Z) est fermé et discret dans M(n, C), l'erisemble M6 est lui-même 
fermé et discret. Il suffit donc de montrer que L = M U M-l satisfait à l'hypo
thèse (ii) du théorème 4.4. Cela résulte aussitôt du lemme suivant : 

4.7. LEMME. Soit L un sous-ensemble de GL(n, Q) dont les éléments ont des coefficients à 
dénominateurs bornés supérieurement en valeur absolue. 
Alors il existe une constante c> 0 telle que <I>.(t.,) ~ c pour tout x EL et tout 
i=I,2, ... ,n. 

Soit x E Gw n L. Tout revient à prouver que les produits 1 t11 ••• tii 1 des 
coefficients diagonaux de t", ont des dénominateurs bornés supérieurement. 
Or s;;/. x = c.,. t ... v., où c., = s,;/. u.,. Sw E N-. En particulier lorsque x E Gw n L, 
les dénominateurs des coefficients decœ• tœ' v .. restent bornés supérieurement. Les 
éléments det «c ... t ... v .. );kh..;;.k";i = tn ... tii ont donc la même propriété. 

'4.8. COROLLAIRE. Le groupe r = GL(n, Z) est de type fini et les sous-groupes finis 
de GL(n, Z) forment un nombrefini de classes de conjugaison pour les automorphismes intérieurs 
de r. 

On a ,f) = 6'[r], où 6' est un domaine ouvert de Siegel convenable (cf. § 2). 
Il est alors immédiat que r est engendré par l'ensemble r 6' des y ~e r tels que 
5'[y] rencontre 5', et cet ensemble est fini d'après le théorème 4.5. Soit maintenant 
L un sous-grbupe fini de r; il a un point fixe F dans ,f). On peut écrire F = cry], 
où c c~t dans 5' et y dans r. Alors y. L. y-l C r 6" La conclusion résulte donc de 
ce que rIS' est fini. 

4.9. Nous terminons ce paragraphe par une proposition de Harish-Chandra qui 
intervient dans la discussion de fonctions automorphes. 
Par norme Il x Il de x ER" on entend la norme euclidienne de x. Pour g E GL(n, R), 
on appelle norme de g et on note IIgll, la trace de tg .g, autrement dit la somme 
des carrés dès coefficients de g. On a donc : 

IIgli = ~ IIg·edI2• 
l~i~ .. 

On voit facilement que si CE GL(n, R), alors: 

(1) IIgll::: IIg.cll::: IIc·gll (g E GL(n, R». 

Cela entraîne que si H est un sous-groupe de GL(n, R) et H' un sous-groupe d'indice 
fini de H, alors, 

(2) Inf IIg.ull::: Inf Ilg.ull uEH uEH' (g E GL(n, R)). 

Par conséquent, si L est un sous-groupe de GL(n,R) cO,mmensurable à H, i.e. tel 
que L n H soit d'indice fini dans L et H, on a : 

Inf Il g. u Il ::: Inf Il g . u Il uEL uEH (g E GL(n, R». 
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4.10. PROPOSITION. Soit S un ensemble de Siegel de GL(n, R), et soit r = GL(n, Z). 
Alors : 

Iig Il;:: Inf Ilg·u Il 
uEr 

(g ES). 

Évidemment le membre de gauche est plus grand que le membre de droite. 
Il suffit de montrer que Il g Il -< Inf IIg. u Il (g E S). Quitte à agrandir S, on 

l'Er 
peut, yu 2.7, supposer que S contient l'ensemble 9R des éléments M-réduits de 
GL(n, R), ausensde2.8. Soit C l'ensemble des CE GL(n,Z), tels que 6.c n 61= 0. 

Il est fini d'après 4.6. 

Vu (4.9), il existe des constantes a, b > 0, telles que : 

a. Inf Il g . y Il ~ Inf Il g . C • y Il ~ b. Inf Il g . y Il, 
yEr yEr yEr 

(g E GL(n, R); CE C), 

et d'autre part, IIgll;:: IIg.cll (g E GL(n, R), CE C). 
Soit maintenant gES. Il existe yEr tel que g=g'.y (g'E9R). Comme 9RCS, 
on a alors y E C. Il résulte donc des deux relations précédentes que l'on est ramené 
à prouver: 

Il g Il -< Inf Il g . y Il yEr 
(g E 9]1). 

Désignons par Fu la forme quadratique de matrice tg .g. On a les relations suivantes, 
où mn(Fu) est le nombre introduit dans 2.6 : 

la dernière égalité résultant de la définition de mIl (F). D'après 2.6, il existe une 
constante d > 0, indéPendante de g E 9]1, telle que : 

(g E9:n) 

d'où, puisque les Il g . ei Il forment une suite croissante : 

d d 
Il g. y Il ~ -. ~ Il g. ed 12 = - ·11 g Il 

n i n 
(g E9:n). 

Note bibliographique 

Le théorème 4.6 est démontré dans [29]. Il semble du reste que Hermite savait que sa théorie de 
la réduction fournissait des ensembles de réduites qui ne rencontrent qu'un nombre fini de leurs 
translatés par r. C'est tout au moins ce qui ressort d'une remarque [13, p. 230] qu'il fait à propos 
de la réduction des formes indéfinies, dont il déduit notamment que le groupe des unités d'une telle 
forme est à engendrement fini. 
Le théorème 4.4 est en fait un cas particulier d'un théorème (non publié) de Harish-Chandra, qui 
sera énoncé et démontré au § 15. La démonstration donnée ici est modelée sur celle du cas général. 
4.10 équivaut essentiellement au Satz 4, p. 34, de C. L. Siegel, Zur Reduktionstheorit quadratischn
FOl7TUln, Publ. M. S. ]apan 5, 1959. 
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§ 6. Réduction'des forUles quadratiques indéfinies 

5.1. Avant de traiter ljl réduction des formes quadratiques indéfinies, nous allons 
étudier la notion de majorante de Hermite d'une forme quadratique, qui permet 
de faire le lien avec la réduction des formes quadratiques positives du § 2. 

, V désigne un espace vectoriel réel de groupe -linéaire G et ~ l'ensemble des formes 
quadratiques positives non dégénérées sur V ; ~ est muni d'un ordre partiel, défini 
par F ~ F' si, quel qUe soit v E V, on a F(v} ~ F'(v). G opère à droite sur 
l'ensemble des formes quadratiques par : 

F'I-:-+F[X], où F[X] (v) =F[Xv], 

ce qui se traduit ,dans une base de V par : 

F[XJo = 'Xo·Fo·Xo, 

si l'on note Xo-(resp. Fo), la matrice d'un élément X deG (resp. d'une forme quadra
tique F) ,par rapport à, la base choisie.,O(F) désigne enfin le groupe d'isotropie de 
la forme"ttuadraiique .F 

O(F) ={X E GIF[X] = F}. 

Difinition., 1), CE~ majore la forme quadratique F si IF(v) 1 ~ CCv), pour 
tout v EV; 

'2) a E~ est une majorante d'Hermite (ou minimale) de F, si elle est 
minimale dans l'ensemble, ordonné des majorantes de F. 

L'ensemble des majorantes minimales de F est noté ~(F) : si F E ~ (resp. - F E ~), 
cet ensemble est réduit à F (resp. - F). Comme XE G transforme l'ensemble 
des majorantes de F en celui des majorantes de F[X], on a.: ' 

~(F[X]) = ~(F)[X], 

et par suite O(F) opère dans ~(F) : nous allons voir que ~(F) est amSl· un 
espace homogène topologique isomorphe à celui des classes à droite de O(F) suivant 
un sous-groupe compact maximal. ' 

fi.2. PRoposmoN. Si' C E ~ et si F est une forme quadratique non dégénérée de signa
ture (a, b), il y a équivalence entre les assertions suivantes : 

(i) C E $j(F). 
(ii) Il existe une décomposition de V en somme VI œ Vs, orthogonale pour F et C, telle 

que F = C sur VI et F = - C sur Vs' 
(iii) Il existe une base de V par rapport à laquelle F 0 = 1 ... b et Co = 1. 
(iv) Dans toute base de V, on a (Fu. COl)' = 1. 

(la. b d6!igne la matrice diagonale dont les a premiers coefficients diagonaux sont 
égaux à 1 et les b derniers à - 1.) 
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D'après les hypothèses, on peut trouver u~e base de V dans laquelle : 
a CI+ b 

F = ~ xf- ~ ~, 
(-1 1-'1+1 

a+b 
C = ~ ex;xf, (ex; > 0; 1 ~ i ~ a + b), 

(-1 

C majore alors F si, et seulement si, ex; ~ l, (1 ~ i ~ a + b). Par suite: 

C E ~(F) --ex; = 1 (1 ~ i ~ a + b). 

Les équivalences (i) __ (ii) __ (iii) en résultent aussitôt. Toujours dans cette base, 
la relation (FO.Col)2 = 1 s'écrit ocr = 1 pour tout i et par suite (iv) ~ (iii). 

, Enfin un calcul matriciel immédiat montre que si la relàtion de (iv) est vérifiée 
qans une base de V, elle l'est également dans toute autre base, ce qui prouve 
l'implication (iii) ~ (iv). 

5.3. COROLLAIRE. Sous les hypothèses de la proposition, l'aPPlication : 

C f-+ V(C) 

où C E ~(F) et où V(C) désigne l'unique sous-espace de dimension a de V SUT lequel F = C 
est une bijection de ~(F) sur l'ensemble des sous-espaces de dimension a sur lesquels Fest 
positive non dégénérée. 

L'existence d'un espace V(C) au moins vient de (iii), et son unicité de ce qu'il 
est le sous-espace propre pour la valeur propre l' de l'opérateur auto-adjoint 
associé à F par C. Enfin, si VI est un sous-espace de dimension a sur lequel F est posi
tive non dégénérée, son orthogonal Vs pour F est un supplémentaire de VI et 
l'on a V1 = V(C) avec C = F sur VI et C = - F .sur Vs' 

5.4. PROPOSITION. O(F) opère transitivement sur ~(F). Le groupe d'isotropie d'un point C 
de ~(F) est un sous-groupe compact maximat' K ~ O(a) X O(b), et ~(F) est homéo
morphe à K\O(F). 

Le groupe O(F) est transitif, car si C et C' appartiennent à t)(F), les deux 
décompositions de V associées par (ii) sont orthogonales pour, F' et il existe un 
élément de O(F) qui transforme l'une en l'autre, donc C en C'. Le groupe d'isotropie 
dans O(F) de C E ~(F) est O(F) () O(C), qui s'identifie dans la base de (iii) 
à O(Ia.b) () O(n), égal, comme le montre un calcul immédiat, au sous-groupe 
compact O(a) X O(b) de O(n). Comme un sous-groupe compact de OfF) laisse 
un point D E ~ fixe [8, Chap. VII, § 3, nO l, Prop. 1], il suffit, pour prouver q~e K 
est maximal, de vérifier que l'inclusion K C O(F) () O(D) implique l'égalité; or, 
on voit aisément que l'algèbre de Lie de O(IB,b) () O(diag{ex;}), où ex; >,0 
pour tout i, est contenue dans celle de Q(a) X O(b). On sait enfin que GL(n, R) 
opère proprement à droite dans. t), il eri est donc de même de OfF), dont une 
orbite est précisément ~(F) : il en résulte que ~(F) est homéomorphe à K\O(F). 

5.5. Soient F une forme quadratique rationnelle indéfinie sur R", non dégénérée, 
(a, b) la signature de F, G le groupe de Lie réel O(F) et r = G () GL(n, Z). Les 
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éléments de r sont appelés les « unités» de F. Ce sont donc des éléments de O(F) 
qui laissent le réseau Z" invariant (on pourrait naturellement substituer à R" les 
points réels d'un espace vectoriel V sur Q et àZ" un réseau L de ce dernier). G opérant 
à droite proprement dans .f>(F), il en est de même du sous-groupe fermé r et le 
problème de la réduction consiste à trouver un ensemble intéressant de représentants 
des orbit" de r. 
On choisit pour toute la suite un ensemble de Siegel 5' de .f> contenant 5~/S.l/2' 
si bien que .f> est égal à 5'. [GL(n, Z)], vu (2.2). 

Définition. F est'réduite (ou plus précisément 5'-réduite) si 

.f>(F) ("'\ 5' # 0. 

6.6. DÉFINITION. OC .f>(F) est un ensemble fondamental pour r s'il vérifie les 
conditions 

(F 1) 
(F 2) 

de Siegel. 

o[r] = .f>(F); 
'v'beO(F)Q' {yerIO[b] nO[y]';' 0} est fini : c'est la propriété 

Le lemme de finitude suivant, cas particulier d'un résultat qui sera démontré au § 6, 
et le théorème de Siegel 4.6, vont permettre de prouver l'existence d'un ensemble 
fondamental. 

5.7. LEMME. L'ensemble des formes quadratiques entières réduites de déterminant non nul 
~~~ . 

5.8. THÉORÈME. Il existe S1' ... , sm e GL(n, Z) tels que: 

o = CQl 5'[s,]) ("'\ .f>(F) 

soit un ensemble fondamental. 

En vertu de l'égalité .f>(qF) = Iql . .f>(F), si qeQ et si 0 est fondamental 
relativement à F, 1 q 1 0 l'est relativement à qF; comme de plus 5' est stable par 
homothétie positive, il suffit de -prouver le théorème pour F entière. 
Or, si F est entière, toutes les formes de l'orbite de F par GL(n, Z) ayant même 
déterminant, il n'y a' parmi elles qu'un nombre fini de formes réduites, disons 
F[sï1], ••• , F[s;;,l], d'après le lemme de finitude. Nous allons montrer que : 

o = ( Ü 5'[s;]) n .f>(F) 
i-1 

satisfait à (F 1) et (F 2). 

(F 1) : Soit Ce .f>(F); d'après la réduction des formes définies (§ 2), il existe 
-s e GL(n, Z) tel que Crs] e 5'. Mais alors .f>(F[s]) = .f>(F)[s] rencontre 5' en 
Crs], ce qui signifie que F[s] est réduite, donc égale à F[S,1] pour un certain i. 
Ainsi ss, e r et C[ss,] e 5'[s,] ("'\ .f>(F) : l'orbite de C rencontre bien O. 

(F 2). : Étant donné b e O(F)Q' supposons y e r tel que O[b] ("'\ Ory] # 0. 

D'aprèS la définition deO, il existe deux indices i etjtels que 5' [s, b] ("'\ 5'[sJY] # 0. 
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Or la propriété de Siegel est connue-pour S' (cf. § 4), ce qui permet de conclure en 
vertu de la finitude de l'ensemble { s, }. 
Ajoutons qu'on peut prouver la finitude du volume d'un tel ensemble fondamental. 
Nous allons montrer comment se traduit ta notion de forme réduite, lorsqu'on revient 
au groupe GL(n, R) ou SL(n, R). Les ensembles de Siegel associés à S' sont: S dans 
GL(n, R), image réciproque de S' par l'application X 1-+ 'XX = I[X) et Sl dans 
SL(n, R), égal à 6 f"'\ SL(n, R). 

5.9. PROPOSITION. Soit F une forme quadratique non dégénérée de signature (a, b). Les 
conditions suivantes sont équivalentes: 

(i) F est réduite; 
(ii) F Ela. b[S) ; 

(iii) F E cda• b[(1), (IX = 1 det F 111ft). 

(i) => (ii), car il existe C E ~(F) f"'\ S'et, d'après 5.2 (iii), XE GL(n, R), tels 
que la. b[X) = F et I[X) = C, 'i.e. X E 6. 
(ii) =>(i), car si F = I ... b[X] avec I[X] ES', on a : 

I[X] E ~(Ia.b)[X] f"'\ 6' = ~(F) f"'\ 6'. 

Quant à la dernière équivalence, elle résulte d'un calcul évident. 
Cette dernière proposition permet de reformuler le lemme de finitude ainsi : 

5.10. LEMME. Si 6 est un ensemble de Siegel de SL(n, R), l'ensemble 
M(n,Z) f"'\ IX.I ... b[6], (IX ER; IX > 0), 

est fini. 

C'est sous cette forme 'qu'il va être démontré -dans le paragraphe 6., 

6. Un lemme de finitude 

6.1. DÉFINITION. Un sous-groupe G de GL(n, R) est dit auto-adjoint (ou plus 
précisément !-auto-adjoint) si 

XEG => 'XEG. 

6.2. LEMME. G étant égal à GL(n, R) ou à SL(n, R), on considère un ensemble de Siegel S 
de G, une représentation du groupe opposé dans un espace vectoriel réel V muni d'un réseffu' L 
et un vecteur v de V. On suppose que : 

(i) l'orbite v.G de v est fermée dans V; 
(ii) le groupe d'isotropie Ge de v est auto-flfijoint, 

(iii) A étant le grouPe des matrices diagonales de G à coiffuients diagonaux> 0, les oplra
teurs de A sont simultanément diagonalisables; la décomposition de V associée: V = E9f.L V f.L' 
où VI' = {w EV 1 w. a = (.t(a) w pour tout a E A} est le sous-espace de poids (.t, est 
telle que VI' f"'\ L soit un réseau de VI' pour tout (.t. 

Alors, l'ensemble v.S f"'\ L est fini. 
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Dans cette démonstration, on note x = k .. a .. n .. la décomposition d'Iwasawa 
d'un élément x de G et on pose : 

- -1 Y. = x.a .. 

Pro)lvons quelques majorations préliminaires : 
-On peut normer V de telle, sorte que la somme ffiV.... soit·, orthogonale; on note 
alors El' le projecteur de V sUr V"' L'hypothèse (iii) permet d'affirmer que le 
sous-groupe ~V .... n L de Lest un réseau de V; il est donc d'indice fini dans L 

.... , 

ei comme sa projection sur V .... en est le réseau V", n L, la projection E,,(L) deL 
est un réseau de VI'" Cela prouve l'existence d'un nombre réel c> 0, tel que 
pour tout IL : 

weL et 

D;aup-e part, l'ensemble {a.,nza;1}zE6 est relativement compact (1.3); or 
Y. = k ... à"'''œ.a;l, si bien que l:,ensemble {v.Y .. }~e6 est borné; il existe donc' 
une constante c', teUe que l'on ait Ilv.Yzll t:.;; c' quel que soit x ees. 
En combinant ces deux xnajorations, on va montrer que l'ensemble: 

{ Il v. zzll }.,E6: .... EX. 

est borné. Comme Y .. = x.a;l, z .. = x.a;2, on a : 

Étant donné XE G et IL, on a, ou bien E,,(v.x) =:= 0, donc aussi E,,(v.z .. ) =.0" 
ou bien E,,(v.x) ::f:: O. auquel cas on tire de cequi précède: 

Il E,,(v. zz) Il = IIE,,(v.y .. ) 112.IIE,,(v.x) W1t:.;; c'2. e-1, (v.x EL; x E es). 
L'hypothèse, (i) sert à prouver que la bijéction G.\G _ v.à est un homéomor
phisme : en effet G opère continûment et transitivement dans v. G, qui est un 
espace de Baire, en tant que fermé de V [8, Chap. VII, App; l, Lemme 2]. On 
peut donc remonter à G la: majoration trouvée ci-dessus : il eJ!:iste -un compact M 
de G, tel que l'on ait: 

l Z .. } .. E6." ... ELC G".M. 

Or z .. =k .. a .. n.a;2=k .. a;la=nlOa;2; si xe6, alorS çEA,. et (1.3) l'en~ 
semble { a:. n .... a;2 } .. E6 est relativement compact.- Ainsi il existe un 'autre 
compact M' tel que l'on ait : 

{k ... a;1}..E6." ... EL C G".M'. 

D'après l'hypothèse (ii), l'automorphisme 6 : x 1--+ 'x-1 de G laisse ,fixe G", d'où: 
6(klO.a;1) = k .. a .. = xn;1 E G".6(M'). ' 
Finalement, il existe un compact M" de G tel que l'ensemble {x l.E6 •• '-.. EL soit 
inclus dans G"M", ce qui prouve la finitude de l'ensemble' 

{V.X}"E6 ••. lOEL' 

qui est contenu à la fois dans un compact et dans un réseau de V. 
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6.3. Application à 5.10. 
n est immédiat que la conclusion du lemme Ci-dessus, dans le cas particulier où 
l'on prend ": . 

V = M(n, R), L = M(n, Z)', v = oc.la.b' 

et G";" SL(n, R) opérant à droite dans V de la manière hàbituelle, n'est aùtre 
que celle de 5.10. Il reste donc à voir qu'un tel choix des données satisfait bien 
aux hypothèses (i), (ii) et (iii) du lemme: . 

(i) v. G = {oc. la. 6[g] hE BL(". H) est l'ensemble des matriè~s symétriques de signa
ture (a, b) et de déterminant oc"(- 1)6; c'est donc un fermé de V. 
(ii) G~ = 0(la.6) () SL(n, R) j il est auto-adjoint, comme en général O(F) lorsque 
la matrice symétrique F est égale à son inverse. 
(iii) Uile base du réseau est {Ei; h.;; i. i';; ," où E.; désigne la matrice dont le seul 
coefficient non nul est celui de ligne i et corenne j, égal à 1. Or E;; est un vecteur 
propre pour tout élément a de A, car E;;[a] = a"ajJ E;;. . 

Faisons quelques remarques finales à propos de l'hypothèse (iii) du lemme: 

1) Si G = SL(n, R), on peut diagonaliser simultanément les opérateurs de A. 
2) Si la représentation du groupe est définie sur Q, on peut diagonaliser les opéra
teurs de A simultanément sur Q. 

Ainsi pour une représentation : G ~ GLm définie sur Q, la dernière hypothèse 
est toujours vérifiée lorsque L est un réseau de Qm. 

6.4. Remarque. Repre~ons les hypothèses de 6.2 et supposons de plus le réseau L 
stable par Gz = G () GL(n, Z). Alors V () L est formé d'un nombrefini d'orbites 
de Gz. En effet, on a (§ 1) G = (5. Gz pour (5 convenable, donc si x EL () V, 
alors x:Gz fait partie de l'ensemble L () v.S, qui est fini d'après 6.2. 
Plaçons-nous de nouveau dans le cas particulier de 6.3. Une orbite de GL(n, Z) 
(resp. SL(n, Z» dans l'espace des formes quadratiques non dégénérées est une 
classe (resp. classe propre) de formes quadratiques. On voit donc que les formes 
quadratiques entières de déterminant non nul donné se répartissent en un nombre 
fini de classes (resp. de classes propres). 

6.5. Formes homogènes. Nous voulons encore signaler une généralisation du résultat 
précédent à des formes de degré 5::; 3, qui remonte à Jordan: 
Soit Fm. Il l'espace des formes homogènes de degré m sur cn. Il est défini sur Q, 
la Q-structure étant donnée par les formes à coefficients rationnels. On a une repré
sentation naturelle 1tm ... de GL(n, C) dans Fm. n' qui est évidemment définie sur Q. 
Soient m, n 5::; 3 et F un élément de Fm. n de discriminant. non nul. D'après 
Jordan [14], le groupe d'isotropie de F dans SL(n, C) est fini. Il s'ensuit que l'orbite 
X = 1tm. ,,(SL(n, C». F de F est fermée. En effet, d'après un principe élémentaire 
de théorie des groupes algébriques [1], cette orbite est un ouvert de Zariski de s~n 
adhérence, et son adhérence est formée. d'orbites de dimension s.trictement plus 
petite que dim X, qui est ici égale à celle de SL(n, C) d'après le théorème de Jordan. 
Mais SL(n, C) laisse le discriminant invariant, donc un F' dans l'adhérence de X a 
aussi un discriminant non nul, et son orbite a, par conséquent, même dimension que X. 
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La première partie de 6.4 s'applique alors à X et montre que les formes à coefficients 
entiers qui sont transformées de F par SL(n, R) forment un nombre fini d'orbites 
de SL(n, Z), résultat démontré par Jordan et Poincaré. En fait, le théorème de 
Jordan est plus fort et donne la finitude des orbites de SL(n, Z(i)), où Z(i) désigne 
l'anneau des entiers de Gauss, dans l'ensemble des éléments de X dont les coefficients 
appartiennent à Z(i). On pourrait évidemment en donner une démonstration 
analogue, mais il faudrait pour cela développer le § 1 pour SL(n, C) et SL(n, Z(i)). 
Ce résultat est aussi englobé dans un théorème de [5], sur lequel nous reviendrons 
en 9.11. 

Remarque. Soit Fo l'hypersurface de l'espace projectif pen - l, C) définie par l'annu
lation de F; La forme F est de discriminant non nul si, et seulement si, Fo est lisse. 
Le théorème de Jordan cité plus haut équivaut au fait que le groupe des transfor
mations projectives laissant Fo stable est fini. Au moins, si n ~ 5, on peut plus 
généralement montrer que le groupe Aut Fo des automorphismes (i.e. homéomor
phismes biholomorphes ou, ce qui revient au même d'après le théorème de Chow, 
biréguliers) de Fo est fini. On sait que ce groupe est un groupe de Lie complexe. 
D'après Kodaira-Spencer (Annals of Math. (2), 67 (1958), 328-466, lemme 14.2, 
p. 406), il est discret. Par conséquent, pour tout plongement projectif de Fa, le 
groupe des transformations projectives laissant Fo stable, qui est évidemment 
algébrique; est fini. Or, si n ~ 5, le théorème de Lefschetz entraîne que Fo est 
simplement connexe, de deuxième nombre de Betti égal à un. Le groupe Aut Fo 
possède donc un sous-groupe H d'indice;;; 2 qui opère trivialement sur le deuxième 
groupe de cohomologie entière H2(Fa; Z) ~ Z de Fa. Le groupe H laisse alors 
stable toute polarisation de Fo, et opère par transformations projectives dans le 
plongement défini par un système linéaire ample, donc H est fini. Ce dernier raison
nement montre aussi que la composante connexe de Aut F li est formée de transfor
mations' projectives dans un plongement convenable. Pour n ~ 5, il suffit donc 
d'utiliser le théorème de Jordan. 

Note bibliographique 

La construction d'ensembles fondamentaux décrite en 5.8 est due à Hermite [13, p. 122-135]. Le 
point essentiel en est la finitude du nombre de réduites entières de déterminant non nul donné (5.7); 
cependant la démonstration fournie par Hermite est incomplète, car elle suppose implicitement que 
la forme F ne représente pas zéro rationnellement (i.e. F(x) # 0 si x # 0 est à coordonnées rationnelles), 
restriction sérieuse, puisque A. Meyer démontrait plus tard qu'elle entralnait que le nombre de 
variables est ;;fi 4. 
Des démonstratians de ce lemme ont é,é ensuite données par Stouff [31], Mordell [18], Siegel [29]. 
D'un autre côté, antérieurement à Stouff, C. Jordan [14] ct H. Poincaré [24] ont prouvé le lemme 
rie Hermite, et ont établi les analogues pour des formes de degré> 2 dont il a été question en (6.5). 
Le lemme 6.2 lui-même est démontré sous une forme plus générale dans [5, lemme 5.3], mais le 
cas considéré ici suffit pour les applications que nous avons en vue. 



CHAPITRE II 

Groupes algébriques 

7. Rappels sur les groupes algébriques. Groupes arithmétiques 

A. Généralités. 

7.1. On fixe pour toute la suite un corps algébriquement clos n (il s'agira en 
pratique de C). Rappelons que le plongement de GL(n, a) dans a"'+ 1 défini par 

g 1-+ (gij' dét (gij)-l) 

lui donne une structure de variét{ algébrique affine, dont l'anneau des fonctions 
régulières est n[X;j, Xo]/(Xo dét (X;j) - 1) = a[X;j, (dét (X;j))-l] .. 

DÉFINITION. On appelle groupe algébrique de matrices un sous-groupe G de GL(n, a) qui 
en est un sous-ensemble algébrique, i.e. l'ensemble des zéros d'un idéal de fonctions polynômes. 
On dit que G est défini sur le sous-corps k de n, ou que G est un k-groupe, si l'idéal de tous 
les polynômes nuls sur G admet. un système de générateurs appartenant au sous-anneau: 

k[X;j' (dét (X;j))-l]. 

Si B est un sous-anneau de a, on pose GB = G n GL(n, B). 
On peut considérer plus généralement un sous-groupe G de GL(V), V désignant 
un a-espace vectoriel de dimension finie. Si, par le choix d'une base dans V, il 
s'identifie à un groupe algébrique de matrices, un tel groupe G est appelé groupe 
algébrique. (plus précisément linéaire). L'anneau des fonctions régulières sur G 
est noté a[G]. 
Si Va une k-structure, k désignant un sous-r.orps de n, i.e. s'il provient par extension 
des scalaires d'un k-espace vectoriel V k , on dit que G est défini sur k s'il en est 
ainsi pour le groupe de matrices associé à G grâce à une base de V k • On note alors 
k[G] le sous-anneau de a[G] formé des fonctions régulières définies sur k. En outre 
l'algèbre de Lie 9 de G a une k-structure : 9 = a 0 k gk où gk désigne gI(Vk ) n g. 

7 . 2. DÉFINITION. Un morphisme de groupes algébriques est un morphisme de groupes : 

~ : G -+G' 

dont le comorphisme ~o transforme une fonction régulière sur G' en une fonction régulière sur G. 
Si G et G' sont définis sur le sous-corps k de a, on dit que le morphisme n est défini (ou 
rationnel) sur k ou est un k-morphisme, si: 

~O(k[G']) C k[G]. 
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Une représentation algébrique d'un groupe algébrique G dans un O-espace 
vectoriel West un morphisme algébrique de G dans GL(W). Une telle représen
tation permet de faire opérer G à dr6ite sur O[W]par : 

~~~.g, 

fonction définie par (~.g) (w) = cp(g.w). G opère de la même manière sur OrX] 
pour toute sous-variété affine X de W stable par G : si W et X sont définis sur k, 
comme l'action de G préserve la filtration de O[W], toute fonction ~ E k[X] appar
tient à un sous-espace vectoriel de OrX], qui est invariant par G, de dimension 
finie et défini sur k. Dans le cas particulier où X = Ge GL(V) et où W = End (V), 
on retrouve l'action de G sur O[G] par translations à gauclie. 

DÉFINITION. On apptlle caractère du groupe algébrique G un morphisme algébrique de G 
dans GL(I). 

Le groupe commutatif des caractères est noté X(G). Si G est défini sur k, 
le sous-grol,lpe X(Gh, est le sous-groupe des caractères définis sur k. 

7.3. Soit Ge GL(n, 0) un k-groupe. Les parties semi-simple g. et unipotente g .. 
d'un élément g E G appartiennent à G. Cette décomposition de Jordan est préservée 
par tout morphisme. Si k est parfait, et g E Gk , alors g" g .. E Gk • Supposons k 
de caractéristique zéro. Alors l'application exponentielle définit une bijection de 
l'ensemble des éléments nilpotents de 9/1: sur l'ensemble des éléments unipotents 
de Gk, qui est une'application polynomiale dont l'inverse, définie par le logarithme, 
est aussi polynomiale. En particulier, Gk est formé d'éléments semi-simples si, et 
seulement si, 9k ne contient pas d'élément nilpotent #- O. 
Signalons aussi l'analogue infinitésimal de la première assertion de ce paragraphe : 
les parties semi-simple x, et nilpotente x" de XE 9 font partie de g. Cette décompo
sition est préservée par la différentielle de tout morphisme de groupes algébriques. 

7.4. La composante connexe de l'élément neutre d'un groupe algébrique en 
topologie de Zariski est irréductible et d'indice fini. Dans le cas où il = C, donc 
où G a aussi une structure de groupe de Lie complexe, elle s'identifie à la composante 
neutre de G en topologie ordinaire. 
Si il = C, alors- Ga est un groupe de Lie réel à un nombre fini. de composantes 
connexes (en topologie ordinaire), mais il n'est pas toujours connexe si G est un 
R-groupe connexe. On notera GO la composante neutre de G, et si il = C on 
notera aussi G~ la composante neutre de GR en topologie ordinaire. 
Un morphisme surjectif f: G -+ G' de R-groupes, défini sur R, induit un homo
morphisme GR -+ GR de groupes de Lie réels qui n'est pas nécessairement surjectif. 
Cependant, il applique ~ sur GRo, doncf(GR) est un sous-groupe ouvert et fermé 
d'indice fini de GR' Si H et H' sont des R-sous-groupes de G et G' tels que f(H) e H', 
alors l'application GR/HR -+ GR/HR induite par f a une image ouverte et fermée, 
et Ga/Ha est réunion d'un nombre fini d'orbites de GR' qui sont chacune ouverte 
et fermée. 
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La finitude du nombre de composantes connexes de GR peut s'envisager comme 
cas particulier de la proposition suivante [6, § 6.4] : . 
Soit p une représentation définie sur R du R-groupe G dans l'espace vectoriel V 
et soit v EVR• Alors l'ensemble (G.V)R des points réels de l'orbite G.v de v est 
Ili réunion d'un nombre fini d'orbites de G~. 

B. Groupes réductifs. 

7.5. On rappelle qu'un tore·est un groupe connexe, commutatif et formé d'éléments 
semi-simples, ce qui revient à dire qu'il est diagonalisable connexe, i.e. isomorphe 
à (n")'" pour un certain entier m. Un groupe de radical réduit à {e} est dit semi
simple (le radical est le plus grand sous-groupe distingué fermé, résoluble et connexe). 

DÉFINITION. Un groupe algébrique G est dit réductif si sa composante neutre GO est égale 
au produit presque direct S. H d'un tore S central par un groupe semi-simple H. 

Cette propriété équivaut en caractéristique 0 à la complète réductibilité des 
représentations de G. 
Dans ce qui suit on se limite d'ailleurs à la caractéristique O. 

7.6. PROPOSITION. Soient G un groupe réductif opérant sur un espace vectoriel W et X 
une sous-variété irréductible de W stable par G. Soit l l'anneau n[X]G des fonctions régulières 
sur X invariantes par G : 

(i) il existe un projecteur q: n[x] ~ l, qui est I-linéaire et qui laisse stable tout sous
espace invariant par G; 
(ii) 1 sépare les ensembles algébriques fermés de X stables par G; 

(iii) 1 est une n-algèbre de type fini. 

(i) Soit N la somme des sous-espaces minimaux de n[X] sur lesquels G n'opère 
pas trivialement. La complète réductibilité de l'action de G sur n[X] montre 
que n[X] est égal à 1 ffi N. L'application bécarre q est définie comme le projecteur 
sur l associé à cette décomposition. Il reste à voir qu'elle est I-linéaire; or : 

1 r'I IN ={O}, 

ce qui entraîne d'après la complète réductibilité l'inclusion INC N et donc l'égalité; 
par suite si cp El et ljJ EO[X], on a : (cp.IjJ)i:l = cp.ljJi:l + (CP.IjJN)i:l = cp.IjJi:l. Soit 
enfin E un sous-espace de n[X] stable par G; on a E = (E r'I 1) Et! (E r'I N) vu 
la complète réductibilité, de sorte que EI:J C E. 
(ii) Soient A et B deux ensembles algébriques de X stables par G et d'idéaux I(A) . 
et I(B). On les suppose disjoints et par suite (Nullstellensatz) I(A) + I(B) = n[X]. 
Ainsi il existe oc E I(A) et f3 E I(B) tels que oc + f3 = l, d'où oci:l + f3i:l = 1. Or 
la stabilité de A et de B par G entraîne celle de I(A) et de I(B) ; par suite (cf. (i)) 
oci:l E ICA) et f3i:l E I(B), et ocq est nul sur A, égal à un sur B. 
Ciii) OrX] s'identifie au quotient de O[W] par l'idéal de X et la projection 
1t : n[W] ~ n[X] commute à G. La complète réductibilité entraîne l'égaiité 

1t(n[W]G) = I. 
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Il suffit donc de démontrer (iii) lorsque X = W. En ce cas les fonctions de l 
nulles à l'origine engendrent un idéal ayant un ensemble générateur fini Ji, .,. .,f,. 
Comme les composantes homogènes d'un polynôme invariant sont aussi invariantes, 
on peut supposer les}; homogènes, et il suffit de faire voir que tout élément homogène , 
f E l de degré > 0 est un polynôme en les J.. On peut écrire f = ~ ai .};, avec 

1 

ai E O[W] homogène de degré dOaj égal à dOf - dO};, donc aussi, vu (i), avec 
Ilj El homogène de degré dOf - dO};. La conclusion s'ensuit alors par récurrence 
sur le degré. 

7.7. PROPOSITION. Soient G un groupe algébrique connexe, H un sous-groupe réductif de G 
et k Un corps de définition pour G et H. Il existe alors un espace vectoriel de dimension finie W 
défini sur k, une représentation à droite de G dans W rationnelle sur k et un point W E W k , 

tels que l'orbite X de W soit fermée et que son groupe d'isotropie soit H. 

Cela signifie en particulier que l'ensemble des classes à droite H\G de G 
suivant H a une structure de variété affine définie sur k. 
La démonstration utilise les conclusions de 7.6 dans la situation particulière suivante: 
le groupe réductifH opère à gauche sur la variété G C GL(V), qu'on peut regarder 
fermée dans W = End (V EB 0) suivant le plongement usuel (cf. (7. 1)). 
Ainsi l'algèbre l = O[G]H des fonctions constlj.ntes sur les classes à droite Hx 
de G suivant H admet un ensemble générateur fini W1, ••• , WB' qu'on peut prendre 
dans k[G] (7.6 (iii)). Ceux-ci appartiennent donc à des sous-espaces W, de .o[G], 
qui sont définis sur k, stables par G et de dimension finie (cf. A) . 

• 
Nous allons montrer que l'espace vectoriel W = EB W" muni de la représentation 
à droite de G définie par : i -1 

(VI' .•• , v.) 1-+ (v1.g, •... , v •. g) 

et du point W = (w1, •.. , w.) E W k , résout le problème posé dans l'énoncé. 
Il faut pour cela prouver d'abord que le groupe d'isotropie Gw de west H; on 
a Gw :::> H, car Wi E 1 entraîne Wi.g = w, et w.g = W pour g EH; inversement, 
GwCH, carsigEGw , ona Wi.g=w j , donc w,(g)=w,(e) pourtouti;or{w;} 
engendre I, ce qui entraîne f(g) = f(e) pour tout f E I et par suite g EH, car l 
sépare les ensembles algébriques fermés de G stables par H, et en particulier les 
classes à droite de G suivant H, vu 7.6 (ii). 

Il reste à montrer que l'orbite X de west fermée, i.e. égale à X. Au morphisme 
<fi : G ~ W défini par g 1-+ w.g correspond le comorphisme 

cpo : A = OrX] _ O[G]. 

En fait tp°(A) est dans l, car l'inclusion Gtc :::> H implique : 

[(cpof) .h](g) =f(w.h.g) =f(wg) = (cpof)(g). 

L'application rpo est injective,. car si cpof est nulle, c'est que f est nulle sur X, donc 
sur X. Son image enfin est 1; pour le voir, il suffit de montrer que chaque généra-
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teur Wj de 1 appartient à cpO(B). Or si {zu ... , z,,} est une base de W. et {ot, ••. , a,,} 
la base duale, celle-ci définit des fonctions sur W : 

Uj : (vu' .. , vs) H aj(vi) 

telles que (cpou;)(g) = aj(w •. g). Il en résulte: 

wj(g) = (wj.g)(e) = ~ aj(wj.g) zj(e) = ~ zj(e)(cpouj)(g). 
; j 

Ainsi cpo est un isomorphisme de A sur 1. 
Établir l'égalité X = X revient à prouver pour tout x E X l'existence d'un 
zéro y E X de l'idéal maximal 1", de x ou encore celle d'un zéro g E G de cpO(I .. ). 
Il suffit pour cela de savoir que, cpO(m) O[G] est un idéal' propre de O[G] pour 
tout idéal propre m de A : or s'il n'en était pas ainsi, il existerait nit, ... , ml E m 
et ft, ... ,ft E O[G] tels que :EcpO(mi) fi = l, ce, qui entraînerait d'après 7.6 (i) 
et l'inclusion cpO(A) CI: 

Mais cpo est inversible, d'où ~mifi' = 1 avec f/ E A, ce qui contredit le fait que m 
est propre dans A. ' Q.E.D. 

Remarque. 7.7. montre que l'espace quotient G/H peut être muni d'une structure 
de variété algébrique, (en fait affine). On voit facilement que c'est une structure 
quotient au sens de 7.10. 
On prouve plus généralement, pour k quelconque, que si H est un k-sous-groupe 
de G, alors le quotient de G par H « existe» et est défini sur k, et est une variété 
quasi projective.' Cela peut se faire aussi en utilisant une représentation linéaire 
convenable de G (cf. II, § 6]). ' 

7. 8. PROPOSITION. Soient G un groupe algébrique, H un sous-groupe fermé, k un corps 
de difinition commun à G et H. Alors il existe un espace vectorilll de dimension finie W, 
défini sur k, un morPhisme G -+ GL(W) difini sur k, et un point W E WI; tels que H soit 
l'ensemble des éléments de G qui laissent stable'la droite [w] engendrée par w. 

Soit Je O[G] l'idéal des fonctions nulles sur H. Il est défini sur k et possède un 
système générateur fini. Il existe donc (cf. A) un sous-espace V de dimension finie 
de O[G], défini sur k, stable par translations à gauche, tel que V ('IJ engendreJ. 
On prend alors W = l\àV, (d = dim V ('IJ), [w] la droite correspondant à 
V ('1 J, et pour p la représentation induite dans W par la représentation donnée 
de G dans y. 

7.9. COROLLAIRE. Si X(Hh = {l}, alors il existe un morphisme G -+ GL(W) difini 
sur k et un point W E W k dont le groupe d'isotropie est H. 

En effet, l'hypothèse X(Hh = {l} montre que la représentation de H dans [w] 
est triviale. 

7.10. Remarques. (1) Il ya uné réciproque (due à Y. Matsushima, Nagoya M.J., 16 
(1950), 205-218) à 7.6 : 
« Si G est réductif, H un sous-groupe fermé de G et GjH unè variété affine, alors H est 
réductif. » 
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. Pour d'autres démonstrations, voir [5, § 3.5] ou A. Bialynicki-Birula (Amer. 
J. M., 85 (1963), 577-582). Dans les deux cas, on se borne à la caractéristique zéro. 
En fait, il semble qu'en utilisant la cohomologie de Grothendieck, on puisse étendre 
la démonstration de [5] aux caractéristiques p> O. 
(2) La démonstration de 7.7, convenablement modifiée et complétée, donne plus 
généralement : 

« Soit X une variété affine sur laquelle un groupe réductif H opère de manière à ce que toutes 
les orbites soientfermées. Alors le quotient X/H« existe» et est une variété affine. » 

L'expression « le quotient existe et est affine » signifie ici que l'on peut trouver 
une variété affine V, un morphisme 7t: X -+ V, dont les fibres sont les orbites 
de H, tels que si f: X -+ West un morphisme de X dans une variété algébrique W, 
qui est constant sur les orbites de H, alors il existe un morphisme g: V --+\ W tel 
que f= g07t. 

En caractéristique non nulle, cet énoncé et la démonstration ci-dessous valent encore 
si H est un tore, ce qui équivaut à dire que H a toutes ses représentations rationnelles 
complètement réductibles [27]. Il ne sera pas utilisé dans la suite, et nous nous 
bornons à en indiquer brièvement la démonstration, en supposant connues quelques 
notions élémentaires sur les variétés affines. 
Soit 1 = Q[X]H. C'est une alg~bre de type fini (7.6). Soit {ft, .. . ,Jd} un système 
générateur de I. On a donc 1 ;;;: O[T1, ... , Td]f], où] est le noyau de l'homo
morphisme Q[T1, ... , T d] -+Q[X] défini par T;~h (1 ;;;; i;;;; d). Soit VeQd 
la variété affine d'idéal]. Alors 7t:X~(fl(X), ... ,Jd(x)) définit un morphisme 
de X dans V. Nous voulons montrer que (V,7t) vérifie les conditions imposées plus 
haut. Le fait que les invariants séparent les ensembles fermés disjoints stables 
par H (7.6), et l'hypothèse entraînent que les fibres de 7t sont les orbites de H. 
Montrons que 7t est surjectif. Soit v E V et soit A l'idéal des éléments de Q[V] ~ 1 
s'annulant en v. Montrons que B = A.O[X] est un idéal propre de OrX]. Si ce 
n'était pas le cas, on pourrait trouver des éléments aj E A, Cj E OrX] (1 ;;;; i ;;;; n), 
tels que ~aJ.cj = l, d'où: 

et 1 E A, ce qui est absurde. Ainsi B';' OrX] et il existe x E X qui annule B. 
On a alors 7t(x) = v. 
La condition de factorisation formulée plus haut peut aussi s'exprimer ainsi : 
soient p, q E Q[X] et a E X tels que f = P/q soit invariante par H, et que q(a) ,;. O. 
Alors il existe p',q'EI telsquef=p'/q' et q'(a)';'O. [Ici,p/q,p'/q'sontvus 
comme des éléments de l'anneau total des fractions de OrX], sur lequel H opère 
de façon évidente .. \ f = p/q, on associe une fonction régulière sur l'ouvert U des 
points où q';' 0, dont la valeur en u est égale à p(u)fq(u).] 
Soit E un sous-espace de dimension finie de OrX] contenant q et stable par H (7.2). 
On a une décomposition unique E = Eq + E' où E' = ker q fi E. Évidemment, 
f. E = f. Eq + f. E', d'où, vu l'unicité de cette décomposition, f. E'q = (f. E)i:l, 
et en particulier : 
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ce qui montre que f = p~/qa.. Notre assertion est donc établie si q~(a) t= O. Quels 
que soient s EO[X] et h EH, on peut évidemment écrire f= s.(p.h)/s.(q.h). 
On a alors aussi : 

f= (s.(p.h)W(s.(q.h))~ 
et il suffit, pour terminer la démonstration, de faire voir que l'on peut choisir s et h 
de manière à ce que (s. (q.h))~ (a) t= O. 
Soit F le sous-espace de O[X] engendré par les transformés q. h de q (h EH) et 
soit J l'idéal de O[X] engendré par les fonctions J. -J.(a) ct par F(l ;;; i ;;; d). 
Montrons que 1 EJ. Supposons que ce ne soit pas le cas. On peut alors trouver 
un zéro b E X de]. On a donc J.(b) = J.(a), (1 ;;; i ;;; dl, d'où r(b) = r(a) (r El), 
ce qui entraîne l'existence de hE H, tel que b = h.a. On en déduit : 

q(a) = (q.h-1) (h.a) = q.h-1(b) = 0 

ce qui est absurde. Ainsi, 1 E]. On peut donc trouver : 

Ci' dj E O[X], hi EH (1 ;;; i ;;; d; 1 ;;; j ;;; n) 
tels que : 

En appliquant Il· aux deux membres et en les évaluant en a, on obtient 

I: (di.(q.hj»~ (a) t= 0, 
j 

d'où notre assertion. 

C. Groupes arithmétiques. 

7.11. Dans cette section, V désigne un espace vectoriel sur C de dimension finie, 
muni d'une Q-structure. Si G est un sous-groupe algébrique de GL(V) <l,éfini sur Q, 
et L un réseau de V Q, on note GL , et on appelle groupe des L-unités de G, le sous
groupe de GQ laissant L stable : GL = {g E GQ, g(L) = L}. 
Rappelons que deux sous-groupes A, B d'un groupe H sont dits commensurables 
si A () B est d'indic!: fini dans. A et dans B. 

DÉFINITION. Soit G un Q-sous-groupe de GL(V). Un sous-groupe r de GQ est dit arith
métique s'il existe un réseau L de V Q tel que r soit commensurable à GL • 

Il résultera de 7. 13 que cette propriété est indépendante de L et est invariante 
par Q-isomorphisme. 
Si l'on identifie V à en au moyen d'une base de L, alors G s'identifie à un Q-sous
groupe G' de GL(n, C) et GL à Gz. Il revient donc au même de dire que r est 
arithmétique s'il existe un plongement Ge GL(n, Cl, défini sur Q, qui applique r 
sur un sous-groupe de p(G)Q commensurable à p(G)z. Un sous-groupe r' de r 
est un sous-groupe de congruence (ou de congruence principal), s'il existe un entier 
m> 0 tel que: 

p(r') = {x E p(r), x:= 1 mod ml. 

Un tel sous-groupe est évidemment distingué, d'indice fini. 
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7.12. PROPosmON. Soient G un sous-groupe défini sur Q de GL(n, C) et p une représentation 
définie sur Q de G dans un espace vectoriel V muni d'un réseau L de V Q' Il existe alors un 
sous-groupe de congruence de Gz laissant L stable. 

p étant définie sur Q, les coefficients des polynômes P IL. v (on prend pour base 
de V une base de L), définis par p(g)",.v = PIL.v(gu), sont rationnels. Il en est 
de même de ceux des polynômes QIL. v définis par : 

p(g)lL.v - 31L• v = QIL.v(gjj - 3;j). 

Mais ceux-ci sont sans terme constant, car p(l) = l, et par suite si m est le déno
minateur commun à tous leurs coefficients, on a: Q",.v(gij - 3u) E Z, dès que 
g" -8iJ == 0 (mod. m), i.e. g == 1 (mod. m). Pour un tel choix de g les coeffi
cients p(g)lL.v sont entiers, ce qui assure la stabilité de L par p(g). 

7.13. COROLLAIRE. (1) Si r est un sous-groupe arithmétique de G, tout réseau L' de V Q 

est contenu dans un réseau invariant par r. 
(2) Soient cp un isomorPhisme défini sur Q de G sur un Q-groupe G' et r, r' des sous-groupes 
arithmétiques de G et G' . Alors cp (r) est commensurable à r'. 
(3) Si cp est un morphisme de G dans G' défini sur Q et si r C GQ est arithmétique, 'il existe 
un groupe arithmétique r' de G' contenant cp(r). 
(4) Si G = H.N est le produit semi-direct d'un sous-groupe invariant fermé N et d'un 
sous-groupe fermé H définis sur Q, alors Hz. N z est un sous-groupe arithmétique de G. 

Démontrons (1). On peut identifier GL(V) à GL(n, C) de manière à ce que r 
soit commensurable à Gz (7.11). Vu 7.12, il existe un sous-groupe r' d'indice fini 
de r qui laisse stable L'. L'ensemble des réseaux geL') transformés de L' par des 
éléments de r est donc .fini; la somme de ces réseaux est alors un réseau stable par r. 
(2) et (3) sont immédiats à partir de (1). Soit enfin x la projection de Gsur H = G/N. 
Pour tout g E G, on a évidemment X(g)-l.g EN. D'après (3), il existe un sous
groupe r d'indice fini de Gz tel que x{r) soit inclus dans Hz. On a alors r C Hz. Nz. 

7.14. Exemples de groupes arithmétiques. 

1) GL(n, Z) et SL(n, Z). 
2) Le groupe des unités d'une forme quadratique rationnelle non dégénérée (§ 5). 
3) Le groupe Sp(2n, Z) égal à {M E GL(2n, Z) 1 'M.J . M = J}, J désignant 
la matrice: 

(_0;: I ___ ~: ___ ) 

4) Si k est un corps de nombres de base {wl' ... , Wd} sur Q, celle-ci permet de 
plonger k' dans GL(d, Q) par la représentation régulière. C'est alors l'ensemble des 
points rationnels sur Q d'un groupe G qui est un tore de dimension d défini sur Q ; 
le groupe G est le commutant de k" dans GL(d, C). 
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Si la base {<.li} est formée d'entiers, G n M(d, Z) s'identifie à l'ensemble des 
entiers algébriques non nuls de k. Le groupe arithmétique Gz est alors le groupe 
des unités du corps de nombres k. 
5) Plus généralement, on peut considérer une Q-algèbre A de dimension finie, 
le groupe G des éléments inversibles de Ac et le groupe arithmétique GL des unités 
d'un réseau L de AQ : 

GL ={g EAlgL = L}. 

Remarque. La notion de groupe arithmétique adoptée ici est un peu .plus générale 
que la notion traditionnelle (indépendamment du fait que G n'est pas nécessairement 
un groupe classique). En effet, classiquement, un groupe défini arithmétiquement 
est un sous-groupe de Gz caractérisé par des conditions de congruence portant 
sur les coefficients; en particulier, il contient toujours un sous-groupe de congruence 
au sens de 7.11. Il peut arriver qu'un groupe arithmétique au sens de 7. Il n'ait 
pas cette propriété, comme on le sait depuis longtemps lorsque G = SL2• Cepen
dant, cette condition ne jouera pas de rôle ici. En fait, on verra même que les 
théorèmes principaux de réduction valent aussi pour tout sous-groupe de Ga (et 
non pas seulement de GQ) commensurable à Gz. 

"1.15. Dans ce livre, on considère principalement les groupes réductifs. Le passage 
de ces derni!!rs au cas général se fait le plus souvent sans difficulté à l'aide du 
théorème de structur~ suivant. 

THÉORÈME. Soit k un corps de caractéristique zéro et G un k-groupe. Alors G est produit 
semi-direct d'un k-groupe réductif H et d'un k-groupe normal unipotent connexe N. Tout 
k-sous-groupe réductif de G est conjugué par un élément de Nk à un sous-groupe de H. 

Le sous-groupe N est uniquement déterminé par le théorème, c'est le radical 
unipotent de G, i.e. le plus grand sous-groupe normal de G formé de matrices unipo
tentes, noté quelquefois Ru(G). C'est un groupe nilpotent. Remarquons encore que, 
N étant connexe, G est connexe si, et seulement si, H l'est. En particulier: 

GO = HO.N. 

"1.16. Groupes sur un corps de nombres. Soient k C C une extension finie de Q, d son 
degré et S l'ensemble des monomorphismes de k dans C. S contient donc d éléme~ts, 
et l'on a d = r1 + 2r2 où r1 est le nombre de places réelles de k (Le. de s pour 
lesquels s(k) C R) et r2 le nombre de places complexes (i.e. de paires d'éléments 
de S formées d'un s tel que s(k) <j:: R et de l'homomorphisme x 1-+ s(x)). Soit 0 

l'anneau des entiers de k. 
Soit G un sous-groupe algébrique défini sur k de GL(n, C). Un sous-groupe de GA: 
est dit arithmétique s'il est commensurable à Go. Nous voulons indiquer ici, sans 
démonstration, comment cette notion sc ramène à celle, en apparence plus par
ticulière, de 7. Il, cn utilisant le foncteur R klQ de « restriction des scalaires ». Nous 
renvoyons à [33, Chap. 1] pour une description de ce foncteur et nous bornons 
à indiquer comment construire RklQ G dans le cas présent. 
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Étant donné SES, notons BG le groupe conjugué de G par s, ou, en termes plus 
savants, le groupe obtenu à partir de G par changement de base, s : k _s(k) ; en termes 
moins savants, BG est le groupe dont l'idéal de définition dans s(k)[Xn , ... , X"n] 
est obtenu en appliquant S aux coefficients des éléments de k[Xl1> ... , X",,] s'annu
lant sur G. Écrivons les éléments de M(n.d, C) en blocs de matrices carrées d'ordre n. 
Si g E GL(n, k), notons 'g ou s(g) l'élément de GL(n, s(k» obtenu en appliquant S 

aux'coefficients de g. Soit t l'application g ~ ("(g), ... , 'd(g», (s, ES) de GL(n, k) 
dans GL(n.d, Cl. Soient enfin (~) une base de,Z-module de 0, et A la matrice 
(s,(CXj)' In). On sait qu'elle est inversible. Il existe un sous-groupe G' de GL(n.d, C) 
défini sur Q, tel que : 

(1) 

Le groupe G' est isomorphe sur C au produit des'G (s ES). Enfin, soitJ l'ensemble 
des places archimédiennes de k. On identifie J à une partie de S formée des Tl places 
réelles et d'un représentant de chaque paire d'éléments complexes et complexes 
conjugués de S. Désignons par G. (s EJ) le groupe 'GB (resp. 'Ge) si s est réelle 
(resp. complexe). Alors : 

(2) GR ~ n G •• 
'EJ 

Le groupe G' est le groupe Rk/Q G obtenu par restriction des scalaires de k à Q 
à partir de G. 
Si f: G -+ H est un k-morphisme de k-groupes, alors on en déduit canoniquement 
un Q-homomorphisme RklQf: R klQ G _ Rk/Q H. Sur C, c'est le produit des 
conjugués ".f: BG _'H de f 
Supposons k imaginaire quadratique. Alors J comprend une place complexe. 
On a GR ~ Ge. On passe de G à GR en associant à g = x + iy (x,y EII(n, R» 
la matrice ( x Y). Remarquons que, dans ce cas, Go est discret dans G. En 

-y x 
général, il n'en est pas ainsi, mais Go s'identifie à un sous-groupe discret de n G, 

.EJ 
par l'application « diagonale» t. Un peu plus généralement, si J'est une partie 
de J telle que G. soit compact pour SE], S ~ J', alors la projection de t(Go) dans 
le produit des facteurs G. (s ET) est discrète. 

Note bibliographique 

Pour plus de détails sur les notions ou résultats rappelés ici sans démonstration, on renvoie à [1,9]. 
En fait, ces exposés s'attachent à développer une théorie valable en toute éaractéristique, alors qu~, 
pour les besoins de ce livre, la caractéristique zéro suffit amplement. Le lecteur qui préfère se 
restreindre à cette dernière, et se baser sur les livre. de Chevalley [9] prendra garde au fait qu'il 
ya une légère différence entre les notions de groupe algébrique sur un corps k de [9] et celle de k-groupe 
algébrique au sens de 7. 1. 
Le théorème de 7.15 a été démontré tout d'abord pour les algèbres de Lie algébriques par Chevalley. 
La version globale a été établie par Mostow [20] dans le cadre de [9], ce qui implique que Gk est 
Zariski-dense dans G. Le passage de là au cas général est donné dans [6, § 5.1]. Le théorème de 7.10 (2) 
a été démontré par M. Nagata [23] et D. Mumford [22, Chap. !, Theorem 1.1, p. 26]. 
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§ 8. Critère de compacité 

On a déjà remarqué (cf. § 1) que l'ensemble !Il des réseaux de R" s'identifie canoni
quement à GL(n, R)/GL(n, Z), ce qui permet de le munir de la topologie naturelle 
de cet espace quotient. Si Ge GL(n, C) est un groupe algébrique, ~/Gz se plonge 
de façon évidente dans !Il. 

8.1. PROPOSITION. Soit Ge GL(n, C) un Q-groupe algébrique qui est soit réductif, soit 
sans caractère rationnel défini sur Q non trivial. Alors ~/Gz estfermé dans !Il. 

Il s'agit de prouver que GR' GL(n, Z) est fermé dans GL(n, R). Dans les deux 
cas envisagés ici, G possède, vu 7.7, 7.9, la propriété : 

(P) Il existe une représentation à droite TI: GL(n, C) ~ GL(V) définie sur Q, 
et un élément v EV Q dont le groupe d'isotropie est G. 
D'après 7.13, il existe un réseau L de VQ, contenant v et stable par GL(n,Z), ce 
qui montre que v.GL(n,Z) est fermé dans VR. Or ~.GL(n,Z) est l'image 
réciproque de v. GL(n, Z) dans GL(n, R) par l'application g ~ v.g de GL(n, R) 
dans VR; par suite, ~.GL(n, Z) est fermé. 

8.2. PRoposmoN. Soient Ge GL(n, C) un Q-groupe algébrique réductif, r un sous-groupe 
arithmétique de G, et M une partie de GR' Les assertions suivantes sont équivalentes: 

(i) M est relativement compact modulo r. 
(ii) M est relativement compact modulo tout sous-groupe arithmétique de G. 

(iii) 1 det g 1 est borné suPérieurement sur M et il existe une constante c > 0 telle que 
Ilg(x)Il ;;;:; c lorsque gEM et XEZ"-{O}. 
(iv) Idetgl est borné supérieurement sur M; si (Vi) et (gi) (j = 1,2, ... ) sont des 
suites d'élémenlsd'un réseau L de Q" et de M respectivement telles que gi.vi ~ 0, lorsque 
j ~ 00, alors Vi = 0 pour j assez grand. 

D'après 8.1, l'image de GR/GZ dans .rJl est fermée dans .rJl. 
L'équivalence de (i) et (ii) résulte de ce que deux sous-groupes arithmétiques sont 
commensurables. Nous ramenant au cas où r = Gz, on voit que (i) équivaut 
à dire que l'image de M dans f!l est relativement compacte. Les assertions (iii) et (iv) 
ne sont que des traductions du critère de Mahler (1.9), appliqué à M. 

8.3. LEMME. Soient G un Q-groupe algébrique, r un sous-groupe arithmétique, 

TI: G ~GL(V) 

une représentation de G définie sur Q. Si GBtr est compact, alors 7t(GB). v est fermée dans VB 
pour tout v EV Q' 
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Par hypothèse GR = c.r, où Cestcompact, d'où 1t(Ga).v = 1t(C).(1t(r) .v)). 
Il suffit donc de faire voir que 7t(r).v est fermé; ce qui résulte de 7.13 (1). 

Remarque. Ce lemme est en fait conséquence de 7.13 et de la remarque élémentaire 
suivante. Soient G un groupe localement compact, H un sous-groupe tel que G/H 
soit compact. Soient M un espace localement compact sur lequel G opère et m E M 
un point dont l'orbite par H est fermée. Alors G.m est fermée. 
Si H est discret, cela montre en particulier, en faisant agir G sur lui-même par 
automorphismes intérieurs, que la classe de conjugaison de tout élément de H est 
fermée dans G. 

8.4. THÉORÈME. Soient Ge GL(n, C) un Q-groupe réductif et r un sous-groupe arith
métique de G. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) GRJr est compact; 
(ii) X(GO)Q = {l}, et tout élément de GQ est semi-simple. 

Montrons tout d'abord que l'on peut se ramener au cas où G est connexe. 
Le groupe (GO)R est ouvert et fermé, invariant, d'indice fini dans Ga, donc 
(GO) RI cr () GO) est ouvert et fermé dans GRJr, et ce dernier est réunion d'un 
nombre fini de translatés de (G~)/(r () GO); par suite, (i) pour G équivaut à (i) 
pour GO. D'autre part, en caractéristique zéro, un élément d'ordre fini est toujours 
semi-simple, donc, vu 7.3, si GQ contient un élément u f: 1 non semi-simple, 
toute puissance uln (m f: 0) de u est non semi-simple; comme um E GO pour 
m convenable, il s'ensuit que (ii) pour G est équivalent à (ii) pour GO. 
Nous supposons dorénavant G connexe. 
(i) => (ii). Soit A: G -+ GL(l) un caractère défini sur Q de G et soit v E Q". 
D'après 8.3, A(GR). v est fermé dans R; d'autre part, si A est non trivial, cette 
orbite contient au moins les nombres réels> 0, mais non l'origine, donc n'est pas 
fermée, d'où A = 1. 
Si l'on applique 8.3 à la représentation de G obtenue en faisant opérer G sur M(n, C) 
par automorphismes intérieurs, on voit que les classes de conjugaison des éléments 
de GQ sont fermées. Or, soit U E GQ un élément unipotent f: 1. D'après un théorème 
de Jacobson-Morosow (voir p. ex., Jacobson, Lie algebras, Intersc. Publ., New York, 
1962, Lemma 7, p. 98), on peut trouver un morphisme cr: SL2 -+ G qui applique 

(~ ~) = Uo sur u. La classe de conjugaison de uo dans SL(2, R) contient les matrices: 

(~ t~l) .uo· e~l ~) = (~ t1
2

) 

donc admet l'élément neutre dans son adhérence. Il en est alors de même pour 
l'orbite de la classe de conjugaison d~ u dans GR' Par suite, GQ ne possède pas 
d'élément unipotent f: l, donc est formé d'éléments semi-simples (7.3). 
(ii) => (i). Nous considérons tout d'abord le cas où G est de centre réduit à {e}. 
Le groupe G est alors semi-simple et, de plus, la représentation adjointe Ad de G 
dans son algèbre de Lie 9 est fidèle; comme elle est définie sur Q, on peut supposer 
que r est le groupe de stabilité d'un réseau L de !JQ' Il suffit de faire voir que les 
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conditions de 8.2 (iv) sont remplies. La première l'est puisque G est semi-simple, 
donc 1 det g 1 = 1 pour tout g e G. Écrivons le polynôme caractéristique de 
x e g sous la forme : 

det (adx-T.I) = (-T)" + ~P,(x).Tn-l, 
où T est une indéterminée. Les' P,(x) sont des polynômes à coefficients rationnels, 
par rapport à une base de g formée d'éléments de L. Soit P = ~ Pro Si xeL-{O}, 

, . i 
alors ad x n'est pas nilpotent puisque gQ ne contient pas d'élément nilpotent # 0, 
donc P(x) # O. Mais P est à coefficients rationnels, et peut s'écrire sous la forme 
P'(x) .q, où P' est à coefficients entiers, et qe Q'. Il existe donc un nombre c> ° 
tel que xe L - {O} entraîne P(x) 6; c. Or si (g;) et (v;) sont des suites d'éléments 
de GR et de L telles que Ad gi(v;) ~ 0, on a : 

PCv;) = P(Ad gi(v;» :-+ 0, 

ce qui entraîne Vj = ° pour j suffisamment grand. 
Nous passons maintenant au cas général. Soit G' = GjZ(G) le quotient de G par 
son centre et (cf. 7.13), soit r' un sous-groupe arithmétique de G' contenant 
l'image de r par la projection canonique 7t. Montrons que G' vérifie (ii). Comme 
G'o = 7t(GO), il est clair que X(G'O)Q = {I}. Supposons que GQ contienne un 
élément # e non semi-simple. Alors (7.3), il contient un élément unipotent =F e, 
donc d'ordre infini, et Ga' contient aussi un élément x # e unipotent. Ce dernier 
fait nécessairement partie du groupe déliivé !)G'o = H de G'o, donc log x est un 
élément nilpotent de l)Q' Comme 7t est une isogénie de !)Go sur !)G'o, il s'ensuit 
que l'algèbre de Lie de !)Go contient un élément x # 0, rationnel sur Q et nilpotent. 
Alors exp x est un élément unipotent =F e de GQ, ce qui est en contradiction avec 
l'hypothèse faite sur G. 
D'après ce qui a été déjà démontré, le quotient G~Jr' est compact. Comme l'image 
de GRJr dans GiJr' est fermée (7.4), il suffit de montrer que l'application natu
relle GRW -+ GRW' est propre. Cela résultera de la proposition plus générale 
suivante : 

8.5. PROPOSITION. Soient G, G' des Q-groupes, 7t: G -+ G' un Q-morphisme surjectif. 
On suppose G réductif, X(GO)Q = 1 et ker 7t commutatif. Soient r, r' des sous-groupes 
arithmétiques de G et G' tels que 7t(r) C r' et soit D = 7t-1(r') (\ GR' Alors DJr est 
compact, et l'application GRJr -+ GRJr' difinie par 7t est propre. 

L'application ~Jr -+ G~Jr' se factorise en ~Jr -+ GR/D -+ G~/r'. La 
première de ces applications est une fibration de fibre Djr, et est propre si, et seule
ment si, D/r est compacte. La deuxième est une injection sur un ensemble fermé, 
donc est propre. Comme un composé d'applications propres est propre, _nest 
ramené à faire voir que D/r est compact. 
Deux sous-groupes arithmétiques d'un Q-groupe étant commensurables, on voit 
tout de suite que si notre conclusion est vraie pour une paire de groupes arithmé
tiques, elle l'est pour toute autre paire. De plus, vu que GO est d'indice fini dans G, 
on se ramène immédiatement au cas où G est connexe. Alors ker 7t est contenu 

~ . 
dans le centre C de G et la projection G -+ G/C se factorise par n. Soit r' un 
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sous-groupe arithmétique de G' = G/C contenant l'image de r' (cf. 7.13). On a 
les applications : 

Pour montrer que ct est propre, il suffit de faire voir que ~ 0 ct l'est, ce qui nous ramène 
au cas où G' = G/C. Nous devons prouver que DJr est compact. Pour cela, 
considérons un plongement i : G -+ GL(n, C) défini surQ. Le centre C de G définit 
une famille commutative d'endomorphismes semi-simples de C". Ce dernier est donc 
un C-module semi-simple, et le commutant A de C dans M(n, C) est une C-algèbre 
et un anneau semi-simple, contenant G. Pour tout g E G, désignons par ~(g) 
l'automorphisme intérieur x ~ g.x .g-l de A. L'application ~: g ~ ~(g) est un 
morphisme défini sur Q de G dans GL(A), dont l'image s'identifie à G' = G/C. 
L'intersection L = M(n, Z) ('\ A est un ordre de ~, et en particulier un réseau 
de AQ' On identifie GL(A) à GL(m, C) (m = dim A)à l'aide d'une base de L, 
et on prend pour r et r' les groupes Gz et GZ respectivement. On a bien ~(r) C r' ; 
de plus, D = {g E GR' g.L.g-l = L}. 
Pour montrer que D/r est compact, on appliquera le critère de Mahler à G opérant 
sur A par translations à gauche. On note ,,(g) la translation à gauche de A définie 
par g E G. Soit 9t l'espace des réseaux de AR' Comme A contient l'identité, le 
groupe de stabilité de L dans Ga n'est autre que r. Le groupe X(G)Q est trivial 
par hypothèse, donc detÀ(g) = 1 (g E G). Par suite (8.1), GaJr est fermé dans 9t 
et, vu 8.2, il suffit de vérifier que si (Xi) et (gi) sont des suites d'éléments de L et D 
respectivement telles que gi .xi -+ 0, alors Xj = 0 pour j assez grand. 
Pour cela on peut remplacer L par un sous-réseau arbitraire., Or, A est somme 
directe de ses idéaux bilatères minimaux définis sur Q, et la somme directe des 
L ('\"' = L. est un réseau de AQ contenu dans L. Il s'ensuit que l'on peut se 
borner au cas où {xi} est une suite d'éléments de Li> pour i fixé. Mettons sur AR la 
norme: 

lia Il = tr la.a. 
On a 

(1) Ila.bll ~ lIall·llbll, Ila.bll = Ilb.all· 

Il suffit de faire voir : 

(*) Il existe une constante c>O telle que Ild.xll ~ C (dED, xELi) entraîne 
x = O. 
D'après le théorème de Hermite (1.8), il existe une constante Cl >.0 telle 'que 

min Ilg.xll ~ c1·ldetgl1/n (g E GL(A; R), Il = dim .,\). 
"ELi-{O} • 

Comme det g = 1 si- g E G, cela montre que, étant donné d e D, on peut trouver 
un élément Zd e Li - {O} tel que Il Zd' d-1 11 ~ Cl' Choisissons une base (YI) de Li 
et soient: 

C2 = min Ilxll, 
"eLi-{O} 

C3 = max IIYI Il. 

Nous voulons montrer maintenant que (*) est vraie pour tout C vérifiant 
0<C<C2/C1 C3 • Soient donc deD et xeL j tels que Ild.xll ~ C. Le réseau L; 
étant un ordre de ",.Q, on a X'YI,Zà e Li' d'où, par définition de.D : 

d.X'YI,Zd.d-1 EL ('\ Ai = Li' 
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Zd étant comme plus haut. Vu (1) et les propriétés des c., cela entraîne 

IId.x.y"Zd.d-11l ~ IId.xlllly"I·lIzd·d-1ll < Cil' 

d.X.y"Zd.d-1 = 0, 

X.y"Zd = O. 
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Cela valant pour tout élément Y, de la base donnée de Li> il s'ensuit que 
X.A;,Zd.A; = O. Mais Zd est non nul, rationnel sur Q, et A; est un idéal bilatère 
minimal sur Q, donc ~,Zd'~ = Ai' et finalement x.~ = 0, d'où x = O. 

8.60 Exemples. Nous d6nnons ici quelques cas classiques de compacité qui résultent 
de 8.4," mais étaient bien entendu connus avant, et ont en fait suggéré son énoncé. 
(1) Soient F une forme quadratique non dégénérée sur un Q-espace vectoriel V Q 

et G == O(F) le groupe orthogonal de F. Soit r un sous-groupe arithmétique de G, 
par exemple le groupe des unités d'un réseau L de VQ (cf. § 5). Alors ~tr est 
compact si, et seulemept si, « F ne représente pas zéro rationnellement », c'est-à-dire 
F(x) = 0, (x E VQ), entraîne x = O. 
Poui déduire cette assertion de 8.4, il suffit de montrer que la condition imposée' 
àF équivaut à : GQ est formé d'éléments semi"simples et X(GO)Q == { 1 }. 
Soit n = dim V ~ 3. Alors G est semi-simple, donc X(GO) ~ { l}. Soit g E GQ 
unipotent. Il existe donc VI E V Q - { O} fixe par g. Si VI Ii' est pas isotrope. V est 

. somme directe du sous-espace VI engendré par VI et de son complément ortho
gonal V~, qui est stable par g. Il existe donc VII E V~ - {O} fixe par g. En raisonnant 
par récurrence, on voit ainsi que si F ne représente pas zéro rationnellement, alors 
g = l, donc (7.3) GQ est formé d'éléments semi-simples. Réciproquement, si V 
contient un vecteur isotrope non nul, il est élémentaire que F est équivalente, ·sur Q, 
à une ·forme du type x.y + FI' Le groupe G contient donc un Q-sous-groupe 
isomorphe sur Q au groupe orthogonal de la forme x.y + Z2, donc au quotient 
de BLz par son centre. Par suite GQ contient des éléments unipotents f: 1. 
Si n = -2, alors GO est un tore de dimension un, donc GQ est formé d'éléments 
semi-simples. On voit facilement que les conditions suivantes sont équivalentes.: 

(i) F représente zéro rationnellement; (ii) F est équivalente sur Q à la forme x.y; 
(iii) GO est isomorphe sur Q au groupe multiplicatif C'; et on verra ou rappellera 
dans le § 10 que (iii) équivaut à X{GO)Q f: {l}. 

(2) Soit k un corps de nombres de degré d sur Q. Soient G' le tore associé à k (cf. § 7), 
G le groupe des éléments de norme 1 de G', et r le groupe des unités de k. 
On VQit facilement que X(G)Q = {l}. Comme GQ s'identifie à 'k o , il ést formé d'élé
ments semi-simples, donc (théor. 8.4), GRtr est compact. 
D'autre part, 0Il: vérifie que GR = (ROy. X (Co)'~, où Tl (resp. T2) est le nombre 
d'isomorphismes distincts de k. dans R (resp. le nombre de paires d'isomorphismes 
complexes conjugués de k dans C), donc que ~ est isomorphe, en tant que groupe 
de Lie réel, au produit R,·+<·-l X 80(2)". La compacité de ~tr signifie donc 
que, modulo torsion, r est un groupe commutatif libre·à Tl + T2 - 1 génératèur3, 
ce qui est la partie essentielle du théorème des unités de Dirichlet. 
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(3) Soient G' le groupe des éléments inversibles de Ac, où A est une Q-algèbre 
de dimension finie, r le groupe des unités d'un réseau de Aq et soit G le groupe 
des éléments de norme réduite 1 (cf. § 7). ' 
On vérifie que Aq est une algèbre à division, si, et seulement si, GQ est formé d'élé
ments semi-simples et X(G)Q = {l}. Par conséquent, si Aq est une algèbre à divi
sion, GaJr est compact (Théor. de Fraulein Hey): 

8.7. THÉORÈME. Soient G un Q-groupe et r un sous-groupe arithmétique de G. Alors les 
conditions suivantes sont équivalentes: . 

(i) GRJr est compact, 
(ii) X(GO)Q = { l}, et tout élément unipotent de G Q fait partie dù radical unipotent (7.15) 
de G. 

(a) G est unipotent. Alors (ii) est toujours vérifiée (pour la première partie, 
cela résulte de 7.3), et on a à montrer que GRJr est compact. Vu 8. 1 et 8.2, il 
suffit de faire voir que si 7t : G -+ GL(V) est un Q-morphisme, L un réseau de V Q 

et (gj)' (vJ des suites d'éléments de GR et L vérifiant 7t(gj) ,Vj -+ 0, alors Vi = 0 
pour j assez grand. 
Pour cela on procède par récurrence sur dim V. Dans toute Q-représentation, le 
groupe G, étant unipotent, admet un vecteur fixe #: 0, rationnel sur Q. ,En parti
culier, il existe sur V une forme linéaire À # 0, définie sur Q, invariante par G. 
De À(7t(g;) .v;) -+ 0, on, déduit alors que Vj E ker À, donc que Vj fait partie d'un 
Q-sous-espàce propre de V stable par G, pour j assez grand. On peut alors appliquer 
l'hypothèse de récurrence. 
(h) Cas général. On peut écrire G = H.N où H est un Q-groupe réductif et N est 
un Q-sous-groupe normal connexe unipotent (7.15). Vu 7.13, on,peut prendre 
comme groupe arithmétique un produit semi-direct r = rl.rll, où rI (resp. r ll) 

est un groupe arithmétique de H (resp. N). On a vu que NRJP2 est compact. Il est 
alors immédiat que GR/r est compact si, et seulement si, HR/rll'est. D'autre part, 
X(N) = { l}, donc X(GO) = X(HO) ce qui, compte tenu de 7.3, montre que (ii) 
pour G équivaut à (ii) pour H. On est ramené à 8.4. 

8.8. Remarque. La démonstration de 8.4 est remarquablement simple lorsque G est 
de centre réduit à l'élément neutre. Le raisonnement fait dans ce cas s'étendrait 
facilement au cas général si l'une quelconque des quatre assertions suivantes était 
vraie, pour k = Q. 
Soientk un corps parfait et G un k-groupe réçluctif connexe tel que X(G)k = {l} et 
dont les éléments rationnels sur k sont semi-simples. Alors : 

(a) Il existe une k-représentation fidèle 7t : G -+ GL(V) telle que l'orbite 7t(G). v 
de tout élément de Vk n'admette pas l'origine dans son adhérence (en topologie 
de Zariski); 
(h) Il existe une k-représentation fidèle 7t: G -+ GL(V) telle que 7t(G).v soit 
fermée, quel que soit v E Vk ; 

(c) Pour toute k-représentation 7t: G -+ GL(V), et tout v E Vk - {o} l'orbite 
7t(G) . V n'est pas adhérente à l'origine; 



8.9 CRITÈRE DE COMPACITÉ 59 

(d) Pour toutek-représentation 1t: G -+ GL(V) et tout v E V k , l'orbite 1t(G).v 
est fermée. 

Je ne sais pas si ces assertions sont vraies, même lorsque k = Q. Par ailleurs, la 
question peut se poser aussi pour un corps non parfait, en remplaçant l'hypothèse 
faite sur G par: G est anisotrope sur k (cf. § 10). Des exemples montrent que (c) 
et (d) sont inexactes dans ce cas. 
Montrons comment (a) pour k = Q entraînerait 8.4. Soient Pi (1 ~ i ~ m) des 
polynômes homogènes à coefficients rationnels sur V, invariants par G, et qui 
engendrent l'anneau J des invariants de G (7.6), et soit P = ~ Pro Comme les 

. i 
polynômes invariants séparent les ensembles fermés stables disjoints (7.6), la condi-
tion imposée à 1t entraîne que P(x) #- 0 si x EV Q - {O}. Par suite, étant donné un 
réseau L de V Q' il existe une constante c > 0 telle que P(x) ~ c pour XE L - {O}. 
Si (g;) E GR et (Vi) EL (j = l, 2, ... ) sont tels que 1t(gj)' Vi -+ 0, on a alors 
P(1t(gj)' Vj) = PCv;) -+ 0, donc Vj = 0 pour j assez grand, et le critère de Mahler 
est vérifié. 
Nous terminons ce paragraphe en démontrant, à l'aide de 8.5, un théorème sur 
les isogénies de Q-groupes. 

8.9. THÉORÈME. Soient G, G' des Q-gtoupes, r: G -+ G' une isogénie définie SUT Q 
et r un groupe arithmétique de G. Alors rer) est un groupe arithmétique de G'. 

Il est clair qu'il suffit de considérer le cas où G est connexe. On peut trouver 
(7.13) un sous-groupe arithmétique r' de G' contenant r(r), et nous devons montrer 
que rer) est d'indice fini dans r'. . 
Supposons tout d'abord G réductif et X(G)Q ={ l}. D'après 8.5, le quotient 
(,-I(r') () ~)jr est compact. Le noyau de r étant fini, le groupe ,-1er') est 
discret, le quotient précédent est en fait fini, et rer) est d'indice fini dans 

H = r(r- l (r) () GR)' 

Mais, comme r(GR) est d'indice fini dans Gi (7.4), il est clair que H est d'indice 
fini dans r'. Soit maintenant G réductif. Posons: 

G I = ( n kerx)O, 
x EX(G)Q 

G~ = ( n kerx)o. 
xEX(G')Q 

Pour tout caractère XE X(G)Q on a X(Gz) = ± l, donc G1 () r est d'indice 
fini dans r, et de même G~ () r' est d'indice fini dans r'. D'autre part, il résulte 
de faits élémentaires sur les caractères, qui seront rappelés ou démontrés dans le § 10, 
que r(GI) = G~ et X(GI)Q = {l}. On est donc ramené au premier cas considérr!-. 
Dans le cas général, on a la décomposition G = H. N, avec H réductif, N unipotent 
distingué, de 7.15 et l'on peut supposer que r = r l .r2 est le produit semi-direct 
d'un groupe arithmétique rI de H et d'un groupe arithmétique r 2 de N (7.13). 
Le groupe G' est le produit semi-direct de H' = T(H) et de N' = r(N). D'après 
ce"qui a été déjà démontré, T(rI) est un sous-groupe arithmétique de H'. D'autre 
part, ker r () N = {e}, puisque ker r est fini, donc T est un isomorphisme de N 
sur N', et, vu 7.13, r(1'2) est un sous-groupe arithmétique de N'. Alors (7.13), 
rer) = rerl) .r(r2) est un sous-groupe arithmétique de G'. 
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8.10. COROLLAIRE. Supposons que G soit le produit presque direct de Q-sous-groupes distin
gués G. (1 ~ i ~ ml. Alors r est commensurable au groupe r' engendré par les intersections 
ri = r fi G. et ri est arithmétique dans G, (1 ~ i ~ ml. 

Il suffit de considérer le cas où Ge GL .. et r = Gz. Alors ri = G;z,donc 
ri est arithmétique. L'application produit v des inclusions G, ~ G est une Q-iso
génie de G1 X ... X Gm sur G, donc r' = v(G1Z X .•. X GmZ) est arith
métique d'après 8.9, et est par suite commensurable à r. 

8.11. Remarque. Le théorème 8.9 s'étend facilement au cas d'un Q-morphisme 
surjectif r, .[4]. Nous nous bornons ici à indiquer la démonstration lorsque G est 
réductif connexe. Soit N la composante neutre du noyau de r. C'est un Q-sous-groupe 
distingué. Comme G est réductif, il existe un Q-sous-groupe distingué connexe N' 
de G tel que G soit produit presque direct de N et N'. D'après 8.10, r est commen
surable à (N fi r) . (N' fi r) et N' fi r est arithmétique dans N'. Le groupe r(r) 
est commensurable à r(N' fi r)' Comme la restriction de r à N'est une Q-isogénie 
de N' sur G', r(N' fi r) est arithmétique (8.9), donc r(r) est arithmétique. 

Note bibliographique 

On a déjà mentionné en 8.6 deux antécédents du critère de compacité: l'un est le théorème des 
unités de Dirichlet et sa généralisation aux algèbres à division; l'autre concerne les groupes d'unités 
de formes quadratiques ou hermitiennes qui ne représentent pas zéro rationnellement, dont on trouve 
des exemples déjà dans Fricke-Klein [11], puis dans les travaux de Siegel (par exemple [30]) et de 
ses élèves. Un théorème général sur les algèbres à involution, qui englobe les cas classiques, se trouve 
dans [32]. 
L'énoncé de 8.4 a été conjecturé par R. Godement, et prouvé dans [5], puis dans [2lJ. C'est cette 
dernière démonstration qui a été exposée' ici. Dans ces deux articles, on considère aussi le cas général 
de 8.5. Le théorème 8.9 est prouvé, d'une-autre manière, dans [5, § 6.11]. 

§ 9. EnseIllbles fondaIllentaux (preIllier type) 

9.1. DÉFINITION. On dit qu'un sous-group-e G de GL(n, R) est auto-adjoint par 
rapport à une forme bilinéaire symétrique positive non dégénérée Q sur R" si, 
pour tout g E G, l'adjoint de g par rapport à Q est encore dans G. En particulier 
si Qest la forme unité, on dira simplement auto-adjoint. 
L'adjoint d'un élément a de GL(n, R) par rapport à la forme unité est le transposé la 

de a. 

9.2. PROPOSITION. Soit G Un sous-groupe algébrique semi-simPle de GL(n, R) défini sur R. 
Il existe un élément u E GL(n, R) tel que uGR u-1 soit auto-adjoint. 
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Il revient ·au même de prouver que GR est auto-adjoint par rapport à une 
forme positive non dégénérée convenable. La démonstration sera précédée de 
deux lemmes. 

9.3. LEMME. Soient H un sous-groupe auto-adjoint de GL(n, R) et M un sous-groupe 
algébrique de GL(n, R) difini sur R tel ql./e H soit d'indice fini dans MR • Alors H = K. P 
où K = O(n) n H et P = S n H, S désignant l'espace des matrices symétriques positives 
non dégénérées. On a P = exp p où p est l'intersection de l'algèbre de Lie 1) de H avec 
l'espace s des matrices symétriques, et K est un sous-groupe compact maximal de H. 

Rappelons que gI(n, R) se décompose en la somme directe de l'algèbre de Lie 
de O(n) et de s, que GL(n, R) = O(n) . S, tout g E GL(n, R) s'écrivant de manière 
unique comme produit d'un élément de O(n) et d'un élément de S, dépendant 
continûment de g, et enfin que l'exponèntielle définit un homéomorphisme de s 
sur S. D'autre part, tout sous-groupe de S relativement compact est réduit à {e}. 
Le lemme 9.3 se ramène donc à l'assertion suivante : si g = k. s est un élément 
de H (k E O(n), SES) alors SE H et s = exp X, XE p. Or tg = s.k-1, et 
s2 = g. tg. est donc un élément de H par hypothèse. Plus généralement pour tout 
entier n, S2" E H. On peut écrire s = exp X où X ES. Montrons que pour tER, 
exp tX est dans M. Comme M est défini par des équations polynômes et que s peut 
être supposé diagonal, on voit que l'on est ramené à l'assertion suivante (qui est 
immédiate) : si P est un polynôme à r variables, la relation 

P(e""'I, e1U:g, ••• , en",) = 0 (n EZ) 

entraîne 
(t ER). 

Ainsi exp tX appartient à M donc à MR pour tout tER. Comme H est d'indice 
fini dans MR' exp tX EH, d'où X E 1). Enfin, soit L est un sous-groupe compact 
de GR. Alors un élément Je de Ln Pest semi-simple, de valeurs propres réelles, 
positives de module un, donc Je = e, et L n P = {e}. Par conséquent, K est 
compact maximal. 

9.4. LEMME. Il existe un u E GL(n, R) tel que u.ai.u-1 soit auto-adjoint. 

Soit en effet 9 = f + p une décomposition de Cartan de l'algèbre de Lie g 
de G. 
La forme compacte f + ip engendre dans GL(n, C) un groupe compact qui est 
conjugué à un groupe unitaire. On voit donc qu'après conjugaison, on peut supposer 
que l'on a .: 

fC o(n) et l'Cs. 

Le groupe G~ est engendré par exp f et exp p ; il est donc auto-adjoint. 

9.5. Démonstration de 9.2. D'après 9.3 et 9.4, on peut supposer, quitte à remplacer 
GR par un conjugué, que ai = K. P où K est le groupe engendré par f = o(n) n g, 
et P = exp p, (p = 9 n $). 
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Montrons que K est son groupe normalisateur dans G~. Il suffit de faire voir que 
pr.Norm(K) ={e}. Soient pEPr.Norm(K) et kEK; alors: 

k.p = p.k' = k' .k'-l.p.k' (k' E K) 

d'où k = k' et p = k'-l.p.k'. Ainsi p centralise K. L'unique élément XE P 
tel que p = exp X fait alors partie du centralisateur de f. Mais on sait que f est 
son propre normalisateur dans 9 d'où X = 0 et p = e. 
Désignons par K' le normalisateur de K dans GR' On a donc K' n ~ = K. 
Comme les décompositions de Cartan de 9 sont conjuguées par automorphismes 
intérieurs de Cft, on a ~ = K'. G~ = K' . P; Il s'ensuit que 

K'/K = K'/(K' r. G~) = ~/Gi 

est fini et que K' est compact. Soit Q la moyenne des transformées de la forme 
unité par K'/K. C'est une forme symétrique positive non dégénérée invariante 
par K'. D'autre part, K' normalise p (qui est le complément orthogonal de f par 
rapport à la forme de Killing), donc aussi P. Les éléments de P sont donc auto
adjoints par rapport à Q. Comme GR = K' . P, la proposition 9.2 est démontrée. 

9.6. DÉFINITION. Soient G un groupe algébrique défini sur Q, r un sous-groupe 
arithmétique de G. On dit qu'un ensemble n C GR est fondamental pour r s'il 
vérifie les conditions suivantes : 

(Fo) K.n = n pour un sous-groupe compact maximal K convenable de GR; 
(Fl) n.r =~; 
(Fa) Pour tout b de GQ l'ensemble des y de r tels que n.b r. n.y est non vide, 
est fini «( Propriété de Siegel »). 

Par exemple les domaines de Siegel assez grands sont des ensembles fondamentaux 
pour r = GL(!l, Z) dans GL(n, R) (cf. §§ let 4). 

9.7. Remarques. (1) La propriété (Fa) est équivalente à la propriété apparemment 
plus forte: 

(Fa)' Soit C une partie finie de GQ • L'ensemble des y Er tels que: 

n.c r.n.c.y "" 0 

est fini. 

En effet, soit r'=rr.( n c-l.r.c). Ce groupe vérifie r'.c-Icc-1.r. et, 
cEe . 

vu 7.13, est arithmétique, donc d'indice fini dans r. Soit D une partie finie de r 
telle que r = D.r'. Si y = d.y' (d E D, y' Er') et Cl' Ca E C sont tels que 
nCl r. n.ca.d.y' "" 0, alors on a : 

Si n vérifie (Fa), il n'y a alors qu'un nombre fini de possibilités pour YI' d'où (Fa)'. 
(2) Une des raisons pour laquelle on impose (Fs) pour tout b E GQ, et non pas 
seulement pour b = e, est que l'existence d'un ensemble fondamental pour un 
groupe arithmétique de G implique son, existence pour tout groupe arithmétique 
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de G. Pour le voir, il suffit de montrer que si r C r' sont deux groupes arithmétiques, 
alors r possède un ensemble fondamental si, et seulement si, r' en a un. 
Soit n un ensemble fondamental pour r. Il vérifie afortiori (Fo) et (FI) pour r'. 
Il existe une partie finie C de GQ telle que r' = c.r. Si y' = c.y (c E C, Y Er) 
est tel que n. h n ny' '# 0, alors nh n nCy '# 0, donc y varie dans un ensemble 
fini (cf. (1». 
Réciproquement, soit n' fondamental pour r', et soit n = n'.c. Il vérifie (Fo) 
et (FI) pour r. Vu (1), il vérifie (F2) pour r', donc afortiori pour r. 

9.8. THÉORÈME. Soient G un Q-groupe algéhrique semi-simple de GL(n, C), r un groupe 
arithmétique de G et 6 un ensemhle de Siegel standard dans GL(n, R) fondamental pour 
GL(n,Z). Soit uEGL(n,R) tel que u.Ga.u- l soit auto-adjoint (9.2). Alors il existe 

une partie finie BC GL(n,Z) telle que n = n (u- I .6.h) n Ga soit un ensemhle 
fondamental pour r dans Ga. . b E B 

On peut supposer (cf. remarque précédente) que r = Gz. On peut trouver 
une représentation à droite définie sur Q de GL(n, C) dans un espace vectoriel V, 
un réseau L deVQ stable par GL(n, Z), un point v EL tels que v.GL(n, R) soit 
fermé et que le groupe d'isotropie de v dans GL(n, R) soit GR (cf. § 7). . 
Alors v' = vu-1 admet uGa u-1 comme groupe d'isotropie. D'après le lemme de 
finitude du paragraphe 6, l'ensemble (v' .6) n L est fini. (La condition de diago
nalisation (iii) de ce lemme est vérifiée puisque p est définie sur Q.) A fortiori, 
(v'.6) n (v.GL(n,Z» est un ensemble fini. Soient v.hï!' ... , V.h;;.l les points de 
cet ensemble (h, EGL(n,Z». Posons H = u.Ga. C'est évidemment l'ensemble 
des g E GL(n. R) tels que v'.g = v. 
Tout hE H s'écrit h = s.h où SE 6 et hE GL(n, Z). De v' .s.h = v, on tire 
v'.s = v.h- l • Ceci est donc un élément de (v' 6) () (v.GL(n, Z» et il existe i 
tel.que : 

Alors V.h;l.h = v, de sorte que h;l.h est dans GR n GL(n, Z), donc hE h;.Gz. 
Finalement : 

He U6h,Gz , 
Ga = u-l.HC (yu-16h;) .Gz· 

Posons n = U (u-1 6h, n GR)' 
i 

On va prouver que n est dans GR un ensemble fondamental pour Gz. On a déjà vu 
que n vérifie (FI)' 
Prouvons (Fo)' D'après la proposition 9.2, u.Ga.u-l admet un sous-groupe compact 
maximal K' cohtenu dans O(n). En particulier, K /.6 = 6. Alors KI = u- l K' u 
est un sous-groupe compact maximal de Ga et qui vérifie (Fo). 
Reste (F 2)' Si n. h n n. y '# 0, on peut trouver des indices (et J; tels que : 

u-16.h;.h n u-1 .6.hj .y 1: 0, 

soit encore : 
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Une variante immédiate du corollaire du théorème de Siegel' (cf. § 4) montre que 
l'ensemble, des y vérifiant cette relation est fini, d'où le résultat. 

9.9. Remarque. La proposition 9.2 est en fait valable pour tout Q-groupe réductif. 
En admettant cela, on voit que le théorème et sa démonstration subsistent sans 
changement lorsque G est un Q-groupe réductif. En v.tilisant 7.15, on passe sans 
difficulté de là au cas d'un Q-groupe quelconque. En effet, si G = H.N (H réductif, 
N unipotent distingué, H, N définis sur Q), alors on peut prendre pour r le produit 
semi-direct -r = ri' r 2 d'un groupe arithmétique ri de H par un groupe arith
métique r 2 de N. 
Soient .01 un ensemble fondamental pour rI dans HR' K un sous-groupe compact 
maximal de H R tel que K.n1 = .01' et (8.7), .02 un compact de NR tel que 
NR = n2.r2• Montrons que .0 = .01 . .02 est un ensemble fondamental pour r. 
Le groupe NR est homéomorphe à un espace euclidien, donc K est !,,-ussi compact 
maximal dans Ga, d'où (Fo)' On a : 

Ga = HR·NR ~ n1 ·r1 ·NR = n1 ·NR·r1 = n1 ·n2·r2·r1 = n.r, 
d'où.(F1). Soit b E GQ et soit yE r tel que n.b ("\ n.y =F 0. 

On peut écrire de façon unique : 

b = h.n (h E HQ' nE NQ), 

On a alors 

(1) 

d'où 

(2) 

(3) 
n1·h ("\ n1 'Yl =F 0, 

h-1 :n2 .h.n ("\ (Yï1.n2'Yl)'Y2 =F o. 

La con~ition (F2) pour H, et (2), montrent qu'il n'y a qu'un nombre nni de valeurs 
possibles pour YI' La relation (3) implique alors que Y2 fait partie d'un compact 
ne dépendant que de b et Q, d'où notre assertion. 
On verra plus loin que .0 est de volume invariant fini lorsque G est semi-simple 
ou, plus généralement, lorsque X(GO)Q = { 1 }. 

9.10. Soit X = K\Ga. Le groupe r opère proprement sur X par translations à 
droite. Une partie Q' de X est dite un' ensemble fondamental pour r si elle vérifie 
la condition : . 

(FI) n.r = X, 

et la condition (Fa) de 9.6. Il est clair que la projection naturelle de l'ens~mble 
fondamental Q pour r dar,!; GR de 9.8 vérifie ces conditions. On sait que l'espace X 
est connexe et simplement connexe (ep. fait, il est homéomorphe à un espaceeucli
dien). Il s'ensuit, par un raisonnement topologique familier, que l'image r' de r 
dans le groupe des homéomorphismes de X est de présentation finie. On voit aUSSI, 
comme en 4.8, que les sous-groupes d'ordre fini de r' forment un nombre fini de 
classes de conjugaison. On en déduit ensuite aisément que ces propriétés sont vraies 
pour tout groupe arithmétique [3]. 
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9.11.' Pour compléter, nous indiquerons encore une généralisation du théorème 
de finitude de 6.4. Outre le résultat mentionné en 7. 10 (i), elle utilise (pour k = 2) 
la généralisation suivante de 9.2 : 

« Soient G1 :> Gs :> ... :> Gk des R-sous-groupes réductifs de GL(n~ C). Alors il existe 
Il E GL(n, R) tel que les groupes U.GiR.U-1 soient auto-adjoints (1 ~ i ~ k). 

THÉORÈME. Soient G un Q-groupe réductif, r un sous-groupe arithmétique de G. Soient 
7t : G _ GL(V) un Q-morPhisme et L un réseau de V Q stable par r. Soit v E V un 
point dont l'orbite X = G.v par G estfermée. Alors Ln X estformée d'un nombre fini 
d'orbites de r. 

On suppose G plongé dans GL(n, C) de manière à ce que r soit contenu dans 
GL(n, Z), (7.13). 
Soit H le groupe d'isotropie de v. Il est défini sur Q. Comme GfH s'identifie à une 
variété affine, H est réductif (7.10 (i)). Il existe donc un Q-morphisme 

(1 : GL(n, C) _ GL(W), 

et un point W E WQ tels que le groupe d'isotropie de w dans GL(n, C) soit H et 
que (1(GL(n, C)) soit fermé (7.7). 
Soit M un réseau de W Q stable par GL(n, Z). Montrons que M n G. west formé 
d'un nombre fini d'orbites de r. On peut supposer r =.Gz. Soit U E GL(n,:8) 
tel que u. GR' u-1 et u. HR • u-1 soient auto-adjoints. On peut trouver un ensemble 
de Siegel e; de GL(n, R) et une partie finie C de GL(n,Z) tels que Ga c n.r, 
avec n = u-1 • e;. C. Il suffit donc de montrer que M n w. Ga est fini et pour 
cela, on peut se borner à faire voir que w. u-1 • e; n M est fini. Or soit w' = w. u-1• 

Son groupe d'isotropie u.HR .u-1 dans GL(n, R) est auto-adjoint, donc on peut 
appliquer 6.2 . 

. Pour terminer la démonstration du théorème, il suffit de montrer l'existence d'un 
Q-isomorphisme équivariant cp: X _ y (Y = G.w) qui applique Ln X dans 
un réseau M' stable par GL(n, Z). Or cela est immédiat. En effet, X et Y sont deux 
réalisations du quotient GfH (cf. 7 .7, Remarque). Les applications g 1-+ g. v et 
g 1-+ g. w induisent des isomorphismes de GfH sur X et Y respectivement, d'où 
l'existence d'un Q-isomorphisme équivariant cp de X sur Y. Prenons des coordonnées 
dans V et W par rapport à des bases de L et M respectivement. Alors les coordonnées 
de cp (x) (x E X) sont des polynômes à coefficients rationnels en les coordonnées de x. 
Il existe donc un entier q tel que q.cp(x) E M si x E L, d'où cp(X n L) C (lfq) .M. 

9.12. Applications. Soient k un corps de nombres, 0 l'anneau des entiers de k et F 
une forme homogène de degré m ~ 2 ~ur cn à coefficients dans 0, à discriminant. 
non nul. Alors l'ensemble X de ses transformés par SL(n, C) est fermé (pour m = 2, 
c'est clair (6.3); pour m ~ 3, voir (6.5)). En utilisant 9.11 et le passage de k à Q 
donné par la restriction des scalaires (7.16), on voit que l'ensemble des formes 
à coefficients dans 0 contenues dans X est réunion d'un nombre fini- d'orbites 
d.e SL(n, 0). Pour k = Q(i), 0 = Z(i), c'est le résultat de Jordan mentionné en 6.5. 

5 
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Plus généralement, on peut remplacer dans 9.11, Q par k, L par un o-réseau, 
et prendre pour r un groupe arithmétique au sens de 7.16. Cela se voit comme 
précédemment si L est libre. Sinon, on utilise le fait que L est d'indice fini dans 
un o-réseau libre L',et on remarque que L'est stable par un sous-groupe d'indice 
fini de r (ce qui résulte de 7.13 par restriction des scalaires). 

Note bibliograPhique 

La proposition 9.2 et sa généralisation mentionnées en 9.11 sont dues à G. D. Mostow [19J. Une 
démonstration figure aussi dans [5, § 1]. 
La construction des ensembles fondamentaux donnée en 9.8 est empruntée à [5]. Elle repose essen
tiellement sur le lemme de finitude du § 6, et constitue une généralisation du procédé de Hermite 
décrit dans le § 5. Le tbéorl:me 9.11 est démontré dans [5, Theorem 6.9J. 



CHAPITRE DI 

Ensembles fondamentaux '" a pointes 

§ 10, Tores algébriques 

10.1, Soient k un corps, T un tore défini sur k, X(T) = Mor (T, OLt), le groupe 
de ses caractères, et Y(T) le groupe Mor (OLH T) de ses sous-groupes à un paramètre. 
Le sous-groupe de X(T) (resp. Y(T)) formé des caractères (resp. des sous-groupes 
à un paramètre) définis sur k est désigné par X(Th (resp. Y(Th). 

DÉFINITION. On dit que T est décomposé sur k, ou est déPloyé SUT k, si T est isomorphe 
sur k à un produit de groupes multiplicatifs. 

La clôture algébrique "fi d'un corps de définition k décompose évidemment un tore, 
mais il suffit en fait d'une extension galoisienne finie, ce qui est clair au moins dans 
le cas où k est parfait. 

10.2, Si k est un corps de décomposition du tore T, il existe un ~somorphisme défini 
sur k de T sur le groupe des matrices diagonales : 

x = diag (xl> ... , xd ) 

ce qui permet de voir qu'après cette identification un caractère est de la forme 

x f-+ xTI. . . . • x:;d 

et un sous-groupe à un paramètre : 

t f-+ diag (tmI, ... , tmd) (t en') 
avec ~ eZ. 
Les groupes abéliens X(T) et Y(T) associés à un tore T sont donc isomorphes à Zd, 
où d désigne la dimension du tore. 
D'autre part, si a e X(T) et b e Y(T), a.b est un caractère de GLt. Il existe cÎ<:>nc 
un entier neZ, tel que ab(t) = tn• La formule < a, b > = n permet alors -de 
définir sur X(T) X Y(T) une forme Z-bilinéaire qui met en fait X(T) et Y(T) en 
dualité. 
Le groupe de Galois M d'une extension galoisienne k' d'un corps de définition k de T 
opère de façon naturelle sur X(T) et Y(T). Le transformé 'a = s(a) de 'f e X(T) 

'par seM vérifie: 
'a('x) = '(a(x)), 
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et de même pour l'action de M sur Y(T). Les groupes X(T)k et Y(T)k apparaissent 
alors comme les ensembles des points fixes de M, ce sont des facteurs directs. On 
peut prolonger ces opérations aux espaces vectoriels : 

X(T}Q = X(T) ® Q, Y(T)Q =: Y(T) ® Q. 

Oii obtient ainsi deux représentations de M, qui sont contragédientes vu l'égalité: 

< 8a, 'b) = < a, b ), (a E X(T), b E Y(T)), 

qui résulte immédiatement des définitions. Par suite, X(Th, ® Q et Y(T)k ® Q 
ont même dimension, ou encore : 

(1) 

Comme X(T) est de type fini, le noyau de ces représentations est d'indice fini 
dans M, donc les représentations de M dans X(T)Q et Y(T)Q sont complètement 
réductibles. 
Remarquons encore qu'il y a correspondance biunivoque entre les k-sous-tores de T 
et les sous-espaces de Y(T)Q stables par M. Elle est définie en associant à un k-seus
tore S le sous-espace Y(S)Q de Y(T)Q et à un sous-espace V de Y(T)Q le sous-tore 
engendré par les images des ,b EV", Y(T). Si les sous-espaces VI (i El) sont 
associés aux k-sous-tores SI' ~lors n V, correspond à la composante neutre de n s; 

. 'El 1 
et la somme des Vi au tore engendré par les Si' 

10.8: PRoposmoN. Pour un tore T défini sur- k, les propriétés suivantes sont équivalentes: 
(i) T est décomposé sur k. 

(ii) Y = YI:' 
(iii) X = XI:' 
(iv) Pour toute représentation p définie sur k, peT) est un tore déployé SUT k. 

Presque toutes les implications (i) ~ (ii) ~ (iii) ~ (iv) ~ (i) sont triviales. 
Prouvons simplement (iv) à partir de- (iii). Si K/k est une extension galoisienne 
décomposant T, l'espace V de la représentation s'écrit sur K comme somme directe 
d'espaces: 

Vx ={veVlp(t).v=X(t).v, (tET)}. 

Si s est un élément du groupe de Galois Iv,I de K/k, il-est clair que l'on a l'égalité : 

s(Vx) = V8 (X)' (X E X(T»). 
- -1 

L'hypothèse X = Xk signifie que pour tout XE X(T), on a X = s(X), (s E M). 
Les espaces V x sont donc invariants par M, ce qui prouve qu'ils sont définis surk. 

10.4. COROLLAIRE. (i) Un quotient d'un tore décomposé sur k est décomposé sur k. 
(ii) Si la suite de tores : 

o _T' _T~T"_O 

est exacte et définie SUT k, le tore T est décomposé SUT k si, et seulement si, T'et T" le sont. 
La première assertion traduit simplement l'implication (i) =? (iv) de la propo

sition. L'exactitude de la suite d'espaces vectoriels: -
o _ X(T")Q _ X(T)Q _ X(T')Q _ 0 
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résulte aussitôt de celle de la suite des tores. Vu la complète réductibilité de l'action 
du groupe de Galois d'une extension galoisienne décomposant les trois tores, la 
suite des espaces de points fixes : 

o -+ X(T")~ -+ X(T)~ -+ X(T')~ -+ 0 

est aussi exacte. On en déduit l'égalité : 
rg X(T)k = rg X(T'h + rg x(r'h, 

ce qui permet de conclure grâce à 10.3 (iii) et à l'absence de torsion dans les 
quotients du type X(T)/X(Th,. 

10.5. DÉFINITION. Un groupe algébrique réductif (7.5) ç est dit anisotrope sur k 
s'il est défini sur k, et ne contient aucun tore décomposé sur k et :F {e}. Lorsqu'il 
n'y a pas de doute sur k, on dira aussi anisotrope pour anisotrope sur k. 
Si car k = 0, cette condition équivaut à : Gk est formé d'éléments semi-simples, 
et X(Goh ={O}. 

10.6. PRoposmON. (i) Si k est un corps de définition commun à un tore T et à un sous-tore S, 
il existe un sous-tore S' de T défini sur k, tel qu'on ait: T = S. S'avec S n S' fini. 
(H) Unk-tore T peut s'écrire sur k comme produit presque direct de deux sous-tores: T = T". Tc, 
où T" est décomposé sur k et Tc anisotrope sur k. Cette décomposition est, unique, préservée 
par lesk-morphismes. T" est le ptu/grand sous-tore décomposé sur k, et Tc le plus grand sous-tor, 
anisotrope sur k de T. Le tore Tc est la composante neutre de l'intersection des noyaux du 
caractères définis sur k de T. 

(i) Si K/k est une extension galoisienne finie qui décompose T,. son groupe 
de Galois M opère de façon complètement réductible dans Y(T) ® Q et laisse 
stable le sous-espace Y(S) ® Q; on peut donc trouver un supplémentaire de ce 
sous-espace, qui soit stable par M et qui définit donc un sous-tore S' convenable. 
(ii) Soit M comme dans (i). Le sous-espace V = Y(T)k ® Q des'points fixes de M 
dans Y(T)Q admet un et un seul sous-espace supplémentaire W stable par M. Le 
tore T est produit' presque direct des k-sous-tores associés à V et W (10,2) et le 
premier (resp. second) est déployé (resp. anisotrope) sur k vu 10.3 (resp. 10.2 (i)), 
ce qui établit la première assertion de (ii). Soit S un k-sous-tore de T~ S'il est déployé 
sur k, il est associé à un sous-espace de V vu 10.4, donc est contenu dans T,,; s'il 
est anisotrope sur k, il cOITespond à un sous-espace U de Y(T)Q stable par M ne 
contenant pas la représentation triviale de M, donc contenu dans W, et SC Tc. 
Enfin, il est clair que Î'image par un k-morphisme d'un tore anisotrope su~ k est 
anisotrope sur k; celle d'un tore déployé sur k est déployée sur k vu 10.4, d'o~ la 
dernière assertion de (ii). 

10.7. PROPOSITION. (a) Soient G un k-groupe connexe et G' un k-sous-groupe distingué 
connexe de G. Alors l'image de l'homomorphisme de restriction i': X(G)k -+ X(G')k est 
d'indice fini. Si G est réductif, et G' = Z(G)O, alors i' est injectif. 
(b) Un k-groupe réductif connexe est le produit presque direct d'un tore S déployé sur k et d'un 
groupe G1 tei que X(G1)k = {O}. Ce groupe est la composante neutre de l'intersection des 
caractères définis sur k de G. Cette décomposition est unique et compatible avec les k-morphismes. 
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(a) Supposons tout d'abord G réductif, et G' = Z(G)o. ail sait que G est 
le produit presque direct de G' et de son groupe dérivé H. Tout caractère de (} 
est évidemment trivial sur H, donc i' est injective. D'autre part, si a E X(G'h, il 
existe une puissance a'" de a qui est triviale sur le groupe fini H () G', donc a'" est 
dans l'image de i', donc coker i" est fini dans ce cas. 

Soit toujours G réductü. Alors G' est aussi réductü. Posons 

S = Z(G)O et 

On a un diagramme commutatif, où les flèches désignent des homomorphismes 
de restriction : 

O'n a déjà vu que Ct, ~ sont injectifs, de conoyau fini. D'autre part, 10.6 entraîne 
immédiatement que le conoyau de v est fini. Il en est alors de même pour le conoyau 
de (L. 

Dans le cas général, soit V le radical unipotent de G (cf. 7.15). Le quotient G/V 
est réductif (comme cela résulte de 7.15, si l'on veut, mais est en fait beaucoup 
plus élémentaire). Alors G' () V est le radical unipotent de G'. On a le diagramme 
commutatif ,: 

X(G/V)r. ~ X(G' /(G' () V))I: 

où (L, v sont induits par les applications d'inclusion, Ct, ~ par les projections cano
niques. Ces dernières sont des isomorphismes puisque X(V) = X(G' () V) = { l}. 
On est donc ramené au cas réductü. 

(h) En vertu de 10.6, le tore Z(G)O s'écrit de façon unique comme produit presque 
direct S. S. d'un tore S déployé sur k et d'un tore S. anisotrope sur k. On pose 
alors G1 = S •. (G, G). Il est clair que G1 C ( n ker a)o. L'inclusion contraire 

aEX(G)k 

résulte immédiatement de (a). La dernière assertion est alors conséquence de 10.6. 

10.8. ApPlication au cas réel. Soient T un tore défini sur R, et d la dimension de T. 
Le groupe de Galois M = Z/2Z de C/R opère sur Y(T)Q qui se décompose en 
somme de d droites invariantes. Le tore est donc produit presque direct de d tores 
à une dimension. Il reste à déterminer la structure de T lorsque d = 1. Dans ce 
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cas, T admet une représentation fidèle dans un espace vectoriel V de dimension 
deux, et ce dernier se décompose en somme. Il faut distinguer deux cas : 

(i) M opère trivialement sur X(T), donc (10.3), T est isomorphe sur B à GLl , 

et TB = B'. 
(ii) M n'opère pas trivialement sur X(T). Il transforme alors tout caractère en 
son inverse, et V est somme directe de deux droites stables Va, V cr', où a engendre 
X(T). Le groupe TC GL(V) est isomorphe sur C au groupe de matrices 

(z E C'), 

i.e. au groupe orthogonal propre de la forme x .y. Le groupe T est alors isomorphe 
sur R au groupe orthogonal unimodulaire 80(2, C), et T = 80(2) est compact. 
Revenant au cas où d est quelconque, on voit donc que : 

(a = dim Tc, b = dim Td). 

En particulier, les conditions suivantes sont équivalentes : (i) T est anisotrope 
sur R, (ii) TB est compact; (iii) L'élément non trivial de M = Gal CfR transforme 
a E X(T) en a-l • Si ces conditions sont remplies, TB est un tore au sens usuel, 
et est connexe. On a donc en général, vu (10.6), TB = T e•B. Td •B. En particulier, 
TB/(TB)O est un groupe de type (2,2, ... ,2). 

10.9. Mentionnons pour terminer que si G est un k-groupe connexe, T un k-sous-tore 
de G décomposé sur k, alors l'application Gk -+ (G/T)" est surjective. Cela résulte 
de la nullité du groupe Hl(k, T) au sens de la cohomologie galoisienne (voir, par 
exemple [28, Chap. X, § 1], ou, pour une démonstration (non cohomologique) 
d'un résultat plus général ([26], [l, § 15]») . 

.Note bibliographique 

Pour plus de détails sur le contenu de ce paragraphe, on peut consulter [7, § 1] qui donne également 
d'autres références, ou [l, § 8]. 
Les groupes X(T) et Y(T) ont été introduits dans [10, Exp. 9]. Pour les résultats de 10.2 à 10.6, 
on a suivi l'exposé de [7, § 1]. 

~ 11. Sous-groupes paraboliques. Décomposition de Bruhat 

A. Généralités. 

11.1. DÉFINITION. On appelle sous-groupe parabolique du groupe algébrique connexe G 
un sous-groupe fermé H, tel que le qùotient G/H sçit une variété complète. 
On sait que, lorsque B est un sous-groupe de Borel de G (c'est-à-dire un sous-groupé 
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résoluble connexe maximal), G/B est une variété projective. On en tire aisément 
que les sous-groupes paraboliques de G sont les sous-groupes fermés qui contiennent 
un sous-groupe de Borel. 
Donnons tout d'abord un théorème d'existence de sous-groupes paraboliques. 

11.2. THÉORÈME. Soit G un groupe réductif connexe défini sur k. Les deux conditions 
suivantes sont équivalentes : 

(i) G possède un sous-groupe parabolique propre défini sur k; 
(ü)" G çontient un tore décomposé sur k non central; 
et, sont équivalentes à ltrsuivflTlte lorsque G est semi-simple et k de caractéristique zéro : 
(iii)GI: confient un élément unipotent distinct de e; 

On considère désormais un groupe G défini sur k et un tore S décomposé sur k 
maximal. Grâce au théorème de conjugaison affirmant que « les tores décomposés 
sur k maximaux sont conjl,lgués par GI: », on peut voir que les définitions qqe nous allons 
pOller ne dépendent pas essentiellement du choix de S. 

11.3. DÉFiNrrION. 

(1) On appelle k-rang de G la dimension rk(G) de S. 
{2) Le groupe fini N(S)/Z(S) est« le » k-groupe de W~l de G; on le noteA:W(G) 
ou kW. 
(3) Les k-racines de G sont les caractères non triviaUx de S dans la représentation 
adjointe; elles forment un ensemble -fini noté kcI»(G) ou /c«Î>. 
Ainsi. Ill: e 1:cI» signifie qu'il existe un élément non nul ;X de g, tel qu'on ait pour 
-tout sde S 

Ad (s) .X = sXs-l = «(s) X. 

Le groupe fini kW opère de façon naturelle sur X(S) .et Y(S); par exemple, si 
X.eX(S) et si ~'" E N(S) représente w e I:W, on a 

(~) (s) = X(X;;;l. S.xw)' 

q'emme cette opération laisse /ccI» invariant, kW opère sur l'ensemble des k-racines . 
. ' On peut énoncer à présent le théorème indiquant la structure des sous-groupes 

paraboliques minimauX et la décomposition de Bruhat. 

11.4. THÉORÈME. Soit G un gr.oupe réductif connexe défini sur k. 

(i) Les k-so.us-groupes paraboliques minimaux sont conjugués par GA:' Chocun d'eux s'écrit 
comme le produit semi-direct: ' 

P = Z(S).U 

de son radical unipotent U (invariant) par le centralisateur (réductif) d'un torè S décomposé 
sur k maximal. De plus, si M = ( n ker x)O, alors M est le plus grand sous-groupe 

.. exezeSl,t . 
anisotrope connexe de Z(S), Mn S estfini et Z(S) = M.S, ce qui donne finalement : 

P = M.S.U. 
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(ii) On a à la fois la « décomposition de Brultat » pour Gk ; 

Gk = Uk·N(Sh· Uk 
et l'égalité: 

N(S) = N(Sh.Z(S) 

ce qui permet d'écrire Gk comme réunion finie de « cellules» mutuellement disjointes: 

Gk = U Uk,,~w,Pk 
wEkW 

où {x .. } est un système de représentants de kW dans N(S)k' 
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(iii) kW est engendré, en tant que groupe opérant dans Y(S)Q, par les symétries,par rappor-t 
aux hyperplans définis par les k-racines. L'ensemble des' k-racines kcf> est un « système de 
racines », qui, lorsque G est semi-simPle, engendre X(S)Q. 

Pour préciser cette dernière assertion, il faut définir la notion abstraite de 
« systèmes de. racines ». 

ll.6. DÉFINITION. Étant donné un Q-eSpace vectoriel V muni d'un produit sca
laire ( 1 ) positif non dégénéré, une partie finie R de V est appelée système de racines 
si elle vérifie les axiomes suivants : 

(i) O~R et ocER =>-ocER. 

(ii) oc,~ ER => 
(oc 1 ~) 

n",.~ = 2 (~I[3) E Z. 

(iii) oc,~ER => s~(oc) = oc-n",.~[3 ER. 

On peut montrer que ces axiomes entraînent que si deux racines sont liées par 
oc = c~, alors c = ± 1/2, ± 1 ou ± 2. 
Étant donné un ordre linéaire sur kcf>, toute k-racine est combinaison linéaire à 
coefficients entiers tous de même signe de rk(G) racines positives: ce sont les racines 
simples associées à l'ordre choisi. On note /ll'ensemble de ces racines simples. 
Dans la situation du théorème 11.4, V est l'espace vectoriel X(S)Q, sur lequel on a 
mis un produit scalaire positif non dégénéré, invàriant par le groupe fini kW' 

ll. 6. Remarques sur Il.4. 

(1) La partie anisotrope M de Z(S) est normalisée par N(S) : on le voit aussitôt à partir 
de l'égalité N(S) = N(S)k'Z(S), 
(2) On appelle chambres de W~l de G les composantes connexes dans Y(S)R du 
complémentaire de la réunion des hyperplans définis par les racines .. Le 'groupe" W 
les permute de façon simplement transitive. Chaque chambre C définit un œ:dre 
sur kcf> : la racine ex est positive, si elle prend des valeurs positives sur d. 
(3) On peut ordonner kcf> de telle sorte que l'algèbre de Lie de U soit 

où 

u = EB g"" 
",>0 

g", = {X E g lYs E S, Ad (s).X = «(s) X}. 



74 INTRODUCTION AUX GROUPES ARITHMÉTIQ.UES 11.6 

On dira alors que l'ordre sur k(f) est associé à V. Il y a ainsi correspondance biuni
voque entre : 

(i) les ensembles d'éléments positifs, ou les ensembles de racines simples pour les 
différents ordres sur k(f); 

(ii) les chambres de Weyl dans Y(8)R; 
(iii) les sous-groupes paraboliques définis sur k minimaux qui contiennent Z(S); 
(iv) les sous-groupes u~ipotents définis sur k et normalisés par 8 maximaux. 
Lorsqu'on a une décomposition P = M. 8. V, il est sous-entendu que k(f) est muni 
d'un ordre associé à V; le groupe V détermine donc un certain ensemble de racines 
simples ,/l.. 
(4) Chaque cellule GW.I: = V/i:.Xw.Pk de la décomposition de Bruhat de Gk peut 
conduire à une décomposition unique de tout élément qu'elle contient. Il suffit 
pour cela de l'écrire 

où l'on pose : 
V~ = x ... V- .X.;;1 (") V, 

où V- désigne le sous-groupe unipotent correspondant à l'ordre opposé de celui 
défini par V sur k(f). Soit encore: 

V:; = x ... V.xI;? (") V. 

Le groupe V est égal à V~. V:; et, en fait, l'application produit 

V~xV:: -+ V 

est un isomorphisme de variétés algébriques. Quant à l'algèbre de Lie de V~, elle est 
égale à la somme des g", où oc parcourt les racines oc> 0 telles que w-1(oc) < O. Il faut 
enfin ajouter que la cellule ouverte GW • k correspond à l'élément du groupe de Weyl w 
qui transforme V en V-, i.e. qui transforme l'ordre défini surk(f) en l'ordre opposé. 

11.7. Poùr classer tous les sous-groupes paraboliques définis sur k de G, nous allons 
construire à· partir de la situation standard P = Z (8) . V une famille de sous
groupes paraboliques, qui seront des représentants des classes de conjugaison par Gk • 

On associe pour cela à toute partie 6 de ,/l. le sous-tore de S : 

So = ( n ker oc)O, 
"EO 

et lek-sous-groupe parabolique contenant P : 

Po = Z(Se). V. 

En fait, ce groupe est le produit semi-direct : 

Pe = Z(Se)· Vo 

de son radical unipotent Vo par Z(80). Les caractères de 8 dans Uo sont les racines 
positives contenant au moins une racine simple extérieure à 6. Quant aux racines 
de Z(80), ce sont celles dont les composantes simples sont dans 6. 
On· voit donc que les k-racines de Po sont, d'une part, les racines positives et, d'autre 
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part, les racines négatives qui sont combinaisons de racines simples appartenant à a. 
L'application : 

est visiblement croissante et de plus 

~e f"'I Pe' = Pène" 
PI! = P, PkA. = G. 

Soit [6] l'ensemble des k-racines qui sont combinaisons linéaires des éléments de 6. 
n existe un k-sous-groupe semi-simple connexe Le de Z(Se), de k-rang égal au 
nombre d'éléments de 6, dont Te = (Le f"'I S)O est un k-tore déployé sur k maximal 
et [6] le système de k-racines, et un k-sous-groupe connexe Qe de M tels que Z(Sa) 
soit le produit presque direct de Qe, Le, Sa. En caractéristique zéro, Le a comme 
algèbre de Lie la somme des sous-espaces 9", + [9",.9-",], où «parcourt [a]. 

l1.8. THÉORÈME. Soit G un k-groupe réductif connexe. 

(i) Tout k-sous-groupe parabolique de G est conjugué par Gk à un et un seul sous-groupe Pe. 
(ii) Deux k-sous-groupes paraboliques de G conjugués sur il sont conjugués ~r k. 

(iii) Tout sous-groupe parabolique de G est égal à son normalisateur. 
(iv) Lafibration de G par un k-sous-groupe parabolique P admet des sections locales dijïnies 
sur k. En particulier, l'application Gk ~ (G/P)k est surjective et (G/P)k = GklPk • 

Supposons kde caractéristique zéro. Alors les notions de tore déployé sur k et 
de k-sous-groupe parabolique minimal sont conservées par un k-morphisme surjectif 
f: G ~ G'. Sifest une isogénie, cela résulte facilement de 10.4 et 10.6. Par consé
quent, si G = G1 . Gs est le produit presque direct de k-sous-groupes connexes G1 et 
G2, et P (resp. S) un k-sous-groupe parabolique minimal (resp. tore déployé sur k 
maximal) dé G, alors P = (P (') G1). (P f"'I G2) (resp. 8 = (S (') G1)o. (8 (') G2)O), et 
P f"'I Gi (resp. (S f"'I Gi)O) est un k-sous-groupe parabolique minimal (resp. un tore 
déployé sur k maximal) de G;. Si maintenant N est la composante connexe du noyau 
def, alors, comme G est réductif connexe, on peut trouver un k-sous-groupe connexe 
N' de G tel que G soit produit presque direct de N et N', et f: N' ~ G' est une 
isogénie. On utilise alor~ les remarques précédentes. (Si car (k) # 0, cela reste vrai 
si l'on suppose f séparable, et les algèbres de Lie de N et N'transverses.) 

11,.9. Soient Pet P' deux sous-groupes paraboliques conjugués. Un élément XE G 
tel que x. P . x-1 = P' définit canoniquement un isomorphisme a ~ '"a de X(P) 
sur X(P'), caractérisé par '"a(g) = a(x-1.g.x), (g E P). Comme P est égal à son 
normalisateur, tout élément y E G tel que y. P .f1 = P' est de la forme x.p (p E P). 
Mais un groupe agit trivialement par automorphismes intérieurs sur son groupe 
de caractères, donc '"a = lia, (a E X(P». Par suite, étant donnés deux sous-groupes 
paraboliques conjugués, il existe un isomorphisme canonique X(P) ~ X(P'). 
Si P et P' sont de plus définis sur k, alors on peut supposer XE Gk , d'où aussi un 
isomorphisme canonique de X(P)k sur X(P')k. On identifiera souvent X(P) et X(P'), 
ou X(Ph et X(P'h, par cet isomorphisme. 



76 INTRODUCTION AUX GROUPES. ARITHMÉTIQUES. 11.10 

11.10. Soit Ge GL(n, il) un k-groupe. Il est dit trigonalisable sur k s'il existe un 
élément XE GL(n, k) tel que x.G.x-1 soit contenu dans le groupe des matrices 
triangulaires supérieures. G est alors résoluble. Si G est connexe, et k parfait, cette 
condition équivaut à l'existence d'une suite de composition 

G = GO)G1 ) ••• )<!. ={e} 

formée de k-sous-groupes connexes telle que le quotient G,/G; + 1 soit isomorphe sur k 
soit au groupe additif de il soit à GL1 (i = l, ... , s - 1). Un k-groupe vérifiant 
cette dernière condition est un k-groupe résoluble déployé sur k, ou décomposé sur k. 
Le résultat de Rosenlicht cité en 10.9 implique en fait plus généralement que si G 
est un sous-groupe résoluble déployé sur k d'un k-groupe connexe H, alors la fibration 
de H par G est localement triviale sur k. En particulier, l'application Hk ~ (H/G)k 
est surjective, et (H/Gh = Hk/Gk' 
Supposons G réductif connexe, et k de caractéristique zéro. Alors tout k-sous-groupe 
connexe de G trigonalisable sur k (resp. unipotent) est conjugué sur k à un sous
groupe du sous-groupe S. U (resp. U), de 11.6. 
Nous allons démontrer, pour finir, quelques lemmes techniques, qui seront utilisés 
dans les paragraphes suivants. On conserve les notations précédentes . 

. 11.11. LEMME. Soient ex E,/J. et W E kW, tels que pour tout ~ E,/J. on ait: 

w(~) = ~m(y, ~).y avec m(ex,~) È; O. 

Alors tout représentant Xw de w appartient au sous-groupe paraboliqUe propre maximal: 

P.t~-{GI}· 

Comme les k-racines de P' =="Pk~-{"} sont les. sommes ~ q(y).y où l'on 
yEk~ 

exige q(ex) !1:; 0, l'hypothèse signifie que toute racine simple est transformée par w 
en une racine de P'; il en est alors de même pour toute racine positive; comme XtIJ 
normalise Z(S),. il s'ensuit que XtIJ.P.x,;;tc P'. En vertu de la conjugaison des 
sous-groupes paraboliques minimaux de P' (11.4), il existe y E P', tel que: 

y,xtIJ·P.x;;;l.y-l = P. 

Or P est égal à son normalisateur (11.8), donc y. Xw E P et· XtIJ E P'. 

11.12. LEMME. On considère soit deux sous-ensembles de Sk' soit deux k-sous-groupes algé
briques de S. Notons-les par A et A', supposons les conjugués par g E G/r.' Alors il existe 
hE N(Sh, tel que: 

h.a.h-1 = g.a.g-1 (a E A). 

En effet S' = g.S.g-l est un tore décomposé sur k.maximal inclus dans Z(A'), 
tout comme S. Il existe donc Z E Z(A')k' tel que 

z.S' .z-1 = S. 

L'élément h = z.g appartient à N(Sh et comme g.a.g-1 E A', on a 

z.g.a.g-1 .z-1 = g.a.g-t, (a E A). 
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11.13. LEMME. Soit N un groupe unipotent défini sur un corps k de caracllristique o. On 
$Uppose donnée une suite d'idéaux { 11o}o Eô' Eô q + 1 de son algèbre de Lie n, telle que : 

[n, 110] C 110+1' 

{O} = "w+1C ... C 11o+1C 11oC ... C no = n. 

Soit n = a Et) 0 une décomposition de n en somme de deux sous-espaces telle que : 

n, = (n, n a) Et) (110 ('\ 0). 
Alors, l'application: 

!p : (a, b) ~ea.eb 

est un isomorPhisme de la variété a x 0 sur N. 

(i=l, ... ,q). 

D'après l'hypothèse nq est central: on peut considérer la projection 1t de N 
sur le groupe quotient N' = N/Nq ; on pose a' = d1t(a) et 0' = d1t(o) et l'on 
choisit un supplémentaire a" (resp. 0") de nq ('\ a (resp. nq('\ Il) dans a (resp. Il). 
La démonstration se fait par récurrence sur l'entier q; si g EN: 

1t(g) = ea' .eb' = 1t(ea" .eb") 

où a', b' sont des fonctions régulières de 1t(g), donc de g, d'où 

où Z E N q , a" E a", b" E 0". 

Mais, toujours par récurrence 

z = e'U.e'rJ, où et 

avec u, v dépendànt alors régulièrement de z, a", b'!, donc de g, et 

puisque na est central. 

B. Exemples. 

11.14. G = GLn ou SLn. 

On prend comme tore décomposé sur k maximal le tore D des· matrices diagonales; 
c'est un sous-groupe de Cartan, Z(D) = D~ Une matrice de D s'écrivant diag{À;}, 
on peut choisir comme racines positives les applications À;/Àj avec i < j, ce qui 
donne pour racines simples les ~ = À;/À, +1. Le sous-groupe parabolique minimal 
correspondant à cet ordre est le groupe résohible des matrices triangulaires supé
rieures, égal à D. N, où N est le sous-groupe unipotent des matrices ayant des 1 sur 
la diagonale. Ainsi G/P est la variété des drapeaux usuelle. Plus généralement, 
on peut associer à une suite croissante d'entiers : 

1 ~ dl < ... < dp ~ n - 1, 

le drapeau canonique de type (dl' ... , dp ) : 

(el' ... , edl ) C ••• C (el' ... , edp). 
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Leurs groupes de stabilité sont précisément les sous-groupes parab"l!. 'les conte
nant P. On a donc, en particulier : 

o-)(>J( N= (' .... )i 
o 1; 

1 
À1 

1 *' 

\ Àj_l 

P'j~ 1 B 
À1+2 

(B E GL(2, R)), 

1 

\ 0 À .. 

Pj = P6.-{œ.} = {(a.k) E G, ail< = 0 (k ~ j < i)}. 
, 1 

11.15. G est déployé sur k, c'est-à.-dire S est un sous-groupe de Cartan : Z(S) = S. 
Alors P est résoluble. Pour toute extension k' du corps de base k, on a l'iso-
morphisme: 

Les groupes GL", SL lI sont déployés sur le corps premier. Un autre cas particulier 
important est celui du groupe symplectique: 

Sp (2n, Q) = {X E GL(2n, Q), IX.].X =]} 

Les matrices diagonales de Sp (2n, Q) sont les matrices de la forme 

1..1 

o 

o 
. À;1 

Elles forment un tore déployé sur k de dimension n, qui est un sous-groupe de Cartan. 
Si l'on identifie Sp (2n, Q) au groupe des automorphismes G de Q2" qui laissent 
invariante la forme bilinéaire de matrice : 

r 

( 0 JI) 
-J~ ;, 

alors on peut prendre pour S (resp. P) l'intersection de G avec le groupe des matrices 
diagonales (resp. triangulaires supérieures). On voit alors tout de suite que les 
racines de G sont les caractères Àf l.Àr 1 (1 ~ i ~j;:;; n) avec multiplicité un 
(en notation multiplicative). 
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11.16. G = O(F), groupe orthogonal d'une forme quadratique non dégénérée 
sur k". 
Si P est l'indice de F, c'est-à-dire la dimension des sous-espaces isotropes maximaux, 
la décomposition de Witt (Bourbaki, Alg., chap. 9, § 4, nO 2) permet d'écrire la 
matrice de F sous la forme : 

(
0 0 J) 
o Fo 0 , 

J 0 0 

où 

est d'ordre p et où Fo ne représente pas 0 sur k : 

F(x) = 2(X1X .. + ... + X",x .. _l>+l) + Fo(x"'+1' ••. , x .. _",). 

On peut alors prendre pour tore décomposé sur k maximal le sous-groupe : 

\ ~~~ 0 ; 

S = (. 0 1._ .. ;;~ \ 

).-1 1 
1 1 

Le centralisateur de S est Z(S) ='S X OCFo)' Si Q est le drapeau isotrope cano
nique: (el) C (el' e2) C ... C (el' ... , e",), son groupe de stabilité est le sous-groupe, 
parabolique minimal : 

où Pl et Pu sont triangulaires supérieures, où P, appartient au groupe orth~gonal 
O(Fo), Pu étant déterminée par Pl et P3, et P5 par Pl> P2 et Pel' D'ailleurs le radical 
unipotent U de P (tel que : P = Z(S) . U) est l~ensemble des matrices 

U ~ ~ G' t ~:)(. 
avec cette fois Pl et Pu unipotentes: on peut lire les liens entre Pl' ... , Pe sur l'algèbre 
de Lie de U : 

Al et As sont triangulaires supérieures avec des éléments diagonaux nuls. Comme 
une matrice X de u est assujettie à : 

'XF + FX = 0, 
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on a les relations : 
1Ad+JAe =0 
IA2 J + FOAS = 0 

IAsJ+JAs =0 

11.16 

ce -qui indique en particulier l'antisymétrie de A3 par rapport à la diagonale non 
principale. 
Les k-racines positives s'obtiennent en regardant comment opère S sur U par la 
représentation adjointe : 

dans Al' on trouve "'fÀJ avec 1 ~ i ~ j ~ p et 1 pour multiplicité; 
dans Ae, on trouve encore les mêmes racines avec la même multiplicité; 
dans As, on a les racines "'ÀJ avec 1 ~ i <j ~ p et 1 pour multiplicité; 
enfin, si Fu =F 0, on obtient dans AI et As globalement des sous-espaces de dimen
sion n - 2p, propres pour la racine", avec 1 ~ i ~ p. 
On voit que les k-racines simples sont : 

oc. = "''''-;1 pour 1 ~ i ~ P - l, 

avec, en outre, Ct" égale dans le cas n = 2p (Fu = 0) à À"_lÀ", et dans le cas 
n oF 2p (Fu oF 0), à Àp. 
On peut relever certains cas particuliers intéressants : 

1) n = 2ft ou 2ft + 1 : Z(S) = S, et S est un sous-groupe de Cartan; c'est le 
cas déployé. 
2) n = 2p + 2 : Z(S) est un tore; c'est un sous-grQupe de Cartan, mais distinct 
de S; c'est le cas du groupe quasi déployé s'ur k; P est encore résoluble. 

C. Étude du cas réel. 

Nous nous proposons ici tout d'abord de comparer les décompositions d'Iwasawa, 
de Bruhat et de Cartan du groupe des points réels d'un R-groupe réductif. Le cas 
essentiel est bien entendu celui des groupes semi-simples. Cependant, il est plus 
commode pour la suite de se placer directement dans le cas réductif. 

11.17. Décomposition de Cartan. Soient G un R-groupe réductif, Z et G' le centre 
connexe et le groupe dérivé de GO, et K un sous-groupe compact maximal de GR' 
Alors K n Z et K n G' sont des sous-groupes compacts maximaux de ZR et GR. 
Soient p la somme directe de l'algèbre de Lie du groupe des points réels du plus 
grand tore Zd décomposé sur R de Z et du complément orthogonal de g' n f 
dans gR par rapport à la forme de Killing. On a alors: 

9R = lEt> p 

etl'application (k, p) 1-+ k. exp p (k E K, pEp) est un homéomorphisme analytique 
de K X P sur GR = K.eP• Ce sont les décompositions de Cartall de gR et GR' 
L'involution de Cartan associée est dans 9R l'automorphisme involutif : 

6:k+pl-+k-p (k Et, PEp) 

et dans GR l'unique automorphisme involutif dont l'ensemble d.es points fixes est K 
et la restriction à ZR est l'involution de Cartan de ZR au sens de 10.8. 
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11.18. Décomposition d'Iwasawa. On part d'une décomposition de Cartan de Ga; 
on choisit dans l' une sous-algèbre a maximale (elle est commutative) et un ordre 
linéaire sur l'ensemble de ses racines. Soit : 

(g" = {x E gR' [a, x] = cx(a).x (a E a)}. 

La décomposition d'Iwasawa: 

9R=fffiaffin 

de gR correspond à la décomposition d'Iwasawa 

GR = K.A.N (A = exp a, N = exp n) 

de GR' L'application produit est un homéomorphisme analytique de K X A X N 
sur GR' et de même : 

(k, a, n) f-+ k . t' . en (k E K, a E a, n E n) 

est un homéomorphisme analytique de K X a X n sur Ga. 
Le groupe N est normalisé par A.~ Notons. que N est unipotent, A commutatif, 
et que N et A sont homéomorphes à des espaces euclidiens. Les décompositions 
d'Iwasawa et de Cartan fournissent donc deux manières de représenter Ga comme 
produit topologique d'un espace euclidien et d'un sous-groupe compact maximal, 
On voit en particulier que K rencontre toute composante connexe de GR' 
Tout sous-groupe compact maxim~ 1 de Ga est conjugué par automorphisme intérieur 
à K et son intersection avec AN est réduite à {e}. Il s'ensuit que les assertions 
précédentes restent valables si l'on remplace K par n'importe quel sous-groupe 
compact maximal de GR' On appellera aussi décomposition d'Iwasawa les décompo
sitions correspondantes de gR et Ga. 

11.19. Soit Ga == K.A.N une décomposition d'Iwasawa de Ga. Alors il existe 
un unique R-sous-groupe parabolique minimal P de G et un tore décomposé sur R 
maximal S de P tels que l'on ait : 

P = M.S.V = Z(S).V, 

(notation de 11.4) avec : 

A = (Sa)O, MRCK. 

Comme PR ::)A.N, l'espace homogène: 

Ga/PR = U V~.R·XtD' 
wERW 

(cf. Il.6) est un quotient de K, ce qui permet de choisir un système de représentants 
. du groupe de Weyl relatif RW dans K, et en fait même dans KO, car on va voir 
que GR/PR est connexe. 
Soit P' = Pa = M' .S'. V' un R-sous-groupe parabolique contenant P de GO, 
où S' = Sa et M'est le plus grand sous-groupe anisotrope sur R du centrali
sateur Z(S')O de S' dans GO. 
Les groupes SR et Mil sont stables par l'involution de Cartan associée à K, donc 

6 
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K ri Z(S/)R et K ri Mit sont des sous-groupes compacts maximaux de Z(S/)R 
et Mit, et K ri S'est l'ensemble des éléments d'ordre deux de SR' 

On a 

(1) GR = K,PR = K.P;p = K.MRo.A'.N' (N' = UR, A' = SRO). 

L'application produit définit unhoméomorphismè 'Je (K. MJtO) X A' X N' sur GR 
et une application propre de K X MRo sur K.MJtO. En fait, K.MRo est le quotient 
de K X MaO par la relation d'équivalence : 

(x,y) ~ (x.k, k-l.y) (x E K, J' EMir, k E K ri MRO). 

On peut donc écrire tout élément g E ~ sous la forme : 

(2) g = k.11I.a.n (k E K, 111 E Mlt°, a E A', /1 EN'). 

Les éléments a, Il et le produit k. m sont déterminés uniquement par G et en dépendent 
analytiquement, tandis que k et 111 sont déterminés au produit par un élém~nt du 
groupe compact K ri MRo près. 
On peut aussi considérer la décomposition plus grossière 

g =k.p, (k E K, P E Pft), 

où k et p sont déterminés au produit par un élément de K ri Pft près. Ce dernier 
est un sous-groupe compact maximal de Pft. Il en résulte que si K' est un sous-groupe 
compact maximal de GR' alors : 

G = K'. PRo, 

et K' ri PRo est un sous-groupe compact maximal de PRo. En effet, il existe a E GR 
tel que K' = a. K. a-l • Comme K est transitif sur GR/PR, les groupes d'isotropie 
des points de GR/PR relativement à K sont conjugués dans K. En particulier, 
K' ri PRo = a(K ri a- l • PRo. a) . a-l est isomorphe à K ri PRo. C'est donc néces
sairement un sous-groupe compact maximal de PRo. 

11.20. PROPOSITION. Soient G un R-groupe algébrique connexe et P un R-sous-groupe 
parabolique de G. Alors GR/PR est connexe. 

Comme P contient le radical unipotent de G, on peut, en passant au quotient, 
se ramener au cas où G est réductif. 
Supposons tout d'abord que P soit minimal parmi les R-sous-groupes paraboliques. 
D'après la décomposition de Bruhat, on a : 

GR/PR = U U:(" R'Xw' 
wER"" . 

De plus, une de ces « cellules» est ouverte (11.6 (4)), donc dense. Comme elle 
est connexe, il s'ensuit que ~fPR est connexe, ce qui démontre notre assertion 
pour P minimal. 
Dans le cas général, soit P' un R-sous-groupe parabolique minimal de G contenu 
dans P. L'application canonique GRfPR -* GRfPR, est surjective et continue, 
donc GR/PR est aussi connexe. 
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Vu Il.8, on a (G/P)R;;:; GR/PR, d'où aussi le : 

11. 21. COROLLAIRE. L'aPPlication 

(GR)O -+ (G/P)R 
est surjective.' 

Il en résulte qu'on peut trouver des représentants du groupe de Weyl de G 
dans (GR)O, par relèvement à partir de GRJPR; on peut donc en trouver dans KO. 

11.22. PROPOSITION. Si G.est un groupe réductif, connexe et anisotrope sur R, le groupe GR 
est compact et connexe pour la topologie ordinaire. 

G est isogène au produit de son groupe dérivé G', qui est semi-simple, et de 
son centre connexe T, qui est un tore anisotrope sur R (10.4). Le groupe TR est 
compact connexe (10.8) et G~ = GRo. T~ est d'indice fini dans GR (7.4). On est 
donc ramené pour la première assertion au cas où G est semi-simple connexe. 
On peut alors écrire (11.17, Il.18) : 

GR = K.A.N = K.e". 

Mais N est formé d'éléments unipotents, donc est réduit à {e}, d'où aussi A = {e} 
et GR = K est compact. 
D'après un théorème de Chevalley [9, III, p. 230], tout sous-groupe compact L 
de GL(n, R) est « algébrique », au sens de [9, II]; cela revient à dire ici que L 
est le groupe de tous les points réels d'un R-sous-groupe de GL(n, Cl, que l'on peut 
supposer être le plus petit sous-groupe algébriqùe Le de GL(n, C) contenant L. 
On a 1 = gl(n, R) Il le et dimR 1 = dime le. Comme un groupe algébrique 
sur C est connexe en topologie ordinaire si, et seulement si, il est connexe en topologie 
de Zariski, il s'ensuit que L et Le sont simultanément connexes ou non. Si GR n'était 
pas connexe, alors (G~)e serait strictement contenu dans G, et de même dimension 
que G, ce qui est absurde puisque G est connexe. 

11. 23. PROPOSITION. Soient G un groupe connexe défini sur Ret S Ull tore décomposé sur R 
maximal de ~. L'application canonique; 

7tO(SR) -+ 7tO(GR) , 

est surjective, 7to désignant le groupe des composantes connexes en topologie ordinaire. 

G est produit semi-direct d'un groupe réductif H et de son radical unipotent N. 
NR étant homéomorphe à un espace euclidien, la suite exacte d'homotopie appliquée 
à GR/NR ;;:; RR donne l'isomorphisme : 

7tO(HR) ::- 7to(GR)· 

On peut donc supposer G réductif, et choisir alors un R-sous-groupe parabolique 
minimal P contenant Z(8). Le groupe Z(8) étant isomorphe au quotient de P par 
son radical unipotent, on obtient comme ci-dessus un isomorphisme 
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Il ne reste plus qu'à démontrer la surjectivité des applications 

1tO(PR) -+ 1to(Ga), 

et 

11.23 

ce qui, vu la suite exacte d'homotopie, revient à prouver que Ga/PR et Z(S)R/SR 
sont connexes. Pour GafPR' voir Il.20. Comme enfin, S est décomposé sur R, 
le groupe Z(S)R/Sa est isomorphe au groupe (Z(S)jS)R (10.9); mais ce dernier 
est connexe, puisque Z(S) /S est réductif, connexe et anisotrope sur R (11.22). 

11.24. DÉFINITION. Soit GC GL" un groupe algébrique semi-simple défini sur R. 
On dit qu'une décomposition d'Iwasawa K.A.N de GR est bien placée par rapport 
à une décomposition d'Iwasawa Ko.Ao.No de GL(n, R), si les conditions suivantes 
sont satisfaites : 

(i) KCKo, ACAo et NCNo; 
(ii) la restriction à A d'un caractère de Ao, positif pour un ordre associé à No, 
est un caractère de A positif pour un ordre associé à N. 
On peut noter que l'inclusion Ne No est une conséquence immédiate· de (ii). 

11.25. PROPOSITION. Soit GC GL" un groupe algébrique semi-simPle défini sur R. Étant 
donné une décomposition d'Iwasawa K. A. N de Ga, on peut, par conjugaison par un éLément 
de GL(n, R), rendre Ga auto-atijoint et« bien pLacer» K.A.N par. rapport à la décomposition 
d'Iwasawa canonique de GL(n, R). 

Notons: 

la décomposition d'Iwasawa-Cartan de gR associée à K.~.N. En vertu de 9.3, 
9.4, 9.9 une première conjugaison par un élément de GL(n, R) permet de plonger K 
dans Ko = O(n) et eP dans l'espace S des matrices symétriques positives non 
dégénérées. Ces inclusions ne seront pas altérées par les conjugaisons qui vont 
suivre, car elles seront effectuées par des éléments de O(n), et par suite Ga restera 
auto-adjoint. 
Deux sous-algèbres abéliennes maximales de l'espace S des matrices symétriques 
réelles étant conjuguées par O(n), il existe a E O(n), tel que aAC Ao. 
On peut alors prolonger un ordre sur x(aA) associé à aN en un ordre linéaire 
sur X(Ao); pour revenir à l'ordre usuel défini sur X(Ao) par No, il suffit d'effectuer 
une conjugaison par un certain élément b de N(D) ("\ O(n) (cf. Il.6 (2), (3)); 
Le groupe baA est encore inclus dans Ao et la condition (ii) de la définition 11. 24 
est satisfaite pour baA et baN. 

Remarque: On pourrait évidemment énoncer la même proposition pour une décompo
sition d'Iwasawa Ko.Ao.No quelconque de GL(n, R) en substituant à« auto-adjoint» 
« stable par une involution de Cartan compatible avec Ko.'Ao.No ». 
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Note bibliograPIIl'que 

Pour les démonstrations des 'résultats énoncés en (A), on renvoie à [7] où l'on trouvera également 
d'autres références. Les résultats sur les décompositions de Cartan et d'Iwasawa rappelés en 11.17, 
Il . 18 sont classiques pour les groupes semi-simp1es réels. L'analogue pour les groupes réductifs est 
établi dans [9] ou [5, § 1]. La Prop. Il.22 est due à Matsumoto (Proe. JapaR Ac., 40 (1964), 4-7). 
Nous avons donné ici la ~émonstration de [7, § 14]. 

§ 12. Ensembles de Siegel 

Dans ce paragraphe, F est un sous-corps de RI G un F-groupe réductif, P un F-sous-groupe 
parabolique minimal de GO, S un tore décomposé sur F maximal de P, U le radical unipotent 
de P; M le F-sous-groupe anisotrope sur F maximal du centralisateur Z(S)O de S dans GO, 
et Fil l' ensemble des F -racines simples de G par rapport à S; pour un ordre associé à U. 

12.1. On écrira FA pour 8ft. Pour tout t > 0, on pose 

FA, ={a EFAla"" ~ t 

P, ={p EPRIIP""I ~ t 

On a ~ = M~.pA.UR' donc: 

(ctEF~)} 

(ct E~)}, p? = P, (\ PO. 

p? = P, r'I ~ = Mi.pA,.UR• 

12.2. LEMME. Soient w un sous-ensemble relativement compact de MR • UR et t> O. Alors 
la réunion des ensembles a.w.a-1 (a EFA,) est relativement compacte. 

L'ensemble west contenu dans le produit d'un compact de M R et d'un compact 
de UR. Comme M R centralise pA, il suffit de considérer le cas où wC UR. L'appli
cation exponentielle est un homéomorphisme de UR sur UR' qui commute à PR, 
opérant sur UR par la représentation adjointe, sur UR par automorphismes intérieurs. 
Il reste donc à montrer que si west compact dans UR' alors la réunion des ensembles 
Ad a(w) (a E FA,) est relati~ement compacte. Or UR admet une base formée de 
vecteurs propres de Sa, correspondant aux F-racines positives. Comme ces dernières 
sont combinaisons linéaires à coefficients if;; 0 des F -racines simples, il existe une 
constante t' > 0 telle que arY.;:;; t' pour toute racine positive et tout a E FAl" 
Les restrictions à UR des opérateurs Ad a (a E FAt) forment donc un ensemble 
borné d'opérateurs, d'où le lemme. 
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12.3. DÉFINITION. Soit K un sous-groupe compact maximal de G.t. Vn ensemble 
de Siegel de GR (par rapport à K, P, S) est l'ep,semble produit 

(1) 

où west un voisinage compact de e dans M~. VR' 
On définit de même un ensemble de Siegel ouvert, en prenant pour w un vOlsmage 
ouvert relativement compact de e dans M~. VR' et en remplaçant;:;; par < dans 
la définition de FA,. 
On dira que 6 est normal si FA est stable par rapport à l'involution de Cartan 
associée à K. 
On remarquera que la notion d'ensemble de Siegel dépend du corps de définition 
choisi; il faudrait" en fait parler d'ensemble de Siegel sur F, précision que l'on 
omettra lorsque cela ne semblera pas prêter à confusion. 
Soit F' un sous-corps de R contenant F. Alors tout ensemble de Siegel sur F de GR 
est contenu dans un ensemble de Siegel sur F'. En effet, on peut prendre un F'-sous
groupe parabolique minimal P' = M'. S'. V' "de "Go, tel que l'on ait 

S' )S, V' )V, M'( M, 

et supposer que l'on a fixé des ordres compatibles sur X(S') et X(S). On a P' = FPe 
où 6 est une partie de F6. (notations de 11.7). D'autre part, les restrictions à S 
des F'-racines simples sont des F-racines simples (ou zéro). De là, on voit tout de 
suite que 6 est contenu dans un ensemble de la forme K. L. w, où west compact 
dans MR,VR et où 

(a E 6)} 

pour des constantes u > u' > 0 convenables. 
En particulier, 6 est un ensemble de Siegel sur F' si rgF(G) = rgF,(G). 
Si G est anisotrope sur F, alors un ensemble de Siegel est simplement un voisinage 
compact (ou relativement compact) de l'élément neutre invariant à gauche par K. 
Si G est un tore décomposé sur R, alors 6 = GR' 
Supposons que G soit le produit presque direct de deux F-sous-groupes G1, G2, 

soient e i un ensemble de Siegel de G, (i = 1,2), et K un sous-groupe compact 
maximal de GR contenant le sous-groupe compact maximal KI de GiR intervenant 
dans la définition de 6 i (i = l, 2). Alors K. 6 1 . 6 2 est un ensemble de Siegel 
de GR' Cela résulte de la définition et des remarques à Il.8. On ne peut toujours 
se borner à prendre 6 1.62 car G1R . G2R peut être un sous-groupe propre (toujours 
d'indice fini cependant) de GR' Par suite, le "produit K1. Ka de sous-groupes compacts 
maximaux de G1R et GaR est un sous-groupe ouvert, qui peut être propre, d'un 
sous-groupe compact maximal K de GR' Dans ce cas, K.61.62 est la réunion 
des translatés de 6 1, 6 a par un système de représentants de K/K1' Ka. 
En utilisant Il.8 et ce qui précède, on voit de même que si f: G --+- c: est un 
morphisme surjectif, et (5 un domaine de Siegel de G, par rapport à K, P, S, alors 
f(6) est contenu dans un domaine de Siegel, par rapport àf(P),f(S) et à un sous
groupe compact maximal contenantf(K). 
Si F = R, ou plus généralement si S est aussi décomposé maximal sur R, et si 6 est 
normal, alors MR (K et l'on peut prendre pour w un compact de VR' On retrouve 
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en particulier les ensembles de Siegel de GL(n, R) introduits au § l, qui seront 
appelés ensembles de Siegel standards de GL(n, R). 

12.4. Il est clair que K.6 = 6. D'autre part, si "1J est un compact de P&, alors 
il existe t' > 0 et (ù' compact dans M~. UR tels que 

(1) 

Il suffit de montrer cela lorsque "1J = ex. ~. r, où ex, ~, r sont des compacts de FA, 
M~ et U& respectivement. Or, on a : 

FAt·(ù .ex. ~.r = FA,.ex. (ex-l.(ù . ex) .~ .r· 
Il suffit donc de prendre t' > 0 tel que FA,.ex C FA" et de poser 

(ù' = ex-l.(ù.ex.~.y. 

Dans le même ordre d'idées, remarquons que si lj est un compact de GR' alors 
il existe t' > 0 tel que : 

(2) "1j.K.P t C K.P t " lj.K.p?C K.flIl,. 

Comme GR = K. p&, on peut se borner au cas où "1J C p& et est un produit 
'f) = iX'~'ï, avec IX, ~, ï compacts dans M~'FA et UR respectivement. Il suffit 
alors de choisir t' tel que ~. FA, C "FA". 

12.5. LEMME. Supposons X(Goh = {1}. Alors un ensemble de Siegel est de mesure de 
Haar finie. 

La démonstration est en principe semblable à celle donnée au § l, pour les 
ensembles de Siegel de SL(n, R). L'application : (k,p) 'r+ k.p est une application 
propre de K X p& sur GR. L'image réciproque d'une mesure de Haar de GR est 
invariante par translations à gauche de K et à droite de p&. C'est donc k produit 
d'une mesure de Haar dk sur K par une mesure de Haar invariante à droite dp 
de P&. On a : 

f dg ~ f dk. f dp, 
6 K ,A/.ex.1l 

oil z (resp. ~) est un voisinage compact de e dans M& (resp. UR)' Le groupe p& est 
le produit semi-direct de Z(S)& et du sous-groupe normal UR' qui sont tous deux 
unimodulaires. Par suite, on a dp = ds.du.p(z) où ds (resp. du) est une mesure 
de Haar sur Z(S)& (resp. UR) et où : 

p(z) = 1 det (Ad Z)UR 1 (z E Z(S)&). 

D'autre part, Z(S)~ = M~'FA et comme M est anisotrope sur F, ie caractère p 
est égal à un sur M. On peut donc écrire: 

ds = dm.da.p(a), 

où dm et da sont des mesures de Haar sur M R et FA respectivement, d'où: 

(1) r _ dg = c f dm f du f p(a) da. 
'" ~ ex 13 FAt 
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Les deux premières intégrales de droite sont finies, non nulles. Le caractère pest 
la somme des racines positives (chacune comptée avec sa multiplicité), et peut 
s'écrire sous la forme p = ~ C",.Il, avec c'" entier> O. L'exponentielle est un 

"'E • .:l. 
isomorphisme de Fa sur FA qui transporte une mesure de Lebesgue en une mesure 
de Haar. Comme X(Goh = {l}, les or. forment une base de X(S). Leurs différentielles 
forment donc un système de coordonnées sur SR. La dernière intégrale de droite 
dans (l) est donc de la forme : 

et est finie puisque c'" > 0 (or. E ~). 

12.6. PROPOSITION. Soit 6 un domaine de Siegel sur F de G, et soit C E ~ tel que 6. C f1 6 
ne soit pas compact. Alors c fait partie d'un sous-groupe parabolique propre contenant P. Plus 
précisément, on aCE Pe où 6 est le complément dans Fa de l'ensemble ljI des k-racines simples ~ 
pour lesquelles on peut trouver une suite d'éléments x j E 6 telle que xr _ 0 et x j . C E 6. 

Ci) On suppose tout d'abord c E GF. On a pour 1) E Fa 

p • .:l.-$ f1 P.à - 71 = p • .:l.-($U7I). 

Il suffit donc de prouver que si xr-o (Xj,xi.CE6; j= 1,2, ... ) alors 
CE Pe (6 = Fa -{~}). 
Soient: 

des décompositions de Xj, et Xj.c suivant K,.M, S, U et : 

c=u.q.v (U,VEUF; qEN(S)F) 

la décomposition de Bruhat de c. On a remarqué (11.19) que 

N (S)R = (K () N (S)) . Z(S)R. 

On peut donc écrire q = w.z (w E K f1 N(S)R' Z E Z(S)R), et l'on a 

. kj.mi.si.nj.u.w.z.v = k';.mi·s';.n';. 
On a : 

ki .mi .Sj .ni . u.w. z.v = k j • IIIj·j(n j • u) mj .Sj. w. z.v 

ki .mi .si .ni. u.w. z. v = ki .w.di . w-'mi • w-\. z. v (dj = w-'.mj:·j(ni .u)). 

Les éléments mj et n} restent dans des compacts puisque Xi G 6, donc, vu 12.2, 
l'élément di reste borné lorsque j _ 00. Il en est alors de même de ses composantes 
suivant K, M, S, U. Comme w-1 • mi. w E M (Il. 6), on voit tout de suite que : 

1 w-' s}=sdj. Si.S. 

où s. et Sdj sont les composantes en S de z et di. Soit or. E Fa. Comme Sd; est borné, 
et que si'" -< 1 (puisque xi.C E 6), il s'ensuit que 

(j = 1,2, ... ; or. E Fa). 
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Posons comme en 11.11, w(ex;) = ~n .. y(w) .r. On a donc 
y 

sT(a.l = II sja.y · '( -< 1. 
yE • .1 

89 

Supposons lj .. B < 0, alors w(Ot) < 0, donc n",y ;a 0 pour tout y, et chaque facteur 
de droite est >- 1. Comme le produit est -< l, cela entraîne s~:::: l, contrairement 
à l'hypothèse. Par suite, on a n"'B !1:; 0 pour tout ex; E Fd, et II . II montre que CE FPe, 
(ii) Soit T un tore décomposé sur R maximal contenant S, avec tR orthogonal à f. 
On munit X(T) et X(S) d'ordres compatibles, le deuxième étant associé à P. Soit P' 
un R-sous-groupe parabolique minimal correspondant aux R-racines positives. 
Alors 6 est contenu dans un domaine de Siegel 6' sur R, relatif à K, P', T (12.3). 
Soit lj l'ensemble des éléments de Rd dont la restriction à S est un élément de 1jI. 
La partie (i) de la démonstration, appliquée à k = R et 6' montre que C fait 
partie du R-groupe parabolique RP~, avec 1:; = Rd -lj. Mais il résulte des 
définitions que RP~ = FPe' 

12.7. Pour obtenir les théorèmes de rédùction lorsque G n'est pas connexe, nous 
aurons besoin d'un léger renforcement de 12.4. On conserve les notations précé
dentes et on note H le sous-groupe de GR formé des composantes connexes de GR 
qui contiennent un élément n du normalisateur de ~. Évidemment Int n transforme 
les racines positives en racines positives pour un autre ordre donc, vu 11. 12, 11.21, 
la composante n.G~ contient aussi un élément n'_normalisant ~ et permutant "les 
racines positives. Dans ce cas, n' normalise aussi UR' et PR = Normaa (UR)' Cela 
étant dit, montrons que 12.4 reste vrai si ES est normal, et lj est remplacé par un 
compact du normalisateur Q de PR dans H. 
Le groupe L = Na(j.A) f"l Q rencontre toute composante connexe de PR puisque 
PR = Z(A)R' UR' ,et toute composante connexe de H par définition de H. 
Comme L f"l UB = {e} et L. UB :> PRo il s'ensuit immédiatement que Q est le 
produit semi-dkecf de ,L et UR' D'autre part, L est stable par l'involution de Cartan 
associée ,à K, donc (9.3) le groupe L n K est un sous-groupe compact maximal 
de L et L = (L f"l K) . Z(FA)&. Vu 12.4, on est donc ramené au cas où 'tj C L f"l K. 
Soit gEL. Alors Int g laisse S et U stables donc permute les F -racines simples, 
d'où g'FA,.g-l = FA,. D'autre part, g normalise Mi.Ui car ce groupe ~st la 
composante neutre de l'intersection des ,noyaux des ex; E po6., vus comme caractères 
de PB' On a donc, si 'tj E L f"l K : 

K.~,.(tl.'tj C K.lj.~,. ('tj-l.Ctl.lj) = K.FA,.Ctl', (Ctl' = 'tj-l.Ctl.'tj), 

d'où notre assertion. 

§ 13. EnseInbles fondaInentaux (deuxièIne type) 

Le but de ce paragraphe es~ de démontrer le théorème 13. l, qui fournit des ensembles 
fondamentaux en général plus maniables que ceux du § 9. En fait, on se bornera 
ici à établir qu'ils vérifient les conditions (F 0) et (FI) de 9.6, réservant au § 15 
l'étude de la propriété de Siegel. 
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13.1. THÉORÈME. Soient G un Q-groupe réductif, P un Q-sous-groupe parabolique minimal 
de G, S Ull tore décomposé sur Q maximal de P et K un sous-groupe compact maximal de GR' 
Soit r un sous-groupe arithmétique de G. Alors il existe un ensemble de Siegel (par rapport 
à K, P, S) S et une partie finie C de GQ tels que: 

(1) GR = S.c.r 

Avant de passer à la démonstration, indiquons un corollaire. 

13.2. COROLLAIRE. Si X(GO)Q = {l}, alors GRtr est de mesure invariante finie. 
Cela résulte du théorème et du fait que S est de mesure de Haar finie (12.5). 

13.3. Nous montrons tout d'abord que si 13.1 est vrai pour un choix de K, il 
l'est pour tout autre sous-groupe compact maximal K'. D'après 12.4, il existe t' > 0 
tel que: 

(1) 

Soit r' = r n (. n' cr). C'est un groupe arithmétique (7.13), qui vérifie 
. visiblement : eEC' 

(2) r'.ce c.r. 

D'après le critère de compacité (8.7), il existe des compacts oc e M~, ~ e V R 

tels que : 

(3) M~ = oc. (r' n M), 

V tilisant le fait que K'. P? = K' . M~. QAt. V R, on .voit que : 

K' .Pt,.ce K' 'QAt'.IX.(M n r'). VR.C = 

d'où, vu (1), (2) 

(4) 

= K"QAt"IX.VR(M n r').CeK"QAt,.oc.~.r'.C 

13.4. Comme K rencontre chaque composante connexe de GR' il suffit évidemment 
de démontrer le théorème lorsque Ge est connexe. Supposons G plongé dans GL". 
On a vu (9.8,9.9) qu'étant donné u E GL(n, R) tel que u. GR' u-1 soit auto-adjoint, 
il existe un domaine de Siegel standard S de GL(n, R) et une partie finie B de 
GL(n, Q) tels que GR = (u-1.6.B n GR) .r. 
D'autre part, on sait que l'on peut trouver u tel que u. GR' u-1 soit auto-adjoint 
et même « bien placé» dans GL(n, R) (cf. 11.25). Le théorème 13.1 est donc 
conséquence des faits qui viennent d'être rappelés et du 

13.5. THÉORÈME. Nous conservons les krpothèses et notations de 13.1, supposons G connexe, 
et SR stable par l'involution de Cartan associée à K. Soient u un élément de GL(n, R) tel 
que u. GR' u-1 soit bien placé, b E GL(n, Q) et 6~ un ensemble de Siegel standard de GL(n, R)·. 
Alors il existe un ensembl~ de Siegel 6 de GR' par rapport à K, P, S, et ulle partie finie C 
de GQ tels que : 

(1) u-1.So.b n GRe S.c.r, 
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La démonstration est dans son principe tout à fait semblable à celle du § 7 
de [5], qui établit la finitude du volume en prouvant une inégalité semblable à la 
précédente, mais où <5 désigne un domaine de Siegel sur R de GR et C une partie 
finie de ~. 

13.6. Notations. Ko, Ao, No est la décomposition d'Iwasawa standard de GL(n, R). 
On écrit qA pour S~. Soit GR = K.A.N une décompo~ition d'Iwasawa de GR 
telle que A::> qA, et que N et U soient associés aux racines positives pour des 
ordres compatibles sur X(Ac) et X(S). En particulier N::> UR' Comme les décompo
sitions d'Iwasawa de GR sont conjuguées, on peut, quitte à remplacer u par u. v 
(v E GR), supposer que : 

(1) UA = Ao r. "G, 

et qu'il y a compatibilité entre l'ordre sur X(Ao.c) et l'ordre sur X("Ac) obtenu, 
par l'isomorphisme induit par u, à partir de l'ordre donné sur X(Ac). 

13.7. (a) Remarquons tout d'abord que, vu 13.3 (4), il suffit d'établir l'existence 
de t > 0 et d'une partie finie C de GQ telle que : 

(1) u-1 ·<5o·b r. GRe K.Pt·C. 

(b) Soit q E GL(n, Q). Montrons que si l'assertion (1) est vraie pour QG, elle l'est 
pour G. Pour cela on applique (1), en remplaçant u, G, b par u.q-l, qG et b.q-l. 
Cela montre l'existence de t > 0 et d'une partie finie C' de qGQ tels que 

(2) q.u-1 .<5o.b.q-l r. QGe QK.QPt .C'. 

Il suffit alors de conjuguer lés deux memères de cette relation par Int q-l pour 
obtenir (1). 
(c) Quitte à remplacer G par qG (q E GL(n, Q)), on peut supposer que SC D 
(D étant le groupe des matrices diagonales de GL.), UR e No et que les ordres 
sur X(D) et X(S) sont compatibles. 
En .appliquan"t à GLn le théorème de conjugaison des sous-groupes trigonalisabl~s 
sur Q (Il. JO), on peut tout d'abord se ramener au cas où 

(3) seD, 

Vu 13.6, on a 

Ainsi, us et S sont deux sous-tores de D, conjugués par un élément de GL(n, R). 
Comme D est un tore décomposé sur D maximal de GLn, il existe (11 . 12) un élément 
v E N(D)Q = N(A), tel que : 

v.x.v-1 = u.x.u-l, 

On a donc u = Z.O (z E Z("S)Q)' Les ordres sur X(D) et X(UAc) d'une part, 
sur X(UAc) et X(US) = X("S) d'autre part, étant compatibles, il en est de même 
des ordres sur X(S) et X("S); en particulier, 'UR eN. Le groupe 'G vérifie 
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donc les conditions énoncées dans (c), d'où notre. assertion, compte tenu de (b). 
(d) L'algèbre de Lie no de No est somme directe de la sous-algèbre 

et du sous-espace : 

nI = no n 3(S) = l; g"R 
,,>O.,,(S)-1 

n+= l; g';R 
,,>O.,,(S)~1 

qui est visiblement un idéal. Par suite (11.13), l'application produit est un homéo
morphisme de NI X N+ sur No (NI = exp nI' N+ = exp n+). 
Le groupe Z(S) laisse g" et g" nu stables. Comme il est réductif, défini sur Q, 
il existe un Q-sous-espace n". s supplémentaire de g" nu dans 9"" stable par Z(S). 
Soient ns la somme des n".2 (<< > 0, «(S):f= 1) et Na = exp nS.R' Pour tout 
~ > 0 non trivial sur S, la somme des sous-espaces 9"R (01. ~ ~, OI.(S) :f= { l}) est un 
idéal de n+. Le lemme Il.13 montre donc que l'application produit est un homéo
morphisme de Na. UR sur N+, d'où finalement une décomposition topologique 
No = NI·Na. UR (qui est en fait birégulière sur Q, mais nous n'aurons pas besoin 
de ce fait). Nous nous proposons maintenant de prouver qu'il suffit de démontrer (1) 
lorsque 

(4) b=q-l.v (qEN(D)Q' vENI .N2). 

En utilisant la décomposition de Bruhat de GL(n, Q) (cf. § 3), on peut écrire : 

(5) b=n'.t.w.n(n,n'ENo.Q, tEDQ, wEN(D)QnO(n)). 

D'autre part, n=v.v' (vENI.Ns, v' EUR). Il existe un domaine de Siegel 
standard 6' de GL(n, R) tel que 6 o.n' .tC 6', d'où: 

u-I .6.b n GC u-I .6' .w.v.v' n GC (u-l .6' .w.v n G) .v' 

et notre assertion. 

(e) Comme SC D, le groupe Z(S) est auto-adjoint dans GL(n, R), donc les compo
santes k, a, n de u dans la décomposition d'Iwasawa standard de GL(n, R) font 
partie de Z(S). Posons : 

K' = u- 11<.o = n-1.a-1Ko, A' = fI-l.a-tAo = ,,-tAo. 
Évidemment, No = "-'.a-'No, donc K' .A' .No est la décomposition d'Iwasawa 
de GL(n, R) conjuguée de Ko.Ao.No par n-l.a-1. Écrivant 6 0 sous la forme 
6 0 = Ko.Ao.,.ro (ro compact dans No), on a : 

u-l .6o.q-l. v = u-l.Ko.Ao.!.ro.q-l.V = n-l.a-l.Ko·Ao.!·ro.q-l.v 

u-1 • 6 0 .q-l.VC K .n-I.Ao.lI'ro. q-l. V C K'. A;, .ro'. (n- l q-l n) .n-l.v 

où t'est tel que a-1.Ao.,CAo.!' et où ro' = n-l.ro.n Comme,n-lq-1nEN(A'), 
que n. v E NI' Na, et que K'. A; . ro' est un ensemble de Siegel par rapport à 
K', A', No, on est ramené au lemme suivant ~ 

13.8. LEMME. On conserve les notations de 13.5. Soient K'. A' . No une décomposition 
d'Iwasawa de GL(n, R) telle que K'::> K, A'::> QA, No::> UR' et que No et UR soient 
associés aux racines positives d'ordres compatibles sur X(Aé) et X(S). Soient 6' un ensemble 
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de Siegel de GL(n, R) par rapport à K', A', No, et q E N(A')R, V E N1.Ng (notation 
de 13.7). Pour tout W E QW(G, S), soit Xw un représentant de w dans N(S)Q' Alors, 
il existe t > 0 tel que: 

6' .q-I.VC U K.P,.xw' 
wEQWIGI 

Chaque composante de N(A') modulo Z(A') rencontre K' (11.19). Il existe. 
donc Z E Z(A') tel que Z.q-l E N(A') r'I K'. Comme 6'.z est contenu dans uri 
domaine de Sieg~l par rapport à K', A', No, on voit que l'on peut supposer: 

q E N(A') r'I K', 
ce que nous ferons. 

Soit XE 6' et soit x = k' .a'.n sa décomposition d'Iwasawa, par rapport à 
K', A', No. Supposons de plus XE G.v-l.q. On peut écrire: 

(1) x.q-l.v = k' .a' .n.q-l.v = k.m.s.u 

où kEK, 

(Il . 19). Comme on l'a remarqué, le produit k. m, s et u sont complètement déter
minés par le membre de gauche, et dépendent continiiment de x. Les éléments k 
et m sont déterminés seulement au produit par un élément arbitraire du groupe 
compact K r'I Ml près. Mais cette indétermination est sans importance pour nous 
ici, car nous nous intéressons seulement à savoir si des éléments parcourent des 
parties bornées de GR' 
(i) A montrer: L'ensemble des éléments m·u (notations de (1», où x parcourt 6' r'I G. v- l . q, 
est borné. 

On a 
(2) 

Soit & = QtI'n. On peut l'écrire sous la forme : 

(3) 

Comme c est borné lorsque x parcourt 6', d'après 12.2, chaque facteur du membre 
de droite est aussi borné. Substituant dans (2), on obtient: 

x. q-l. V = kil. m • • a •. 'la'. ('la')-l.n •. 'la' ,v1 ' Vg (kil = k'. q-l.k. E K'). 

(4) X.q-I.V = (k".me.a •. 'la',vI).(vïl.('la')-I.n •. 'la',vI)'vS' 

Comme ne E N+ = Ns, UR et que 'la' E A' et VI E NI normalisent N+, le deuxième 
produit entre parenthèses du membre de droite est dans N+, le premier fait partie 
de K' ,Z(S)R' Comme Vs E N+, on obtient, en comparant (1) et (4) : 

(5) m.s E K' .m •. a •. 'la' ,vI E K~. Z(S)R' u.vil = vï l . ('la)-l.nc' 'la. VI E N+. 

L'élément m.s E Z(S) laisse UR et Na stables (cf. 13. 7.c), donc m··u est la compo
sante dans UR de m'(u.v;l). Il suffit par conséquent de voir que ce dernier élément 
est borné. Vu (5), cela revient à prouver que: 

z = Int (m~.a •. 'la,vI).Int (vïl.('la)-l) (u.) = Int (m •. a.) (u.) 

est borné, mais cela résulte du fait remarqué plus haut (cf. (3», que m,;, ac, Uc sont 
bornés. 
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(ii) Démonstration du lemme 13.8 .' Soit: 

C = {a E QA 1 a" ~ l, (ex E~)}. 

Soit, pour w E ~W(G, S) : 

Mw = {x E 6' .q-l.V Il G Ixw.S.X.;;I E C}, 

où s est défini par (1). Comme C est un domaine fondamental pour QW dans QA, 
6' ,q-l.V {"\ G est la réunion des M", (w E QW), et il suffit de montrer qu'il existe 
t> 0 tel que: 

(6) M,eCK,Pt 'Xu" 

On peut trouver (11.19) un élément J'". E K tel que _V",.X;;;l E Z(S). Il existe 
donc t' > 0 tel que: 

et on est ramené à prouver que l'on a : 

(7) MwC K.P,.y.,. 

pour t> 0 convenable. On a (cf. (1)) : 

x.q-l.v = k.m.s.u = k.""u.m.s 

z = x. q-I. V. y;;;I = k. y,~l.y".. (III. 'u) .y,~l. (Yu:. m. )',~I). (yw' s . )',~I ,. 

Posons d = YI<' (m··u) .y.;;l. On a une décomposition: 

d=kd.md,sd,ud (kdEK, mdEM~, saEQA, UdEUR), 

d'où: 

L'élément Yw normalise fi, donc M (cf. 11. 6). Comme M normalise UR' on \'oit 
que l'on peut écrire : 

z == (k". ma. yu:. m. y,~l) . (sd' y" .. S. y.;;l). (u'), 

où u' E UR est un conjugué de Uà dans PR, et où les trois facteurs définis par les pal'en
thèses sont les composantes de z dans K. M~, QA et UR respectivement. Ainsi la 
composante s. en QA de z est égale à Sd' (y",.S.y,~l). D'après (i), Sd parcourt un 
ensemble borné lorsque xE6'.q-l.VI1G. Supposons xEM,e' Alors y" .. r.y;;;lEC. 
Il existe donc t > 0 tel que : 

Sz = s(j.y" .. s.y,-;:I E QAt 
ce qui établit (7), 

Xote bibliographique 

Dans le cas du groupe linéaire sur une algèbre à division sur Q, le théorème 13.1 est équivalent 'à 
un théorème de réduction classique, que l'on trouve par exemple dans [32]. Le cas général est annoncé 
dans [2], et la démonstration donnée ci-dessus est celle à laquelle [2] fait allusion. Une démonstration 
très différente, basée sur la considération du groupe adélique de G, a été ensuite obtenue par Godement
'Veil [12]. Nous en donnerons un analogue sur GR au § 16. 
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; 14. Représentations fondamentales. Fonctions associées 

14.1. Soient G un R-groupe réductif connexe, P un R-sous-groupe parabolique 
de G, et XE X(P). On dira qu'une fonction continue <1> sur GR' à valeurs réelles 
positives, est de type (P, X) si elle vérifie : 

<I>(g .p) = <I>(g). \PX l, (g E GR' P E PR). 

Nous faisons tout d'abord quelques remarques simples sur les fonctions de ce type. 

14.2. (a) Il existe toujours une fonction> 0 de type (P, xJ, invariante à gauche 
par un sous-groupe compact maximal donné K. En effet, on a la décomposition 
GR = K.~, et il est clair que Ipx 1 = 1 si p appartient à un sous-groupe compact 
de PR, en particulier, si p E K Iî P. En posant <I>(k.P) = Ipx l, on obtient donc 
une fonction sur GR vérifiant nos conditions. 
(b) Soient <1>, <1>' deux fonctions de type (P, X), et supposons <1>' > O. Alors <1> « <1>' 
sur GR' 
La fonction <1>/<1>' a une borne supérieure c> 0 sur K. Comme GR = K. P~, 
et que l'on a : 

(<1>/<1>') (g .p) = (<1>/<1>') (g) 

il s'ensuit que <I>(g) ;;; c.<I>'(g), (g E ~). 

En particulier, on voit que si <1>, <1>' sont toutes deux strictement positives, alors <1> ~ <1>'. 
(c) Soit C un compact de ~ et soit <1> > 0 de type (P, X). Alors 

<I>(c .g) ~ <I>(g) (g E GR; CE C). 

En effet, on a, en posant g = k.p (k E K, P E PR) 

<I>(c.g)/<I>(g) = <I>(c.k)/<I>(k), 

et il suffit de remarquer que, puisque K est compact, le membre de droite est ~ 1 
lorsque C E C, k E K. 

14.3. Soit 7t : G -7 GL(V) une représentation de dimension finie de G. Supposons 
que V contienne une droite D stable par P, et soit X le caractère de la représentation 
induite de P dans D. Munissons V d'une norme hilbertienne 1111, et soit 80 un vecteur 
sous-tendant D. Alors, la fonction : 

<I>(g) = 117t(g)· 80 Il 

est évidemment > 0, de type (P, X); si 7t(h) (h E G) est unitaire, alors <1> est 
invariante à gauche par h. 
Les propriétés les plus importantes des fonctions de type (P, X) seront établies en 
considérant des fonctions construites par ce procédé. 

14.4. Soit k un sous-corps de R, et supposons que P soit un k-groupe parabolique 
minimal. Soit S un tore décomposé sur k maximal de Pet k.ll'ensemble des racines 
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simples de G par rapport à S, pour un ordre associé à P. On suppose X(S) <El Q 
muni d'un produit scalaire ( , ,) euclidien invariant par le groupe de Weyl relatif 
kW(G). Un élément X EX(Ph est dit dominant si (X, oc) ~ 0 (oc E ~). Pour 
tout oc E,/l, on choisit un élément AI7. E X(Ph, trivial sur Z(G)O, vérifiant : 

(1) (AI7.' ~) = dl7. .317.13 (dl7. > 0, oc, ~ E kLl) 

et on appellera les A17.1es k-poids dominantsfondamentaux de l)G. Un élément XE X(f)k 
est donc dominant si, et seulement si, un multiple positif de X est somme d'une 
combinaison linéaire à coefficients entiers ~ 0 des AI7.' et d'un caractère trivial 
sur P ri l)G. 
Étant donné un poids dominant X, trivial sur Z(G)O n l)G, il existe une représen
tation irréductible 7t': G -+ GL(V) définie sur k, et une droite D", C V, définie 
sur k, stable par P, sur laquelle P agit par l'intermédiaire de X. Pour IL E X(S), soit: 

VIL =:={v EV, 7t'(s).v = slL.v(s ES)}. 

C'est un k-sous-espace de V. On dit que IL est un k-poids de 7t' si VIL =1= O. On sait 
que V est la somme directe des VIL' que V x est de dimension un, et que tout k-poids 
de 7t' est de la forme 

(2) 

En fait, cela est démontré dans [7, § 12] lorsque G est semi-simple. Mais l'extension 
au cas considéré ici est immédiate; en effet,soient Xl, X21es restrictions de X à Z(G)O 
et DG ri P, et cr la représentation de DG de poids dominant X2 donnée par [7, 
Loc. cit.]. Alors, vu que X est supposé trivial sur Z(G)O ri DG, il est clair que Xl ® cr 
est une représentation de G ayant les propriétés requises. Remarquons encore que 
si X est dominant, il admet toujours un multiple positif trivial sur DG ri Z(G)O, 
puisque ce groupe est firu. 
Un groupe compact maximal K d'algèbre de Lie orthogonale à celle de ~ étant 
choisi, on munit Va d'un produit scalaire euclidien par rapport auquel p(g) est 
unitaire (resp. auto-adjoint) si g E K (resp. g E SR), ce qui est toujours possible. 
En particulier, les sous-espaces VIL sont mutuellement orthogonaux. La fonction 
<1>", : g f-+ 117t'(g) .eo Il (eo : vecteur unitaire sous-tendant D",) est alors > 0, de 
type (P, X), invariante à gauche par K. On notera <1>" la fonction ainsi obtenue 
pour X = A",. Étant donné X E X(Ph on obtient une fonction> 0 de type (P, X) 
en posant 

(3) 

où les d", sont les nombres rationnels positifs tels que mx - ::Em dl7. AI7., soit un
caractère trivial sur Z(G)O pour mEN convenable. 
Vu (14.2 b) toute fonction de type (P, X) (resp. et > 0) est essentiellement dominée 
(resp. est comparable) à cette dernière. 
Utilisant la décomposition P = M. S. U de P, on peut écrire g E Ga sous la forme: 

g = ka.ma,sa,ua (ka E K, mg E Ma, sa E S~, ua E Ua)' 
• On a alors 7t'(g).eo=7t'(ka).s~.eo, d'où 

(4) <I>",(g) = s~. 
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14.5. ExemPle. Soit G = 8L". Soient P (resp. S) le groupe des matrices triangulaires 
supérieures (resp. diagonales) de 8L" et K = 80(n). Les représentations fonda~ 
mentales de G sont les puissances extérieures N (l;;:;i· i ~ n - 1) de la repré
sentation identique. Dans les notations du § l, les racines simples sont les quotients 
a;;!ai+1.i+l (i= l, ... ,n-l), labasedualeA"estforméede: 

(i=I, ... ,n-l); 

la représentation irréductible dé poids dominant A. est la i-ème puissance extérieure. 
Dans "iRn, la droite stable par P est sous-tendue par 61 fi ••• fi ei' Dans ce cas, 
les fonctions <1>" ne solit dortc autres que les fonctions 4>1 du § 1. . 

14.6. PROPOSITION. On conserve les notations précédentes. Soient XE X(Ph dominant 
et <1> unef onction > 0 de type (P, X). Soit 6 un domaine de Siegel de ~ par rapport à K, P, S. 
Alors: 

l1>(x.y) >-11>(x) . 11> (y) (x E 6; y E GR)' 

Il suffit de démontrer cela pour la fonction 11> = 11>,. de 14.4. On peut écrire: 

(1) 7t(g) .eo = 'Zfp.(g), (fp.(g) E Vp.; g E ~), 
p. 

où (l. parcourt les k-poids <je 7t, d'où, puisque les espaces Vp. sont deux à deux 
orthogonaux : 

<I>(g)2 = ~ Il fp.(g) 11 2• 

En utilisant les décompositions P = M.S.U et GR == K.Pft (cf. 11.19), on a 

(k", E K, m,. E M~, s'" E S~, U'" E UR), 

d'où: 
117t(x.y) ,coii == 117t(s",) .7t(m",. u",.y) .eo·ll 

On a : 
7t(S",). 7t(m",. u".y) 'Co = ~s~ .fp.(m". u".y), . p. 

donc 
4>(X.y)2 = ~(s")2P.llfp.(m".u,,.y)112; 

p. . 

mais (14.4 (4», on a <I>(x) = s;, donc compte tenu de (14.4 (2». 

(2) <1> (x .y)2 = <I>(x)2 ~ (I)S;2C,,«(.I.).,,) . 1 Ifp.(m".u".y) 112• 

Comme x est dans un domaine de Siegel, on a ~:r:;; t. Les c .. (Il) étant ~ 0, il en 
résulte que le produit figurant devant Ilfp.(m",.u",.y)112 dans (2) est >- 1 lorsque 
x E6, d'oü: 

(x e6, y e~). 

Les éléments m" et u" varient dans des compacts puisque :Je E 6, donc (14.2 (c), 
<I>(m".u~.y);:: <1> (y) , d'où le lemme. 

7 
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14.7. NOTATION. Dans les paragraphes suivants, on utilisera simultanément des 
décompositions d'Iwasawa et 'de Bruhat. On écrira la décomposition de x E GR 
sui:vant K, M, S, U : 

( 1) 

D'autre part, nous désignerons par la même lettre un élément W E kW(G) et un 
représentant de W dans N(Sh, choisi une fois pour toutes. Soit !ID l'ensemble de 
ces représentants. Soit U- le k-sous-groupe unipotent maximal correspondant aux 
k-racines négatives et soit U~ le plus grand sous-groupe V de U tel que w-1 • V. W C U-. 
On sait (§ Il) qu'étant donné g E Gk , il existe un et un seul wg E!ID tel que l'on ait: 

(2) g = ug.wg.zg.vg, (ug E U~g.k; Zg E Z(Sh; Vg E U k), 

les facteurs de droite étant tous univoquement déterminés par g. 

14.8. PROPOSITION. On conserve les notations de 
(P, x), où X est dominant .. Alors: 

14. 6. Soit <1> une fonction > 0 de ope 

(i) <I>(Sg):=: <I>(g) :=: s~, 
(ii) .<I>(il) >- l, 

Cg E GR), 

(u E Uil). 
(iii) Une partie C de Uil est bornée si, et seulement si, tjJ:=: 1 sur C pour toute fonction 
tjJ > 0 de type (P, 1)) et tout 1) E X(Ph dominant. 

Démonstration. (i) Vu 14.2 (b), il suffit de démontrer (i) pour la fonction <1>,,; 
dans ce cas on a égalité (14.4 (4)). 
(ii) Il suffit de considérer la fonction <1>", de 14.4. Or, on sait que U- laisse stable 
la somme des espaces V IL (IL #= X), donc : 

n(u) .eo = eo + ~ flL(u) , (u E U-), 
IL#'X 

(iii) Comme U- C ::DG, on peut se borner au cas où G est semi-simple. La nécessité 
de la condition est évidente. Soit 1) un poids dominant qui n'est orthogonal à aucune 
k-racine simple. Nous voulons montrer réciproquement que si <1> > 0 de type (P, 1)) 

est:=: 1 sur C, alors C est borné. On peut supposer que <1> est associée à une repré
sentation irréductible (n, V) de poids dominant 1). L'hypothèse faite sur''l implique 
que P est tout le groupe de stabilité de la droite D" engendrée par Co [7, § 12]. 
Par suite, l'application cp : u 1-+ n(u) .eo est unë application injective de U- dans V. 
D'après un théotèmede Rosenlicht [27, Thm. 2], cp(U-) est fermée. Par suite, cp induit 
un homéomorphisme de U- sur cp(U-). Comme. l'hypothèse signifie que l'image cp(C) 
de C est bornée, il s'ensuit que C est borné. 

14.9. COROLLAIRE. Soit B une partie de GR' Alors l'ensemble des composantes Sb rb E B) 
est borné si, et seulement si, <I>:=: 1 sur B pour toute fonction <1> > 0 de type (P, X) et tout 
poids dominant X. 
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La nécessité de la condition résulte de 14.8 (i). Réciproquement, si cette 
condition est remplie, on a, vu 14.8, s~:::: 1 (b E B) pour tout X dominant. 
Comme l'ensemble de ces caractères contient un système de coordonnées sur S~, la 
réciproque s'ensuit. 

14.10. COROLLAIRE. Dans les notations de 14. 7, on a, pour tout poids dominant X et toute 
fonction cI> > 0 de tyPe (P, xJ 

cI>(g) :::: cI> (s.) :> cI>(z.) 

On peut se borner à une fonction cI> = cI>,,_ On a : 

cI>(g) = cI>(w •. w;l.u •. W •• z •. v.):::: cI>(W;l.U •• W •. z.) = cI>(W;l. u •. w.) .cI>(z.). 

Comme w;l.u •. w. E U-, le corollaire résulte alors de 14.8 (i),.(ii). 

§ 15. La propriété de Siegel 

Nous nous proposons ici d'étendre au cas d'un groupe réductif les résultats du § 4, 
par des démonstrations semblables. 

15.1. Dans ce paragraphe, k est un corps de caractéristiq\le zéro, G un k-groupe 
réductif, p, un k-sous-groupe parabolique- minimal de GO, S un tore décomposé 
sur k maximal de P. On fixe sur X(S) un ordre associé à'p, et on dénote par Dune 
base de X(S) ® Q contenue dans X(S) et formée de l'ensemble k!!. des k-ra~ines 
simples de G et de caractères triviaux sur S () :DG. 
Pour tout w E kW(G, S) et ct E~, on pose: 

(1) w(ot) = L n",~(w).(3. 
(3Ekll. 

Les coefficients n",~{w) sont donc des entiers, tous de même signe. 
Le théorème suivant est dû à Harish-Chandra (non publié) lorsque k = R. La 
démonstration dans le cas plus général considéré ici est essentiellement la même. 

15.2. THÉORÈME. Supposons ke R et G connexe. Soit 6 un domaine de Siegel de Ggpar 
rapport à K, P, S. Soit C = C-l une partie symétrique de Gk telle que 1 z~ 1 :> 1 sur C 
pour tout poids dominant X. Alors CG = {c E C, 6. c ("'\ 6 i= o} est relattvement compact 
dans GR. 

Remarquons tout d'abord que la condition imposée à C peut aussi s'exprimer 
par cI>(zc) :> 1 sur C pour tout poids dominant X et toute fonction> 0 de type (P, xJ. 
(i) A montrer: Uc> Sc el SZc sont bornés lorsque c parcourt C6 . 

Soit CE CG' On peut donc trouver XE 6 tel que x.c E 6. Vu 14.6, on a, pour 
tout poids dominant Z et toute fonction cI> > 0 de type (P, X) :' 

cI>(x) = <I>(x.cf1):> cI>(x.c).<I>(c-1):> cI>(x).cI>(c).<I>(c-1) (CEoCe;; xE6c-1 ()6). 
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Cela entraîne 
(1) 

INTRODUCTION AUX GROUPES ARITHMÉTIQ.UES 15.2 

Comme C = C-l et que <I>(c) >- <I>(z.) (cf. 14.10), l'hypothèse et (1) impliquent 
que <1>::::: 1 sur Cs, d'où aussi <I>(s.)::::: 1 ::::: <1> (z.) sur Cs; cela mOntre que s. et z", 
sont bornés. 

,Mais on a (dém. de 14.10) : 

<I>(c)::::: <I>(W;l.uc'wc)'~(zc), 

donc <I>(W;;-l.uc .wc)::::: 1. La Prop. 14.8 implique alors que W;;-l.uc.wc est borné. 
Il en est donc de même de u •• 
(ii) Pour démontrer le théorème, on procède par induction sur le k-rang de G. 
S'U est nul, alors <5 est compact, et le théorème est évident. Nous supposons donc 
rg~<G) > 0 et le théorème vrai pour G' si rgk(G') < rgk(G). Nous considérons 
tout d'abord le cas où X(G)k = {l}. Pour tout w E kW, posons : 

Cs ... = Cs () (Pk·W.Pk ), 

où, de nouveau, nous notons aussi w un représentant de w dans N(Sh choisi une 
fois pour toutes. Nous avons à prouver que Cs ... est borné et distinguons pour 
cela deUx cas : 

(a) w ne fait partie d'aucun soùs-groupe parabolique propre contenant P. Soient: 

.cl) M = <5 ri <5,C6~ .. , M' = es n es.Cs ... ' 

On a Cs ... C M-l. M'. Il suffit donc de montrer que M et M' sont bornés. 
Soient x EMet y = x. c. Cette égalité peut s'écrire, en utilisant les décompositions 
d'Iwasawa de x, y et la décomposition de Bruhat de c : 

k",.m",.s",.n",.u •• w.z •. v. = ky.my.sy.TIv' 

Nous voulons aussi écrire le membre de gauche en décomposition d'Iwasawa de 
manière à pouvoir comparer les composantes des deux membres. On a : 

y = k",.m",. ·"(n",.u.) .s.,.w. z •• v. = k.,.m.,. w ... -'·· .. (n".u.). IO-'S.,. Zc .v •• 

Posons: 
d = w.w-'·· .. (n.,.u.) = kd.md,sd.nd' 

Alors kd.md,sd est la décomposition d'Iwasawa de w, donc kd normalise M, d'où: . 

s1l = Scl·W-1S~.S,,&. 
D'après 12.2, l'élément d est borné, donc Sd est borné. D'autre part, s., est borné 
d'après (i). On a donc, pour tout ex E,A. : 
(2) s:::::: (w-1.s.,.w)1Z = S;(IZ). 

On a, dans les notations de 15.1 : 
S~(IZ) = II s;IZCl(")' Cl. 

Cl 

Fixons [3 E,A.. VU l'hypothèse faite sur w, et 11.11, il existe ex E,A tel que 
nlZ~(w) < O. On a alors ny~(w) ~ 0 pour tout y E,A, donc chaque facteur de 
droite est >- 1. Mais s~ « 1 puisque y E es; par conséquent, on doit avoir : 

s:y~(")'Cl::::: 1 (y E ,A). 
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Vu que nd(w) 1= 0, cela donne en particulier s~::: 1, et, étant valable pour 
tout ~ E,/1, montre que s .. est borné. Mais m .. et u .. le sont automatiquement, 
donc M est borné. Tenant compte de (2), on voit que Sil est borné, donc y est aussi 
borné. 
(b) L'élément w fait partie d'un sous-groupe parabolique propre P' contenant P. On a alors 
Ce. ID CP' et il suffit donc de montrer que C' = Ce; () P' est borné. Soient x,y E 6 
tels que X.c =y (c E C'). En multipliAnt les deux membres par k;;t, on voit que 
l'on peut supposer x E PC P', donc aussi y E P'. Par suite: 

(3) C'-l = C' = {c E C () P', (6 () P').c () (6 () P') 1= ,,}. 

n suffit de considérer le cas où P' est propre maximal. Vu Il.8, Il.9, il existe alors 
~ E,/1 tel que P' = P e (6 = ,/1 - { ~ } ), et l'on a les décompositions canoniques : 

(4) P' = Z(Se)·Va, Z(Se) = Le.Me.Se, 

où rgt(La) = rgt(G) - l, rgt(Ma) = 0, et Sa est de dimension un. Le groupe Le 
est semi-simple, et a s'identifie à l'ensemble des k-racines simples de Le pour un 
ordre associé à P () La. 
On peut supposer w E Le. Le radical unipotent U de P est produit semi-direct 
sur k de Le () U par Ve. La première égalité de (4) représente aussi un produit 
semi-direct sur k. Dans l'égalité : 

c = u •. w.z •. v. = h •. b., 

en utilisant la décomposition de Bruhat de h. dans Z(Se),t, on voit que l'on peut 
supposer: 
(5) 

Quitte à agrandir 6, on peut admettre que 6' est le produit de ses projections 
sur Z(Se) et Va, la deuxième étant compacte, donc: 

(6) h. E (6' () Z(Se»-l. (6' () Z(Se» (c E C'). 

Nous montrerons tout d'abord 'lue h. est borné. Soient 1t't, 1t'1' 1t'a les projections 
canoniques de Z(Sa) sur ses quotients Ql> QI' Qa par Me.Sa, Le.Me et La.Se 
respectivement. La restriction à Z(Sa)R de l'application : 

1t' = 1t't X 1t't X 1t'a : Z(Sa) -+ Q = Qt X QI X Qa 
est de noyau fini, et son image est fermée, car elle contient la composante connexe 
de e dans Q, pour la topologie ordinaire. C'est donc une application propre, et il 
suffit de montrer que 1t'j(h.) est borné (i = 1,2,3). 
Soit i = 2,3. D'après (5), on a 1t'j(he) = 1t'j(z.), d'où notre assertion dans ces cas, 
puisque ze est borné, vu (i). 
Soit l: = 1t't(6' () Z(Se»' On vérifie immédiatement à partir des définitions 
que l: est un ensemble de Siegel de QIR (par rapport a\lx projections K~, Pt, S1> 
de K () La, P () Le et S () Le). Vu (6), on a : 
(7) 1t'1 (he) E X-l. X. 

Comme 1t't est un k-morphisme, on a 1t'l(he) E Qu, et l'égalité C' = C'-l de (3) 
implique immédiatement que l'ensemble des he est aussi symétrique. 1t't est une 
k-isogénie de Le sur QI' L'homomorphisme 1t'~: X(P1) -+ X(Z(Se» induit par 1t't 
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transforme un poids dominant en un poids dominant. Si l'on applique 7t1 à la 
relation h. = u~.w.z •. b;, on voit que l'on obtient la décomposition de Bruhat 
de 7tl(h.) par rapport à Pl' SI' En particulier, 7tl(Z.) est la composante relative 
à Z(SI) de 7tl(h.). Il s'ensuit que l'ensemble des 7tl(h.) vérifie toutes nos hypothèses. 
Comme rgk(Ql) = rgk(Lo) < x:gk(G)~ on peut appliquer l'hypothèse d'induction, 
donc 7t1 (h.) est borné. 
Il reste encore à faire voir que b. est borné. Or l'égalité x. c = y peut s'écrire 

d'où: 

On vient de montrer que h.est borné. Quant à n~', n~', ils le sont aussi puisque 
x, y e 6, donc b. est borné; 
(iii) Cela termine la démonstration lorsque X(G)k = {1}. Dans le cas général, 
G s'écrit comme produit presque direct G = G1.Z où Z est un tore décomposé 
sur k et X(Glh = { 1}. Soit 7t: G -+ G' = G/Z la projection canonique. 7t définit 
une k-isogénie de Gl sur G', donc X(G')k = { I}. D'autre part, 7t(P) et 7t(S) sont 
respectivement un k-sous-groupe parabolique minimal et un tore d~composé sur k 
maximal de G', et il résulte immédiatement des définitions que 7t(6) = 6' est un 
ensemble de Siegel de GR. Ce qui il. déjà été démontré montre alors que 7t(Ce ) est 
relativement compact. Comme Z est un tore décomposé sur k, l'homomorphisme 7t 
applique Gk , sur G~" pour toute extension k' de k, d'où l'existence d'un compact 
QC Ütl tel que CeC Q,ZR' Écrivons c eCe souslaformc; c = q •. T.(q. eQ, T.eZR) 
où q. et r. sont déterminés au produit par un élément du compact Q. Q Iî ZR près. 
On a, vu (14.10), eX >- l, d'où r~ >- l, pour tout poids dominant X. Mais l'ensemble 
des restrictions à Z des poids dominants de G contient un sous-groupe d'indice fini 
de X(Z), donc T. est borné, ce qui termine la démonstratien. 

15.3. COROLLAIRE. Supposons k = Q. Soit E une partie symétrique de GQformée d'éléments 
à dénominateurs bornés. Alors Ee; = E Iî 6-1 .6 est fini. 

(Dans cet énoncé, on a i.gentifié G à un Q-sous-groupe de GLn' Remarquons 
que p'our une partie symétrique M de GQ, la condition d'être « à dénominateurs 
bornés» est indépendante de la représentation matricielle choisie, car (7. l, 7.2) 
si cp: G -+ GLm est un Q_morphis~e, les coefficients de, cp(g) sont des polynômes 
à coefficients rationnels en les coefficients glj de g et en (det g) -1.) 
Les éléments de E ayant des coefficients -rationnels à dénominateurs bornés, on 
a 1 det x f >- 1 sur E, d'où aussi, puisque E est symétrique, 1 det x 1 -< 1 et : 

(1) Idetxl~l, (xeE). 

Étant donné .W EQW, posons G~ = U~.w.P et Ew = E Iî Gw • On a 

w-1 .Gw C U-.P =.U- .Z(S). U. 

Notons z; la composante en Z(S) d>un élément de U- .Z(S). U. On a alors: 

z;._'." = z" (X-EG",). 
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D'autre part, w-1 . Ew est formé d'éléments de GQ à dénominateurs bornés, dont 
le déterminant est, vu (1), comparable à un en valeur absolue. On est donc ramené 
à prouver que si F CUQ' PQ est formé d'éléments à dénominateurs bornés, vérifiant 

(2) 1 det xl;:::: 1 (x E F) 

alors 

(3) Iz?1 >- 1 (x € F; "1. poids dominant). 

On peut se borner à un ensemble de poids dominants contenarit une base de 
X(S) @ Q. Étant donné "1., soient, comme dans (14.4), 1t: G ~ GL(V) une repré
sentation irréductible, définie sur Q, et D" une droite stable par P, sur laquelle P 
agit par l'intermédiaire de "'1.' Il existe une base (Ci) de V Q formée des vecteurs 
propres de S, dont le premier sous-tend D". Si x = u.z~.v (u E U-, V EU), alors: 

donc 

(4) 

1t(x).e1 = 1t(u).z~x.el = z~X(el + Lc.(u).ei ), 
i~2 

Mais 7t(x)ll est une fonction régulière sur G, définie sur Q. C'est donc un polynôme 
à coefficients rationnels en les coefficients '/Cli de x et en (det X)-l. En multipliant 
par une puissance convenable de det x, et en tenant compte de (2), on voit qu'il 
suffit de prouver que si R est un polynôme à coefficients rationnels en les coefficients 
de .1:', qui ne s'annule pas sur F, alors 1 R(x) 1 >- 1 sur F. Or, si m est un multiple 
des dénominateurs des coefficients de R et des éléments de F, on a évidemment 
ml R(x) 1 ~ 1 (x E F), d'olt notre assertion. 

15.4. THÉORÈME. Soient k = Q et$ un ensemble de Siegel de GR (Par rapport à K, P, S). 
Soient A une partie finie de GQ et r un groupe arithmétique de G. Alors 6. A a la propriété 
de Siegel pour r. 

Il s'agit dOllc de montrer que, étant donné q E GQ : 

1'1 = {y E rI6.A .. q n 6.A.y # o} 
est fini. 

On peut supposer r C Gz; ses éléments sont de déterminant égal à ± l, donc' 

E = A.r.q-l.A-l V A.q.r.A-l 

est une partie symétrique de GQ, formée d'éléments à dénominateurs bornés, et 
l'on est ramené à 15.3 lorsque G est connexe. 
Supposons maintenant G non connexe. Quitte à agrandir A, on peut se borner 
au cas où l' C GO. Les Q-sous-groupes paraboliques minimaux de GO étant conjugués 
sur Q, on il GQ = N,JP)Q' (GO)Q' On peut donc trouver des parties finies A', B' 
de :'\." Pi Q et .\", B" de (GO)Q telles que AC A' . A", A.qC B' .B". D'autre 
pan 12.7';, il existe un ensemble de Siegel 6' contenant 6.(A' V B'). Soit 
C = cV' u B". Il suffit de montrer la finitude de : 

~1 = r n (3'.C)-1.6'.C. 
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-Comme ~ = K.(GO)R' K.6' = 6', et rCGO, on a aussi: 

M = r () (6" .C)~1. (6" .C), (6" = 6' () GO), 

et l'on est ainsi ramené au cas, déjà traité, du groupe connexe. 
En combinant 12.5, 13.1 et 15.4, on obtientle théorème suivant, qui est le principal 
résultat de la théorie de la réduction pour les groupes arithmétiques. 

15.5. THÉORÈME. Soit k = Q et soit r un groupe arithmétique deG. Il existe, un ensemble, 
de Siegel 6 sur Q de G et une partie finie C de GQ tels que .Q = 6. C soit un ensemble 
fondamental pour r dans a.t. Cet ensemble est compact si rgQ(G) = 0 et est de mesure de 
Haar finie si X(GO)Q ~ {l}. Pour toute partiefinie Ade GQ, l'ensemble r () (OA)-l.ilA 
est fini. 

Nous'terminerons ce paragraphe en donnant une interprétation 'de C. 

15.6. PROPOSITION. Soit k = Q. Soient r un groupe àrithmétique de G, et P' un Q-groupe 
parabolique. AlorsGQ est réunion d'un nombre fini de doubles classes p~.c.r. 
Soit C ime partie finie de GQ. On a P Q' c. r = GQ si, et seulement si, il existe un ensemble 
de Siegel 6, par rapport àK, P, S, tel que 6. c. r = o.. 

Il suffit qe prouver la première assertion pour P' = P. Tenant c~mpte de 15.5, 
on'voit alors qu'il suffit d'établir la deuxième. 
Supposons tout d'abord que l'on ait 6.c.r = o.. Soit g E GQ. Alors 6.g ne 
rencontre qu:un nombre fini de. translatés 6.c.y (c E 9, y E r) d'après 15.4. 
Comme 6.C.r = a.t, il existe un nombre fini d'éléments C,EC, y,Er (1 ~ i ~ m) 
tels que: 

Puisque C est fini, il existe une suite d'éléments x j E 6, et un indice i tels que : 

(s,,)110-+0 (j-+oo), xJ.gE6.c,.y, (tXE~). 

Il résulte alors de 12.5 que c •. y •. g-l E PQ, d'où g E PQ.c.r. 
Réciproquement, supposons que GQ = P Q' c. r. D'après J 5.5, il existe une partie 
finie C' de GQ et un ensemble de Siegel 6 tels que 6. C' . r = o.. Il existe. une 
partie finie F de PQ telle que c'e F.C.r, d'où a.t= 6.F.C.r. Il suffit alors 
de remarquer (12.7) que 6. F est contenu dans un ensemble de Siegel relatif 
à K, P, S. 

15.7. COROLLAIRE. Soient H un Q-groupe, et P' le normalisateur d'un Q-sous-groupe 
parabolique minimal P de HO. Soit r un sous-groupe, arithmétique de' H. Il existe une partie 
finie C de Ils contenue dans l'intersection des noyaux des éléments de X(HO)Q, telle que 
HQ = r.c.PQ• 

Il résulte immédiatement de (11.8) que ~ = H&,PQ' On peùt donc supposer 
H connexe. Soit U le radical unipotent de H. Alo •. H = L. U est le produit semi
direct d'un Q-groupe réductif L par U (7.15) et X(H)Q s'identifie, par restriction, 
à X(L)Q' Soit M"la composante neutre du noyau des éléments de X(L)Q et soit S 
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le plus grand tore décomposé sur Q central de L. AlQrs L = M.S, et M () S est 
fini (10.7). Évidemment S. U CP, et P () M (resp. P () L) est un Q-sous-groupe 
parabolique minimal de M (resp. L). Les espaces M/(P () M), L/(L () P) et H/P 
sont Q-isomorphes. Tenant compte de (10.9) et (11.8), on voit que: 

MQ/(P () M)Q = Hq/PQ. 

Par conséquent, si C est une partie finie de Mq telle que 

(M () r) . C. (P () M)Q = MQ, 

on a aussi r .C.PQ = HQ. 
Enfin, pour la commodité des références, mentionnons encore une simple consé
quénce de la propriété de Siegel. 

15.8. PROPOSITION. Soient k = Q et 6 un ensemble de Siegel de Ga. Soit A une partie 
finie de GQ• Alors, pour tout g E GR' l'ensemble 6 () g. r.A estfini. 

Soit V = {y E rI6.A-Iy () 6.A-I #= e}. L'ensemble V est fini vu (15.4), 
et il est immédiat que si x = g .cr . b (a Er, b E A) fait partie de 6 () g. l' . A, alors 
tout autre élément de cet ensemble est de la forme g.cr. v.a (v E V, a E A). 

Appendice: Groupe de commensurabilité et propriété de Siegel. 

La condition (F2) fait intervenir, outre GR' et r, le groupe GQ, qui n'est pas direc
tement associé à Ga et l'. Nous voulons faire voir ici qu'en fait on peut remplacer GQ 
par un groupe qui lui est intimement lié, mais peut être plus grand, et qui est défini 
à partir de Ga et l'. Cela mène à une formulation plus forte de (F2) , qui peut 
être imposée iL un groupe et un sous-groupe quelconques (15. 13), et est aussi vérifiée 
par les groupes arithmétiques (15:15). 

15.9. DÉFINITION. Soient H un groupe et L un sous-groupe. On appelle groupe 
de commensurabilité de L dans H, et on note CCL), l'ensemble des he H, tels que hL soit 
commensurable à L. 
Comme la notion « être commensurables» est une relation d'équivalence entre 
sous-groupes de H, il est immédiat que CCL) est bien un groupe, qui ne dépend 
que de la classe de commensurabilité de L. 

15.10. LEMME. Soient H, H' des groupes, 7t: H ~ H' un homomorPhisme surjectif de 
noyau N fini, et L un sous-groupe de H. Alors CCL) = 7t-I (è(7t(L»). 

Il est clair que CCL) C 7t-1(C(7t(L))). Soit réciproquement XE 7t-1(C(7t(L))). 
Comme N est fini, 1t-I (1t(L)) = L.N et 1t-1(7t("L)) = "'L.N sont commensurables. 
Mais ces groupes sont respectivement commensurables à L et <ilL, donc x E CCL). 

15.11. LEMME. Supposons G connexe, presque simple sur Q, et soit L un sous-groupe de GQ• 
(i) Si L est infini, et CCL) Zariski-dense, alors L est Zariski-dense. 

(ii) Si G est simPle sur Q, et L est Zariski-dense, alors C(L) C GQ. 

(Un Q-groupe connexe est simPle (resp. presque simple) sur Q s'il ne contient 
pas de Q-sous-groupe distingué propre =p {el (resp. de dimension> 0).), 
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Étant donné un sous-groupe M de G, on note d'(M) le plus petit sous..groupe 
algébrique de G contenant M. C'est aussi l'adhérence de M en topologie de Zariski. 
Si MC GQ, alors d'(M) est défini sur Q. SiM' est d'indice fini dans M, il est. 
immédiat que d'(M') est d'indice fini dans d'(M), donc d'(M')O = d'(M)o. Il 
s'ensuit que si M" est commensurable à M, alors d(M)9 = d(M")o. 

(i) Comme L est infini, d(L)O est de dimension> O. Vu ce qui précède, c'est un 
groupe défini sur Q, qui est normalisé par C(L). Mais, C(L) étant dense dans G, 
cela entraîne que d'(L)O est distingué dans G. On a donc d'(L)O = G, d'où (i). 
(ii) On identifie G à un sous-groupe de SL,.. Alors erG] est l'algèbre engendrée 
par 1 et les coefficients g'i des éléments de G. On fait opérer g sur erG] parfl-+ ~ où : 

"f(x) =f(g-l.X.g) (g,xeG). 

On obtient une représentation rationnelle cr, définie sur Q, de G dans l'espace 
vectoriel engendré dans erG] par les gw CO,mme G est simple sur Q, et en particulier 
est de centre réduit à { e}, cr est un Q-isomorphisme de G sur cr(G). Par suite, g E G 
appartient à GQ si, et seulement si, l'application fl-+ "f envoiè Q[G] dans Q[G]. 
Soient g E C(L) et f E Q[G]. On peut écrire: 

"f = fil + cdl + ... + cm.fm (1. E Q[G]; 0 ;:;:; i ;:;:; m) 

avec (l, Cu ••. , cm) linéairemer.t indépendants sur Q. Soit XE L tel que g-l.X.g E L. 
Alors: 

donc fi(x) = 0, (1;:;:; i;:;:; m). Comme L rt g-l.L.g est d'indice fini dans L, 
il est aussi Zariski-dense dans G, donc fi = 0 (1;:;:; i ;:;:; m), et "f = fo E Q[G]. 

Remarques. (i) vaut si Q est remplacé par un corps k quelconque. Le raisonnement 
précédent montre que d'(L)O est distingué dans G. Vu sa définition, il est k-fermé. 
Mais dans un k-groupe réductif connexe, tout sous-groupe distingué connexe est 
défini sur une extension séparable de k, donc d(L)O est défini sur k, et l'on a de 
nouvc;:au d'(L)O = G. 
(ii) et sa démonstration restent aussi valables sur un corps quelconque si l'hypothèse 
« G simple sur k » est remplacée par « G est simple sur k et isomorphe à son groupe 
adjoint ». 

15.12. PROPOSITION. Supposons G connexe, semi-simPle. Soient N le Plus grand Q-sou:r
groupe distingué de G dont l'ensemble des points réels est compact, 7t: G -+ G' = GIN la 
projectio1l canonique, et r un sous-groupe arithmétique de G. 

(i) Si N est fini, r est Zariski-dense dans G. 
(ii) On a C(r) = 7t- l (GQ). 

(i) On suppose évidemment G i= {e}. Alors G4 N, et GR n'est pas compact. 
Cbmme GRW est de volume invariant fini (13.2), r est infini. D'autre part, vu (7.13), 
C(r) ::)GQ • Or, d'après un théorème de Rosenlicht (cf. [IJ), GQ est dense dans G. 
On applique alors (15.11 (i» à chaque Q-facteur de G, et (8.10). 
(ii) Vu (15. 10), et le fait que 7t(r) est arithmétique (8. Il), il suffit de considérer 
le cas Ol! N·= {e}, et de montrer qu'alors C(r) = GQ• Le groupe G est produit 
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direct de grouPts Q-simples Gi • De plus, vu (B. 10), r est commensurable au produit 
des groupes r ('\ Gi , et r ('\ Gi est arithmétique 'dans Gi • On est donc ramené 
au cas où G est simple sur Q, et où GR est non compact. Alors r est Zariski-dense 
par (i), et C(r)CGQ d'après (15.l"l (ii». Comme einclusion inverse résulte 
de (7.13), cela termine la démonstr~i~n. 

15.13. Étant donné un groupe H, un sous-groupe L et une partie 0 de H, nous 
considérerons les conditions suivantes : 

(t2)- : pour tout cEL, l'ensemble des XE L tels que ne ('\ nx of. 0 est fini; 

(F2) + : étant donné CE CCL), l'ensemble des XE L tels que ne nOx of. 0 est fini. 

Il est immédiat que si 0 vérifie (F 2) + pour 1., il vérifie aussi cette condition pour 
tout sous-groupe L' commensurable à L. Si .0 est un « ensemble fondamental », 
i.e. vérifie en plus (FI) : n. L = H, alors il existe aussi un ensemble fondame'ntal n' 
pour L'; il suffit de prendre 0' = O. D, où D est un système de représentants 
pour L/(L ('\ L'). Par contre il ne semble pas clair que si n vérifie (FI) et (F2)

pour L, on puisse trouver un œ vérifiant (FI) et (F 2) - pour L'. 
Si H = GR et L est arithmétique, fllors C(L):::> GQ, vu (7.13), donc (FI) est inter
m~diaire entre IF 2) - et (F 2) +. 

15.14. PROPOSITION. Supposons G connexe, semi-simple et soit r un sous-groupe arithmé
tique de G. Alors tout ensemble de Siegel (12.3) 6 de GR vérifie la condition (F 2) + 

pour r. 
Soit N le plus grand Q-sous-groupe distingué de G dont l'ensemble des points' 

réels est compact et soit 1t : G -+ G' = GIN la projection canonique. On a déjà 
remarqué qué 1t(6) = 6' est contenu dans un ensemble de Siegel de G~ (12.3). 
D'autre part (B. Il); r' = 1t(r) est arithmétique dans G'. Soit CE C(r). D'après 
15.12, on a 1t(c) E GQ• Comme 6' est contenu dans un ensemble de Siegel, l'ensemble 
des x' Er' tels que 6' .c' ('\ 6' .x' of. 0 est fini. Par conséquent: 

{xErI6.c('\6.x of. 0} 

est formé d'un nombre fini de classes modulo N.('\ f. Mais NRest compact, donc 
N ('\ f est fini. 

15.15. THÉORÈME. Supposons G connexe, semi-simPle. Soit r un sous-groupe de GR 
commensurable à un sous-groupe arithmétique de G. Il existe un ensemble de Siegel 6, relatif à Q, 
de GR' et une partiefinie C du groupe de commensurabilité C(r) de r, tels que GR = 6. C. r. 
L'ensemble 6. C 1"érifie la condition (F 2) + de (15. 13). 

Si r est arithmétique, cela résulte de (15.7) et (15.14). On passe de là à un 
sous-groupe de GR commensurable à un groupe arithmétique en utilisant les 
remarques faites dans (15.13). 
Nous nous sommes bornés au cas où G est connexe, semi-simple pour éviter quelques 
complications techniques, mais l'énoncé se généralise au cas d'un Q-groupe réductif. 
Nous laissons au lecteur le soin de s'en convaincre à titre d'exercice. 
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§ 16. EnseUlbles fondaUlentaux et miniUla. 

Dans ce paragraphe, G est unQ-groupe réductif connexe, P un Q-sous-groupe parabolique 
propre, supposé minimal à partir de 16.5, S un tore décomposé sur Q maximal de P, 

P = M.S.U 

la décomposition canonique de P suivant S, et K un sous-groupe compact maximal de Grt dont 
l'algèbre de Lie est orthogonale à celle de Sri. Enfin, r est un sous-groupe arithmétique de G 
et a une partie finie de GQ telle que GQ = r.a,PQ (cf. 15.6). . 

16.1. Le but de ce paragraphe est de lier les ensembles fondamentaux.du deuxième 
type à des conditions de minimum portant sur des fonctions de type (P, X). La 
méthode utilisée est l'analogue « à l'infini », i.e. pour Ga, de 'celle utilisée par 
Godement-Weil dans le cas des groupes adéliques [12]. Elle est cependant techni
quement plus compliquée car, contrairement à ce qui se passe pour les groupes 
adéliques, il est nécessaire de considérer des ensembles à plus d'une « pointe », ce 
qui revient à dire que l'on ne peut supposer en général C réduit à {e}. 
Des paragraphes précédents, on utilisera essentiellement 

(a) Le critère de Mahler 0.9, 8.2); 
(b) Le critère de compacité (§ 8); 
(c) La finitude de PQ\GQJr (15.6). 

Dans la présentation suivie ici, ce dernier point est lui-même obtenu comme consé
quence de l'existence d'ensembles fondamentaux de la forme (;. a, donc ce para
graphe n"en fournit pas une démonstration indépendante. Cependant, on peut 
démontrer (c) directement à partir du critère de compacité pour les groupes 
adéliques [12]. A part cela, ce paragraphe n'utilise pas de résultat démontré dans 
les §§ 9 et 13. 

16.2. LEMME. Soit A une partie finie de GQ. Soient Xe X(P)Q dominant (14.4), <D> 0 
de type (P, X) et <D'une fonction continue strictement positive comparable à <D. Alors: 

inf <D'(u) > O. 
uer.A , 

Si <D = <1>" est standard (14.4), alors <D a un minimum> 0 sur r .A. 

Vu la dernière remarque de 14.2, il suffit de prouver la deuxième assertion. 
Soit donc <D(g) = Il (1t(g) .eo) Il, où 1t : G --+ GL(V) est un Q-morphisme et eo EV 
un élément sous-tendant une droite stable par P. Il existe alors un réseau L de V Q 
stable par r. aommeAestfini, il existe qeQ' tel que 1t(A).LCq.L. Par suite, 
1t(r.A).eo est contenu dans l'ensemble q.L-{O}, qui est discret dans VR' 
d'où notre assertion. 

16.3. Rappelons que si deux Q-sous-groupes paraboliques R, R' de G sont conju
gués, on a un isomorphisme canonique entre X(R)Q et X(R')Q (1l.9). Nous iden
tifierons ces deux groupes par cet isomorphisme. 
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~oient ceG etfune fonction sur G. On notera r.fla transformée defpar transla
tion à droite: T.f(x) =f(x.c) (xeG). Si ge~ etfest de type (R,X), alors 
Tcf est évidemment de type (CR, X). 

16.4. LEMME. On suppose X(G)Q = { I} et rgQ G = 1. Soit $ unefonciion continue> 0 
comparable à une fonction de type (P, X) strictement positive, où X est dominant, non nul. 
Soit lJi"(g) = inf $(g.u), (g e GR)' Alors lJi" est une fonction bornée supérieurement 
sur ~. uEr.C 

Il suffit de faire la démonstration pour $ de type (P, X). Pour tout d> 0 
soit 
(1) 

Évidemment, Ed est fermé, fonction décroissante de d, et le lemme équivaut à 
l'existence d'une constante do > 0 telle que Ed = 0 si d> do. 
Par définition, 'JI' est invariante à droite par r, donc: 

(2) Eà.r = Eà (d> 0):" 

D'autre part, 16.2 montre que n Ed = 0. Il suffit donc de prouver que Eàtr est 
à>O 

compact dans ~/r. On peut se borner à le faire pour $ standard. Soit (LIa projection 
de G sur son groupe adjoint Ad G. Alors (L(r) est arithmétique (8. Il) et l'applièation' 
canonique GRtr ~ Aut ÛR/(L(r) est proprè (8.5). Il suffit donc de considérer le 
cas où G est de centre réduit à { e }. On peut ainsi supposer G semi-simple, isomorphe 
à son groupe adjoint. Comme Ed est fermé, stable par r, son image Ed/r dans ~tr 
est fermée. D'autre part X(G) = { l}, puisque G est semi-simple connexe. Tenant 
compte du critère de Mahler, sous la forme de 8.2 (iv), appliqué à la représentation 
adjointe, on voit que la compacité de Edtr résultera de l'assertion suivante : 

('*') Soient L un réseau de gQ et d> O. Soient Zj EL, gj e Ed (j = 1,2, ... ) tels 
que ~im Ad gj(Zj) = O. Alors il existe jo tel que Zj = 0 pour j ~ Jo' 

3 --> <Xl 

Démonstration de ('*'). Nous pouvons supposer L stable par r (7.13). Montrons tout 
d'abord que %} est nilpotent pour j assez grand. Il existe des polynômes Pi sur g, 
invariants par Ad G, tels que : 

,i-n 

det (Adx-t.I) = (-t)" + ~ P,(x).t .... '. 
i-l 

Les Pi ont des coefficients rationnels, si l'on prend des coordonnées par rapport à 
une base de L. Il existe donc une constante a > 0 telle que : 

(P,(z) ~ a (z EL)) * P,(Z) = 0 (1 ~ i ~ n). 

On a P,(z;) = Pi (Ad gj(Zj)) ~ 0, donc, pour j assez grand, P,(z;) = 0 (1 ~ i ~ n), 
et Zj est nilpotent. 
Il résulte de Il. 10 que tout élément nilpotent de 9Q est conjugué par GQ à un 
élément de UQ' Comme GQ = r.c.PQ, on peut trouver Yi E:' r, Ci E C d y; E UQ 

tels que Zj = Ad (Yi .Cj ) .y, U ~ jo). Soit : 

M = UQ n ( n Ad c-1(L)). 
cee 
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C'est un réseau de UQ, qui contient y; quel que soit j ~ jo. Passant à une suite 
partielle, et remplaçant g; par gj' Yi (ce qui est licite vu (2)), et L par la réunion 
de L et des réseaux Ad c-I(L), (c E Cl, on voit que l'on est ramené à prouver: 
(u) Soient g;EEd' zjEunL, (j= 1,2, ... ), et CEC tels que Adgj,c(zj) -o. 
AloTS z; = 0 POUT j assez grand. 

Démonstration de (u)." Le groupe r' = cr est arithmétique. Il existe donc (8.4) 
des compacts 1J C MR et c..l C. UR tels que": 

GR = K,PR = K.1J'QA.c..l.(r' n Pl. 

On peut par conséquent trouver crj E r' n P tels que 

g;.C.crjl E K..·IJ'QA.c..l. 

Quitte à remplacer gj par gj.C.crjl.C-1 Egj.r, on voit qu'il suffit d'établir (u) 
en supposant gj'c E K.1J.caA.c..l. Posons: 

gj.c=k;.mj.aj.u; (kjE'K; mjE1J; ajEcaA; UjEc..l). 

Comme kj .mj varie dans un compact, l'hypothèse de (t*) équivaut à : 

(3) Jim Ad ai' Uj(Zj) = O. 
3 .... co 

Par ailleurs, la condition gj E Ed entraîne af >- 1. Soit oc l'unique Q-racine simple 
de G. De (X, (1.) >'0, on tire que X = m.oc (m> 0), donc: 

(4) af>-l U=1,2, ... ). 

L'ensemble des Q-racines positives se réduit à {cc} ou à {cc, 2cc}. On a : 

U = 9", + 92oc' [9""9,,,] C 920<' [U,92oc] = {O}, 

(92oc étant nul si 20c n'est pas une Q-racine). Ces deux sous-espaces sont définis 
sur Q. Il existe donc des réseaux L' Cg",. Q et L" C g2oc. Q tel que L n u soit 
d'indice fini dans L' + L" et que l'on ait : 

Zi = z; + zj' (zj EL'; zi' E V'; j = 1,2, ... ). 

Comme U opère trivialement, par la représentation adjointe, sur U{92<x' on a 

Ad uj(zj) == zj (mod 92"')' (j = 1,2, ... ), 

donc : 
(j = 1,2, ... ). 

Vu (4), on a zj _ O. Mais zj fait partie du réseau L', donc est nul pour j assez 
grand. On a alors : 

d'où également zi' = 0 si j est assez grand. 

16.5. NOTATION. Soient 6C QLl et t> O. On pose 

(1) P(6,t) ={pEPR, IPXI ~ t(ocE6)}. 

OR écrira aussi pet) pour P(QLl, t). 



16.6 ENSEMBLES FONDAMENTAUX ET MINIMA III 

Il est clair que 

(2) P(6 u 6', t) = P(6, t) (") P(6', t) (6,6' CQLl). 

16.6. LEMME. Soient 6C QLl et XE X(P)Q dominant tel que (X, ex;) > 0 p3ur ex; E 6. 
Soient <P une fonction continue> 0 comparable à une fonction> 0 de type (P, X) et (Jo" un 
nombre réel> 1. Pour bEC, posons: 

nb.IL(<p) =nb• 1L ={gEGR,<p(g.b) ~ (L.<P(g.u), (UEr.C)}. 

Alors il existe t> 0 tel que nb• lL • b C K. P(6, t) et que GR = K. P(6, t). C-l. f. 

Soit <P' > 0 de type (P, X) comparable à <P. Il existe donc des constantes 
d, d' > 0 telles que: ' 

d.<P'(g) ~ <P(g) ~ d'.<P'(g) 

On en déduit immédiatement que : 

nb.IL(<p) C nb.IL,(<p') 

Il suffit donc de démontrer le lemme pour <P standard. Tout caractère de Pest 
évidemment;::: 1 sur K (") P. Vu (16.5 (2)), on peut donc se borner à démontrer 
la première assertion dans le cas où 6 est formé d'un élément, soit Ot. 
Nous avons la décomposition Pa = Ma .S",. V a (11.8). Soit L", le Q-groupe connexe 
dont l'algèbre de Lie est sous-tendue par g~ + [g~, g_~] (~= oc, 2Ot). Alors L", est 
facteur presque direct de M"" et l'on a : 

(1) 

avec Q", anisotrope sur Q, et La de rang rationnel égal à un (11.7). De plus, 
t T", = (S (") La)O est un tore décomposé sur Q maximal de La, dont l'algèbre de 

Lie est engendrée par un élément ha vérifiant: 

\I(ha) = 2(\1, Ot). (Ot.Ot)-l, (\1 E 5'). 

Le caractère X s'écrit sous la forme X = ~d~A~ (d~ ~ 0). Vu l'hypothèse, da> O. 
Comme la restriction de X à Ta est égale à da. A"" il s'ensuit que : 

(2) X ITa = mlX ITot ' (m> 0). 

Soit D une partie finie de L",. Q telle que : 

(3) L",. Q = (La (") r) . D. (P (") LJQ, 

(dont l'existence est assurée par 15.4). Désignons par ~ la restriction de Tb<P à bL~. 
C'est, vu (2), une fonction> 0 de type (b(P (") Lot)' m.Ot). On peut écrire: 

(4) g=k •. q •. l •. sg.vg (kgEK, qgEbQ~, 19EbLa, Sgr:;bSa, VgEbV,,). 

Nous prouverons plus bas 

(*) Il existe une constante (L' > 0 telle que l'on ait ~(lg) :::;; (L'. Wu. z) (z E ber (") L",). bD), 
quel que soit g E Qb. IL. 

Admettons-le provisoirement. D'après 16.4, appliqué à bL"" il existe alors 8 > 0 
tel que 

(5) ~(lg) ~ 8 < 00 (g E nb• IL }. 
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Vu (2) et (5), on a alors: 

(6) 

. La composante ag de g dans &A, par rapport à la décomposition 

GR = K.bMR·&A.bUR 

16.6 

est égale au produit de la composante a(lg) de 19 dans bT" par l'élément Sq de (4), 
d'où, puisque ex. est trivial sut' S"" l'existence d'une constante t' > 0 telle que : 

(7) a~ ~ t', (gEOb.,,). 

Cela signifie, par définition, que 

g E K.bP(ex., t'). 

Écrivons b = k.p (k E K, P E PR)' Il existe t> 0 tel que p.P(rx, t') e P(rx, t), 
d'où g.be K.P(rx, t), et la première assertion du lemme. 
Nous démontrons maintenant (.). On a : 

Tb<l>(g) = Tb<l>(kg.lq.sg) = Tb.<I>(lg) . Tb <1> (Sg) 

(8) Tb<l>(g) = 'Yj(g) .Wg ) (g E 0b.lL; 'Yj(g) = Tb<l>(Sg)). 

Soit Z E b«f () L Il ) .D). Alors z normalise bV"" centralise bQ", et bS"" donc 

Par suite 

(9) 

Écrivons z sous la forme z = G.d (G E b(L", () f), dE bD). Il existe 

y(d, b) E f, c(d, b) E C, p(d, b) E PQ, 

tels que 
d.b = y(d, b) .c(d, b) .p(d, b), 

d'ou: 

Tb<l>(g.Z) = <I>(g.G.d.b) = <I>(g.G.y(d, b) .c(d, b) .P(d, b)) = 

= 1 p(d, W 1.<I>(g .G.y(d, h) .c(d, hl). 

L'élément b est fixé, et d parcourt un ensemble fini, donc P(d, b) a un nombre fini 
de valeurs. Il existe par conséquent 8 > 0 tel. que : 

(10) infrb!D(g.G.d)?; 8 irif <I>(g.y.c), (G E b(L", () f), dE bD). 
a.à yEl': cEe 

Mais, par hypothèse : 

(Il) fL. inf<l>(g.y.c) ?; <I>(g.b). 
Y.c 

En utilisant alors (8), (9), (10), (11), on voit qu'il existe une constante p.' > 0 
telle que : 

(12) Wu), 'Yj(g) = <I>(g. b) ~ fL'. inf rb <I>(g .G.d) ~ p.' 'Yj(g) • infWu' G.d), 
G.d a.a 

quel que soit g E 0b.lL. En divisant les deux membres extrêmes de (13) par Yj(g), 
on obtient ('*'), ce qui termine la démonstration de la première assertion. 
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La constante fL étant> l, on peut, étant donné g E GR' trouver a Er, bEC' 
tels que: . 

<I>(g.a.b) :::; fL.<I>(g.u) (u E r.C). 

On a alors g.a EQIL.b donc g.a.b E K.P(6, t) pour t convenab~e, ne dépendant 
que de b. Comme C est fini, il existe t tel que cela soit valable pour tout bEC, ce 
qui prouve la deuxième assertion du lemme. 

16.7. THÉORÈME. Soit X E X(P)Q un caractère dominant tel que (r., IX) > 0 pour 
tout IX E~, et soit <1> une fonction> 0 de type (P, X). Alors il existe un ensemble de Siegel <5, 
par rapport à P, S, tel que pour tout g E GR' la fonction <l>a: u 1-+ <I>(g. u) (u Er. C) 
atteigne son minimum en un point de 6 n g. r . C. En particulier, GR = <5. C-l. f. 

Soit fL une constante> 1. Étant donné g E~, on peut trouver a Er, bEC 
tels que: 

<1> (g . a . b) :::; fL<I> (g . y . c) 

D'après 16.6, il existe t> 0, indépendant de bEC, tel que 

g.a.b E K.P(t). 
Soit : 

r' = r n ( n . c-l.r.c). 
cEe 

C'est un groupe arithmétique (7.13), qui vérifie 

(1) c.f'Cf.c, (c E C). 

Vu le critère de compacité (8.4), il existe un compact CùC (M. U)R tel que: 

(2) (M. U)R = w(f' n M. U). 

Nous voulons montrer que l'ensemble de Siegel <5 = K'QAj.w vérifie 16.7. 
D'après (2), il existc.: "E f' n P tel que g.a.b." E 6. Mais vu (1), on peut écrire :. 

(3) g.a.b." = g'Yl.b (YI Er) 

ce qui montre que ~ 
g ES.c-l.r. 

Comme <1> est invariante à droite par fnP, ona <I>(g'Yl.b) = <I>(g.a.b), donc: 

<I>(g'Yl.b) :::; fL.<I>(g.U) (u Er .C). 

Cela montre que, étant donné fL > l, on peut, quel que soit g E~, trouver 
x E g. f . C n <5 tel que <I>(x) :::; fL. <1> (y) pour tout y E g. f . C. Comme fL est un 
nombre arbitraire> l, la première assertion résulte alors du fait que g. r. C n <5 
est un ensemble fini (15.8). 

16.8. Dans l'énoncé suivant, on ne suppose plus (X, IX) > 0 pour tout IX E Q~' 
De plus, il se trouve que dans au moins une application, il y a lieu d'affaiblir légère
ment les hypothèses faites sur <1>. Remarquons que si <1> > 0 est de type (P, X), 
(X E X(P», et si <1>' > 0 est comparable à <1>, alors : 

<1>' (x .p) ::::: <1>' (x) .~'(p) :::::<I>'(x) IPX 1 (x E~, P E PR). 

8 
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En effet 

cf>' (x .p) -;:: cf> (X .p) = cf>(X) .cf>(p) = cf>(X) .IPX 1 -;:: cf>' (x) ·IPX 1. 

16.9. THÉORÈME. Soient XE X(P)Q un caractère dominant, a = {ex E Q~ I(x, ex) > O}, 
et 6' = Q~ - a. Soit cf> une fonction continue> 0 sur ~, comparable à une fonction> 0 
de type (P, X), et invariante à droite p~r r n P et Lo' (cf. 11.7). Alors il existe une partie 
finie C' de GQ contenant C, et un ensemble de Siegel 6, par rapport à K, P, S, tels que pour 
tout g E GR' la fonction cf>g: u 1-+ cf>(g. u), (u Er. C') atteigne son minimum en un 
point de g. r . C' n 6. 

Soit, comme plus haut : 

r' = r n ( n c-I.r.c). 
cEe 

C'est un groupe arithmétique vérifiant c.r'e r .c, (c E C). D'après 15.4, on peut 
trouver une partie finie D de LO'.Q telle que: 

LO'.Q = (r' n Lo') .D. (P n LO')Q' 

Le théorème précédent implique l'existence d'une constante t' > 0 telle que 

(1) LO'.R = (K n Lo.). «P n Lo') (t')) .D-I. (r' n Lo')' 

Soit fi. > l, et soient a E r, bEC tels que: 

cf>(g.O'.b) ~ Il.cf>(g.y.c) 

Nous montrerons tout d'abord: 

(*') Il existe y E g. r. C. D n K. P(6', t') tel que cf>(y) = cf>(g.a. b). On a la décompo
sition GR = K.Mo'.RLO'.RSO'.RVa-.R (11.8), ce qui permet d'écrire: 

x = g.O'.b = k",.m",.l",.s",.v", 

Soit a(l",) la composante dans Sn Lo', de 1", E LO'.R suivant la décomposition 
induite par la décomposition précédente. Vu (1), on peut trouver 'l" E (r' n Lw), 

. d E D tels que : 
a(l,..'l".d)œ ~ t' 

Soit y = x.'l".d. Comme Lo' centralise So' et normalise Vo', o~ a 
a(l,,)œ = a(l,..'l".d)œ ~ t' 

donc: 
y E K.P(6', t'). 

(ex E 6'). 

(ex E a') 

D'autre part, cf> étant invariante à droite par LO'.R' on a cf>(y) = cf>(x). Enfin, 
vu la relation c. r' e r . c, on a y = g. a . b . 'l" • d E g. r . b . d, ce . qui prouve (*'). 
Nous avons cf>(y) ;;;; Il. <I>(g. u) pour UEr. C, donc aussi pour UEr. C. D puisque 
cf> est invariante à droite par D. Le lemme 16.6 montre alors l'existe!"ce d'une 
constante t" > 0, indépendante de g, telle que y E K. P(6, t"), d'où, pour 
t > 0 convenable : 

Soit: 
YEK.P(t). 

r" = r n ( n u-I.r.u). 
uECD 
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C'est un groupe arithmétique vérifiant u.r" cr.u (u e C.D). Soit CI) un compact 
de (M,U)R tel que (M,U)R = CI)(r" f"'\ MU) (cf. 8.4), et soit 6 = K,~"CI). 
On peut donc trouver 't' e r" f"'\ P tel que : 

z =y.'T: = g.a.b.d.'T: eg.r.b.d f"'\ 6, 
et l'on a : 

<I>(z) = <I>(y) ;:;; (L<I>(g. u) (uer.C.D). 

Comme 6 f"'\ g. r. C. D est fini (15.8) et que (L est un nombre quelconque> l, 
cela démontre le théorème (avec C' = C.D). 

-16.10. COROLLAIRE. Lafonction '1": g 1-+ min <I>(g.u) est continue sur ~. 
uer.c' 

La fonction '1" est invariante à droite par r. Il suffit donc de l'étudier lorsque g 
varie dans 6. C', où 6 est un ensemble de Siegel convenable, que l'on peut supposer 
ouvert. 
Soit A={yer, 6.C'yf"'\6.C'-1 #- 0}. Vu 16.9, on a 

'l''(g) = min <I>(g. u), 
uEA.C' 

(g E6.C'). 

Comme A est fini (15.4), on voit que si g varie dans l'ouvert 6.C':la fonction 'P' 
est le minimum d'un nombre fini de fonctions continues, do~c 'P' est continue. 

16.11. Nous terminerons par un théorème portant sur des minima successifs, qui géné
ralise (1.13), (1.14). L'énoncé en est plus compliqué, cela étant dû essentiellement 
au fait que l'égalité GQ = r. PQ, qui est vraie dans le cas particulier où r = GL(n, Z) 
et où P est un sous-groupe parabolique standard de GL .. , ne l'est pas nécessairement 
dans le cas général envisagé ici. 

Soient: 
QLl = al U ••• ua. 

une partition de QLl' et ~ = aHl U ••• ua, (1 ;:;; i ;:;; s - 1). On pose 

PI = Pl;i' L. = Ll;i (i = 1, ... , s-I), 

Po=Lo=G, L.=P.={e}, Co=C, ro=r. 

On définit par récùrrence sur i, un sous-groupe arithmétique ri de G et une partie 
finie q de PiQ COIltenant e, sur laquelle tout X e X(P')Q est trivial, vérifiant : 

ri = n c-l.r'_l'~ 
CEC,Cl· .. Ci_l 

p;.Q = (r. f"'\ p.) .q. (P. f"'\ P)Q, 

(cf. 15. 7). On note Xi un poids dominant tel que : 

«Xi' oc) > 0, (oc E QLl» Ç> oc E 6; 

et <1>; une fonction standard (14.4) de type (P, X.). 

Enfin, on pose D = CO.Cl ·. '.' ,C,-l' 

(1 ;:;; i < s) 

(i = 1, ... , s) 
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16.12. THÉORÈME. On conserve les notations de 16. 11. 

(i) Soit (l. ;;;; 1. Il existe une constante t > 0 telle que si : 

gE~ et YiEri,CiEq (O~i~s-l) 

vérifient: 

(1 ) 4>.(g·yo·co •.. Y,-I Ci-l) ~ (l.·4>,(g·yo·co ... Yi-2 ci-2·U.-l)' 
(Ui - 1 E (ri - 1 (1 P'-I). CH)' 

alors g.yo.co ... Y.-l.c.-l E K.P(t). 

16.12 

(1 ~ i ~ s), 

(ii) Il existe un ensemble de Siegel 6, par rapport à K, P, S, tel que pour tout g E GR' 
on puisse trouver Yi E ri' Ci E q (0 ~ i ~ s - 1) vérifiant [1) avec (l. = r~ et 
g.yo.co ··· Y.-1.c.-1 E6 (1g.r.D. 

Le théorème étant contenu dans 16. 7, 16. 9 pour s = l, nous procédons par 
récurrence sur s. 
(i) Soient VI le radical unipotent de PI et 1t: P 1 ~ G' = Pl/Vila projection cano
nique. La fonction 4>i est invariante à gauche par K, à droite par VI' donc définit 
une fonction <fi: sur G' qui vérifie : 

4>,(k. z) = 4>; (1t(z» (k E K Iî Pl' Z E Pu; 1 ~ i ~ s). 

Il est clair que 4>; est de type (1t(P), "Xi) (2 ~ i ~ s) et que ~1 s'identifie à l'ensemble 
des Q-racines simples de G', par rapport à 1t(S), et pour un ordre associé à 1t(P). 
Écrivons g.yo.co = k.z (k E K, z E P1•R). Vu l'hypothèse de récurrence, il existe 
une constante t', ne dépendant pas de g, Yi' Ci telle que l'on ait: 

ce qui implique 

(2) 

1t(Z·Yl.Cl.·· Y.-l.C.-l) E1t(K (1 P1).(1t(P) (t')), 

La fonction 4>1 est invariante à droite par r (1 Pl et par q (i- ~ 1). Si l'on tient 
compte de la définition. des groupes ri' on voit que l'on peut écrire: 

g.yo.co ... Y.-IC.-l = g.a.b (a E r, b = Co ... c._1) 

et que la condition 
(UEr.C) 

entraine : 

D'après (16.9), il existe donc une constante t" > 0, indépendante de g, Yi' Ci telle 
que l'on ait 

(3) g.a.b E K.P(61, t"). 

Vu (16.5 (2)), l'assertion (i) résulte alors de (2) et (3). 

(ii) La fonction U f-+4>l(g.U) (u E r.C) a un minimum (16.2). On peut donc 
trouver y~ Er, Co E C tels que : 

(4) 4>l(g.y~.co) ~ 4>l(g.U) (u E r.C). 
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Considérant comme plus haut les fonctions cI>; sur G', on tire de l'hypothèse de 
récurrence l'existence de Ci E q, yi E ri (1 ~ i ~ s - 1), tels que : 

(5) cI>i(g·y~·co ... YI-l,Ci-l) ~ cI>i(g·y~·co ••. Y;-2, Ci-2·Uj-l) 
(Uj-l E (rH () PH) . CH) (1 ~ i ~ s). 

Vu (i), il existe alors une constante t> 0, indépendante de g, yi, CI' telle que 

(6) g.y~.Co ... y~-l·C.-l E K.P(t). 

La démonstration se termine alors comme celle de (16.7). Soient 

rIt = n d-1.r._1.d, 
dED 

6) un compact de (M. U)R tel que (M. U)R = 6)(r" () M. U), et 6 = K.QA t .6). 
Il existe (1 E rIt () M. U tel que : 

• g.y~.co ••. Y;-1.CB-1.(I E 6. 

L'élément (1 normalise ri () Pi (0- ~ i ~ s - 1) et l'on a ci' (1 E ri' Ci' Par 
conséquent, les éléments Ci (0 ~ i ~ s - 1) et : 

Yo = y~.(I, (1· ~ i ~ s - 1) 

vérifient nos conditions. 

17. Groupes de rang rationnel un 

Dans ce paragraphe, on considère l'espace X = K\GRlr des doubles classes de G 
modulo un sous-groupe compact maximal K et un groupe arithmétique r, lorsque 
G est de Q-rimg égal à un, et r est « net» au sens de (1 'l . 1). Cette dernière condition 
peut toujours être .satisfaite en passant à un sous-groupe d'indice fini conve
nable (17.4). X est alors difféomorphe à l'intérieur d'une variété à bord compacte 
dont on décrira le bord explicitement (17. 10). 
(17.10) répond à une question posée par J.-P. Serre. Ce dernier a aussi influencé la 
rédaction de ce paragraphe, notamment en proposant la condition (17. 1). 

17.1. Soient k un corps commutatif, p la caractéristique de k, et a une clôture 
algébrique de k. Pour un élément g E GL(n, k), on note V(g) le groupe multiplicatif 
engendré dans a' par les valeurs propres de g. On dit que g est net si V(g) est sans 
torsion. Un sous-groupe de GL(n, k) est net si tous ses éléments le sont. 
Il est clair que g est net si, et seulement si, sa partie semi-simple g. l'est. 

17.2. PROPOSITION. Soit g E GL(n, k) et soit d(g) le plus petit sous-groupe algébrique 
de GL(n, a) contenant g. Alors g est net si, et seulement si, tout élément de X(d(g)) dont 
la valeur en g est une racine de l'unité est égal à un sur g. 
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Pour les propriétés de d(g) utilisées ci-dessous, voir par exemple [1]. 

On a d(g) = d(g.) X d(gu) , où g = g •. gu est la décomposition de Jordan (7.3) 
de g. Comme .9JI(gu) est unipotent, il est dans le noyau de tout caractère, d'où un 
isomorphisme naturel X(d(g» ~ X(.9JI(g,»; ce qui montre que l'on peut supposer 
g semi-simple. Alors .9JI(g) est diagonalisable, donc .9JI(g) = T X H où T est un 
tore et H est fini, contenu dans un tore. Les caractères de H sont d'ordre fini, et 
séparent les points de H. Il s'ensuit immédiatement que chacune des deux conditions 
de la proposition entraîne que g E T, donc que H ,= {e}. Après un changement 
de coordonnées convenable, on peut supposer que T est l'ensemble des matrices 
diagonales inversibles telles que. x •.• = 1 (i> d = dim T). Les fonctions coor
données x;.; Ci ~ d) forment alors une base de X(T), et leurs valeurs en g engen
drent V(g). Plus précisément, les éléments de V(g) sont les valeurs en g des éléments 
de X(T), d'où la proposition. 

17.3. COROLLAIRE. Soient Ge GL(n, Q) un groupe algébrique, et J: G -+ GL(m, Q) 
un morPhisme. Si g E G est net, alors J(g) est net. 

On sait que J(d(g» = .9JI(f(g», [l, § 2.1]. Si a E X(d(f(g»), alors 
aofEX(.9JI(g» et (aoJ)(g) = a(J(g». Il suffit donc d'appliquer 17.2. 

Remarque. La condition équivalente à la netteté dans 17.2 peut être introduite dans 
un groupe affine, sans avoir recours à une réalisation linéaire. On peut donc parler 
d'éléments nets dans un groupe algébrique affine, et 17.3 reste vrai pour tout 
morphisme de groupes algébriques affines. 

17.4. PROPOSITION. Soient G un Q-groupe et r un sous-groupe arithmétique de G. Alors 
r possède un sous-groupe de congruence qui est net. 

On peut supposer G identifié à un Q-sous-groupe de GL(n, C) par un morphisme 
qui applique r dans GL(n, Z) (7.13). Il suffit donc de faire la démonstration 
pour GL(n, Z). 
Soit M l'ensemble des polynômes cyclotomiques de degré ~ n et différents de T - 1. 
Il est fini. Soit p un nombre premier ne divisant aucun des nombres J(l), (f E M). 
Montrons que le groupe de congruence : 

H = {g E GL(n,Z), g == 1 modp} 
est net. 

Soient g EH, (S')l~i~" les valeurs propres de g, et K le corps engendré sur Q 
par les Si' Comme les ~ sont les racines du polynôme caractéristique de g, qui est 
de degré n, à coefficients rationnels, K est de degré ~ n sur Q. Soit SE V(g) une 
racine de l'unité. Nous devons montrer que s = 1. Supposons que ce ne soit pas 
le cas. Soit p un idéal premier de K divisant p. Les Si se réduisent mod p en les 
valeurs propres de la ~éduction modp.de g, donc en un, et par suitè s == 1 mod p. 
Il existe JE M tel que j(s) = O. On a par conséquent j(l) == 0 mod p, donc 
aussi mod p, d'où une contradiction. ' 
La proposition précédente suffit pour les applications que nous avons en vue ici. 
Pour compiéter, nous en donnons une version plus générale, dont la démons-
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tration nous a été communiquée par Serre. Nous aurons besoin du lemme élémen
taire suivant : 

17.5. LEMME. Soient L un anneau commutatif intègre et m un idéal maximal de L tel que 
la caractéristique p de L/m soit '1= O. Soient x un élément inversible de L, d'ordre fini n. Si 
x == 1 mod m, alors n est une puissance de p. 

Il ~uffit de faire voir que si (n, p) = l, alors x "1= 1 mod m. Si ce n'était pas 
le cas, on aurait x = 1 + a (a E m), d'où xR = 1 + a(n + b), (b E m); puisque 
xR = l, cela entraîne b + n = 0, ne m, donc n est divisible par p, contrairement 
à l'hypothèse. 

17.6. PROPOSITION. Soient k un corps de caractéristique zéro et L un sous-anneau de k qui 
est de tyPe fini sur Z. Soit r un sous-groupe de GL(n, L). Alors r possède un sous-groupe 
net d'indice fini. 

D'après Bourbaki, Alg. Commutative, Ç]hap. V, § 3, nO l, Corollaire 3, p. 62 
on peut trouver un entier rationnel a tel que si p est un nombre premier ne divisant 
pas a, alors il existe un homomorphisme f1) de L dans un corps algébriquement clos 
de caractéristique p, qui applique 1 sur 1. Comme L est de type fini, f1)(L) est un 
corps fini, donc m1) = ker f'P est un idéal maximal de L, à corps résiduel fini. 
Par suite rI' =' {g E r, g == 1 mod m1)} est d'indice fini. Il-en est alors de même 
du groupe r 1)(1 = r 1) () r (1' si p et q sont premiers et premiers à a. Montrons que r 1'(1 
est net si, de plus p i= q. Il suffit pour cela de faire voir que si g E r 21 et si s est 
une racine de l'unité contenue dans le groupe V(g) engendré par les valeurs propres 
Si de g, alors s est une puissance de p. Les Si sont entiers sur L. La L-algèbre L' 
engendrée par les Si est donc entière sur L. Il existe par suite un idéal premier m~ 
de L' tel que m~ () L = ml" Comme g == 1 mod m1)' on a s, == 1 mod m~(1 ~ i ~ n) 
donc aussi s == 1 mod m~. Notre assertion résulte alorsp.e (17.5), appliqué à L' etm~. 

17.7. COROLLAIRE. Soit H un sous-groupe de type fini de GL(n, k). 'Alors H possède un 
sous-groupe net d'indice fini. 

Soit (hj ) (j El) un système générateur fini de H. L'anneau L engendré par 
les coefficients des hj et hjl est de type fini sur Z, et He GL(n, L). On peut donc 
appliquer (17.6). 

Remarque. (17.7) montre en particulier que H possède un sous-groupe d'indice fini 
sans torsion, ce qui est un résultat bien connu de Selberg. 

17.8. Dans cette section, G est un Q-groupe réductif connexe, de Q-rang égal à un, 
r un sous-groupe arithmétique de G, K un sous-groupe compact maximal de'GR, 
D = K\ÜJ! l'espace des classes à droite de ÜJ! mod K. On note 7t la projection 
de GR sur l'espace Djr = K\ÜJ!jr des doubles classes K.x.r de GR' L'espace D 
est muni canoniquement d'une structure de varié Lé Coo, invariante par GR' Si r est 
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sans torsion, alors r () x.K.x-1 = {el pour tout x E GR' donc r opère librement 
sur D, d'où aussi une structure naturelle de variété C"" sur X = K\GR/r. 
Soit P = M. S. U un Q-sous-groupe parabolique minimal de G, où M, S, U ont 
la signification usuelle (§ 12). On écrit Po pour MR. UR = (M. U)R et A pour S~. 
On . suppose 6 normal (12.3), i.e. A stable par rapport à l'involution de Cartan 
de GR associée à K (Il. 17), ce qui entraîne (loc. cit) .que K () MR est un sous
groupe compact maximal de MR' donc aussi de Po' Soit C un système de représen
tants des doubles classes PQ.x. r dans GQ. Vu (15.6), il est fini, et il existe un ensemble 
de Siegel 6 par rapport à K, P, S (12.3), que nous prendrons ici ouvert, tel que 

(1) GR=il.r avec il=6.C. 

L'ensemble 6 est de la forme K. A,. CIl, où CIl est relativement compact dans 
pg = M~. UR' Quitte à agrandir CIl, on peut supposer que CIl est un ensemble 
fondamental dans Pg pour l'intersection des groupes pg () c.r .c-1 (c E C). On a 
alors, en particulier 

(2) 

(3) 

Pg = CIl. (Pg () Cr) 

Po = (K () M) .CIl. (Pg () Cr) 
(c E C) 

(c E C). 

,L'ensemble QLl des Q-racines simples se compose ici d'un élément, soit oc, et l'on a : 

(4) At={aEA, arx.<t}. 

Étant donné s (0 < s < t), on pose : 

(5) A •. ,={aEA, s~arx.<t} 

(6) 6 •. , = K.A •. ,.CIl, 6. = K.A •• CIl. 

Il est clair que 6 •. ! est relativement, compact et que : 

6 = 6 •. 1 V 6., 6 •. ! () 6. = 0. 

L'ensemble fondamental il = 6. C est donc réunion d'un ensemble relativement 
compact 6 •. ,. C et des ensembles 6,.c (c E C). Pour s assez petit, ces derniers 
jouent un rôle analogue à celui des pointes du domaine fondamental polygonal 
classique d'un groupe fuchsien, et seront aussi appelés pointes de il. 

17.9. PROPOSITION. On conserve les hypothèses et notations de (17. 8). Il existe s > 0 tel 
que X = K\ GRtr soit réunion d'ùn ensemble relativement compact 11:(6 •. !' C) et d'ouverts 
disjoints 11:(6 • . c) (c E C). De plus, la relation: 

K.A •. Po'c.y () K.A,.Po.c' f:. Il 

entraine c = c', c.y.c-1 E P. 

(c, C' E C; y Er) 

D'après la propriéte de Siegel (15.4), l'ensemble L des y E r tels que 
il. y () il f:. Il est fini. On peut donc, trouver S assez petit pour que, quels que 
soient c, c' E C et y E L, l'intersection 6 •. c.y () 6 •. c' soit ou bien vide ou bien 
non relativement compacte. Dans le deuxième cas, on a alors, d'après (12.6), 
c.y E PQ'c', ce qui, vu le choix de'C, entraîne aussi c = c', et démontre la première 
assertion. 
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Soient c, C' E C, XE r, k, k' E K, p,p' E Po, a, a' E A. tels que 

k.a.p.c.x = k' .a' .il .c'. 

Vu 17.8 (3), on peut écri~e 
p = k1 .ql"c.Xl"C-1, p' = k~.q~.c' .X~.C'-l 

avec klJk~EK('\M, ql>q~Ew, Xl Er ('\c-1.P.c, X~Er('\c'-l.P.c'. 

On a donc: 
S •. C.Xl"X.X;-l.C'-l ('\ S. # I!J 

donc, vu ce qui a été dit plus haut, entraîne : 

c = c' 

et par conséquent, c.x.c-1 E P. 
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17 .10. THÉORÈME. Qn conserve les hypothèses et notations de 1 7 .9, et on suppose de Plus 
r net (17. 1). Alors "r ('\P C MU pour tout x E GQ • Pour tout c E C, l'aPPlication n 
induit un difféomorphismevcduproduit (0, s) X (K ('\ M)\(MU)RWr n P) surn(S •. c). 
L'espace X, muni de sa structure naturelle de variété C''', s'identifie à l'intérieur d'une variété 
à bord Y compacte C"". 
Il existe une bijection de C sur l' ensemble des composantes connexes du bord ôY de Y qui envoie 
CE C sur une variété difféomorphe àE. = (K ('\ M)\(M. U)Rwr ('\ P). 

Le groupe :or ('\ P est arithmétique dans P. Par suite, s\ a E X(P)Q' alors 
le groupe a('''r ('\ P) est arithmétique dans G~ (8. 10), donc est contenu dans {± 1}. 
Si r est net, il s'ensuit que a("r ('\ P) = {e}. Comme M. U est l'intersection des 
noyaux des éléments de X(P)Q' cela prouve la première assertion. 
Soit CE C. Posons w' = (K ('\ MR) .w. On a : 

7t(S •. c) = 7t(A •• w'.c) = 7t(A •• w'.c.(r n c-1Pc». 

Vu la première assertion et 17.8 (3), cela donne: 

7t(S •. c) = 7t(A •. Po.c). 

Soient m, m' E MR' U, u' E UR' a, a' E A. tels que' : 

7t(Ii.m.u.c) = 7t(a'.m' .u' .c). 

Il existe donc k E K et x E r tels que : 

a.m.u.c.x = k.a' .m' .u' .c. 

Il résulte alors de 1·7.9 que c.x.c-1 E P, d'où aussi, compte tenu de la première 
assertion, c.x.c-1 E Po. On a alors k E Po, donc k E Po n K = MU ('\ K = M ('\ K. 
Comme A ('\ Po = {e}, il s'ensuit que l'on a : 

a = a', m.u.c.x.c-1 = k' .m' .u' 

ce ·qui établit la deuxième assertion. 
Comme Q = n(S •. 1 • C) est relativement compact, on peut trouver r (0 < r < s) 
tel que n(S •. C) ('\ Q = 0. Soit encore q tel que 0 < q < r et fixons un difféo
morphisme (L de (0, s) sur (q, s) qui soit l'identité sur (r, s). Notons aussi (LIe difféo
morphisme (LXld de (O,s)xEc sur (q;s)XEc. Alors (L.=v.0(L?V;l est un 
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difféomorphisme de 7t(6 •• c) sur un ouvert relativement compact Ue. Ce dernier 
est en fait 7t(6(Q)." C), où l'on pose: 

A(q) •• = {a E AI q < al% < s}. 

La collection des fLe' et l'identité sur Q, définissent alors un difféomorphisme de X 
sur un ouvert Y, relativement compact, réunion de Qet des U c (c E C). Le bord 
ay = Y - Y de Y est la réunion des sous-ensembles disjoints ve({q} X Ee). Ce 
sont des sous-variétés compactes. La réunion des images des sous-espaces ve([q,r) X Ee) 
est un voisinage ouvert de ay difféomorphe au produit de ay par un intervalle, 
d'où la dernière assertion. 

Remarque. Raghunathan [25] a montré que si H. est un ·Q-groupe réductif connexe, 
L un sous-groupe compact maximal de HR et r un sous-groupe arithmétique sans 
torsion de H, alors le quotient L \HRW a même type d'homotopie que l'intérieur 
d'une variété à bord compacte. 

17.11. Une fibration de Ee' Le groupe er ('\ P opère librement et proprement 
sur (K ('\ M)\Po. Le groupe cr ('\ U est normal dans cr ('\ P. Par conséquent, 
le quotient Le = (Cr ('\ P)/(er ('\ U) opère librement et proprement dans 

(K ('\ M)\powr ('\ U). 

De plus, comme Po est produh semi-direct de MR et UR' il est clair que: 

(1) (K ('\ M)\PoWr ('\ U) ~ (K ('\ M)\MR X u/("r ('\ U) 

où ~ signifie « difféomorphe ». 
Le groupe UR est normal dans PR' donc er ('\ P opère par automorphismes inté
rieurs sur UR' d'où une représentation de Lc comme groupe.de difféomorphismes 
de Fc = uR/("r ('\ U). 
La projection G: Po -+ PO/UR::;: MR induit un. isomorphisme de Lc sur: 

L; = G(er ('\ P). 

En particulier, L~ est sans torsion, discret. (En fait, comme G est la restriction d'un 
Q-morphisme de groupes algébriques, L; est arithmétique, et net vu (17.3).) Donc 
L; opère librement et proprement sur (K ('\ M)\MR et Be = (K ('\ M)\MR/L; 
est une variété Coo. Il résulte alors de (1) que Ee est l'espace total d'une fibration 
différentiable de fibre type Fe, groupe structural Le, base Be, dont la projection Ge 

est induite par G. 

Le groupe U est commutatif si, et seulement si, 2(1; n'est pas une Q-racine. Si U est 
commutatif, alors F. est un tore compact (au sens de la théorie des groupes topo
logiques). 
Remarquon&' encore· que si le R-rang de G est aussi égal à un, alors Ma est compact, 
donc Ee = .Fe. Si U est commutatif, le bord de Y est alors formé dc tores. 
Comme G est de rang rationnel un, X possède une seule compactification « de 
Satake », du type décrit dans [2). On peut l'obtenir en prenant le quotient de 
l'espace Y de (17.10) par la relation d'équivalence qui est l'identité sur l'intérieur 
de Y et est définie par la projection Ge sur la composante connexe du bord corres
pondant à CE C. C'est donc la réunion de X et des bases Be (c E C) des fibrations 
mentionnées. ci-dessus. 
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