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INTRODUCTION

Ce livre est basé-sur la premitre partie d’un cours de troisitme cycle donné a
P'Institut Henri-Poincaré en 1964. Il est axé sur la théorie dite de la « réduc-
tion » dans un groupe algébrique réel Gy, par rapport & un groupe arithmétique I'.
La démonstration des théorémes généraux utilise pleinement la théorie des groupes
algébriques linéaires. Cependant, comme I’auditeur du cours n’était pas nécessaire-
ment supposé familier avec cette dernitre, on a tout d’abord discuté directement
quelques cas classiques, qui sont du reste en partie 4 origine de la théorie générale,
et on a résumé, principalement dans trois paragraphes (§§ 7, 10, 11), au fur et &
mesure des besoins, les notions et résultats sur les groupes algébriques linéaires
utilisés dans la suite. Ces paragraphes contiennent aussi quelques exemples et
démonstrations et fournissent donc, dans une certaine mesure, une introduction 3
quelques aspects de cette théorie.

Par réduction dans Gg, par rapport a I, on entend ici, en gros, la recherche de
sous-espaces, ouverts ou fermés, qui rencontrent chaque orbite de I' (opérant par
translations & droite), en au moins un, mais pas plus d’un nombre fini, de points,
et que nous appellerons ensembles fondamentaux (en fait, on imposera des conditions
plus précises, (cf. 5.6, 9.6, 15.13)). Il revient au méme de résoudre ce probléme
dans l’espace X = K\Gy des classes & droite de Gg modulo un sous-groupe
compact maximal K. Lorsque G est un groupe classique, on retrouve alors en
particulier les problémes de réduction de formes quadratiques ou hermitiennes.
Ce livre se divise assez naturellement en trois parties. La premitre (§§ 1 & 6) est
consacrée essentiellement 4 la réduction des formes quadratiques, traitée par des
méthodes qui trouvent une généralisation naturelle dans les paragraphes ultérieurs.
On considére tout d’abord le cas o G = GL(n, R), I' = GL(n, Z), K = O(n),
donc ou X est I’espace des formes quadratiques positives non dégénérées sur R".
On montre que toute orbite de I' dans G rencontre un ensemble de Siegel (1.4)
convenable et on en déduit quelques conséquences, en particulier le critére de
Mabhler pour la compacité relative d’une partie de ’espace GL(n, R)/GL(n, Z) des
réseaux de R", et la finitude du volume de SL(n, R)/SL(n,Z). Le § 2 traduit ces
résultats en termes de formes quadratiques, et établit quelques liens avec la réduction
de Minkowski. Le § 4 montre qu’un ensemble de Siegel ne rencontre qu’un nombre
fini de ses translatés par x.I", pour tout x € GL(n, Q), (4.6). Le § 5 est consacré
4 la réduction des formes quadratiques indéfinies suivant la méthode de Hermite.
Le point central en est une propriété de finitude de « réduites entiéres », qui sera
ici déduite d’un lemme plus général démontré au § 6.

La deuxi¢me partie (§§ 7, 8, 9) est consacrée & deux théorémes généraux sur les
groupes arithmétiques, dont la démonstration ne fait encore appel qu’a un ensemble
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assez restreint de résultats sur les groupes algébriques, qui sont rappelés ou démontrés
au § 7. Ce sont le critére de compacité du quotient Gg/I" (§ 8), et une premiére
construction d’ensembles fondamentaux qui généralise celle de Hermite. En outre,
le § 8 montre que I'image d’un groupe arithmétique par une isogénie est aussi un
groupe arithmétique, et le § 9 établit un théoréme de finitude pour les orbites de I
dans Pensemble des points entiers d’une orbite fermée de G, dans I’espace d’une
représentation linéaire de G. Cela généralise la finitude des classes de formes qua-
dratiques de déterminant non nul donné (6.4), et des résultats de Jordan sur les
classes de formes homogenes de degré = 3, (6.5).

La troisitme partie (§§ 10 & 17) est consacrée a des ensembles fondamentaux en
général plus maniables que ceux du § 9. Leur existence est démontrée de deux
manieres trés différentes, au § 13, out I'on s’appuie sur le § 9, et au § 16, ou l'on
utilise un principe d’extremum appliqué a un type de fonctions étudiées au § 14,
et qui généralisent entre autres le |¢z 4 d| du demi-plan de Poincaré. Ces ensembles
sont réunions d’un nombre fini de translatés par des éléments de Gq d’un ensemble
de forme simple, dit de Siegel. Enfin le § 17 décrit, dans un cas particulier, X\Gg/T"
comme l’intérieur d’une variété & bord compacte.

Le souci de rendre la premiére partie autonome, et de ne faire appel a la théorie
des groupes algébriques que quand cela s’avére nécessaire, a conduit & quelques
redites ou inconséquences. Ainsi le § 4 est un cas particulier du § 15, non utilisé
dans ce dernier, et ’existence d’une décomposition de Bruhat est démontrée dans
le § 3 pour GL(n, %), alors qu’elle est admise sans démonstration dans un cas beaucoup
plus général a partir du § 12. En conséquence, cet exposé, qui suit, grosso modo,
Pordre chronologique, et contient des « rappels » assez étendus, n’est pas le plus
éconorique possible, et la lecture d’un paragraphe ne présuppose pas nécessairement
celle de tous les précédents. Faisons encore, en guise de « Leitfaden », quelques
remarques sur l'interdépendance des différents paragraphes : le § 1, jusqu’a 1.11,
est fondamental pour tout le livre, mais la fin de ce paragraphe, et les §§ 2 a 5,
ne sont pas utilisés dans la suite, si ce n’est a titre d’exemples; le lecteur désireux de
parvenir aussi rapidement que possible aux théorémes généraux peut concentrer
son attention sur les §§ 1, 8, 12, 14, 15, 16, s’il veut bien admettre une propriété de
finitude, démontrée ici en s’appuyant sur le § 13, mais qui peut se voir plus direc-
tement en utilisant P’analogue adélique des §§ 1 et 8 (cf. introduction au § 16);
enfin, le § 6 intervient essentiellement au § 5 et dans le § 9, lui-méme utilisé au § 13,
mais pas ailleurs.

Une premiére rédaction de ce cours, polycopiée et distribuée par I’Institut-Henri-
Poincaré, due 4 H. Jacquet, J.-J. Sansuc et J.-P. Jouanolou, m’a été trés utile, et
j’en remercie vivement les auteurs. Je -tiens aussi a remercier J. E. Humphreys,
qui a lu le manuscrit, signalé un nombre considérable de fautes « d’impression » et
suggéré quelques améliorations d’exposition, ainsi que A. Robert et J. Joel, pour
m’avoir aidé & corriger les épreuves.

A. BoreL

Princeton, novembre 1968



NOTATIONS

0.1. Z est ’anneau des entiers, Q, R, C désignent le corps des nombres rationnels,
réels, et complexes resp. et N est I’ensemble des entiers > 0. Si A est un anneau a
élément unité, A° désigne le groupe multlphcatlf des éléments inversibles de A.
Si A est un anneau commutatif, M(n, A) est ’anneau des matrices carrées d’ordre n,
a coefficients dans A, GL(n, A) ou GL,(A) est le groupe des matrices carrées d’ordre n
A coefficients dans A, dont le déterminant est une unité de A, et 8L,(A) ou 8L(n, A)
est le sous-groupe des éléments de GL,(A) de déterminant un.

O(n) est le sous-groupe de GL(n, R) laissant invariante la forme quadrathue Tadet
80(n) = O(n) N SL(n,R). Sip et gsont des entiers =0 et n = p + ¢, alors O(p, q)
est le sous-groupe de GL(n, R) laissant invariante la forme quadratique

TR ) — (B ...+ 42,0 et 80(p,q) = O(p g) N SL(n, R).

0.2. Soient G un groupe et « un homomorphisme de G dans C". La valeur de o
en g € G sera notée a(g) ou aussi g% Cette derniére notation sous-entend que I'on
écrit additivement la loi de composition naturelle des homomorphismes de G
dans C".

0.8. Soit G un groupe. Si geG, on note Int g l’automorphisme intérieur
x> g.x.g”1 de G. Si A et H sont des parties de G, alors AH désigne la réunion
des ensembles 2. H.a" ! (a € A).

Soient V; (1 £i<n) des ensembles et f;:V, -G des applications. L’appli-
cation f:V; X ... X V, -G définie par (), ..., 0,) P fi(21) ... fu(v,) est
appelée I’application produit des f;. '

© 0.4. Soient G un groupe et G; (1 £ ¢ £ n) des sous-groupes distingués de G.
On dit que G est produit presque direct des G; si ’application produit des inclusions
naturelles des G; dans G est surjective, de noyau fini.

0.5. Une fonction a valeurs dans un espace topologique sera dite bornée si son’
ensemble de valeurs est relativement compact.

Soient X un espace topologique, f, g des fonctions & valeurs réelles = 0 sur X.
On écrit :

f<e

s’il existe une constante ¢ > 0 telle que f(x) < ¢.g(x) pour tout xeX et f>g
si g <f, fX¢g silonasimultanément f < g et g > f. Larelation f<g signifie
donc qu'’il existe des constantes ¢, d > 0 telles que :

¢ f(#) < g(x) £ d.f(x) (x € X).
Si f < g (resp. f > g, resp. f X g), on dira quelquefois que £ minore esentiellement g
(resp. majore essentiellement g, resp. est comparable a g).






CHAPITRE 1

Quelques groupes classiques

1. Ensembles de Siegel et réduction dans GL(n, R)

On désignera par G le groupe GL(n, R) des matrices carrées inversibles de degré n
a coefficients réels et par I' le sous-groupe GL(n,Z) de G formé des matrices de
déterminant 4 1 3 coefficients entiers. G est un groupe de Lie réel dont I' est un
sous-groupe discret.

On se propose de donner en premiére approximation un systéme de représentants
des classes a droite de I dans G. Pour cela, rappelons tout d’abord la décomposition
d’Iwasawa de GL(n,R) [8, Chap. VII, § 3, Prop. 7] :

\

1.1. ProposiTioN. Soit A le groupe des matrices diagonales a& coefficients strictement
positifs. Si K et N désignent respectivement le groupe orthogonal et le groupe « trigonal strict
supérieur », formé des matrices triangulaires supérieures de valeurs propres égales & un,
Lapplication :

(R,a,n) > k.a.n

est un homéomorphisme de K X A X N sur GL(n, R).

Si g e G, on notera g = k,.a,.n, sa décomposition d’Iwasawa. Ceci dit, -
posons la :

1.2. DerFiNiTION. On appelle ensemble de Siegel de GL(n, K) tout ensemble de la
forme : S, , = K.A,.N, (¢ et u réels positifs)

ou A, ={aeAla;<t.a;,q;41 (i=1,...,n—1)}

et N, ={neNlin;|<u Isi<jsnl

On sait que N est un sous-groupe fermé de G, homéomorphe 4 R™ (m = n(n— 1)/2)
par application 0 : 7> (n;); < ; < »; Ppar conséquent, N, est compact.

On appellera plus généralement ensemble de Siegel une partie de G de la forme
S, ., = K.A,.0 olt w est un voisinage compact de ¢ dans N.

Soit & un ensemble de Siegel. Il résulte immédiatement de la définition que
86=6C si geK ou g=¢.1 (¢>0) et que S.k est conteru dans un
ensemble de Siegel si A e A.N.
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Une propriété fondamentale des ensembles A, est le :

1.3. LEMME. Si w est relativement compact dans N, alors yA awa™l est aussi relative-
a
ment compact dans N. !

En effet, si n = (n;;) e, ona (a.n.a’l);; = (ay/a;;) .0, d’ou :
[(@.n.a™),;| < 7. |n;] sioi<j.
Notons en passant (nous en aurons besoin dans la suite) que la mesure de Haar

sur N est 'image par 07! de la mesure de Lebesgue de R™, de sorte que le module
de ’automorphisme :

int (a) :nt>a.n.at de N
est

i - i
|detgm (int a) | = il;li a;;°

Nous avons en vue le :

1.4. TutoriME. On a G =G, T dés que t>2/4/3, u> 12

Remarquons tout d’abord que I’on a :
(N N =N;;p.Nz (Nz=NnT).

En effet, cela revient A dire que, étant donné u = (;) €N, on peut trouver
z = (z;) €Ng tel que [(u.2);;| = 1/2 (:<j). Orona :

(8.2)i; =2 + thi41-Zi41,5+ -+ (1Si<jsn)

ce qui permet de construire z;; par une récurrence convenable sur (i, ) en com-
mengant par Z;_j .

Le point essentiel est donc la condition portant sur la composante en A. Pour le
traiter, on utilisera un principe de minimum. Soit (¢) (1 < i < n) la base cano-
nique de R" et soit @ la fonction sur G définie par :

D(g) = l1g-ll.
C’est une fonction continue réelle > 0, qui vérifie visiblement :
@ O(k.a.n) = |[k.a.nfe) || = lla(ey) || = & — D(a)

(FeK, ac A, neN), ou g, est le premier coefficient de A.

Pour tout geG, la fonction z>®(g.z) (zeT) a un minimum > 0 sur I\
En effet, on a g.I'.¢; Cg(Z" —{0}), donc g.T'.¢; est formé d’éléments non nuls
d’un réseau de R".

1.5. LemumE. Soit geG et soit g=rk.a.n sa décomposition d’lwasawa. Supposons

que ®(g) < B(g.y) (yel). Alors ayy < (2/1/3). ap,.
Si ueNg alors ®O(g.u) =P(g) et a,,=a, On peut donc, vu (1),
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admettre que |n;,| £ 1/2. Soit z eI’ I’élément qui permute ¢, et ¢, et laisse ¢
fixe (3 <£¢=<n). On a alors :

g-2(ey) = gley) = k.a.n(ey) =\k.a.(e2 + nyp.6) = k(agp.6g + a13.15.¢1),
donc
O(g.2)* = a3y + a1}y < ahi/4 + as.
Comme ®(g) = a;;, ’hypothése entraine :

) . a £ ahi/4 + a,,
d’ol1 le lemme.
Le théoréme 1.4 sera conséquence de I’énoncé plus précis suivant :

1.8. TutorkMe. Soit g€ G. Le minimum de @ sur g.T' est atteint en un point de
&.I'n Gz, v

On écrit S, pour Sy/y/3. 5. Lia démonstration procéde par récurrence sur .
Pour n=1, G =G, etil n’y a rien & démontrer.
Soit x € G. On peut trouver yex.I' tel que ®(y) < P(x.y) (yel), dob
aussi ®(y) = ®(».y) (yeT). On peut écrire :

Bty = (™ * beGL(n—1,R
v )= 0 )’ € (n"‘:)'

Par hypothese de récurrence, il existe :
2 eGL(n—1,2Z) telque b.2e@rD,
o1 'on note S*~ le domaine de Siegel S,/y5. 12 de GL(n — 1, R). Soit :
b.2 =Fk.d.n

la décomposition d’Iwasawa de b.2’. Alors :

ay, * 1 0
k-l' L7 = —_ k".a".n", 7 =
v ( 0 k'.a’.n') (0 z)
avec
10 4y 0 1 0
R =k, ek, a’ = €A, n'' = ) eN.
0 & 0 a 0 n

Par construction, on a (a”); < (2/4/3)a/%1 ;.1 (2 £ i< n). Mais z laisse ¢, fixe,
donc @(y.z) = ®(y) et par suite :

O(y.2) £ @(y.z.y) (yeD).

Le lemme 1.5 montre alors que (a’');, < (2/4/3).(a"")5,. Par conséquent :
».2eK.A;5.N
et, compte tenu de (1),

xe€y.'CK.Ay5.N.T'=6G,.T

1.7. CoroLrLaRE (Hermite). Soit g e G. Alors :
mln Hg x)” 2/\/‘ (n 12 |d€tg|l/"
zEZ
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On peut trouver un élément g’ € g.I' NS,/ 5,42 vérifiant (1.6). Comme I est

formé d’éléments de déterminant + 1, on a |det g| = |detg’|. D’autre part :
i < mi = ! = a
i N8I = minflev(e)ll = l1&' ()l = e,

ol @’ est la composante en A de g'. De 4’ € A/, 3, on tire

(ai)™ = (2/4/3)"-0R g, a}, = (2/4/3)"-V% |det g|.

1.8. Remarque. Soit || ||; une norme sur R", i.e. une fonction continue, strictement
positive en dehors de lorigine, telle que |[|r.x||; = |7|.||x|l; (reR, xeR").
11 existe deux constantes d, d’ > O telles que :

dllx|l < llxliy £ 2']x]| (x €R™).

(C’est clair sur la sphere unité, et est alors vrai sur R® par homogénéité.) Le corollaire
implique donc ’existence d’une constante G > 0 telle que :

(1) min |[g(x)]], = C.|detg|'" (g €G).

z€ 2"~ {0}

Nous passons maintenant 2 une application qui jouera un réle important dans la
suite. Soit # Pensemble des réseaux de R". 11 s’identifie & G/I", d’ot1 une topologie
sur Z.

On notera A la fonction sur # qui associe & tout réseau L le volume euclidien du
parallélotope sous-tendu par une base de L. Si L = g(L,) ou L,=2" ona
donc A(L) = |det g|. '

1.9. CororLaIRE (Critére de Mahler). Soit M C Z. Alors les deux conditions suivantes
sont équivalentes : (a) M est relativement compact; (b) A est borné sur M et il existe un
voisinage U de Porigine dans R" tel que L N'U = {0} quel que soit L € M.

Soit &S un ensemble de Siegel envoyé sur # par lapplication g g(Ly)
(cf. 1.4). Il est clair que (a) équivaut & Pexistence de M’ C &, relativement compact,
tel que M’'(Ly) = M. D’autre part, M'C S est relativement compact si, et seule-
ment si, les composantes a,(x € M’) forment un ensemble relativement compact
dans A, donc, si, et sculement si, il existe deux constantes «, § > 0 telles que

(1) o= (a,); B (geM';i=1,...,n)
Il faut donc voir que (1) équivaut a :
(2) |det g| est borné sur M’; il existe ¢> 0 telle que ||g(x)|| = ¢ quels
que solent x € Z" — {0}, ge M. :
(1) = (2). On a [detg| =T](a,),;, donc |detg| est borné. Soit xeZ"— 0.
On peut ¢erire x = émi.ei avec m; entier, m, # 0.
1

Alors g/l = |la,.n,(x)]] et la kime coordonnée de a,.n,(x) est (a,), ;M
done [leix)ll 2 o

[iv
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(2) = (1). On a ||g(e) || = (a,)'u =z ¢. Comme les a,(g € M’) font partie d’un
ensemble A, cette inégalité entraine I’existence d’une constante o > 0 telle que
(a,);; 2 o« pour tout i. Commie le produit des (a,); est borné, cela entraine (1).

1.10. Ensembles de Siegel et réduction dans SL(n, R). La décomposition d’Iwasawa
dans GL(n, R) induit une décomposition dans SL(n, R) :

SL(n,R) = S0(n).A".N (A" = SL(n, R) N A).

On définit les ensembles de Siegel S; ,, dans SL(n, R) exactement comme dans
GL(n,R). On a donc &; , = SL(n,R) NS, ,. Les théorémes 1.4, 1.6 restent
valables. Le seul point nouveau est que le volume invariant du quotient SL(n, R)[SL(n, Z)
est fini. Vu 1.4, cela résulte du

1.11. LemME. Le volume d’un ensemble de Siegel S; , de SL(n, R), par rapport & une
mesure de Haar, est fini.

Soient K® = 80(n) et B' = A'.N. Soient dk, da, dn des mesures de Haar
sur K*, A*, N, nécessairement biinvariantes, car ces groupes sont unimodulaires.
Montrons que ’homéomorphisme de la décomposition d’Iwasawa transporte une
mesure de Haar dg de G en

) o(a).dk.da.dn  (aeA’; o(a) = II aylay;).

Faisons opérer k€K (resp. b€ B") sur K X B* et G par translation 4 gauche
par k (resp. a droite par 71). Alors I'application produit définit un homéomorphisme
de K x B® sur G commutant & K X B". L’image réciproque de dg est une mesure
invariante a4 gauche par K, a droite par B, donc est égale au produit dk.d, b, ou
d, b est une mesure de Haar invariante & droite sur B'. Mais B® est le produit semi-
direct des deux sous-groupes unimodulaires A*, N donc [8, Chap. VII, § 2, n. 9]
d,b = m(a).da.dn, ou m(a) est le module de a; mais on a déja vu (cf. 1.3) que
ce dernier est égal a p(a).

On a alors, puisque K* et N, sont compacts :

felyudg =C. fA;p(a) da,

ou C est une constante > 0. Mais on peut écrire :
n-1 .
pla) = l:[ bji (b = aifa; 41,415 1 S 1 <n)
olt les 7; sont des entiers > 0. Les b; forment un syst¢tme de coordonnées sur A’
D’autre part, ’application (;); «; < » > (€Xp %;); <; < définit un isomorphisme du

groupe additif a* des matrices diagonales de trace nulle sur A", qui transforme la
mesure de Lebesgue en une mesure de Haar. On a donc :

log ¢
f . p(a) da = ]<Il]<n (f (exp ’i)’i)~d)'i) < oo.

A¢ -0

M
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1.12. Minima successifs. Nous revenons maintenant & GL(n, R). Le théoréme 1.6 a
été démontré 4 I’aide d’une récurrence et d’une condition de minimum. Nous
voulons indiquer ici quelques variantes de ce procédé, qui font appel a & conditions
de minimum successives (1 £ % < n).

Soient I, Pensemble des entiers compris entre 1 et n, et jeI,. Les éléments
ey A ... Aey (5 <...<i;) forment une base de la j®™ puissance extérieure N/ R"
de R". On notera aussi || || la norme euclidienne de /A7 R* pour laquelle cette base
est orthonormale. Soit ®; : G — R la fonction définie par :

D;(g) = llgler) A - gl |l
C’est une fonction continue > 0, qui vérifie
(1) D;(k.a.n) =D;(a) =ay, ... a;;
@) D;(g.5) = D;(g) . D;(b) = D@;(g) 1 A;(B) 1,
ot A; désigne ’homomorphisme du groupe trigonal supérieur B dans R’ qui envoie
b = (b;) sur byy ... b;;. Evidemment, la fonction @ considérée en 1.6 n’est autre
que 9,.
Soit P; le sous-groupe formé des éléments ¢ = (g;) de GL(n, R) qui laissent stable
le j-plan sous-tendu par e, ...,¢;, donc qui vérifient g, =0 si iZj+ 1 et
k = j. Il est immédiat que ®; est invariante 4 droite par I' N P;. Pour toute

partie D de I, on pose :
(DD': II (Dj, PD= n PJ-.

it

€D j€D
On a donc :
3 ®p(g-y) = Dp(e) (6€G; yel'nPy).
Soit L; le réseau de A'R” engendré par la base (e, A - Ag). IL est clair que

I'(L;) = L;, donc, pour geG fixé, g.I'(e;A ... A¢;) est dans P’ensemble des
éléments non nuls d’un réseau de /\YR". Par suite, étant donné-¢> 0, ®; ne
prend sur ¢.I' qu’un nombre fini de valeurs =< ¢. Il s’ensuit que @ a un mini-
mum > 0 sur g.I'. Cela étant, le lemme 1.5 admet la généralisation suivante.

1.13. LemME. On conserve les notations précédentes. Soit g € G tel que :
(1) Dp(g) = Pp(gy) (yelnPp; D'=1,—D)
et soit g =rk.a.n la décomposition d’Twasawa de g. Alors

2) a;; = (2/\/5)-”;“.1”, (jeD).

Le groupe Ny =N NT' est contenu dans I' N Py, et la multiplication a
droite par un élément de Ny ne change ni la valeur de ®y,, ni la composante en A
d’un élément. Comme N = N;,.Nz, (1.4(1)), on peut supposer que

;) £ 1/2 (1 £i=j = n).
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Fixons jeD. Soit z; élément de I' N Py, qui laisse fixe ¢ (i # 7, 7+ 1) et
applique e, ¢, , sur ¢;,, et —e; respectivement. Il est immédiat que ®;(g) = D;(g.2))
si ¢ # j, donc ’hypothése entraine :

(3 D,(g) = Dy(g-2)).
On vérifie sans difficulté que I’on peut écrire :
n=n".n",
oun’,n’ €N, etn’ a tous ses coefficients non diagonaux nuls, 4 I’exception éventuelle
de n.;'-j+1 =N 41, € ou ";.'j+1 =0, et que Pon a :
‘= z;.n".2z;' eN, nj ;. =0.
Mettons a sous la forme
a=ad.a' (ag;=1,1#5,j+1; a,=a,; i=y,j+1; a' €A).
Ona:
D;(g) = ay -+ a5, = @y -+ 4y, 5-1-Ds(a" 1)
.
D;(g.2;) =D;(a'.a" .0 . 2;.0") = <Dj'(a’.a".n’.zj)
comme g =1, (i =j,j + 1), I'élément o'’ commute a n’.z; et :
’ ’ 1
D,(g.2;) =D;(a".n".2;.0") = ay; ... a5 ;,.P;(a".7". 2;).
(3) implique donc :
D;(a".n") £ Oj(a'.n".z;).

On en déduit alors (2) par une démonstration en tous points semblable & celle
du lemme 1.5.

1.14. TuforEME. Soit Dy, ..., D, une partition de l’ensemble des entiers compris entre 1
et n,.et soit g € G. Alors il existe heg.I' NSy /5,10 qui vérifie les conditions

Oy (k) £ Dp,(hy) (yel)
(1 @, (k) S Op,(h.7) (yel'NPpuy. up_p 1 <iZe).

Comme ®,, a un minimum sur g.T’, on peut trouver v, e I' tel que :
®p,(g-11) = Pp,(2-7) (yeI).
Soit Ay = g.y;. Alors :
(2) Dp,(hy) = Do, (4-7) (yel).
On peut ensuite trouver y, € I' N Py, tel que :
3) Dy, (hy.v9) = Pp,(fy-7y) (yeT'nPp).

Mais @, est invariante & droite par I' N Py, . Par conséquent A, = hy.y vérifiera
encore les mémes conditions (2), (3) que %. En procédant ainsi par récurrence,
on voit qu'il existe kegl' vérifiant (1), Comme N = N;,.Nz et les fonc-
tions @}, sont invariantes 4 droite par Nz, on peut supposer 4 e K.A.N,,. Mais
on a heK.Ay,5.N d’aprés le lemme 1.13, donc % €Sy 3,15
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Réduction des formes quadratiques positives non dégénérées

2.1. Identifions l'ensemble des formes quadratiques positives non dégénérées

N

sur R® a ensemble § = §, des matrices symétriques positives non dégénérées.
Le groupe G = GL(n, R) opére & droite sur § par :
F'g.F.g =F[g],
le groupe d’isotropie de la forme identité étant K = O(n).
G est transitif sur § et § = K\G. La projection = :G —§ définie par
7(g) = '‘g.g = I[g] commute & G, opérant sur lui-méme par translations 3 droite :
n(¢) [&] = =(e-¢"), (¢ & €G).
I1 est clair que w applique SL(n, R) sur I’ensemble §? des éléments de déterminant 1
de § et que HP = SO(z)\SL(z, R). On peut aussi identifier $¥ a-I’ensemble
des demi-droites de §.

Définition. On appelle ensemble de Siegel S; , dans § tout ensemble de la forme :
tu={'n.a.nlacA,neN,}

tou
Si g=rkan e, ,, alors :
lg.g="'n.ta.thk.an="na*neS;,,.
On en déduit aussitdt que :
(G, =Cpu. et wHGp) =G
Comme 7(gg’) = nt(g)[g’], lesrésultatsde 1.4,1.6,1.10, 1.13 sont équivalents au :

2.2. THEOREME.

(i) (Korkine-Zolotarefl). = S; ,[T'], dés que t> 4/3 et u> 1/2.

(ii) (Hermite). St F est une forme quadratique positive non dégénérée sur R"

n-1
min  F(x) < (4/3) % (det F)lin
xEZ"-{0}

(ifi) (Minkowski). $® =@, ,.8L(n,Z), si t> 4/3 et u 2 1/2, ot $V/SL(n,Z)
est de volume invariant fini.

Un élément de S 5,/ s’appelle souvent une forme réduite au sens de Hermite.

2.8. Cas particulier : n = 2. Soit A : SL(2, R) — SL(2, R) Papplication qui associe

b b 01
(d ) a (a ) On vérifie tout de suite que A(g) = w.'g.w™, avec w = ( ),
¢ a c d 1 0
donc que A est un anti-automorphisme involutif.

Le groupe SL(2, R) opére & gauche sur le demi-plan de Poincaré

P={zeClImz> 0}
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par les transformations conformes zi»g.z = (az + b) (¢cz + d)™1. On peut donc
le faire opérer a droite en associant & g la transformation :

2 A(g).2 = (dz + b) (cz + a)™.
Il est immédiat que le groupe d’isotropie du point i est 80(2) et que
(Su).i={z€P, |Rez| = u, Imz = t}.

Un tel ensemble contient le domaine fondamental classique du groupe modulaire
(JRez| £ 1/2, |z] = 1) si, et seulement si, ¢ = 2/\/5, u = 1/2. Ces constantes
sont les meilleures possibles pour n = 2. On voit aussi que S;/,/3, 1,2 N’est qu’une
approximation d’un domaine fondamental au sens strict, et rencontre certaines
orbites de SL(2,Z) en plus d’un point intérieur.

Une forme quadratique binaire positive non dégénérée F(x, y) s’écrit d’une seule
maniere F(x,y) = a(x + ) (x +7y) avec Imt>0, et ¢ :FioT est une
bijection de $ sur P. On laisse au lecteur le soin de vérifier que ¢ est « A-équi-
variante », c’est-a-dire que :

¢(F[e]) = Me) (o(F)).

On sait que :
Img,z=1Imz.|(cz 4 d)|™? (geG; zeP).

En particulier,

Im g(i) = (d* + &) = O()

dans les notations de 1.5. Le lemme 1.6 pour n = 2 équivaut donc au fait bien
connu que, pour tout z € P, Im+y(z) (y eI'), atteint son maximum en un point
de Sy e NT .2

2.4. Nous nous proposons maintenant d’établir quelques relations entre les principes
de réduction de Hermite, décrit plus haut, et de Minkowski. Soient V un espace
vectoriel réel de dimension finie, L un réseau de V et F une forme quadratique
positive non dégénérée sur V. On dira que F est M-réduite par rapport & une
base (%), <; < » de L si elle vérifie la condition suivante :

(M) F(z,) £ F(x) (xeL —{0}). Pour i =2, ...,n, F(y) < F(x) si » parcourt
Pensemble des éléments de L qui font partie d’une base de L contenant u;, . .., #_,,
et sont distincts de ceux-ci.

On a évidemment :

(1) F(y) = ... £ F(u,).

[Pour obtenir une forme réduite au sens de Minkowski, il faut encore imposer
F(u, u;.q) 2 0 f=1,..,n—1).

Donc si F vérifie (M), il existe ¢, = £ | tels que F soit réduite au sens de Minkowski
par rapport a (g;%;). Nous omettrons cette condition qui ne jouera pas de role ici.]
Une forme quadratique positive non dégénérée sur R* sera dite M-réduite si elle
est M-réduite par rapport a4 la base canonique (¢), et M dénotera 'ensembie des
formes M-réduites. Il est immédiat que toute F € § est M-réduite par rapport
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2 au moins une base de Z". Par conséquent, $ = IR[GL(n,Z)]. Nous voulons
montrer que Y est contenu dans un domaine de Siegel. Nous nous appuyerons
pour cela sur le lemme suivant, dd & Mahler :

2.5. LEMME. On conserve les notations de 2.4 et on suppose F M-réduite par rapport a (u;).
Soit my(F) le plus petit nombre a > O tel que Pon puisse trouver i éléments lindairement
indépendants x; € L tels que F(x;) S a, (1 £5245i=1,...,n). Alors:

) m(F) £ F(w) £ (3/2)%1. m(F) (1sisn).
On a évidemment :
2 m@EF)=s ... £m(F), m(F)=F(), F)zmF) (1=i=zn).

Le lemme étant évident pour i = 1, on suppose i>> 1, et (1) vraie pour j < i.
11 existe n éléments f € L, linéairement indépendants, tels que :

F(t) = my(F) (1<hsn)

et un indice j £ ¢ tels que (¢, 4, ...,%_;) soient linéairement indépendants.
Désignons par L’ et M les Z-modules engendrés respectivement par u, ..., #%_;
et uy, ..., u_y,¢; et soit :

M =Ln Ry + ... + Ru_, + Re)).

On a donc M'DM DL, et M’ est évidemment un facteur direct dans L. Il suffit

par conséquent de prouver Pexistence d’un élément ¢’ de M’ tel que (¢', 1, ..., u,_,)
soit une base de M’ et que
(3) F(t') = (3/2)1.my(F).

Le groupe L' est un facteur direct dans L, donc aussi dans M’ et M. Par suite,
M'[L’ est un module libre de rang un, et M/L’ est d’indice fini dans M'[L’. Si ¢’ est
un élément de M’ dont la classe modulo L’ est un générateur de M'/L’, on voit
que (¢, 4, ...,%_,) est une base de M’ et que ¢; = ¢c.t" mod L', (c €%, ¢ # 0).
Cela peut s’écrire :

t'=clt;teu o Gty (c;eQ 12521 —1).
Quitte a ajouter & ¢’ un élément de L’, on peut supposer lc | £ 1/2. On a alors :
F)® < eIV F()Y + 12(F(u)'? + ... 4 F(s-)').
Compte tenu de I’hypothése de récurrence, on en tire :
F()1? = my(F)12 + 1/2 (15%« (3/2)k-lmk(F))

d’ou (3), puisque la suite des m,(F) est croissante.

2.6. TutoriME (Minkowski). Soit n un entier > 0. Il existe une constante C,, telle que
lon ait :

F(e))-... F(e,) = C,.detF

pour toute forme quadratique positive non dégénérée et M-réduite sur R™.



2.7 REDUCTION DES FORMES QUADRATIQUES POSITIVES NON DEGENEREES 23

On reprend les notations précédentes, en particulier pour §, A, N. Soit F € §).
Elle est de la forme F = {(a.n).a.n ="'n.a®.n. En désignant par g; les termes
diagonaux de 4, on a donc :

M F(x) = 2 a6+ mi X+ .. + i ne%0)%
1<ign
et, en particulier :
(2) Fle) = af + af. .0y + oo Fafni,
donc aussi :
&) af < F(e), (I=sizn.

Si F parcourt un ensemble de Siegel &', on a par conséquent :
4 af < F(e), - (Fe@)
(cf. 0.5 pour =, <, >).

D’aprés 2.2, il existe ge GL(n,Z) telle que F' = F[g] €&;, ou Pon écrit S,
pour G5 1. Ona :

(3) F' =Ya .n").a".n (a' € Agjyz, 1" € Npp).
I1 est clair que

(6) l;[ a? =detF =detF = ]:I a?,

et que, dans les notations de 2.5,

™ my(F) = my(F") (l=isn
Vu (4) et (7), on a :

(8) m(F) <a? (1 2i=sn; Fe$, F ey N F[GL(n, Z)]).

Supposons maintenant que F soit M-réduite. Alors, (3), (8) et 2.5, donnent :

9) a < Fle) <aq? (Isisn; FeM)

et la conclusion résulte alors de (6).

2.7. CorROLLAIRE. L’ensemble IN des formes M-réduites est contenu dans un ensemble
de Siegel.

Les relations a? < F(¢;) et [la? > [IF(¢)) montrent que 'on a en fait :

(1 a? =< F(e) (1=izn; FeI.

Comme les F(g) forment une suite croissante, cela entraine l’existence d’une
constante ¢ > 0 telle que a €A, pour tout FeIR. Il reste & montrer que n
varie dans un ensemble borné de N.

Fixons 7 2 2. On a :
Vie) = Fle, +u_y.ei1 + ... + uyey)

quels que soient les entiers ;. Fixons 2 (1 £ & < i), et supposons u; = 0 pour
k < j-< i. Alors, dans le membre de droite, vu 2.6 (1), le coefficient de a3 (k <7 j < 1)
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est égal a n? ;, et 'on voit aisément que, en choisissant convenablement les ; (j < k),

on peut faire en sorte que les coefficients des a? soient < 1/4 pourj < k. On obtient
donc, vu 2.6 (2) :

anl;+ ... +ain}, S 1/4@3 + ... + &)
Comme a € A,, cela entraine que :
ag > at.n; (f=2,...,m3k=1,2,...,1—1)

et montre que n7 ; est borné, puisque a, # 0.

2.8. On dira qu’un élément g e GL(z, R) est M-réduit si ‘g.g est M-réduite.
2.7 entraine que ’ensemble M’ des éléments M-réduits de GL(n, R) est contenu dans
un ensemble de Siegel. Evidemment, K. =M’ et GL(z, R) = M'.GL(n, Z).

Note bibliographique

Les résultats des §§ 1, 2 ont été tout d’abord formulés dans le cadre des formes quadratiques. Le
théoréme 2.2 (i) est dii & Korkine-Zolotareff [15], mais en fait, il ne fait qu’expliciter un principe
de réduction des formes quadratiques positives d 2 Hermite [13] (et qui remonte & Gauss pour n = 2)
et qui a permis A cet auteur de démontrer notamment 2. 2 (ii). Le critére de Mahler est prouvé dans[16].
Des démonstrations ne faisant pas appel 4 la réduction des formes quadratiques ont été données par
Chabauty et, dans un cadre plus général, par Macheath et Swierczkowski (voir [8, Chap. 8, § 5]
ou aussi Cassels, Geometry of numbers, Springer édit.).

La finitude du volume de $(1)/SL(n, Z) est démontrée par Minkowski dans [17], ol se trouve déve-
loppée une théorie de la réduction basée sur la notion appelée ici réduite de Minkowski (2.4). Elle
contient 2.6, et méne A des résultats plus précis que cetix de 1.4 ou 2.2, mais dont nous n’aurons
pas besoin. :

Décomposition de Bruhat de GL(n, k)

Ce paragraphe donne la démonstration de I’existence d’une « décomposition de
Bruhat » dans un cas particulier élémentaire. Pour 1’énoncé général, cf. § 11.

8.1. Dans ce paragraphe, sauf mention expresse du contraire, le corps de base &
est un corps commutatif quelconque distinct du corps & deux éléments. On désigne
par G le groupe GL(n, k), par D le sous-groupe des matrices diagonales inversibles,
par N (resp. N7) le sous-groupe des matrices unipotentes triangulaires supérieures
(resp. inférieures) par B = DN le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures
inversibles.

Puisque % contient au moins deux éléments inversibles distincts, il est immédiat
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que les droites ke¢; engendrées par les vecteurs de la base canonique sont les seules
droites stables par D. Elles sont donc permutées par les éléments du normali-
sateur N(D) de D (qui est donc le groupe des matrices monomiales), d’oit un mor-
phisme visiblement surjectif de N(D) dans le groupe symétrique de degré n, dont
le noyau est D. Le groupe W = N(D)/D est le « groupe de Weyl » de GL(xn, &)
relatif & D.

Pour tout w € N(D)/D = W, choisissons un relévement s, € N(D). (Par exemple,
notant ¢ la permutation de [1, n] associée & w, on peut prendre pour s, la matrice
de permutations telle que (5,)op.p =1 et (5,)e, =0 si ¢g#c(p). Clest un
élément du groupe K des matrices orthogonales.)

Le groupe W agit sur les fonctions sur D par w(a) (d) = a(w™1(d)). Il opére en
particulier sur les caractéres rationnels de D, qui sont les homomorphismes de la
forme t>t™ ... M (m; €Z). On a notamment :

w(t) = oty w(tift 1) = w() = Lowltoi+ s

¢ désignant la permutation associée a w.
On voit donc que :

wl) = I afis®),
1I<jig<n-1 )
ot 'on a n,;(w) =1, pour o(i) <j<<o(f+ 1) et m;(w) =0 pour les autres
valeurs de j, si o(i) <o(i + 1), et n;(w) =—1, pour o(i + 1) <j<o(i)

et n;(w) =0 pour les autres valeurs de j, si o(i + 1) << 6(2).

8.2. LEMME. Soit w € W. Supposons qu’il existe un indice \ tel que ny(w) = 0 pour
i=1,...,n—1. Alors tout relévement s, est dans le sous-groupe « parabolique » P,
(sous=groupe des matrices inversibles (qy,) telles que qu = O pour les couples tels que
ISESA A1 ISn).

En effet, ’hypothése entraine aussitdt que si a < b, on a :

witft) = T agusi
ESRRSE (ol

avec des exposants n, , ; = 0.

Raisonnons par Pabsurde; si s, n’est pas dans P;, c’est qu’il existe un indice a < A
tel que o(a) > A. Mais comme dans s,, il y a un élément et un seul par ligne qui
soit non nul, il existe aussi & > A tel que (b) < A.

Alors w(t,ft,) = toa/ton = %ath-1)-%ot-2) " - - " A5k, C€ qui est contradictoire. Le
lemme est démontré.

Choisissons maintenant un relévement s,, de chaque ‘w € W. On a donc :

ND)= U s,D
wEW
et pour chaque w ’ensemble G, = Ns,,B ne dépend que de ».

8.8. TutorEME. Les ensembles G, (w € W) forment une partition de G.

Pour démontrer le théoré¢me, il sera commode d’utiliser la notion de drapeau :
un drapeau dans un espace vectoriel de dimension n est une suite croissante de
sous-espaces :

V,CV,C...CV,,
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telle que dim V; = i. En particulier dans %" le drapeau canonique F est le drapeau
tel que V; soit engendré par les i premiers vecteurs de la base canonique.

Le groupe G opére transitivement dans I’ensemble & des drapeaux et B est le groupe
d’isotropie du drapeau F, de sorte que % s’identifie canoniquement & espace
homogeéne G/B. _

Cela dit le théoréme peut encore s’énoncer ainsi : pour tout drapeau F, il existe
aumoins un w €W etun neN, tel que F = ns,(F;); de plus, w est déterminé .
de maniére unique par F. D’autre part, pour démontrer le théoréme, il suffit
d’envisager les cas ol on a choisi pour s, une matrice de permutation. Dans cette
démonstration, on note aussi w la permutation de [1, n] associée & w e W.

Si F=(V,,V,, ..., V,) peut s’écrire ns,(F;), c’est que le sous-espace V; est
engendré par les vecteurs vy, vy, . .., 7; OU :
U=ty D M
1< k<< wi)

On voit donc que pour tout > 1, w(i) est le plus grand indice distinct
de w(l), ...,w(z—1) tel qu’il existe dans V;N CV-_l un vecteur y; dont
la w(i)¥me coordonnée soit non nulle, donc w est déterminé par F (on a posé V, = (0)).
Réciproquement, étant donné F, on peut trouver une suite de vecteurs (7;), et une
permutation w vérifiant la condition précédente, y; s’écrivant sous la forme :

b=yt D Mnee

1S kS 0

On a alors F = ns,(F;), ol neN a les coefficients n,,.
Nous allons maintenant écrire les ensembles G, sous une forme différente. Ceci
exige la démonstration de quelques lemmes. '

8.4. LemME. Pour toute matrice carrée g d’ordre n soit A;(g) le déterminant de la matrice
(&)1 <r 1< L'application produit définit une bijection ¢ de N~ X B (resp. N~ x N)
sur Pensemble des g € G tels que A;(g) # 0 (resp. Ay(g) =1) pour i=1,2,...,n—1.
Les coefficients de ¢~'(g) sont des polynémes, & coefficients entiers en les coefficients de g et
les inverses des Ay(g).

Comme A;(n~.b) =by; ... b; si n~ eN~ et beB, il est clair que I'image
de N~ x B (resp. N~ x N) est contenue dans ’ensemble des g, tels que A;(g) # 0
(resp. A;(g) = 1). Ilsuffit d’autre part, de démontrer I’assertion relative 4 N~ x B.
Elle est évidente pour n = 1. Nous pouvons la supposer vraie pour n—1 (n > 1)
et raisonnex par récurrence.

Soient 71~ € N~ et b € B. Ecrivons-les sous la forme :

_ (n’ 0) (b' b’ )
n = =
n’ 1 0 b4,

ou n' et b’ sont carrés d’ordre n— 1, n’’ une matrice & 1 ligne et (n — 1) colonnes
et b’ une matrice a 1 colonne et (n — 1) lignes.

Alors,
(nl bl nl b// )
n b= .
n/: b/ b»n‘ n + n:/ bn
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Soit g une matrice telle que A;(g) # 0 pour tout i. Ecrivons-la sous la forme :

g= (g 7 ) ou g’ est carrée d’ordre n — 1.
\P E&nn

Avec les notations précédentes, la relation ¢ = n~.b équivaut a :
gl — nl bl’ p p— nll bl’ q — nl bll’ g”. " — b"‘ " + nll bll.

D’aprés I’hypotheése de récurrence, il existe n’ triangulaire unipotente inférieure
d’ordre n — 1 et b’ triangulaire supérieure, uniques, telles que g’ = n’.b’. Comme n’
et b’ sont inversibles, les relations p = n”’.b’, ¢ = n’.b"" déterminent uniquement
n'' et b". Alors b, , est déterminé par la dernitre relation. L’existence et 'unicité
de n” et b sont ainsi prouvées.

La dernitre assertion résulte aussitdét des considérations précédentes.

Pour tout couple d’indices (i,j), (i # j), désignons par N;; le sous-groupe des
matrices # de N telles que tous les éléments non diagonaux autres que n;; soient nuls.

8.5. Lemme. (i) Le produit définit une bijection de Il ( II N”) sur N.
: 1<i<n-1\i+1<i<n

(1) Pour n’importe quel ordre sur Uensemble des couples (i,j) ot i <<j, le produit définit
une surjection du produit [IN,; ou les facteurs sont pris dans Uordre des couples (i, j), sur N.

Prouvons (i) par récurrence sur n (il n’y a rien & démontrer pour n = 1).
Soit n une matrice de N. Ecrivons :

_ 1 a
n—.(o n,)

ot n’ est une matrice unipotente d’ordre (n— 1). On a alors :

(o )6 1)

En d’autres termes, si I'on identifie le groupe N’ des matrices triangulaires unipo-
tentes supérieures d’ordre n— 1 au sous-groupe de N formé des matrices de N
vérifiant n;, = ny3 = ... n;, = 0, et si 'on désigne par A les matrices de N dont
tous les éléments autres que les éléments diagonaux et ceux de la premiére ligne
sont nuls, le produit définit une bijection de N’ X A sur N.
Mais: par hypothése de récurrence le produit définit une bijection de
’

2<{I;In—1 (i+1£Ian N‘j) sur N
D’autre part, tout élément a de A s’écrit de maniére unique comme produit d’élé-
ments appartenant aux N,;(2 < j < n). De maniére précise a = [Ia; ou a; est
I’élément de N, ; tel que le coefficient d’indices (1,4) soit ay ;.
Il en résulte que tout élément de N peut s ’écrire de maniére unique comme produit

’éléments appartenant aux N;; pris dans 'ordre lexicographique.

L assertion (ii) résulte aussitot de (i) et des deux remarques suivantes :

(a) Ny et N, ; se centralisent Pun l’autre sauf si i’ = j ou’
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(b)Si i' =j, ona:
Ni;Nir; C Nir_; Ny Ny

Remarque. On peut prouver. que pour tout ordre sur I’ensemble des couples (2, )
le produit définit une bijection de IINj;, les facteurs étant pris dans ’ordre croissant
des couples (i, j), sur N. _

Pour tout w € W, D’ensemble s;!Ns, ne dépend que de w; nous le noterons N,,.

8.6. Lemme. Soient N, = s,(N, " N7) 53!, N, = s5,(N, " N) sz, Le produit
définit une bijection de N,, X N, sur N.

En effet, d’aprés 3.5 (i) :
Nw == H ( H Nw“(i). “)—l(j))-

1<i<n-1\i+1<i<n
Mais d’aprés (ii), on peut aussi écrire :

N, = IT N(ij)‘ H N(m,
. J)EL

G 9eL g
L désignant I’ensemble des couples (w™(7), w™1(j)), (1< i<j< n).

Puisque NNN-={1}, ona N, = (N, " N~) (N, " N) et tout élément de N,,
s’écrit de maniére unique comme produit d’un élément de N~ et de N.

Le lemme en résulte aussitot.

3.7. ProposiTiON. Pour tout w, G, = N.s,.B = N,.s,.B. La décomposition d’un

élément de G, sous la forme x.s,.y (x € N,,, y € B) est unique.

On a N,,.5,.BCN.s,.B. En sens inverse N.s,.B = N,,.N;.s5,.B. Mais
N,, .s,C s,N, par conséquent N.s,.BCN,.s,.N.BCN,,.s,.B. La premitre asser-
tion est donc démontrée.
Si x5,9 =x"5,9 (62" €N, 5 €B), on a encore s;'.x.5,.y=s5;'%".5,5"
Comme y et 3’ sont dans B, s;!.x.s, et s;'.x".5, dans N7, la deuxi¢éme assertion
résulte de 3.4.
En définitive, nous avons obtenu une partition de G en ensembles G,, = N,,.s,,.D.N.
Si g e€G,, il s’écrit de maniére unique :

8.= u,.5,.1,.0,

ol u,eN,, t, €D, v,eN. Seul I'’élément ¢, dépend du choix de s,; 4, ety, ne
dépendent que de g. C’est la décomposition'de Bruhat.

Dans le reste de ce paragraphe, nous supposons % = R. Alors D = (D NnK).A
et N(D) = (K n N(D)).A. '

8.8. ProrosITION. Supposons choisis les s, dans K. Soit g € G,. Ecrivons :
g = ty.5,.t,.0, (u, €Ny, t, €D, v, eN).

Alors a, = a(s;'u,s,) a(t,).
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On peut écrire :
J— —_ -1
8 = Uy Sy g Uy == Sy S5 oty .Sy LyeUye
= 51 ient :
Posons ¢ = s;'.u,.5,. Il vient :
g=ysy.k.a,.n,.t,.0, = s5,.R;.a,.t,.1; a0t ,00,.
-1
Or s,k €K, v,eN, t;l.n,.t,eN.
On a donc : )
a, = a,a(t,).

Signalons pour terminer une conséquence facile de 1.4.

3.9. LEMME. Pour qu’un ensemble « C N~ soit relativement compact dans N~ il faut et
1l suffit que a(w) soit relativement compact dans A.

La condition est évidemment nécessaire.
Inversement si elle est satisfaite, 1’égalité :
" x.n;l = k,a, (xe N-),

montre que x.n;! parcourt un ensemble relativement compact dans G. Mais le
produit définit un homéomorphisme de N~ X N sur un sous-espace fermé de G (1.4).
Donc, @ est lui-méme relativement compact dans N™.

. La propriété de Siegel dans GL,

Le but de ce paragraphe est la démonstration d’un théoréme de Siegel qui affirme
notamment que si b € GL(n, Q) et S est un ensemble de Siegel de GL(n, R), alors
Pensemble des y € GL(n,Z) tels que Sy NSh # o est fini (cf. 4.6).

Nous le déduirons ici d’un théor¢me de Harish-Chandra.

4.1, Nous démontrerons tout d’abord quelques propriétés des fonctions ®@; intro-
duites au § 1. Rappelons que :
Qi(g) = llgleanean ... ae)ll  (geGsi=1,...,n)

et
A(b) = by ... by (b € B = DN)

Q,(g) = Di(a,) = Ai(a,) = ayy a5 ... 3

Di(g6) = Dy(g) D;(8) = Di(g) [A4(6)] (6€G; beB).
En particulier, cela montre qu’un sous-ensemble CC A est relativement compact
si, et seulement si, il existe des constantes «,3 > 0 telles que :
(1) o< D) <B (ceC;i=1,...,n).
Enfin, si 'on utilise la décomposition de Bruhat :

g==Fkya,.ny=u,.5,.t,.v, .
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on a (3.8) :
a, = a('gluasw) 'a(la)
donc
(2) ®;(g) = Oy(a,) = D53 4,.5,) Di(?,)-

4.2. Lemme. (i) Pour tout neN~, ona ®;(n)>21 (1=1,2,...,n); (ii) Pour
tout g €G, ona B;(a,) = Oi(¢,).

En effet n(e;Aean ... A€) =e;AegA ... Ae; + a ou aest une combinaison
linéaire des éléments de la base canonique de /\'R" autres que e; AegA ... A ¢,
donc :

D;(n) = ||n(eynegn ... Ag)|| 21

(ii) résulte alors de (2) et du fait que s;'.4,.s, est dans N~.

4.3. LemMe. Pour tout indice i(1 < i< n), il existe une constante d; > 0 telle que
llg@)|] = d;.]|v]|].D;(g)- lorsque g parcourt S et v parcourt N(R™).

On peut se borner 4 démontrer la relation pour ||v]] = 1. Ecrivons G = KAN
et © = KA, ol » est donc un ensemble relativement compact dans N et A,
Pensemble des matrices diagonales a coefficients > 0 vérifiant a; < £.4; ., ;-
Soient » e A(R") de norme l et geG :

[1g@)Il = Ilky-ay.ny(2) | = |l a.ne(2)l-
On peut écrire :
n,(0) = 2ZB;(ny) f;
ou les f; parcourent la base canonique de /NY(R").
D’autre part, si fy =g, Ae, A ... ne (<l <...</) alors:

a’x’l 4
a,(f;) = -y, a4y f; = Mi(a) — 2 .fj
11
4f) = Aa) afiadsie ... afnibi
ou o, =aqfa;,, t=12,...,n—1) et lesm,; (=1,...,n—1) sont des

entiers négatifs.
En combinant ces deux résultats, on obtient :

0y 1y(0) = Ai(a,). ZBy(n) o -alngti f.

Si maintenant g est dans S, on a 0 < «; < ¢ par hypothése. Il existe donc une
constante § > 0, telle que : .

lag.ny(9) 112 > 8. Ay(a,)?. (ZB;(n,)?).
Mais ||v || =1 et n, parcourt un compact. On a donc :
llm, (@)l > 8" >0
d’olr existence d’une constante d > 0 telle que :

12,7, ()11 2 d.A(a,), (g€, llvll =1),
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ce qui peut s’écrire :
: e@)ll = d.®y(g).

Le lemme est donc démontré.

4.4, TutorkMe (Harish-Chandra). Soient © C GL(n, R) un domaine de Siegel, s, un
choix de représentants dans N(D) N K des éléments de W, et M un sous-ensemble de G
vérifiant :

(i) M =M;

(ii) Pour tout i (1 < i< n), il existe une constante C; >0 telle que D(t,) = C; pour
tout m € M (¢, étant relatif aux s, cf. (3.7)).

Alors Pensemble Mg des m € M tels que ©m rencontre & est relativement compact dans G.

Prouvons d’abord que lorsque g parcourt Mg, son composant a, dans la
décomposition d’Iwasawa (g = &;.a,.n;) et ses composants u, ¢t ¢, dans celle de
Bruhat (¢ =4,.s,.4,.9,) décrivent des ensembles relativement compacts.

Soient m e Mg, et %,y €& tels que ¥ = m.y. Appliquons (4.3) successivement
au vecteur v et au vecteur m(e; A e A ... A ¢;). Nous obtenons :

I (xm) .21l = d.|lv|].Q;(xm),

puis :
D;(xm) > d.Dy(x) . D;(m),
soit :
[1(xm) 01| > d2.||v]|.@;(m) . D ().
En particulier, prenons » = (m™1).(e; A ey A ... Ag), il vient :
;(x) > d2.0;(m™1) . D;(m) . Dy(x),
d’ol
(1) P,(m) . O;(m™) < d°2

Par ailleurs, d’apres 4.2 (ii) et ’hypothese (ii) :
2) ®;(m) = Dj(a,) > O(t,) = C; > 0.

Comme M = M1, (1) et (2) montrent que ®;(m) et ®;(z,) sont aussi bornés
supérieurement sur Mg. Il existe donc des constantes o, > 0 telles que :

x < By(a,) < B, a< Oyt,) < B (m € Mg).

Cela prouve que a(Mg) et ¢(Mg) sont relativement compacts (cf. 4.1 (1)). D’autre
part (3.8) :
ay = a(s;I'um'sw) a(ty)

donc a(sy'.u,.s,) reste dans un ensemble relativement compact lorsque m varie
dans Mg N G,. Comme s;'.u,.5, € N7, ilen est alors de méme (3.9) de s;'u,s,,
ce qui démontre notre assertion.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme par récurrence sur la dimension n.
Il est immédiat pour n = 1. Supposons donc n > 1 et le théoréme vrai pour n—1.
Tout revient & montrer que la trace de Mg sur chacun des ensembles G, (qui
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sont en nombre fini) est relativement compact. Fixons w € W. Nous distinguons
deux cas

(1) L’élément s,, n’est dans aucun des sous-groupes paraboliques P, A = 1,2, ...,n—1).

Un ensemble de Siegel est invariant par translation &4 gauche par une
matrice ¢.I (¢ > 0); donc, si m vérifie une relation x.m =y (x,y €S), on voit,
en multipliant par |det x|™.I, qu’il vérifie aussi une égalité de ce type avec
|det x| = 1. Par suite, pour établir (i), il suffit de prouver que I’ensemble X
des x €S telsque |detx|.=1 et x.meS pour m convenable dans Mg N G,,
et I'ensemble Y des y € S tels que y = x.m pour x € X et me Mg N G,, sont
tous deux relativement compacts. Soient donc x€X, yeY, me Mg NG, tels
que xm =y, On a :

— = -1
Ryayn, =k, a, ny ty.5,. 4, 0, = ko5, ko ag.n. (551 85.5,) by Uy

e=sta,.myu,. 0705,
Comme k,.s,,.k, est un élément de K, on a (3.8) :
a, = a,.(s;'.a,.5,).a(t,).

D’aprés ce qu’on vient de voir, u,, décrit un ensemble relativement compact. Comme
n, est dans un compact fixe a, n, u,, a;* reste borné vu la propriété fondamentale (1.3)
des ensembles de Siegel. Il en est de méme de ¢ et de ¢,. La démonstration sera
achevée si nous prouvons que a, décrit un ensemble relativement compact, car a(t,,)
restant borné, comme on I’a vu, il en sera alors de méme de aq,.

Comme deta, = 1, cela revient & prouver que :

ay(ay) = ¢, >0 A=1L2,...,n—1).

Comme les coefficients de a, et a(t,) sont bornés supérieurement et inférieurement
et que a;(a,) est horné supérieurement, on voit que pour ¢=1,2,...,n, les
w(o;) (a,) restent bornés supérieurement.

Pour A donné (1 <A< n—1), il existe (3.2) au moins un indice 7, (1 < i< n)
tel que :

w(e) (a,) = Il «;(a)" avec n;y <O0.
Sjis<n-

Mais les a;(a,) sont bornés supérieurement. On voit que a,(a,) ne peut étre arbitrai-
rement petit, ce qu’il fallait démontrer.

(i1) L’élément s, est dans l'un des groupes P,, (1< A< n—1).

Si s, € Py, on vérifie aussitét que G, C P,. Tout revient donc & prouver I’assertion
suivante :

Pour tout A (1 < A< n—1), Mg N P, est relativement compact.

Remarquons d’abord que si x et y sont dans &, et m € Mg N P, tel que xm =y,
on peut supposer, quitte & modifier x, que %2, =¢, donc x e ALNCP,. Onaalors

y €P,, ce qui montre que Mg N P, est exactement ’ensemble des m e M tels
que © N P, rencontre (S N P,) m.
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Le groupe P, est le produit semi-direct P, = S.R ol S est le produit, direct :
S = GL(A, R) X GL(n —A, R)

et R le sous-groupe distingué unipotent des matrices de la forme :

(" %)
0 In-l ’

Soient I, IT, IT,, IT, les projections de P, sur S, R, GL(A, R), GL(n — A, R) respective-
ment. I1s’agit de prouver que II,(Mg N P,) est relativement compact (i = 0, 1, 2).
Ona O(n) N P, = O(A).0(n —1), (produit direct). Il en résulte que IT; (resp. I1,)
transforme la décomposition d’Iwasawa d’un élément g de P, en la décomposition

d’Iwasawa de II,(g) (resp. IIy(g))-dans le groupe GL(A, R) (resp. GL(n — A, R)).

De maniére précise, si x = k,.a,.n, estdans P,, ona :
H(x) = kz'az'n("x): Ho("‘) = Ho(”z)
et (&), Iy(a), My(n) (resp. T (%), Tly(a,), Tly(n,))

sont les composants de II,(x) (resp. II,(x)) dans la décomposition d’Iwasawa.
En particulier IL;(S)C&; (i=1,2) ou &; est un domaine de Siegel. Si I’'on
pose M; =IL,(M N P,), on voit que II;(Mg N P;)C M,.(5

Il est clair que M satisfait & la premiére hypothése du théoréme.

Il est immédiat que II; (resp. Il,) transforme la décomposition de Bruhat d’un
élément g de P, en la décompoesition de Bruhat de II,(g) (resp. II,(g)) dans GL(A, R)
(resp. GL(n — A, R)); on déduit aussitdt que M; satisfait aussi 4 la seconde hypo-
thése. Par I’hypothése de récurrence, (M) o; o5t relativement compact (i = 1, 2).

Il reste & prouver que II,(Mg N P,) est relativement compact. Orsi m € Mg N P,
1 existe x et y dans P, NS tels que x.m =3, ce qui peut s’écrire :
- ky.ap.n,.m =Fky.a,.n,
d’ou :
ky.a, I (n,) Ig(n,) . I1(m) Ilg(m) = k,.a,.11(n,).I1y(n,).
Le premier membre s’écrif aussi :
ky.ay I (n,) TI(m) . (I1(m) 1. I o(n,) . I1(m)) . I1o(m).
Comme k,.a,.II(n,) . II(m) est dans S et (II(m)™1.11y(n,).II(m)).IIy(m) dans R.
on a : '
My(n,) = II(m)™. y(n,) . TI(m) . Iy(m).
Iy(n,) et Iy(n,) sont bornés puisque x et » sont dans un ensemble de Siegel. On

vient de prouver que II(m) est borné. Il en est donc de méme de I1y(m) et le théoréme
est démontré.

4.5. COROLLAIRE. Soient G un domaine de Siegel dans Iespace des matrices symétriques
positives non dégénérées et M un sous-ensemble de G vérifiant les hypothéses du théoréme.
Alors Iensemble des m € M tels que &'[m] rencontre S’ est relativement compact.
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- 4.6, THEOREME (Siegel). Soient S un domaine de Siegel dans GL(n, R), M un ensemble

de matrices tnversibles & coefficients entiers dont les déterminants vérifient |det m| < ¢,
m e M. Alors Mg est fini.

Comme M(n, Z) est fermé et discret dans M(n, C), Pensemble Mg est lui-méme
fermé et discret. Il suffit donc de montrer que L =M U M™1 satisfait a I’hypo-
thése (ii) du théoréme 4.4. Cela résulte aussitdt du lemme suivant :

4.7. LEMME. Soit L un sous-ensemble de GL(n, Q) dont les éléments ont des coefficients &
dénominateurs bornés supérieurement en valeur absolue.

Alors il existe une constante ¢ >0 telle que ®;(t,) > ¢ pour tout xeL et tout
1=1,2,...,n

Soit x € G, N L. Tout revient & prouver que les produits |#, ... ;| des
coefficients diagonaux de ¢, ont des dénominateurs bornés supérieurement.
Or s;t.x =c¢,.t,.v, ot ¢, = s;t.u,.5,€N". En particulier lorsque x € G, N L,
les dénominateurs des coefficients de ¢,.t,.v, restent bornés supérieurement. Les
éléments det ((6,.4,-U) )1 < 5. k<i = bt - - - 4 ont donc la méme propriété.

'4.8. CorOLLAIRE. Le¢ groupe I' = GL(n,Z) est de type fini et les sous-groupes finis
de GL(n, Z) forment un nombre fini de classes de conjugaison pour les automorphismes intérieurs
de T.

Ona $ = &'[I'], ot & est un domaine ouvert de Siegel convenable (cf. § 2).
11 est alors immédiat que I' est engendré par Pensemble I'g, des vy de T’ tels que
&’[y] rencontre &', et cet ensemble est fini d’apres le théoréme 4.5. Soit maintenant
L un sous-grbupe fini de I'; il a un point fixe F dans §. On peut écrire F = ¢[y],
ou ¢ cct dans & et y dans I'. Alors y.L.y™*CTI's.. La conclusion résulte donc de
ce que I'g, est fini.

4.9. Nous terminons ce paragraphe par une proposition de Harish-Chandra qui
intervient dans la discussion de fonctions automorphes.

Par norme || x| de x € R* on entend la norme euclidienne de x. Pour g € GL(n, R),
on appelle norme de g et on note ||g]|, la trace de {g.g, autrement dit la somme
des carrés des coefficients de g. On a donc :

Hell= 2 llg.gl*
léign

On voit facilement que si ¢ € GL(n, R), alors :
(1) gl = llg.cli = llc.gll (¢ € GL(n, R)).
Cela entraine que si H est un sous-groupe de GL(n, R) et H' un sous-groupe d’indice
fini de H, alors,
@) Jofllg.ull < Inf ||g.ull (¢ € GL(n, R)).
Par conséquent, si L est un sous-groupe de GL(n, R) commensurable & H, i.e. tel
que L N H soit d’indice fini dans L et H, on a :

Jofllg.ull = Inf llg.ull (g € GL(n, R)).
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4.10. ProrosttioN. Soit S un ensemble de Siegel de GL(n, R), et soit T' = GL(n, Z).
Alors :

llgli= Inf llg.ul] (€®).

Evidemment le membre de gauche est plus grand que le membre de droite.
11 suffit de montrer que ||g|| < ulélg |lg.u]] (¢ €S). Quitte 4 agrandir &, on

peut, vu 2.7, supposer que & contient ensemble I des éléments M-réduits de
GL(n, R), au sens de 2.8. Soit C’ensemble des ¢ € GL(n, Z), tels que S.c N S # o.
I1 est fini d’apres 4.6.

Vu (4.9), il existe des constantes a,b > 0, telles que :
a. Infllg.yll = Infllg.cxll = 6. Inflg.vll,  (¢€GL(n,R); ceC),

et d’autre part, ||g||=<||g.c|| (g€ GL(n, R), ¢eQC).

Soit maintenant g € S. Ilexiste ye I telque g = g'.y (g’ € Wt). Comme MC S,
on a alors y € C. Il résulte donc des deux relations précédentes que I’on est ramené
a prouver :

llgll < Inflle.vll (g €M).

Désignons par F, la forme quadratique de matrice ‘g.g. On a les relations suivantes,
ou m,(F,) est le nombre introduit dans 2.6 : :
H-gY” = X ”g'Y(ei) “2 = Z FD(Y'ei) 2 mn(Fv[Y]) = mn(Fv)>

1<i<n

la derniére égalité résultant de la définition de m,(F). D’apres 2.6, il existe une
constante d > 0, indépendante de g € M, telle que :

mn(Fv) Z d'Fp(en) = d'llg'enllz (gem)

d’ol, puisque les || g.¢;|| forment une suite croissante :

d d ,
gyl 2 5 Slig-alt =3 ligll (¢ €M),

Note bibliographique

Le théoréme 4.6 est démontré dans [29]. Il semble du reste que Hermite savait que sa théorie de
la réduction fournissait des ensembles de réduites qui ne rencontrent qu’un nombre fini de leurs
translatés par I'. C’est tout au moins ce qui ressort d’une remarque [13, p. 230] qu’il fait 4 propos
de la réduction des formes indéfinies, dont il déduit notamment que le groupe des unités d’une telle
forme est 4 engendrement fini.

Le théoréme 4.4 est en fait un cas particulier d’un théoréme (non publié) de Harish-Chandra, qui
sera énoncé et démontré au § 15, La démonstration donnée ici est modelée sur celle du cas général.
4.10 équivaut essentiellement au Satz 4, p. 34, de C. L. Siegel, Jur Reduktionstheorie quadratischer
Formen, Publ. M., S. Japan 5, 1959,
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Réduction des formes quadratiques indéfinies

5.1. Avant de traiter la réduction des formes quadratiques indéfinies, nous allons
étudier la notion de majorante de Hermite d’une forme quadratique, qui permet
de faire le lien avec la réduction des formes quadratiques positives du § 2.

"V désigne un espace vectoriel réel de groupe linéaire G et § ’ensemble des formes

quadratiques positives non dégénérées sur V ; § est muni d’un ordre partiel, défini
par F F' si, quel que soit eV, on a F(v) < F'(v). G opére & droite sur
Pensemble des formes quadratiques par :

FHF[X], ou F[X] (v) = F[Xv],
ce qui se traduit dans une base de V par :
+ F[Xlo = %.Fo. Xy,

si ’on note X, (resp. F,), la matrice d’un élément XdeG (resp. d’une forme quadra-
tique F) par rapport & la base choisie.. O(F) désigne enfin le groupe d’isotropie de
la forme guadratique F :

O(F) ={X € G|F[X] = F}.

Dffinition. - 1). C e § majore la forme quadratique F si |F(v)| < C(v), pour
tout 2€V;

-2) Ce$ est une majorante d’Hermite (ou minimale) de F, si elle est
minimale dans I’ensemble ordonné des majorantes de F.

L’ensemble des majorantes minimales de F est noté §(F) :si Fe § (resp. —Fe9),
cet ensemble est réduit 4 F (resp. — F). Comme X € G transforme ’ensemble
des majorantes de F en celui des majorantes de F[X], on a :

HFIX]) = H(F)[X],

et par suite O(F) opére dans $(F) : nous allons voir que $(F) est ainsi-un
espace homogene topologique isomorphe 2 celui des classes & droite de O(F) suivant
un sous-groupe compact maximal.

5.2. ProrosiTiON. Si' G € $) et si F est une forme quadratique non dégénérée de signa-
ture (a, b), il y a équivalence entre les assertions suivantes :

i) CeHF).
(ii) Il existe une décomposition de V en somme V@ V,, orthogonale pour F et C, telle
que F=C sur Vet F = —C sur V,.
(iii) 1l existe une base de V' par rapport a laquelle Fy =1, , et Cy=1.
(iv) Dans toute base de V, on a (F,.C51)2 = 1.

(I, , désigne la matrice diagonale dont les @ premiers coefficients diagonaux sont
égaux 4 1 et les b derniers & — 1.)
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D’aprés les hypothesés, on peut trouver ung base de V dans laquelle :

a a+b
i=1 {=a+1
a+bd
C= 3 as %>0; 1<i<a+d),
i=1

C majore alors F si, et seulement si, o; > 1, (1 < i< a+ b). Par suite :
CeHF) <oy =1 (1<t a4 b).

Les équivalences (i) <> (ii) <> (iii) en résultent aussitdt. Toujours dans cette base,
la relation (F,.Cg')2 =1 s%crit o? =1 pour tout i et par suite (iv) = (iii).
_Enfin un calcul matriciel immédiat montre que si la relation de (iv) est vérifiée
dans une base de V, elle I’est également dans toute autre base, ce qui prouve
Pimplication (iii) = (iv).

1

5.3. CoroLLAIRE. Sous les hypothéses de la proposition, I’application :

ChV(C)
ou Ce$H(F) et oa V(C) désigne I'unique sous-espace de dimension a de V sur lequel F = G
est une bijection de §(F) sur Pensemble des sous-espaces de dimension a sur lesquels F est
positive non dégénérée.

L’existence d’un espace V(C) au moins vient de (iii), et son unicité de ce qu’il
est le sous-espace propre pour la valeur propre 1 de 'opérateur auto-adjoint
associé a F par C. Enfin, si V; est un sous-espace de dimension a sur lequel F est posi-
. tive non dégénérée, son orthogonal V, pour F est un supplémentaire de V, et
'ona V;=V(C) avec C=F sur V; et C=—F sur V,.

5.4. ProrositioN. O(F) opére transitivement sur §y(F). Le groupe d’isotropie d’un point C
de §(F) est un sous-groupe compact maximal K =~ O(a) x O(b), et H(F) est homéo-
morphe & K\O(F).

Le groupe O(F) est transitif, car si C et C’ appartiennent & §(F), les deux
décompositions de V associées par (ii) sont orthogonales pour F et il existe un
élément de O(F) qui transforme I’'une en I’autre, donc C en C’. Le groupe d’isotropie
dans O(F) de C e $H(F) est O(F) N O(C), qui s’identifie dans la base de (iii)
a O(1,,) NO(n), égal, comme le montre un calcul immédiat, au sous-groupe
compact O(a) X 0O(d) de O(n). Comme un sous-groupe compact de O(F) laisse
un point D € § fixe [8, Chap. VII, § 3,n° 1, Prop. 1], il suffit, pour prouver que K
est maximal, de vérifier que 'inclusion K C O(F) n O(D) implique I’égalité; or,
on voit aisément que Dlalgebre de Lie de O(I, ;) N O(diag{o;}), ou o; >0
pour tout i, est contenue dans celle de O(a) X O(4). On sait enfin que GL(n, R)
opére proprement & droite dans. §), il en est donc de méme de O(F), dont une
orbite est précisément $H(F) : il en résulte que $H(F) est homéomorphe a K\O(F).

5.5. Soient F une forme quadratique rationnelle indéfinie sur R", non dégénérée,
(a, b) la signature de F, G le groupe de Lie réel O(F) et I' = G N GL(n, Z). Les
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éléments de I' sont appelés les « unités » de F. Ce sont donc des éléments de O(F)
qui laissent le réseau Z" invariant (on pourrait naturellement substituer & R" les
points réels d’un espace vectoriel V sur Q et 4 Z" un réseau L de ce dernier). G opérant
a droite proprement dans $(F), il en est de méme du sous-groupe fermé I et le
probléme de la réduction consiste & trouver un ensemble intéressant de représentants
des orbites de T'.

On choisit pour toute la suite un ensemble de Siegel S’ de § contenant S 45,

si bien que §) est égal & &'.[GL(n, Z)], vu (2.2).
Définition. F est' réduite (ou plus précisément &'-réduite) si :

$(F) NG # o.

5.6. DérnttioN. QC H(F) est un ensemble fondamental pour I' §’il vérifie les
conditions : :

(F 1) Q= H(F);

(F 2) Vb e O(F)q, {yeT'|Q[b6] N QY] # o} est fini : c’est la propriété
de Siegel.

Le lemme de finitude suivant, cas particulier d’un résultat qui sera démontré au § 6,
et le théoréme de Siegel 4.6, vont permettre de prouver I’existence d’un ensemble
fondamental. .

5.7. LEMME. L’ensemble des formes quadratiques entiéres réduites de déterminant non nul
donné est fini.

5.8. THEOREME. Il existe sy, ..., s, € GL(n, Z) tels que :

o= (0 em)nsm

soit un ensemble fondamental.

En vertu de Iégalit¢ $(¢F) = |¢|.H(F), si ¢ Q et si Q est fondamental
relativement & F, || Q Dest relativement 4 ¢gF; comme de plus &' est stable par
homothétie positive, il suffit de prouver le théoréme pour F entiere.

Or, si F est entitre, toutes les formes de ’orbite de F par GL(n, Z) ayant méme
déterminant, il n’y a parmi elles qu'un nombre fini de formes réduites, disons
F[st'], ..., F[s;!], d’apres le lemme de finitude. Nous allons montrer que :

Q= (U &) nHE)
satisfait & (F 1) et (F 2).
(F1) : Soit CeH(F); d’apres la réduction des formes définies (§ 2), il existe
s € GL(n, Z) tel que C[s] €eS'. Mais alors H(F[s]) = H(F)[s] rencontre & en
C[s], ce qui signifie que F[s] est réduite, donc égale a F[s;7!] pour un certain i.
Ainsi' ss; €' et C[ss] e S[s;] N H(F) : Porbite de G rencontre bien Q.

(F2). : Etant donné be O(F)q, supposons y el tel que Q[b] NQ[y] # o.
D’apres la définition de Q, il existe deux indices ¢ et j tels que S'[5;6] N S'[s;y] # ».
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Or la propriété de Siegel est connue pour &’ (cf. § 4), ce qui permet de conclure en
vertu de la finitude de Pensemble { s; }.

Ajoutons qu’on peut prouver la finitude du volume d’un tel ensemble fondamental.
Nous allons montrer comment se traduit Ia notion de forme réduite, lorsqu’on revient
au groupe GL(n, R) ou SL(n, R). Les ensembles de Siegel associés 4 &' sont : © dans
GL(n, R), image réciproque de &' par l'application X i ‘XX = I[X] et &! dans
SL(n, R), égal & & N SL(n, R).

5.9. ProrositioN. Soit F une forme quadratique non dégénérée de signature (a, b). Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est réduite;

(i) Fel,,,[S];
(iii) Feal, [GY, («=|detF ),

(i) = (ii), car il existe Ce H(F) NS’ et, d’apres 5.2 (iil), X € GL(n, R), tels
que I, [X]=F et I[X]=C, i.e. XeG.
(i) = (i), car si F =1, ,[X] avec I[X] e@’, ona :

I[X] e H(1L,)X] NG = H(F) n&".

Quant a la dernitre équivalence, elle résulte d’un calcul évident.
Cette derniére proposition permet de reformuler le lemme de finitude ainsi :

5.10. LemME. St S est un ensemble de Siegel de SL(n, R), Pensemble
M(n,2Z) N a.I, [S], (xe R;a>0),
est fini.

C’est sous cette forme ‘qu’il va étre démontré dans le paragraphe 6.

. Un lemme de finitude

6.1. DérmurioN. Un sous-groupe G de GL(n, R) est dit auto-adjoint (oﬁ plus
précisément I-auto-adjoint) si :

XeG=XeG.

6.2. LemME. G étant égal & GL(n, R) ou & SL(n, R), on considére un ensemble de Siegel S
de G, une représentation du groupe opposé dans un espace vectoriel réel V muni d’un réseau L
et un vecteur v de V. On suppose que :

(1) Porbite v.G de v est fermée dans V,

(ii) le groupe d’isotropie G, de v est auto-adjoint, _
(iti) A étant le groupe des matrices diagonales de G & coefficients diagonaux > O, les opéra-
teurs de A sont simultanément diagonalisables ; la décomposition de V associde : V = @, V,,
oo V, ={weV]w.a =uyp(a) w pour tout acA} est le sous-espace de poids ., est
telle que V, N L soit un réseau de V,, pour tout .
Alors, Uensemble v.& N L est fini.
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Dans cette démonstration, on note x = %,a,n, la décomposition d’Iwasawa
d’un élément x de G et on pose : :

— -1 —_ -2
Jp = X.a; et.  z,=x.a;%

Prouvons quelques majorations préliminaires :

On peut normer V de telle.sorte que la somme ®V, soit orthogonale on note
alors E, le projecteur de V sur V,. L’hypothese (ul) permet d’affirmer que le
sous-g'roupe ZV NL de L est un réseau de V; il est donc d’indice fini dans L

et comme sa prq)ectlon sur V,, en est le réseau V, N L, la projection Eu(L) de L
est un réseau de V,. Cela prouve Iexistence d’un nombre réel ¢ > 0, tel que
pour tout . :

weL et E,(w) # 0= ||E,(w)||>¢

- D’autre part, Pensemble {a,n,a;'},cs est relatlvement compact (1.3); or
Yo =Fky.0,.1,. a;l, si bien que Pensemble {v Jslzes est borné; il existe donc
une constante ¢, telle que I'on ait |[2.y,]| < ¢’ quel que soit x € S.
En combinant ces deux majorations, on va montrer que I’ensemble :

{ ” V.2, ”}zEG:v.zEL

est borné. Comme y, = x.a;!, z, = x.a;%, ona :
Bu(02.) = w(@") By@-x)y  Eyu(2.2,) = (%% By(o-4).

Etant donné x e G et yu, on a, ou bien E,(v.x) = 0, donc aussi' E,(v. zz) =0,
ou bien E,(v.x) # 0, auquel cas on tire de ce qui précéde :

NEu(@-2) || = | Eu(2-22) I | By (2.) |72 < 6”267, - (v.xeL; x€©).

L’hypothése (i) sert & prouver que la bijéction G,\G —2.G est un homéomor-
phisme : en effet G opére continiment et transitivement dans ».G, qui est un
espace de Baire, en tant que fermé de V [8, Chap. VII, App. 1, Lemme 2]. On
peut donc remonter & G la majoration trouvée ci-dessus : il existe un compact M
de G, tel que l’on ait : '

{ }zEG.v zGLCG M.
Or z,=kya,na;? ="Fk,a;'aina;?; si x€S, alors aieAy, et (1.3) Ten-

semble {a2.n,.a;%},cc est relativement compact. Ainsi il existe un autre
compact M’ tel que l’on ait :

{kz.a;l}zeg.".ze]:‘c G’v.M’.
D’aprés I’hypothése (ii), I'automorphisme 0 : x> ‘™1 de G laisse fixe G,, d’ol1 :
O(k,.0;1) = ka0, = xn;' € G,.0(M").

Finalement, il existe un compact M"” de G tel que P'ensemble {x},ecs, s.zc1 SOit
‘inclus dans G, M"’, ce qui prouve la finitude de I’ensemble-

{”-"}zee.o,zem

qui est contenu 2 la fois dans un compact et dans un réseau de V.
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6.8. Application & 5.10,

Il est immédiat que la conclusion du lemme ci-dessus, dans le cas particulier ou
Pon prend - .

V=M@#nR), L=MnZ, o=q«l,,

et G = 8L(n, R) opérant a droite dans V de la maniére habituelle, n’est autre
que celle de 5.10. Il reste donc & voir qu’un tel choix des données satisfait bien
- aux hypotheses (i), (ii) et (iii) du lemme :

(1) v.G ={a.I; ,[2]},esLmp st Uensemble des matrices symétriques de signa-
ture (a, b) et de déterminant a®(— 1)?; c’est donc un fermé de V.

(ii) G, = O(1, ;) N SL(n, R); il est auto-adjoint, comme en général O(F) lorsque
la matrice symétriq_uc F est égale a son inverse.

(iii) Une base du réseau est { E; }; <ii<m ol E" désigne la matrice dont le seul
coefficient non nul est celui de ligne ¢ et colonne j. _], égal 3 1. Or E;; est un vecteur
propre pour tout élément a de A, car E;;[a] = g;;4;; E;;.

Faisons quelques remarques finales a4 propos de ’hypothése (iii) du lemme :

1) Si G = 8L(n,R), on peut diagonaliser simultanément les opérateurs de A.
2) Si la représentation du groupe est définie sur Q, on peut dlagona.hser les opéra-
teurs de A simultanément sur Q.

Ainsi pour une représentation : G — GL,, définie sur Q, la dernitre hypothése
est toujours vérifiée lorsque L est un réseau de Q™.

6.4. Remarque. Reprenons les hypothéses de 6.2 et supposons de plus le réseau L
stable par Gz = G N GL(n, Z). Alors V N L est formé d’un nombre fini d’orbites
de Gy. En effet, on a (§ 1) G =S.G5 pour S convenable, doncsi xeL NV,
alors x: Gy fait partie de ’ensemble L N 2.6, qui est fini d’aprés 6.2.
Plagons-nous de nouveau dans le cas particulier de 6.3. Une orbite de GL(n, Z)
(resp. SL(n,Z)) dans lespace des formes quadratiques non dégénérées est une
classe (resp. classe propre) de formes quadratiques. On voit donc que les formes
quadratiques entiéres de déterminant non nul donné se répartissent en un nombre
fini de classes (resp. de classes propres).

6.5. Formes homogénes. Nous voulons encore signaler une généralisation du résultat
précédent 4 des formes de degré = 3, qui remonte 4 Jordan.’

Soit F,, , ’espace des formes homogénes de degré m sur €. Il est défini sur Q,
la @-structure étant donnée par les formes 4 coefficients rationnels. On a une repré-
sentation naturelle «,, , de GL(n, C) dans F,, ,, qui est évidemment définie sur Q.
Soient m,n Z 3 et F un élément de F, , de discriminant non nul. D’apres
Jordan [14], le groupe d’isotropie de F dans SL(n, C) est fini. Il s’ensuit que 'orbite
X = m, o(SL(r, C)).F de F est fermée. En effet, d’aprés un principe clcmentalre
de théorie des groupes algébriques [1], cette orbite est un ouvert de Zariski de son
adhérence, et son adhérence est formée d’orbites de dimension strictement plus
petite que dim X, qui est ici égale 4 celle de SL(n, C) d’apres le théoréme de Jordan.
Mais SL(n, C) laisse le discriminant invariant, donc un F’ dans ’adhérence de X a
aussi un discriminant non nul, et son orbite a, par conséquent, méme dimension que X.



42 INTRODUCTION AUX GROUPES ARITHMETIQUES 6.5

La premiére partie de 6.4 s’applique alors & X et montre que les formes a coefficients
entiers qui sont transformées de F par SL(n, R) forment un nombre fini d’orbites
de SL(n, Z), résultat démontré par Jordan et Poincaré. En fait, le théoréme de
Jordan est plus fort et donne la finitude des orbites de SL(n, Z(z)), ou Z(i) désigne
I’anneau des entiers de Gauss, dans ’ensemble des éléments de X dont les coefficients
appartiennent & Z(z). On pourrait évidemment en donner une démonstration
analogue, mais il faudrait pour cela développer le § 1 pour SL(n, C) et SL(n, Z(z)).
Ce résultat est aussi englobé dans un théoréme de [5], sur lequel nous reviendrons
en 9.11.

Remarque. Soit Fy 'hypersurface de espace projectif P(n — 1, C) définie par 'annu-
lation de F. La forme F est de discriminant non nul si, et seulement si, F, est lisse.
Le théor¢me de Jordan cité plus haut équivaut au fait que le groupe des transfor-
mations projectives laissant F, stable est fini. Au moins, si n = 5, on peut plus
généralement montrer que le groupe Aut F, des automorphismes (i.e. homéomor-
phismes biholomorphes ou, ce qui revient au méme d’apres le théoréme de Chow,
biréguliers) de F, est fini. On sait que ce groupe est un groupe de Lie complexe.
D’aprés Kodaira-Spencer (Annals of Math. (2), 67 (1958), 328-466, lemme 14.2,
p- 406), il est discret. Par conséquent, pour tout plongement projectif de F, le
groupe des transformations projectives laissant F, stable, qui est évidemment
algébrlque, est fini. Or, si n 2 5, le théoréme de Lefschetz entraine que F, est
simplement connexe, de deuxi¢me nombre de Betti égal 4 un. Le groupe Aut F,
poss¢de donc un sous-groupe H d’indice < 2 qui opére trivialement sur le deuxi¢me
groupe de cohomologie entiere H2(Fy; Z) ~ Z de F,. Le groupe H laisse alors
stable toute polarisation de F;, et opere par transformations projectives dans le
plongement défini par un systéme linéaire ample, donc H est fini. Ce dernier raison-
nement montre aussi que la composante connexe de Aut Fy est formée de transfor-
mations projectives dans un plongement convenable. Pour n = 5, il suffit donc
d’utiliser le théoréme de Jordan.

Note bibliographique

La construction d’ensembles fondamentaux décrite en 5.8 est due 42 Hermite [13, p. 122-135]. Le
point essentiel en est la finitude du nombre de réduites entiéres de déterminant non nul donné (5.7);
cependant la démonstration fournie par Hermite est incompléte, car elle suppose implicitement que
la forme F ne représente pas zéro rationnellement (i.e. F(x) # 0 si x # 0 est 4 coordonnées rationnelles),
restriction sérieuse, puisque A. Meyer démontrait plus tard qu’elle entrainait que le nombre de
variables est < 4.

Des démonstratians de ce lemme ont é:é ensuite données par Stouff [31], Mordell [18], Siegel [29].
D’un autre coté, antérieurement a Stouff, C. Jordan [14] et H. Poincaré [24] ont prouvé le lemme
de Hermite, et ont établi les analogues pour des formes de degré > 2 dont il a été question en (6.5).

Le lemme 6.2 lui-méme est démontré sous une forme plus générale dans [5, lemme 5.3], mais le
cas considéré ici suffit pour les applications que nous avons en vue.



CHAPITRE II

Groupes algébriques

7. Rappels sur les groupes algébriques. Groupes arithmétiques

A. Généralités.

7.1. On fixe pour toute la suite un corps algébriquement clos € (il s’agir.a en
pratique de C). Rappelons que le plongement de GL(z, Q) dans Q™*! défini par.

g (i dét (g;)™)
lui donne une structure de variété algébrique affine, dont I’anneau des fonctions

régulitres est Q[Xy;, Xgl/(X, dét (X)) — 1) = Q[Xy;, (dét (X))

DEFINITION. On appelle groupe algébrique de matrices un sous-groupe G de GL(n, Q) qui
en est un sous-ensemble algébrique, i.e. Uensemble des zéros d’un idéal de fonctions polyndmes.
On dit que G est défini sur le sous-corps k de Q, ou que G est un k-groupe, si I'idéal de tous
les polynémes nuls sur G admet un systéme de générateurs apparfenant au sous-anneau :
KXy, (dét (X)) 1.
Si B est un sous-anneau de £, on pose Gy = G N GL(n, B).

On peut considérer plus généralement un sous-groupe G de GL(V), V désignant
un Q-espace vectoriel de dimension finie. Si, par le choix d’une base dans V, il
s’identifie & un groupe algébrique de matrices, un tel groupe G est appelé groupe
algébrique, (plus précisément linéaire). L’anneau des fonctions réguliéres sur G
est noté Q[G].

Si V a une k-structure, & désignant un sous-corps de €, i.e. s’il provient par extension
des scalaires d’un k-espace vectoriel Vi, on dit que G est défini sur & s’il en est
ainsi pour le groupe de matrices associé & G grace 4 une base de V,. On note alors
k[G] le sous-anneau de Q[G] formé des fonctions régulitres définies sur k. En outre
'algtbre de Lie g de G a une k-structure : g = Q ®, g; ou g, désigne gl(V,) N g.

7.2. DEFINITION. Un morphisme de groupes algébriques est un morphisme de groupes :
:G—>G'
dont le comorphisme @° transforme une fonction réguliére sur G’ en une fonction réguliére sur G.

St G et G’ sont définis sur le sous-corps k de Q, on dit que le morphisme Q est défini (ou
rationnel) sur k ou est un k-morphisme, si :

¢°(K[G']) CA[G].
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Une représentation algébrique d’un groupe algébrique G dans un Q-espace
vectoriel W est un morphisme algébrique de G dans GL(W). Une telle représen-
tation permet de faire opérer G & droite sur Q[W] par :

?H(P'ga

fonction définie par (¢.g) (w) = ¢(g.w). G opére de la méme maniére sur Q[X]
pour toute sous-variété affine X de W stable par G : si W et-X sont définis sur &,
comme ’action de G préserve la filtration de Q[W], toute fonction ¢ € 2[X] appar-
tient & un sous-espace vectoriel de Q[X], qui est invariant par G, de dimension
finie et défini sur . Dans le cas particulieroit X = GC GL(V) etot W = End (V),
on retrouve l'action de G sur Q[G] par translations & gauche.

DEFINITION. On appelle caractére du groupe algébrique G un morphisme algebnque de G
dans GL(1).

Le groupe commutatif des caractéres est noté X(G). Si G est défini sur %,
le sous-groupe X(G), est le sous-groupe des caractéres définis sur k.

7.8. Soit GC GL(n, Q) un k-groupe. Les parties semi-simple g, et unipotente g,
d’un élément g € G appartiennent 3 G. Cette décomposition de Jordan est préservée
par tout morphisme. Si % est parfait, et geG,, alors g, g, € G,. Supposons &
de caractéristique zéro. Alors P’application exponentielle définit une bijection de
Pensemble des éléments nilpotents de g, sur ’ensemble des éléments unipotents
de Gy, qui est une application polynomiale dont I’inverse, définie par le logarithme,
est aussi polynomiale. En particulier, G, est formé d’éléments semi-simples si, et
seulement si, g; ne contient pas d’élément nllpotcnt # 0.

Signalons aussi ’analogue infinitésimal de la premiére assertion de ce paragraphe :
les parties semi-simple x, et nilpotente x, de x € g font partie de g. Cette décompo-
sition est préservée par la différentielle de tout morphisme de groupes algébriques.

7.4. La composante connexe de I’élément neutre d’un groupe algébrique en
topologie de Zariski est irréductible et d’indice fini. Dans le cas oi Q = €, donc
ol G a aussi une structure de groupe de Lie complexe, elle s’identifie 4 la composante
neutre de G en topologie ordinaire.

Si Q = @, alors Gy est un groupe de Lie réel & un nombre fini de composantes
connexes (en topologie ordinaire), mais il n’est pas toujours connexe si G est un
R-groupe connexe. On notera G° la composante neutre de G, et si Q = C on
notera aussi G§ la composante neutre de Gy en topologie ordinaire.

Un morphisme surjectif f: G — G’ de R-groupes, défini sur R, induit un homo-
morphisme Gg — Gy de groupes de Lie réels qui n’est pas nécessairement surjectif.
Cependant, il applique G} sur Gg, donc f(Gg) est un sous-groupe ouvert et fermé
d’indice fini de Gg. Si H et H' sont des R-sous-groupes de G et G’ tels que f(H) C H’,
alors Papplication Gg/Hp — Gg/Hg induite par f a une image ouverte et fermée,
et Gg/Hg est réunion d’un nombre fini d’orbites de Gg, qui sont chacune ouverte
et fermée.
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La finitude du nombre de composantes connexes de Gy peut s’envisager comme
cas particulier de la proposition suivante [6, § 6.4] : '

Soit p une représentation définie sur R du R-groupe G dans I’espace vectoriel V
et soit v € Vi. Alors I'ensemble (G.v)g des points réels de I'orbite G.v de v est
la réunion d’un nombre fini d’orbites de G§. )

B. Groupes réductifs.

7.5. On rappelle qu’un tore est un groupe connexe, commutatif et formé d’éléments
semi-simples, ce qui revient a dire qu’il est diagonalisable connexe, i.e. isomorphe
4 (Q")™ pour un certain entier m. Un groupe de radical réduit 4 {e} est dit semi-
simple (le radical est le plus grand sous-groupe distingué fermé, résoluble et connexe).

DErINITION. Un groupe algébrique G est dit réductif si sa composante neutre GO est égale
au produit presque direct S.H d’un tore S central par un groupe semi-simple H.

Cette propriété équivaut en caractéristique 0 & la complete réductibilité des
représentations de G.
Dans ce qui suit on se limite d’ailleurs 4 la caractéristique 0.

7.6. ProPosITION. Soient G un groupe réductif opérant sur un espace vectoriel W et X
une sous-variété irréductible de W stable par G. Soit I Panneau Q[X]C des fonctions réguliéres
sur X invariantes par G :

(1) 4l existe un projecteur Y : Q[X] — I, qui est I-linéaire et qui laisse stable tout sous-
espace invariant par G;

(i1) I sépare les ensembles algébriques fermés de X stables par G ;
(ii1) I est une Q-algébre de type fini.

(i) Soit N la somme des sous-espaces minimaux de Q[X] sur lesquels G n’opere
pas trivialement. La compléte réductibilité de Paction de G sur Q[X] montre
que Q[X] est égal 2 I ® N. L’application bécarre  est définie comme le projecteur
sur I associé & cette décomposition. Il reste a voir qu’elle est I-linéaire ; or :

ININ ={0},

ce qui entraine d’aprés la compléte réductibilité P'inclusion IN'C N et donc 1égalité;
par suite si pel et ¢ eQ[X], ona : (@.4)% = .8 + (.9x)% = @.¢4 Soit
enfin E un sous-espace de Q[X] stable par G; on a E= (ENnI)@®(E NN) vu
la compléte réductibilité, de sorte que ESC E.

(ii) Soient A et B deux ensembles algébriques de X stables par G et d’idéaux I(A) -
et I(B). On les suppose disjoints et par suite (Nullstellensaiz) 1(A) + I(B) = Q[X].
Ainsi il existe « e I(A) et BeI(B) telsque a B =1, dot o«f +-pf=1. Or
la stabilité de A et de B par G entraine celle de I(A) et de I(B) ; par suite (cf. (i)
ai e I(A) et B3 eI(B), et af est nul sur A, égal 4 un sur B,

(iif) Q[X] s’identifie au quotient de Q[W] par I'idéal de X et la projection
m: QW] - Q[X] commute 4 G. La compléte réductibilité entraine ’égalité :

=(QW]%) = 1.
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11 suffit donc de démontrer (iii) lorsque X = W. En ce cas les fonctions de I
nulles a I’origine engendrent un idéal ayant un ensemble géﬁérateur fini f}, ..., f;
Comme les composantes homogénes d’un polynéme invariant sont aussi invariantes,
on peut supposer les f; homogenes, et il suffit de faire voir que tout élément homogeéne

8
fel de degré > 0 est un polyndéme en les f;. On peut écrire f= X g;.f,, avec
1

a; € Q[W] homogeéne de degré d%; égal & d°f— d°f;,, donc aussi, vu (i), avec
a; €I homogeéne de degré d°f— d°f;. La conclusion s’ensuit alors par récurrence
sur le degré.

7."7. ProposITION. Soient G un groupe algébrique connexe, H un sous-groupe réductif de G
et k un corps de définition pour G et H. Il existe alors un espace vectoriel de dimension finie W
défini sur k, une représentation & droite de G dans W rationnelle sur k et un point w € Wy,
tels que Uorbite X de w soit fermée et que son groupe d’isotropie soit H.

Cela signific en particulier que I’ensemble des classes 4 droite H\G de G
suivant H a une structure de variété affine définie sur £.
La démonstration utilise les conclusions de 7.6 dans la situation particulié¢re suivante:
le groupe réductif H opére a gauche sur la variété G C GL(V), qu’on peut regarder
fermée dans W = End (V ® Q) suivant le plongement usuel (cf. (7.1)).
Ainsi Palgebre I = Q[G]® des fonctions constantes sur les classes & droite Hx
de G suivant H admet un ensemble générateur fini wy, ..., w,, qu’on peut prendre
dans 2[G] (7.6 (iii)). Ceux-ci appartiennent donc &4 des sous-espaces W; de Q[G],
qui sont définis sur £, stables par G et de dimension finie (cf. A).

$
Nous allons montrer que ’espace vectoriel W = €5 W;, muni de la représentation
2 droite de G définie par : i=1

(vh cees V) > (vl'g: [N} vs'g)

et du point w = (w,, ..., w,) € W,, résout le probléme posé dans ’énoncé.

Il faut pour cela prouver d’abord que le groupe d’isotropie G,, de w est H; on
a G,DH, car w; €I entraine w;.g¢ = w; et w.g = w pour g € H; inversement,
G,CH, carsi ge€G,, ona w;,.¢ =uw, donc w;(g) = w;(e) pour touti;or{w;}
engendre I, ce qui entraine f(g) = f(¢) pour tout fel et par suite ge H, car 1
sépare les ensembles algébriques fermés de G stables par H, et en particulier les
classes a droite de G suivant H, vu 7.6 (ii).

Il reste & montrer que l'orbite X de w est fermée, i.e. égale 3 X. Au morphisme
¢ : G - W défini par g w.g correspond le comorphisme

@ A =.Q['>*q - Q[G].
En fait ¢°(A) est dans I, car l'inclusion G, D>H implique :
[(9°f)-hl(e) = f(w.h.g) = f(we) = (¥°S)(8)-

L’application g° est injective,. car si ¢°f est nulle, c’est que f est nulle sur X, donc
sur X, Son image enfin est I; pour le voir, il suffit de montrer que chaque généra-
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teur w; de I appartient 4 ¢%(B). Orsi{z, ..., z,} est une base de W, et{ay, ..., a,}
la base duale, celle-ci définit des fonctions sur W :

Ut (v, .. ) > a;(w;)

telles que (¢%%;)(g) = a;(w;.g). Il en résulte :
i(8) = (wi-g)(e) = ?a,-(wa-g) 2;(e) = ]sz(e)(?"“j)(g)-

w;

Ainsi ¢° est un isomorphisme de A sur I.

Etablir I’égalité X = X revient & prouver pour tout xeX lexistence d’un
zéro y € X de l'idéal maximal I, de x ou encore celle d’un zéro g e G de ¢%I,).
11 suffit pour cela de savoir que ¢%(m) Q2[G] est un idéal propre de Q[G] pour
tout idéal propre m de A : or s’il n’en était pas ainsi, il existerait m,, ..., m; em
et fi, - fi €Q[G] tels que Xe®(m;) f; = 1, ce qui entrainerait d’aprés 7.6 (i)

et Pinclusion ¢®(A)C1I :
| S(@m) fF = 1.

Mais @° est inversible, d’ott Xm; f;' = 1 avec f € A, ce qui contredit le fait que m
est propre dans A. Q.E.D.

Remarque. 7.7. montre que 1’espace quotient G/H peut étre muni d’une structure
de variété algébrique, (en fait affine). On voit facilement que c’est une structure
quotient au sens de 7.10. ‘

On prouve plus généralement, pour £ quelconque, que si H est un k-sous-groupe
de G, alors le quotient de G par H « existe » et est défini sur %, et est une variété
quasi projective.’ Cela peut se faire aussi en utilisant une représentation linéaire
convenable de G (cf. [1, § 6]). '

7.8. ProrosITION. Soient G un groupe algébrique, H un sous-groupe fermé, k un corps
de définition commun @ G et H. Alors il existe un espace vectoriel de dimension finie W,
défini sur k, un morphisme G — GL(W) défini sur k, et un point w € Wy, tels que H soit
Pensemble des éléments de G qui laissent stable la droite [w] engendrée par w.

Soit JC Q[G] I'idéal des fonctions nulles sur H. I1 est défini sur % et posséde un
systéme générateur fini. Il existe donc (cf. A) un sous-espace V de dimension finie
de Q[G], défini sur &, stable par translations & gauche, tel que V N J engendre J.
On prend alors W =/AV, (d=dimV N]J), [w] la droite correspondant &
V N]J, et pour p la représentation induite dans W par la représentation donnée
de G dans V.

7.9. CororLLARE. 87 X(H), = {1}, alors il existe un morphisme G — GL(W) défini
sur k et un point w € W, dont le groupe d’isotropie est H.

En effet, ’hypothése X (H), = {1} montre que la représentation de H dans [w]
est triviale.

7.10. Remarques. (1) I1 y a uneé réciproque (due & Y. Matsushima, Nagoya M. J., 18
(1950), 205-218) a 7.6 :

« 81 G est réductif, H un sous-groupe fermé de G et GJH uné variété affine, alors H: est
réductif. »
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_ Pour d’autres démonstrations, voir 5, § 3.5] ou A. Bialynicki-Birula (Amer.
J. M., 85 (1963), 577-582). Dans les deux cas, on se borne a la caractéristique zéro.
En fait, il semble qu’en utilisant la cohomologie de Grothendieck, on puisse étendre
la démonstration de [5] aux caractéristiques p > 0.

(2) La démonstration de 7.7, convenablement modifiée et complétée, donne plus
généralement :

« Soit X une variété affine sur laquelle un groupe réductif H opére de maniére a ce que toutes
les orbites sotent fermées. Alors le quotient X [H « existe » et est une variété affine. »

L’expression « le quotient existe et est affine » signifie ici que I’on peut trouver
une variété affine V, un morphisme =« : X —V, dont les fibres sont les orbites
de H, tels que si f: X — W est un morphisme de X dans une variété algébrique W,
qui est constant sur les orbites de H, alors il existe un morphisme g:V =W tel
que f = gom.

En caractéristique non nulle, cet énoncé et la démonstration ci-dessous valent encore
si H est un tore, ce qui équivaut & dire que H a toutes ses représentations rationnelles
complétement réductibles [27]. Il ne sera pas utilisé dans la suite, et nous nous
bornons 4 en indiquer bri¢vement la démonstration, en supposant connues quelques
notions élémentaires sur les variétés affines.

Soit I = Q[X]J®. C’est une algebre de type fini (7.6). Soit{f;, ..., fz} un systeme
générateur de I. On a donc I > Q[T,, ..., T,;]/J, ou J est le noyau de I’homo-
morphisme Q[T,, ..., Ty] - Q[X] défini par T, f; (1 < i =< d). Soit VCQ?
la variété affine d’idéal J. Alors = : x> (fi(#), ..., f3(x)) définit un morphisme
de X dans V. Nous voulons montrer que (V, ) vérifie les conditions imposées plus
haut. Le fait que les invariants séparent les ensembles fermés disjoints stables
par H (7.6), et I'hypothése entrainent que les fibres de 7 sont les orbites de H.
Montrons que 7 est surjectif. Soit v € V et soit A I'idéal des éléments de Q[V] ~ I
s’annulant en v. Montrons que B = A.Q[X] est un idéal propre de Q[X]. Si ce
n’était pas le cas, on pourrait trouver des éléments a; € A, ¢; e Q[X] (1 £ 7 £ n),
tels que 2a;.¢c; = 1, d’ou :

(Za;.¢;)8 = Xa;. 1 = 1,

et 1 €A, ce qui est absurde. Ainsi B # Q[X] et il existe ¥ € X qui annule B.
On a alors m(x) = .

La condition de factorisation formulée plus haut peut aussi s’exprimer ainsi :
soient p, ¢ € Q[X] et a € X telsque f = p/q soitinvariante par H, et que g(a) # 0.
Alors il existe p’, q' €I tels que f=p'[/q’ et ¢'(a) # 0. [Ici, p/q, p’'|q’ sont vus
comme des éléments de 'anneau total des fractions de Q[X], sur lequel H opére
de fagon évidente. \ f = p/g, on associe une fonction réguliére sur I'ouvert U des
points ou ¢ # 0, dont la valeur en u est égale & p(u)/q(u).]

Soit E un sous-espace de dimension finie de Q[X] contenant g et stable par H (7.2).
'On a une décomposition unique E = Ef + E’ ot E’ = ker j N E. Evidemment,
f-E=f.E5+ fE, dou, vu lunicité de cette décomposition, f.E% = (f.E)Y,
et en particulier :

=9 =S¢,
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ce qui montre que f = pf/g%. Notre assertion est donc établie si. ¢%(a) # 0. Quels
que soient s eQ[X] et heH, on peut ev1demment écrire f— s (p.R)s.(q.h).

On a alors aussi :
S=(s-(p-h)8(s.(q. k)"

et il suffit, pour terminer la démonstration, de faire voir que ’on peut choisir s et &
de maniére 4 ce que (s.(g.k))% (a) # O.

Soit F le sous-espace de Q[X] engendré par les transformés ¢.h de ¢ (e H) et
soit J I’idéal de Q[X] engendré par les fonctions f; — f;(a) ct par F (1 < i £ d).
Montrons que 1 €J. Supposons que ce ne soit pas le cas. On peut alors trouver
unzéro b € X deJ.Onadonc f(b) =fi(a), (1 £ i < d), d’ou r(b) = r(a) (rel),
ce qui entraine Pexistence de & € H, tel que b = h.a. On en déduit :

9(@) = (g.hY) (h.a) = g.h"}(b) = 0
ce qui est absurde. Ainsi, 1 €J. On peut donc trouver :

¢, d; €Q[X], hjeH (1si2d; 1255 n)
tels que :

Za(fi—fila) + ?dj-(q-hj) =L

En appliquantih aux deux membres et en les évaluant en g, on obtient :
ZJ_I (d;-(g-hy)" () # 0,

d’oli notre assertion.

C. Groupes arithmétiques.

7.11. Dans cette section, V désigne un espace vectoriel sur € de dimension finie,
muni d’une @-structure. Si G est un sous-groupe algébrique de GL(V) défini sur Q,
et L un réseau de Vg, on note Gy, et on appelle groupe des L-unités de G, le sous-
groupe de Gg laissant L stable : Gy = {g € Gg, g(L) = L}. :
Rappelons que deux sous-groupes A, B d’un groupe H sont dits commensurables
si A N B est d’indict fini dans A et dans B.

DErINITION. Soit G un Q-sous-groupe de GL(V). Un sous-groupe I de Ggq est dit arith-
métique s’il existe un réseau L de Vo tel que T' soit commensurable & Gy,

11 résultera de 7.13 que cette propriété est indépendante de L et est invariante
par Q-isomorphisme.
Si I’on identifie V a4 C" au moyen d’une base de L, alors G s’identifie & un Q-sous-
groupe G’ de GL(n, C) et G;, & Gz. Il revient donc au méme de dire que I' est
arithmétique s’il existe un plongement G C GL(n, C), défini sur Q, qui applique I
sur un sous-groupe de p(G)q commensurable & p(G)z. Un sous-groupe IV de I'
est un sous-groupe de congruence (ou de congruence principal), s’il existe un entier
m > 0 tel que :

o(I") ={x eI, x = 1 mod m}.

Un tel sous-groupe est évidemment distingué, d’indice fini.



50 INTRODUGTION AUX GROUPES ARITHMETIQUES 7.12

7.12. ProPOSITION. Soient G un sous-groupe défini sur Q de GL(n, C) et o une représentation
définie sur Q de G dans un espace véctoriel V muni d’un réseau L de V. Il existe alors un
sous-groupe de congruence de Gy laissant L stable.

p étant définie sur Q, les coefficients des polynémes P, , (on prend pour base
de V une base de L), définis par p(g),, , = P, ,(g;), sont rationnels. Il en est
de méme de ceux des polyndmes Q , , définis par :

p(g)u..v — 8u..v = Qu.v(gi:' - 81':')'

Mais ceux-ci sont sans terme constant, car p(l) = 1, et par suite si m est le déno-
minateur commun 2 tous leurs coefficients, on a : Q, ,(g; —3;;) €Z, dés que
&; — 8;; = 0 (mod.m), i.e. g =1 (mod.m). Pour un tel choix de g les coeffi-
cients p(g), , sont entiers, ce qui assure la stabilité de L par 5(g).

7.18. CororLLAIRE. (1) Si T est un sous-groupe arithmétique de G, tout réseau L' de Vg
est contenu dans un réseau invariant par I'.

(2) Soient @ un isomorphisme défini sur Q de G sur un Q-groupe G’ et I, I"' des sous-groupes
arithmétiques de G et G'. Alors @(T') est commensurable & T".

(3) Si @ est un morphisme de G dans G’ défini sur Q et si I' C Gq est arithmétique,'il existe
un groupe arithmétique I de G’ contenant ¢(T').

(4) ¢ G =H.N est le produit semi-direct d’un sous-groupe invariant fermé N et d’un
sous-groupe fermé H définis sur Q, alors Hy Ny est un sous-groupe arithmétique de G.

Démontrons (1). On peut identifier GL(V) 4 GL(z, C) de maniére 4 ce que I
soit commensurable & Gz (7.11). Vu 7.12, il existe un sous-groupe I'" d’indice fini
de I' qui laisse stable L’. L’ensemble des réseaux g(L') transformés de L’ par des
éléments de I est donc fini; la somme de ces réseaux est alors un réseau stable par I'.
(2) et (3) sont immédiats & partir de (1). Soit enfin = la projection de G sur H = G/N.
Pour tout g€ G, on a évidemment w(g)~t.g € N. D’apres (3), il existe un sous-
groupe I' d’indice fini de Gy tel que n(T") soit inclus dans Hz. Onaalors I'C Hz.Nj.

7.14. Exemples de groupes arithmétiques.

1) GL(n,Z) et SL(n,Z).

2) Le groupe des unités d’une forme quadratique rationnelle non dégénérée (§ 5).
3) Le groupe Sp(2n,Z) égal 4 {M e GL(2z, Z)|['M.J.M =]}, J désignant
la matrice :

0 : l"
—1,: 0
4) Si k est un corps de nombres de base {wy, ..., w;} sur Q, celie-ci permet de

plonger & dans GL(d, Q) par la représentation réguliére. C’est alors 'ensemble des
points rationnels sur @ d’un groupe G qui est un tore de dimension d défini sur Q ;
le groupe G est le commutant de &* dans GL{d, C).
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Si la base {«;} est formée d’entiers,” G N M(d,Z) s'identifie & I'ensemble des
entiers algébriques non nuls de 2. Le groupe arithmétique Gy est alors le groupe
des unités du corps de nombres k.
5) Plus généralement, on peut considérer une Q-algtbre A de dimension finie,
le groupe G des éléments inversibles de Ag et le groupe arithmétique Gy, des unités
d’un réseau L de Aq :

Gy ={geAlgL =L}

Remarque. La notion de groupe arithmétique adoptée ici est un peu plus générale
que la notion traditionnelle (indépendamment du fait que G n’est pas nécessairement
un groupe classique). En effet, classiquement, un groupe défini arithmétiquement
est un sous-groupe de Gz caractérisé par des conditions de congruence portant
sur les coefficients; en particulier, il contient toujours un sous-groupe de congruence
au sens de 7.11. Il peut arriver qu’un groupe arithmétique au sens de 7.11 n’ait
pas cette propriété, comme on le sait depuis longtemps lorsque G = SL,. Cepen-
dant, cette condition ne jouera pas de réle ici. En fait, on verra méme que les
théorémes principaux de réduction valent aussi pour tout sous-groupe de Gy (et
non pas seulement de Gq) commensurable & G;.

7.15. Dans ce livre, on considére principalement les groupes réductifs. Le passage
de ces derniers au cas général se fait le plus souvent sans difficulté a4 'aide du
théoréme de structure suivant.

TuEOREME. Soit k un corps de caractéristique zéro et G un k-groupe. Alors G est produit
semi-direct d’un k-groupe réductif H et d’un k-groupe normal unipotent connexe N. Tout
k-sous-groupe réductif de G est conjugué par un élément de N, & un sous-groupe de H.

Le sous-groupe N est uniquement déterminé par le théoréme, C’est le radical
unipotent de G, i.e. le plus grand sous-groupe normal de G formé de matrices unipo-
tentes, noté quelquefois R,(G). C’est un groupe nilpotent. Remarquons encore que,
N étant connexe, G est connexe si, et seulement si, H I’est. En particulier :

G = HO.N.

7.16. Groupes sur un corps de nombres. Soient kC C une extension finie de @, d son
degré et S I’ensemble des monomorphismes de & dans C. S contient donc d éléments,
et Pon a d=r 4 2r, ol r; est le nombre de places réelles de % (i.e. de s pour
lesquels s(k) CR) et r, le nombre de places complexes (i.e. de paires d’éléments
de S formées d’un s tel que s(k) ¢ R et de ’homomorphisme x> s(x)). Soit o
Panneau des entiers de k.

Soit G un sous-groupe algébrique défini sur & de GL(n, C). Un sous-groupe de G,
est dit arithmétique s'il est commensurable 4 G,. Nous voulons indiquer ici, sans
démonstration, comment cette notion sc raméne a celle, en apparence plus par-
ticuliere, de 7.11, en utilisant le foncteur Ry q de « restriction des scalaires ». Nous
renvoyons 4 [33, Chap. I] pour une description de ce foncteur et nous bornons
4 indiquer comment construire R;,q G dans le cas présent.
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Etant donné s €S, notons *G le groupe conjugué de G par s, ou, en termes plus
savants, le groupe obtenu a partir de G par changement de base, s : £ — s(k) ; en termes
moins savants, *G est le groupe dont I’idéal de définition dans s(&)[X,,, ..., X,,]
est obtenu en appliquant s aux coefficients des éléments de £[X;;, ..., X,,] s’annu-.
lant sur G. Ecrivons les éléments de M(n.d, C) en blocs de matrices carrées d’ordre n.
Si g € GL(n, k), notons °g ou s(g) 1’é1ément de GL(n, s(k)) obtenu en appliquant s
aux-coefficients de g. Soit « ’application gt (*1(g), ..., %(g)), (5 €S) de GL(n, k)
dans GL(n.d, C). Soient enfin («;) une base de Z-module de p, et A la matrice
(s5;(a;) . 1,). On sait qu’elle est inversible. Il existe un sous-groupe G’ de GL(n.d, C€)
défini sur Q, tel que :

1) Gy =A.G..A"l, G =A.(G,).A™L

Le groupe G’ est isomorphe sur € au produit des *G (s € S). Enfin, soit J ’ensemble
des places archimédiennes de 2. On identifie J 4 une partie de S formée des r; places
réelles et d’un représentant de chaque paire d’éléments complexes et complexes
conjugués de S. Désignons par G, (s €J) le groupe *Gg (resp. *Gg) si s est réelle
(resp. complexe). Alors :
(2) Grx II G,.

sEJ
Le groupe G’ est le groupe R;qG obtenu par restriction des scalaires de 2 4 Q
a partir de G.
Si f: G — H est un k-morphisme de k-groupes, alors on en déduit canoniquement
un Q-homomorphisme Ryqf:RyqG —>RygH. Sur €, c’est le produit des
conjugués 3 :°G —*H de f.
Supposons % imaginaire quadratique. Alors J comprend une place complexe.
On a Gi ¥ G;. On passe de G 4 Gy en associant & g = x + iy (x,y e M(n, R))

la matrice ( y). Remarquons que, dans ce cas, G, est discret dans G. En
général, il n’en est pas ainsi, mais G, s’identifie & un sous-groupe discret de II G,

SEJ
par I’application « diagonale » «. Un peu plus généralement, si J’ est une partie

de J telle que G, soit compact pour se€J, s¢]J’, alors la projection de +(G,) dans
le produit des facteurs G, (s €J’) est discréte..

Note bibliographique

Pour plus de détails sur les notions ou résultats rappelés ici sans démonstration, on renvoie a [1, 9].
En fait, ces exposés s’attachent 4 développer une théorie valable en toute caractéristique, alors qué,
pour les besoins de ce livre, la caractéristique zéro suffit amplement. Le lecteur qui préfére se
restreindre & cette derniére, et se baser sur les livres de Chevalley [9] prendra garde au fait qu’il
y a une légére différence entre les notions de groupe algébrique sur un corps £ de [9] et celle de k-groupe
algébrique au sens de 7.1.

Le théoréme de 7.15 a été démontré tout d’abord pour les algébres de Lie algébriques par Chevalley.
La version globale a été établie par Mostow [20] dans le cadre de [9], ce qui implique que Gy, est
Zariski-dense dans G. Le passage de 1a au cas général est donné dans [6, § 5.1]. Le théoréme de 7.10 (2)
a été démontré par M. Nagata [23] et D. Mumford [22, Chap. I, Theorem 1.1, p. 26].
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Critére de compacité

On a déja remarqué (cf. § 1) que ensemble £ des réseaux de R” s’identifie canoni-
quement & GL(rn, R)/GL(n, Z), ce qui permet de le munir de la topologie naturelle
de cet espace quotient. Si G C GL(n, C) est un groupe algébrique, GR/GZ se plonge
de fagon évidente dans Z.

8.1. ProrosiTiON. Soit G C GL(n, C) un Q-groupe algébrique qui est soit réductif, soit
sans caractére rationnel défini sur Q non trivial. Alors Gg/Gy est fermé dans X.

1l s’agit de prouver que Gg.GL(i7, Z) est fermé dans GL(n, R). Dans les deux
cas envisagés ici, G posséde, vu 7.7, 7.9, la propriété :

(P) Il existe une représentation a droite 7 : GL(n, ) - GL(V) définie sur Q,
et un élément v € Vo dont le groupe d’isotropie est G.

D’aprés 7.13, il existe un réseau L de Vg, contenant v et stable par GL(r, Z), ce
qui montre que v.GL(n,Z) est fermé dans Vi. Or Gg.GL(n,Z) est Pimage
réciproque de ».GL(n,Z) dans GL(n, R) par ’application gt>2.g de GL(n, R)
dans Vpg; par suite, Gg.GL(n,Z) est fermé.

8.2. ProrosiTiON. Soient G C GL(n, C) un Q-groupe algébrique réductif, I' un sous-groupe
arithmétique de G, et M une partie de Gg. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) M est relativement compact modulo T'.

(i1) M est relativement compact modulo tout sous-groupe arithmétique de G.

(iii) |det g| est borné supérieurement sur M et il existe une constante ¢ > O telle que
lgx)|| = ¢ lorsque geM et xeZ®—{0}.

(iv) |det g| est borné supérieurement sur M; si (v;) et (g;) (j=1,2,...) sont des
suites d’éléments d’un réseau L de Q" et de M respectivement telles que g;.v; — 0, lorsque
J — oo, alors v; =0 pour j assez grand.

D’aprés 8.1, image de Gg/Gy dans Z est fermée dans 2.
L’équivalence de (i) et (ii) résulte de ce que deux sous-groupes arithmétiques sont
commensurables. Nous ramenant au cas ou I' = Gz, on voit que (i) équivaut
a dire que I'image de M dans Z est relativement compacte. Les assertions (iii) et (iv)
ne sont que des traductions du critére de Mahler (1.9), appliqué 4 M.

8.8. LemumE. Soient G un Q-groupe algébrique, I' un sous-groupe arithmétique,
7 : G — GL(V)

une représentation de G définie sur Q. St Gg/T" est compact, alors 7(Gg) . v est_fermée dans Vg
pour tout v e V.
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Par hypothése Gg = C.T', ou Cest compact, d’ott ®(Gg).v = =n(C).(=(I").2)).

11 suffit donc de faire voir que w(I").v est fermé; ce qui résulte de 7.13 (1).

Remarque. Ce lemme est en fait conséquence de 7.13 et de la remarque élémentaire
suivante. Soient G un groupe localement compact, H un sous-groupe tel que G/H
soit compact. Soient M un espace localement compact sur lequel G opere et m e M
un point dont I’orbite par H est fermée. Alors G.m est fermée.

Si H est discret, cela montre en particulier, en faisant agir G sur lui-méme par
automorphismes intérieurs, que la classe de conjugaison de tout élément de H est
fermée dans G.

8.4. THEOREME. Soient G C GL(n, C) un Q-groupe réductif et I un sous-groupe arith-
métique de G. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Gg/T" est compact ;

(i) X(G%q = {1}, et tout élément de Ggq est semi-simple.

Montrons tout d’abord que I’on peut se ramener au cas ou G est connexe.
Le groupe (G%pg est ouvert et fermé, invariant, d’indice fini dans Gg, donc
(GYg/(I' N GO est ouvert et fermé dans Gg/T', et ce dernier est réunion d’un
nombre fini de translatés de (Gg)/(I' N G°); par suite, (i) pour G équivaut a (i)
pour GO D’autre part, en caractéristique zéro, un élément d’ordre fini est toujours
semi-simple, donc, vu 7.3, si Gq contient un élément u % 1 non semi-simple,
toute puissance #™ (m # 0) de u est non semi-simple; comme u™ e G® pour
m convenable, il s’ensuit que (ii) pour G est équivalent & (ii) pour G°.
Nous supposons dorénavant G connexe.
(i) = (i1). Soit A : G — GL(l) un caractére défini sur @ de G et soit v €Q".
D’apres 8.3, A(Gg).v est fermé dans R; d’autre part, si A est non trivial, cette
orbite contient au moins les nombres réels > 0, mais non l’origine, donc n’est pas
fermée, d’ou A = 1. .
SiTon applique 8.3 4 la représentation de G obtenue en faisant opérer G sur M(n, C)
par automorphismes intérieurs, on voit que les classes de conjugaison des éléments
de Gg sont fermées. Or, soit 4 € Gq un élément unipotent % 1. D’aprés un théoréme
de Jacobson-Morosow (voir p. ex., Jacobson, Lie algebras, Intersc. Publ., New York,
1962, Lemma 7, p. 98), on peut trouver un morphisme o : SL, -G qui applique

1 1
( ) = u, sur «. La classe de conjugaison de u, dans SL(2, R) contient les matrices :

0 1
(t 0) 10 _ 1 ¢2
0 1 'u"'(o t)ﬂ(O l)

donc admet I’élément neutre dans son adhérence. Il en est alors de méme pour
Porbite de la classe de conjugaison de u dans Gg. Par suite, Gq ne posséde pas
d’élément unipotent # 1, donc est formé d’éléments semi-simples (7.3).

(if) = (i). Nous considérons tout d’abord le cas ol G est de centre réduit a {e}.
Le groupe G est alors semi-simple et, de plus, la représentation adjointe Ad de G
dans son algebre de Lie g est fid¢le; comme elle est définie sur @, on peut supposer
que I est le groupe de stabilité d’un réseau L de gq. Il suffit de faire voir que les
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conditions de 8.2 (iv) sont remplies. La premitre 1’est puisque G est semi-simple;
donc |detg|=1 pour tout geG. Ecrivons le polynéme caractéristique de
x € g sous la forme :

det (ad x — T.I) = (— T)* + XP,(x). T,

ol T est une indéterminée. Les P;(x) sont des polynémes a coefficients rationnels,
par rapport 4 une base de g formée d’éléments de L. Soit P = X P2 Si xe L —{0},
i

alors ad x n’est pas nilpotent puisque gq ne contient pas d’élément nilpotent 3 0,
donc P(x) # 0. Mais P est & coefficients rationnels, et peut s’écrire sous la forme
P’'(x).q, ou P’ est & coefficients entiers, et g€ Q. Il existe donc un nombre ¢ > 0
tel que x e L —{0} entraine P(x) = ¢. Orsi (g;) et (v;) sont des suites d’éléments
de Gy et de L telles que Ad g;(v;) =0, ona :

P(;) = P(Ad g;(v;)) — O,

ce qui entraine »; = 0 pour j suffisamment grand.

Nous passons maintenant au cas général. Soit G* = G/Z(G) le quotient de G par
son centre et (cf. 7.13), soit I un sous-groupe arithmétique de G* contenant
Pimage de I par la projection canonique . Montrons que G’ vérifie (ii). Comme
G = n(G?, il est clair que X(G™)q ={1}. Supposons que Gq contienne un
élément % ¢ non semi-simple. Alors (7.3), il contient un élément unipotent # e,
donc d’ordre infini, et G| contient aussi un élément x # ¢ unipotent. Ce dernier
fait nécessairement partie du groupe dérivé DG = H de G'°, donc log x est un
élément nilpotent de fq. Comme 7 est une isogénie de DGO sur DG, il s’ensuit
que I’algébre de Lie de DGO contient un élément x % 0, rationnel sur Q et nilpotent.
Alors exp x est un élément unipotent # ¢ de Gg, ce qui est en contradiction avec
I’hypotheése faite sur G.

D’aprés ce qui a été déja démontré, le quotient Gy/I" est compact. Comme I'image
de Gg/T' dans Gg/T™" est fermée (7.4), il suffit de montrer que P’application natu-
relle Gg/I' - Gg/I"" est propre. Cela résultera de la proposition plus générale
suivante :

8.5. ProrosiTION. Soient G, G’ des Q-groupes, © : G — G’ un Q-morphisme surjectif.
On suppose G réductif, X(G%q =1 et ker m commutatif. Soient I, I des sous-groupes
arithmétiques de G et G’ tels que w(I')C IV et soit D = n}(I") N Gg. Alors D|T" est
compact, et Uapplication Gg|T' — Gg/T"' définie par w est propre.

L’application Gg/I' — Gg/I" se factorise en Gg/T' - Gg/D — Gg/I". La
premiere de ces applications est une fibration de fibre D/T', et est propre si, et seule-
ment si, D/I" est compacte. La deuxi¢me est une injection sur un ensemble fermé,
donc est propre. Comme un composé d’applications propres est propre, .n est
ramené 2 faire voir que D/I" est compact.

Deux sous-groupes arithmétiques d’un Q-groupe étant commensurables, on voit
tout de suite que si notre conclusion est vraie pour une paire de groupes arithmé-
tiques, elle I’est pour toute autre paire. De plus, vu que G° est d’indice fini dans G,
on se ramene immédiatement au cas o G est connexe. Alors ker 7w est contenu
dans le centre C de G et la projection G — G/C se factorise par w. Soit I'" un
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sous-groupe arithmétique de G* = G/C contenant I'image de I (cf. 7.13). On a
les applications : a s

Gy/T' = G/ = Gg/I™.
Pour montrer que « est propre, il suffit de faire voir que f o a I’est, ce qui nous rameéne
au cas ou G’ = G/C. Nous devons prouver que D/I" est compact. Pour cela,
considérons un plongement i : G — GL(n, C) défini sur Q. Le centre C de G définit
une famille commutative d’endomorphismes semi-simples de C®. Ce dernier est donc
un C-module semi-simple, et le commutant A de C dans M(n, C) est une C-algébre
et un anneau semi-simple, contenant G. Pour tout ge G, désignons par B(g)
Pautomorphisme intérieur x> g.x.g”! de A. L’application B : gt B(g) est un
morphisme défini sur @ de G dans GL(A), dont I'image s’identifie 4 G’ = G/C.
L’intersection L = M(n,Z) N A est un ordre de Ag, et en particulier un réseau
de Aq. On identifie GL(A) 4 GL(m, C) (m = dim A) a 'aide d’une base de L,
et on prend pour I et I'V les groupes Gy et Gz respectivement. On a bien B(I")C IV ;
de plus, D={geGg,g.L.gt =L}
Pour montrer que D/I" est compact, on appliquera le critére de Mahler 4 G opérant
sur A par translations & gauche. On note A(g) la translation 3 gauche de A définie
par g e G. Soit R l’espace des réseaux de Az. Comme A contient I'identité, le
groupe de stabilit¢ de L dans Gy n’est autre que I'. Le groupe X(G)q est trivial
par hypothese, donc detA(g) = 1 (g € G). Par suite (8.1), Gg/I" est fermé dans R
et, vu 8.2, il suffit de vérifier que si (x;) et (g;) sont des suites d’éléments de L et D
respectivement telles que g;.x; =0, alors x; = 0 pour j assez grand.
Pour cela on peut remplacer L.par un sous-réseau arbitraire., Or, A est somme
directe de ses idéaux bilatéres minimaux définis sur Q, et la somme directe des
LNA; =1L; est un réseau de Aq contenu dans L. Il s’ensuit que I'on peut se
borner au cas oui {x;} est une suite d’éléments de L;, pour ¢ fixé. Mettons sur Ag la
norme :

lla|l = trta.a.
On a :

(1) lla.oll = llall-ll&ll,  Ila.b]]l = ||b.a]l.

11 suffit de faire voir :

(%) Il existe une constante ¢ > 0 telle que |[|d.x|| = ¢ (deD, x€L,) entraine
x=0.

D’aprés le théoréme de Hermite (1.8), il existe une constante ¢; > 0 telle que :

zEI{I;iP(O} llg.xl] £ ¢.|det g|t/n (g€ GL(A, g), n=dimA)).

Comme detg =1 si g € G, cela montre que, étant donné d € D, on peut trouver
un élément z; € L; — {0} tel que ||z;.d71|| £ ¢;. Choisissons une base (y,) de L,
et solent :

6= amin llxll, e = max |5l

Nous voulons montrer maihtenant que (*) est vraie pour tout ¢ vérifiant
0 < ¢ << ¢yfcy 3. Soient donc deD et xeL; tels que ||d.x|| < ¢. Le réseau L;
étant un ordre de A; g, ona x.y,.2;, € L;, d’ol, par définition de.D :

dx.y.zz.dteLNA =L,
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z; étant comme plus haut. Vu (1) et les propriétés des ¢;, cela entraine :

d.x.p;.25.d7H | £ ld-x|l Uyl 25.d 7] < ey
d.x.y,.23.d7 1 =0,
%.9;.23=0.

Cela valant pour tout élément y, de la base donnée de L;, il s’ensuit que
x.A;.2;.A; = 0. Mais 2; est non nul, rationnel sur @, et A; est un idéal bilatére
minimal sur @, donc A;.z;.A; = A,;, et finalement x.A; =0, dou x=0.

8.6. Exemples. Nous ddnnons ici quelques cas classiques de compacité qui résultent
de 8.4, mais étaient bien entendu connus avant, et ont en fait suggéré son énoncé.
(1) Soient F une forme quadratique non dégénérée sur un Q-espace vectoriel Vg
et G = O(F) le groupe orthogonal de F. Soit I' un sous-groupe arithmétique de G,
par exemple le groupe des unités d’un réseau L de Vg (cf. § 5). Alors Gg/T" est
compact si, et seulement si, « F ne représente pas zéro rationnellement », c’est-a-dire
F(x) =0, (x€Vy), entraine x = 0.
Pour déduire cette assertion de 8.4, il suffit de montrer que la condition imposée
4 F équivaut A : Gg est formé d’éléments semi-simples et X(Go)q ={1}.
Soit n=dimV 2 3. Alors G est semi-simple, donc X(G?) ={1}. Soit g€ Gq
umpotent 11 existe donc v, € Vq— {0} fixe par g. Si v, n’est pas isotrope, V est
-somme directe du sous-espace V; engendré par », et de son complément ortho-
gonal V;, qui est stable par g. Il existe donc 2, e V{— {0} fixe par g. En raisonnant
par récurrence, on voit ainsi que si F ne représente pas zéro rationnellement, alors
g =1, donc (7.3) Gq est formé d’éléments semi-simples. Réciproquement, si V
contient un vecteur isotrope non nul, il est élémentaire que F est équivalente, sur Q,
a une forme du type x.y + F;. Le groupe G contient donc un Q-sous-groupe
isomorphe sur @ au groupe orthogonal de la forme x.y» + 2%, donc au quotient
de 8L, par son centre. Par suite Gg contient des éléments unipotents # 1.
Si n =2, alors G° est un tore de dimension un, donc Gq est formé d’éléments
semi-simples. On voit facilement que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F représente zéro rationnellement; (ii) F est équivalente sur Q a la forme x.y;
(iii) G° est isomorphe sur Q au groupe multiplicatif C°; et on verra ou rappellera
dans le § 10 que (iii) équivaut & X(G%q # {1}.

(2) Soit £ un corps de nombres de degré d sur Q. Soient G’ le tore associé a £ (cf. § 7),
G le groupe des éléments de norme 1 de G, et I' le groupe des unités de &.

On vait facilement que X (G)q = {1}. Comme Gq s’identifie 2 %", il est formé d’¢1¢-
ments semi-simples, donc’ (théor. 8.4), Gg/T" est compact.

D’autre part, on vérifie que Gg = (R")™ x (€)™, ol r; (resp. r,) est le nombre
d’lsomorphlsmes distincts de £ dans R (resp. le nombre de paires d’isomorphismes
complexes conjugués de % dans C), donc que Gy, est isomorphe, en tant que groupe
de Lie réel, au produit R7*""1 x 80(2 )™ La compacité de Gg/I" signifie donc
que, modulo torsion, I' est un groupe commutatif libre 2 r + r,— 1 générateurs,
ce qui est la partie essentielle du théoréme des unités de Dirichlet.
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(3) Soient G’ le groupe des éléments inversibles de Ay, ou A est une Q-algébre
de dimension finie, I' le groupe des unités d’un réseau de Agq et soit G le groupe
des éléments de norme réduite 1 (cf. § 7).

On vérifie que Aq est une algebre 4 division, si, et seulement si, Gq est formé d’élé-
ments semi-simples et X(G)q = {1}. Par conséquent, si Ag est une algt¢bre a divi-
sion, Gg/I" est compact (Théor. de Friulein Hey):

8.7. TukorkME. Soient G un Q-groupe et I' un sous-groupe arithmétique de G. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Gg/T' est compact,
(i) X(G®%q = {1}, et tout ékément unipotent de Gq fait partie du radical unipotent (7.15)
de G.

(a) G est unipotent. Alors (ii) est toujours vérifiée (pour la premitre partie,
cela résulte de 7.3), et on a 4 montrer que Gg/I" est compact. Vu 8.1 et 8.2, il
suffit de faire voir que si © : G — GL(V) est un Q-morphisme, L un réseau de Vq
et (g;), (v;) des suites d’éléments de Gy et L vérifiant w(g;).v; =0, alors v; =0
pour j assez grand. ’
Pour cela on proceéde par récurrence sur dim V. Dans toute Q-représentation, le
groupe G, étant unipotent, admet un vecteur fixe # 0, rationnel sur Q. .En parti-
culier, il existe sur V une forme linéaire A\ % 0, définie sur Q, invariante par G.
De A(m(g;).v;) =0, on déduit alors que v; e ker A, donc que v; fait partie d’un
Q-sous-espace propre de V stable par G, pour j assez grand. On peut alors appliquer
I’hypothése de récurrence.
(b) Cas général. On peut écrire G = H.N ou H est un Q-groupe réductif et N est
un Q-sous-groupe normal connexe unipotent (7.15). Vu 7.13, on _peut prendre
comme groupe arithmétique un produit semi-direct I' = I';.T'y, ol I'} (resp. I',)
est un groupe arithmétique de H (resp. N). On a vu que Ng/I', est compact. Il est
alors immédiat que Gg/I" est compact si, et seulement si, Hy/I"; I’est. D’autre part,
X(N) = {1}, donc X(G® = X(H% ce qui, compte tenu de 7.3, montre que (ii)
pour G équivaut a (ii) pour H. On est ramené a 8.4.

8.8. Remarque. La démonstration de 8.4 est remarquablement simple lorsque G est
de centre réduit & I’élément neutre. Le raisonnement fait dans ce cas s’étendrait
facilement au cas général si I'une quelconque des quatre assertions suivantes était
vraie, pour k= Q.

Soient 2 un corps parfait et G un k-groupe réductif connexe tel que X(G), = {1} et
dont les éléments rationnels sur %2 sont semi-simples. Alors :

(a) 1l existe une k-représentation fid¢le = : G — GL(V) telle que l'orbite =t(G).v
de tout élément de V; n’admette pas I’origine dans son adhérence (en topologie
de Zariski);

(b) 1l existe une k-représentation fidéle w :G — GL(V) telle que =(G).» soit
fermée, quel que soit » € V,;

(¢) Pour toute k-représentation w: G — GL(V), et tout » € V,— {0} Dorbite
7(G).v n’est pas adhérente & I'origine;
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(d) Pour toute k-représentation 7 : G — GL(V) et tout » € V,, Porbite =n(G).v
est fermée.

Je ne sais pas si ces assertions sont vraies, méme lorsque %2 = Q. Par ailleurs, la
question peut se poser aussi pour un corps non parfait, en remplagant ’hypothése
fajte sur G par : G est anisotrope sur £ (cf. § 10). Des exemples montrent que (¢)
et (d) sont inexactes dans ce cas.

Montrons comment (a) pour 2 = Q entrainerait 8.4. Soient P; (1 £ ¢ < m) des
polynémes homogenes a coefficients rationnels sur V, invariants par G, et qui
engendrent I’anneau J des invariants de G (7.6), et soit P = 3 P}. Comme les

polynémes invariants séparent les ensembles fermés stables disjoin;s (7.6), la condi-
tion imposée & 7 entraine que P(x) # 0 si x € Vq— {0}. Par suite, étant donné un
réseau L de V, il existe une constante ¢ > 0 telle que P(x) = ¢ pour xe L — {0}.
Si (g;)eGg et (v;)eL (j=1,2,...) sont tels que =w(g;).»; -0, on a alors
P(m(g;).v;) = P(v;) =0, donc v; = 0 pour j assez grand, et le critére de Mahler
est vérifié.

Nous terminons ce paragraphe en démontrant, 4 I’aide de 8.5, un théoréme sur
les isogénies de Q-groupes.

8.9. TuEoRrREME. Soient G, G’ des Q-groupes, r: G — G’ une isogénie définie sur Q
et I" un groupe arithmétique de G. Alors r(I') est un groupe arithmétique de G'.

11 est clair qu’il suffit de considérer le cas ol G est connexe. On peut trouver
(7.13) un sous-groupe arithmétique I de G’ contenant 7(I'), et nous devons montrer
que 7(I") est d’indice fini dans I". 4
Supposons tout d’abord G réductif et X(G)q ={1}. D’aprés 8.5, le quotient
(r'Y(I") N GR)/T" est compact. Le noyau de r étant fini, le groupe r"1(I") est
discret, le quotient précédent est en fait fini, et r(I') est d’indice fini dans :

H = r(~1(T) A Gg).

Mais, comme r(Gg) est d’indice fini dans Gg (7.4), il est clair que H est d’indice
fini dans I". Soit maintenant G réductif. Posons :

G, = ( n kerx)o, G| =

x GX(G)Q

)
(xEQG')Q ker x) .

Pour tout caractere y € X(G)q on a %(Gg) = £ 1, donc G; N T' est d’indice
fini dans I, et de méme G; N I" est d’indice fini dans I'V. D’autre part, il résulte
de faits élémentaires sur les caractéres, qui seront rappelés ou démontrés dans le § 10,
que 7(G;) = G{ et X(G,)q = {1}. On est donc ramené au premier cas considér¢.
Dans le cas général, on a la décomposition G = H.N, avec H réductif, N unipotent
distingué, de 7.15 et I’on peut supposer que I' = I';.T', est le produit semi-direct
d’un groupe arithmétique I'; de H et d’un groupe arithmétique I'y de N (7.13).
Le groupe G’ est le produit semi-direct de H' = r(H) et de N’ = r(N). D’apres
ce'qui a été déja démontré, r(I'}) est un sous-groupe arithmétique de H'. D’autre
part, kerr "N ={e}, puisque kerr est fini, donc r est un isomorphisme de N
sur N, et, vu 7.13, 7(I'y) est un sous-groupe arithmétique de N’. Alors (7.13),
r(I') = r(I'y) .7(I'y) est un sous-groupe arithmétique de G'.
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8.10. CoRrOLLAIRE. Supposons que G soit le produit presque direct de Q-sous-groupes distin-
gués G; (1 £ ¢ £ m). Alors T est commensurable au groupe I engendré par les intersections
I =T'n G; et T; est arithmétique dans G; (1 £ ¢ £ m).

I suffit de considérer le cas ot GCGL, et I' = Gy. Alors I; = G,5, donc
I'; est arithmétique. L’application produit v des inclusions G; — G est une Q-iso-
génie de G; X ... X G, sur G, donc IV =v(Gyz X ... X G,z) est arith-
métique d’aprés 8.9, et est par suite commensurable a T

8.11. Remarque. Le théoréme 8.9 s’étend facilement au cas d’un Q-morphisme
surjectif 7, {4]. Nous nous bornons ici a4 indiquer la démonstration lorsque G est
réductif connexe. Soit N la composante neutre du noyau de r. C’est un Q-sous-groupe
distingué. Comme G est réductif, il existe un Q-sous-groupe distingué connexe N’
de G tel que G soit produit presque direct de N et N'. D’aprés 8.10, I' est commen-
surablea (NNT).(N'NT) et N'NTI estarithmétique dans N'. Le groupe r(I")
est commensurable & (N’ N I'). Comme la restriction de r & N’ est une Q-isogénie

de N sur G', r(N' N T") est arithmétique (8.9), donc r(I") est arithmétique.

Note bibliographique

On a déja mentionné en 8.6 deux antécédents du critére de compacité : I'un est le théoréme des
unités de Dirichlet et sa généralisation aux algébres a division; I’autre concerne les groupes d’unités
de formes quadratiques ou hermitiennes qui ne représentent pas zéro rationnellement, dont on trouve
des exemples déja dans Fricke-Klein [11], puis dans les travaux de Siegel (par exemple [30]) et de
ses éleves. Un théoréme général sur les algebres a involution, qui englobe les cas classiques, se trouve
dans [32].

L’énoncé de 8.4 a été conjecturé par R. Godement, et prouvé dans [5], puis dans [21]. C’est cette
derniére démonstration qui a été exposée ici. Dans ces deux articles, on considére aussi le cas général
de 8.5. Le théoréme 8.9 est prouvé, d’une autre maniére, dans [5, § 6.11].

Ensembles fondamentaux (premier type)

9.1. DérinttioN. On dit qu'un sous-groupe G de GL(n, R) est auto-adjoint par
rapport 4 une forme bilinéaire symétrique positive non dégénérée Q sur R* si,
pour tout g € G, l'adjoint de g par rapport & Q est encore dans G. En particulier
si Q est la forme unité, on dira simplement auto-adjoint.

L’adjoint d’un élément a de GL(n, R) par rapport 4 la forme unité est le transposé ‘a
de a.

9.2. ProrosiTiON. Soit G un sous-groupe algébrique semi-simple de GL(n, R) défini sur R.
Il existe un élément u € GL(n, R) tel que uGgu™' soit auto-adjoint.
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Il revient -au méme de prouver que Gy est auto-adjoint par rapport & une
forme positive non dégénérée convenable. La démonstration sera précédée de
deux lemmes.

9.3. LEMME. Soient H un sous-groupe auto-adjoint de GL(n,R) et M un sous-groupe
algébrique de GL(n, R) défini sur R tel que H soit d’indice fini dans Myg. Alors H = K. P
ot K=0(m) NH et P=SnNH, S désignant Uespace des matrices symétriques positives
non dégénérées. On a P = exp p ok p est Pintersection de Palgébre de Lie §) de H avec
Vespace 5 des matrices symétriques, et K est un sous-groupe compact maximal de H.

Rappelons que gl(n, R) se décompose en la somme directe de I’algebre de Lie
de O(n) et de s, que GL(n, R) = O(n).S, tout g e GL(n, R) s’écrivant de mani¢re
unique comme produit d’un élément de O(n) et d’un élément de S, dépendant
contintiment de g, et enfin que I’exponentielle définit un homéomorphisme de s
sur S. D’autre part, tout sous-groupe de S relativement compact est réduit a {e}.
Le lemme 9.3 se raméne donc a Passertion suivante : si g = k.5 est un élément
de H (k€0(n), se8S) alors seH et s=expX, Xep. Or ‘g=s.k", et
52 =g.tg est donc un élément de H par hypothese. Plus généralement pour tout
entier n, 52" € H. On peut écrire s = exp X ou X €. Montrons que pour ¢ € R,
exp tX est dans M. Comme M est défini par des équations polynémes et que s peut
étre supposé diagonal, on voit que I'on est ramené & l’assertion suivante (qui est
immédiate) : si P est un polyndéme a r variables, la relation :

P(en, e™, ..., ") =0 (n € Z)

entraine :
Pletos, gt%2, ..., e'%) =0 (teR).

Ainsi exp tX appartient 4 M donc & My pour tout € R. Comme H est d’indice
fini dans Mg, exp¢tX e H, d’ou X €. Enfin, soit L est un sous-groupe compact
de Gg. Alors un élément x de L N P est semi-simple, de valeurs propres réelles,
positives de module un, donc x =¢, et L NP ={e}. Par conséquent, K est
compact maximal.

9.4. LEMME. Il existe un u € GL(n, R) tel que u.GH.u™' soit auto-adjoint.

Soit en effet g = f 4+ p une décomposition de Cartan de I'algébre de Lie g
de G.
La forme compacte f 4 ip engendre dans GL(n, C) un groupe compact qui est
conjugué A un groupe unitaire. On voit donc qu’aprés conjugaison, on peut supposer
que l'on a :
ICo(n) et pCs.

Le groupe G} est engendré par exp f et exp p; il est donc auto-adjoint.
9.5. Démonstration de 9.2. D’apres 9.3 et 9.4, on peut supposer, quitte & remplacer

Gg par un conjugué, que G} = K.P ou K estle groupe engendré par f =0(n) N g,
et P=expp, (p=gns).
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Montrons que K est son groupe normalisateur dans G§. 11 suffit de faire voir que
P N Norm (K) = {¢}. Soient p € P N Norm (K) et 2eK; alors :

Rp=pkR =k.ETpFk (" €eK)

dot B =~k et p=~r"1.p.k. Ainsi p centralise K. L'unique élément X e p
tel que p = exp X fait alors partie du centralisateur de . Mais on sait que f est
son propre normalisateur dans g d’ot X =0 et p =e.

Désignons par K’ le normalisateur de K dans Gg. On a donc K’' NG} =K.
Comme les décompositions de Cartan de g sont conjuguées par automorphismes
intérieurs de G}, on a Gy = K'.G§ = K'.P. Il s’ensuit que :

K'/K = K'/(K’ N Gg) = Gg/Gk

est fini et que K’ est compact. Soit QQ la moyenne des transformées de la forme
unité par K'/K. C’est une forme symétrique positive non dégénérée invariante
par K’. D’autre part, K’ normalise p (qui est le complément orthogonal de f par
rapport 2 la forme de Killing), donc aussi P. Les éléments de P sont donc auto-
adjoints par rapport 4 Q. Comme Gy = K’.P, la proposition 9.2 est démontrée.

9.6. DEFINITION. Soient G un groupe algébrique défini sur Q, I' un sous-groupe
arithmétique de G. On dit qu’un ensemble QC Gy est fondamental pour I' s’il
vérifie les conditions suivantes :

(Fy) K.Q =Q pour un sous-groupe compact maximal K convenable de Gg;
(F) Q.I' = Gg;

(Fy) Pour tout b de Gq I’ensemble des y de I tels que Q.5 N Q.y est non vide,
est fini (« Propriété de Siegel »).

Par exemple les domaines de Siegel assez grands sont des ensembles fondamentaux
pour I' = GL(n,Z) dans GL(n, R) (cf. §§ 1 et 4).

9.7. Remarques. (1) La propriété (F,) est équivalente a la pfopriété apparemment
plus forte :

F,)’ Soit C une partie finie de Gq. L’ensemble des y € I' tels que :
2 P Q Y q
QCNQ.Cy#o

est fini. .
En effet, soit IV =T n( Qc c'l.P.c)._ Ce groupe vérifie I".C1CC L. et,

vu 7.13, est arithmétique, donc d’indice fini dans I'. Soit D une partie finie de I
telle que I'=D.I". Si y=d.y (deD, vy €I') et ¢,ce€C sont tels que
Qe N Q.c,.d.y' # o, alors on a :

1N Qey.d.cit # o (Y1=16.Y.qtel).

Si Q vérifie (F,), il n’y a alors qu’un nombre fini de possibilités pour y,, d’ou (F,)’.
(2) Une des raisons pour laquelle on impose (F;) pour tout b e Ggq, et non pas
seulement pour & =e, est que l’existence d’un ensemble fondamental pour un
groupe arithmétique de G implique son, existence pour tout groupe arithmétique
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de G. Pour le voir, il suffit de montrer que si I'C I sont deux groupes arithmétiques,
alors I' poss¢de un ensemble fondamental si, et seulement si, IV en a un.

Soit Q un ensemble fondamental pour I'. Il vérifie a fortiori (F,) et (F;) pour I'.
11 existe une partie finie C de Gq telle que IV = C.I. Si ¥ =¢.y (c€C, yeI))
est tel que Q.6 N Qy' # g, alors Qb N QCy # 8, donc y varie dans un ensemble
fini (cf. (1)).

Réciproquement, soit Q' fondamental pour IV, et soit Q = Q'.C. Il vérifie (F,)
et (F;) pour I'. Vu (1), il vérifie (F,) pour I, donc a fortiori pour T'.

9.8. THEOREME. Soient G un Q-groupe algébrique semi-simple de GL(n, C), I' un groupe
arithmétique de G et S un ensemble de Siegel standard dans GL(n, R) fondamental pour
GL(n, Z). Soit u € GL(n,R) tel que u.Gg.u™' soit auto-adjoint (9.2). Alors il existe
une partie finie BC GL(n, Z) telle que Q = n (u1.S.b) NGy soit un ensemble
Sondamental pour I' dans Gg.

On peut supposer (cf. remarque précédente) que I' = Gz. On peut trouver
une représentation a droite définie sur @ de GL(r, C) dans un espace vectoriel V,
un réseau L de Vg stable par GL(r, Z), un point v € L tels que v.GL(n, R) soit
fermé et que le groupe d’isotropie de » dans GL(n, R) soit Gy (cf. § 7).
Alors o' = vu™' admet ¥Ggru™! comme groupe d’isotropie. D’apres le lemme de
finitude du paragraphe 6, ’ensemble (v'.&) N L est fini. (La condition de diago-
nalisation (iii) de ce lemme est vérifiée puisque p est définie sur Q.) A4 fortiori,
(v'.S) N (v.GL(n, Z)) est un ensemble fini. Soient v.b7, ..., 0.5, les points de
cet ensemble (; € GL(n, Z)). Posons H = u.Gg. Cl’est évidemment I’ensemble
des g € GL(n, R) tels que v'.g =u.
Tout heH sécrit h=s.b ot seS et beGL(n,Z). De v'.5.b =0, on tire
v'.s =v.b71. Ceci est donc un élément de (v S) N (v.GL(n,Z)) et il existe ¢
tel que :

v'.s =uv.b7L

Alors v.b;'.b = v, de sorte que b7'.b est dans Gy N GL(n, Z), donc b €b;.Gy.
Finalement :

Hc UGHG,
Gg = u1.HC (U u-leb,.) .G
Posons Q = U (u1&h; N Gy). '

On va prouver que Q est dans Gg un ensemble fondamental pour Gz. On a déja vu
que Q vérifie (F,).
Prouvons (F,). D’aprés la proposition 9.2, u.Gg. %! admet un sous-groupe compact
maximal K’ contenu dans O(n). En particulier, K'.& = &. Alors K; = u1K'u
est un sous-groupe compact maximal de Gg et qui vérifie (Fg).
Reste (F,). Si Q.6 N Q.y # @, on peut trouver des indices i et f, tels que :

u 1S b b Nul. S by # 9,
soit encore :

S NG.b,.y.b70.b71 # .
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Une variante immeédiate du corollaire du théoré¢me de Siegel (cf. § 4) montre que
Pensemble des y vérifiant cette relation est fini, d’o1 le résultat.

9.9. Remarque. La proposition 9.2 est en fait valable pour tout Q-groupe réductif.
En admettant cela, on voit que le théor¢me et sa démonstration subsistent sans
changement lorsque G est un Q-groupe réductif. En utilisant 7.15, on passe sans
difficulté de 12 au cas d’'un Q-groupe quelconque. En effet,si G = H.N (H réductif,
N unipotent distingué, H, N définis sur Q), alors on peut prendre pour I' le produit
semi-direct T' = I';.T'; d’un groupe arithmétique I'; de H par un groupe arith-
métique I'y de N.

Soient ; un ensemble fondamental pour I'; dans Hg, K un sous-groupe compact
maximal de Hy tel que K.Q, =Q,, et (8.7), Q, un compact de Ny tel que
Ng = Q,.I';. Montrons que Q = Q,.Q, est un ensemble fondamental pour T'.
Le groupe Ny est homéomorphe & un espace euclidien, donc K est aussi compact
maximal dans Gg, d’ou (Fg). On a :

Gg = Hg.Ng = Q;.T'}.Ng = Q. Ng.T', = Q,.Q,.T,.T", = Q.T,
d’oli-(Fy). Soit b€ Gy et soit yeI' tel que Q.bNQ.y # a.
On peut écrire de fagon unique :

b=h.n (heHq, neN), Y=v1Y2 (1€l vpeTly).

On a alors :

0] Qb (B Q. h).n N Qyyi- (Y71 Q2.71) Y2 # 9
d’ou :

(2) QN .y # o,

(3) Ry hon N (y11.Q5.v1) Y2 # O

La condition (F,) pour H, et (2), montrent qu’il n’y a qu’un nombre fini de valeurs
possibles pour y,;. La relation (3) implique alors que v, fait partie d'un compact
ne dépendant que de b et Q, d’oll notre assertion.

On verra plus loin que Q est de volume invariant fini lorsque G est semi-simple
ou, plus généralement, lorsque X(G%q = {1}.

9.10. Soit X = K\Gg. Le groupe I' opére proprement sur X par translations a
droite. Une partie Q' de X est dite un ensemble fondamental pour T' si elle vérifie
la condition :

(F) Q.T=X,

et la condition (Fy) de 2.6. Il est clair que la projection naturelle de ’ensemble
fondamental Q pour I' dans Gy de 9.8 vérifie ces conditions. On sait que espace X
est connexe et simplement connexe (en fait, il est homéomorphe 4 un espace eucli-
dien). Il s’ensuit, par un raisonnement topologique familier, que 'image IV de T'
dans le groupe des homéomorphismes de X est de présentation finie. On voit aussi,
comme en 4.8, que les sous-groupes d’ordre fini de I forment un nombre fini de
classes de conjugaison. On en déduit ensuite aisément que ces propriétés sont vraies
pour tout groupe arithmétique [3].



9.12 ENSEMBLES FONDAMENTAUX 65

9.11. Pour compléter, nous indiquerons encore une généralisation du théoréme
de finitude de 6.4. Outre le résultat mentionné en 7.10 (i), elle utilise (pour % = 2)
la généralisation suivante de 9.2 :

« Soient G;0G,D ... DG, des R-sous-groupes réductifs de GL(n, C). Alors il existe
u € GL(n, R) tel que les groupes u.G;p.u™t soient auto-adjoints (1 < i < k).

TuEoREME. Soient G un Q-groupe réductif, I' un sous-groupe arithmétique de G. Soient
7t : G —> GL(V) un Q-morphisme et L un réseau de Vg stable par T". Soit v eV un
point dont Porbite X = G.v par G est fermée. Alors L N X est formée d’un nombre fini
d’orbites de T'.

On suppose G plongé dans GL(n, C) de maniére 4 ce que I' soit contenu dans
GL(n, Z), (7.13).
Soit H le groupe d’isotropie de v. Il est défini sur Q. Comme G/H s’identifie 4 une
variété affine, H est réductif (7.10 (i)). Il existe donc un Q-morphisme :

o : GL(n, €) - GL(W),

et un point w € Wy tels que le groupe d’isotropie de w dans GL(n, C) soit H et
que o(GL(n, C)) soit fermé (7.7).

Soit M un réseau de Wy stable par GL(n, Z). Montrons que M N G.w est formé
d’un nombre fini d’orbites de I. On peut supposer I' =.Gz. Soit u € GL(n, R)
tel que u.Gg.u™! et u.Hp.u™! soient auto-adjoints. On peut trouver un ensemble
de Siegel © de GL(n, R) et une partie finie C de GL(n,Z) tels que G C Q.T,
avec Q =u1.&.C. 1l suffit donc de montrer que M N w.Gy est fini et pour
cela, on peut se borner A faire voir que w.4 .S NM est fini. Or soit w’ = w.u™
Son groupe d’isotropie u.Hg.u! dans GL(n, R) est auto-adjoint, donc on peut
appliquer 6.2.

‘Pour terminer la démonstration du théoréme, il suffit de montrer ’existence d’un
Q-isomorphisme équivariant ¢ : X —-Y (Y = G.w) qui applique L NnX dans
un réseau M’ stable par GL(n, Z). Or cela est immédiat. En effet, X et Y sont deux
réalisations du quotient G/H (cf. 7.7, Remarque). Les applications gl>g.v et
g g.w induisent des isomorphismes de G/H sur X et Y respectivement, d’ol
I’existence d’un Q-isomorphisme équivariant ¢ de X sur Y. Prenons des coordonnées
dans V et W par rapport 4 des bases de L et M respectivement. Alors les coordonnées
dep(x) (x € X) sont des polynémes 4 coefficients rationnels en les coordonnées de x.
Il existe donc un entier g tel que ¢.p(x) e M si xeL, dou (X NL)C (1/g).M.

9.12. Applications. Soient k un corps de nombres, 0 ’anneau des entiers de £ et F
une forme homogeéne de degré m = 2 sur C* a coefficients dans o, 4 discriminant
non nul. Alors ensemble X de ses transformés par SL(n, C) est fermé (pour m = 2,
c’est clair (6.3); pour m = 3, wvoir (6.5)). En utilisant 9.11 et le passage de £ 2 Q
donné par la restriction des scalaires (7.16), on voit que I’ensemble des formes
A coefficients dans p contenues dans X est réunion d’un nombre fini' d’orbites
de 8L(n, 0). Pour k& = Q(i), p = Z(i), c’estle résultat de Jordan mentionné en 6.5.

5
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Plus généralement, on peut remplacer dans 9.11, Q par %, L par un p-réseau,
et prendre pour I' un groupe arithmétique au sens de 7.16. Cela se voit comme
précédemment si L est libre. Sinon, on utilise le fait que L est d’indice fini dans
un p-réseau libre L', et on remarque que L' est stable par un sous-groupe d’indice
fini de I" (ce qui résulte de 7.13 par restriction des scalaires).

Note bibliographique

La proposition 9.2 et sa généralisation mentionnées en 9.11 sont dues & G. D. Mostow [19]. Une
démonstration figure aussi dans [5, § 1].

La construction des ensembles fondamentaux donnée en 9.8 est empruntée A [5]. Elle repose essen-
tiellement sur le lemme de finitude du § 6, et constitue une généralisation du procédé de Hermite
décrit dans le § 5. Le théoréme 9.11 est démontré dans [5, Theorem 6.9].



§ 10

CHAPITRE III

Ensembles fondamentaux a pointes

Tores algébriques

10.1. Soient % un corps, T un tore défini sur &, X(T) = Mor (T, GL,), le groupe
de ses caractéres, et Y(T') le groupe Mor (GL;, T) de ses sous-groupes & un paramétre.
Le sous-groupe de X(T) (resp. Y(T)) formé des caractéres (resp. des sous-groupes
4 un paramétre) définis sur % est désigné par X(T), (resp. Y(T),).

DerinrrioN. On dit que T est décomposé sur k, ou est déployé sur k, si T est isomorphe
sur £ 2 un produit de groupes multiplicatifs. ’

La cléture algébrique % d’un corps de définition # décompose évidemment un tore,
mais il suffit en fait d’une extension galoisienne finie, ce qui est clair au moins dans
le cas ou % est parfait.

10.2. Si % est un corps de décomposition du tore T, il existe un isomorphisme défini
sur k£ de T sur le groupe des matrices diagonales :
x = diag (xy, ..., xy)
ce qui permet de voir qu’aprés cette identification un caractére est de la forme :
x> a1 exd
et un sous-groupe i un parameétre :
t> diag (t™, ..., tmd) (teQ)
avec m; € 2.
Les groupes abéliens X(T) et Y(T) associés & un tore T sont donc isomorphes a Z4,
ol d désigne la dimension du tore.
D’autre part, si a € X(T) et b € Y(T), a.b est un caractére de GL,. Il existe donc
un entier neZ, tel que ab(t) = t". La formule (a,b) =n permet alors-de
définir sur X(T) X Y(T) une forme Z-bilinéaire qui met en fait X(T) et Y(T) en
dualité.
Le groupe de Galois M d’une extension galoisienne &’ d’un corps de définition & de T
optre de fagon naturelle sur X(T) et Y(T). Le transformé ‘z — s(a) de aeX(T)
‘par s € M vérifie :
a(*%) = *(a(x)), (x € Ty)



. 68 INTRODUCTION AUX GROUPES ARITHMETIQUES 10.2

et de méme pour ’action de M sur Y(T). Les groupes X(T), et Y(T), apparaissent
alors comme les ensembles des points fixes de M, ce sont des facteurs directs. On
peut prolonger ces opérations aux espaces vectoriels :
X(TR=XTMee YMI*=YT o
On obtient ainsi deux représentations de M, qui sont contragédientes vu I’égalité :
S (e y =C(abd, (@aeX(T), beY(T),

qui résulte immédiatement des définitions. Par suite, X(T),® Q et YT),®Q
ont méme dimension, ou encore :

1) : 1g X(T), = rg Y(T)-

Comme X(T) est de type fini, le noyau de ces représentations est d’indice fini
dans M, donc les représentations de M dans X(T)? et Y(T)? sont complétement
réductibles.

Remarquons encore qu’il y a correspondance biunivoque entre les z-sous-tores de T
et les sous-espaces de Y(T)? stables par M. Elle est définie en associant 4 un k-seus-
tore S le sous-espace Y(S)? de Y(T)? et A un sous-espace V de Y(T)® le sous-tore
engendré par les images des b€V N Y(T). Si les sous-espaces V; (i €I) sont
associés aux k-sous-tores S;, alors ‘QI V; correspond 4 la composante neutre de [:] S;

et la somme des V; au tore engendré par les S;.

© 10.8. ProposrTioN. Pour un tore T défini suf k, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) T est décomposé sur k. '

(i) Y=Y,

(1) X = X,.

(iv). Pour toute représentation p définie sur k, p('T) est un tore déployé sur k.

Presque toutes les implications (i) = (ii) = (iii) = (iv) = (i) sont triviales.
Prouvons simplement (iv) a partir de (iii). Si K/k est une extension galoisienne
: décomposant T, I’espace V de la représentation s’écrit sur K comme somme directe
d’espaces :

V,={veVipt).o=yx(t).o, (teT)}.
Si 5 est un élément du groupe de Galois M de K/, il est clair que I’on a I’égalité :
S(Vx) = c(x)’ (X € X(T))
L’hypothése X = X, signifie que pour tout x e X(T), ona y = :(x), (s e M).
Les espaces V, sont donc invariants par M, ce qui prouve qu’ils sont définis sur k.

10.4. COROLLAIRE. (i) Un quotient d’un tore décomposé sur k est décomposé sur k.
(1) 8% la suite de tores :
0->T >T>T">0

est exacte et définie sur k, le tore T est décomposé sur k si, et seulement si, T' et T'' le sont.
La premiére assertion traduit simplement I’implication (i) = (iv) de la propo-
sition. L’exactitude de la suite d’espaces vectoriels : -
0->X(T"?->X(T)?>X(T)?—>0
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résulte aussitdt de celle de la suite des tores. Vu la compléte réductibilité de I'action
du groupe de Galois d’une extension galoisienne décomposant les trois tores, la
suite des espaces de points fixes :

0 ->X(T" - X(T)2 - X(T)2 >0
est aussi exacte. On en déduit P'égalité : »

1g X(T), = rg X(T")x + rg X(T")s

ce qui permet de conclure grice 2 10.3 (iii) et & I’absence de torsion dans les
quotients du type X(T)/X(T),.

10.5. DErmniTIoN. Un groupe algébrique réductif (7.5) G est dit anisotrope sur k
s'il est défini sur %, et ne contient aucun tore décomposé sur & et #= {¢}. Lorsqu’il
n’y a pas de doute sur %, on dira aussi anisotrope pour anisotrope sur &.

Si cark = 0, cette condition équivaut a : G; est formé d’éléments semi-simples,
et X(G%, ={0}.

10.6. ProposITION. (i) Si % est un corps de définition commun & un tore T et & un sous-tore S,
il existe un sous-tore S’ de T défini sur %, tel qu'on ait = T =S.S' avec SNS' fini.
(i1) Un k-tore T peut s’écrire sur k comme produit presque direct de deux sous-tores: T = T4.T,,
ot Ty est décomposé sur k et T, anisotrope sur k. Cette décomposition est unique, préservée
par les k-morphismes. T est le plus grand sous-tore décomposé sur k, et T, le plus grand sous-tore
anisotrope sur k de T. Le tore T, est la composante neutre de Uintersection des noyaux des
caractéres définis sur k de T.

(i) Si K/k est une extension galoisienne finie qui décompose T, son groupe
de Galois M optre de fagon complétement réductible dans Y(T) ® Q et laisse
stable le sous-espace Y(S) ® Q; on peut donc trouver un supplémentaire de ce
sous-espace, qui soit stable par M et qui définit donc un sous-tore S’ convenable.
(ii) Soit M comme dans (i). Le sous-espace V = Y(T), ® Q des"points fixes de M
dans Y(T)? admet un et un seul sous-espace supplémentaire W stable par M. Le
tore T est produit presque direct des k-sous-tores associés 3 V et W (10.2) et le
premier (resp. second) est déployé (resp. anisotrope) sur £ vu 10.3 (resp. 10.2 (i)),
ce qui établit la premiére assertion de (ii). Soit S un k-sous-tore de T. il est déployé
sur &, il est associé & un sous-espace de V vu 10.4, donc est contenu dans Tj; s’il
est anisotrope sur &, il correspond & un sous-espace U de Y(T)? stable par M ne
contenant pas la représentation triviale de M, donc contenu dans W, et SCT..
Enfin, il est clair que I’image par un k-morphisme d’un tore anisotrope sur % est
anisotrope sur k; celle d’un tore déployé sur % est déployée sur 2 vu 10.4, d’our la
derni¢re assertion de (ii).

10.7. ProPoSITION. (a) Soient G un k-groupe connexe et G’ un k-sous-groupe distingué
connexe de G. Alors 'image de I’homomorphisme de testriction i : X(G), —> X(G'), est
d’indice fini. Si G est réductif, et G’ = Z(G)® alors i’ est injectif.

(b) Un k-groupe réductif connexe est le produit presque direct d’un tore S déployé sur k et d’un
groupe G, tel que X(G,), ={0}. Ce groupe est la composante neutre de Pintersection des
caractéres définis sur k de G. Cette décomposition est unique et compatible avec les k-morphismes.
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(a) Supposons tout d’abord G réductif, et G’ = Z(G)?. On sait que G est
le produit presque direct de G’ et de son groupe dérivé H. Tout caractére de G
est évidemment trivial sur H, donc ¢* est injective. D’autre part, si a € X(G'), il
existe une puissance @™ de a qui est triviale sur le groupe fini H N G’, donc a™ est
dans I'image de i*, donc coker i* est fini dans ce cas.

Soit toujours G réductif. Alors G’ est aussi réductif. Posons :
S = Z(G)° et S' = Z,(G")°.

On a un diagramme commutatif, ot les fleches désignent des homomorphismes
de restriction :

X(G) > X(G)x

oL
X(8)e = X(S%

On a déja vu que a, B sont injectifs, de conoyau fini. D’autre part, 10.6 entraine
immédiatement que le conoyau de v est fini. Il en est alors de méme pour le conoyau
de p.

Dans le cas général, soit U le radical unipotent de G (cf. 7.15). Le quotient G/U
est réductif (comme cela résulte de 7.15, si I'on veut, mais est en fait beaucoup
plus élémentaire). Alors G’ N\ U est le radical unipotent de G’. On a le diagramme
commutatif :

X(G), —> X(G')

X(G/U), > X(G'/(G’' N L)),

ol u, v sont induits par les applications d’inclusion, «, B par les projections cano-
niques. Ces dernieres sont des isomorphismes puisque X(U) = X(G' n U) = {1}.
On est donc ramené au cas réductif.

(b) En vertu de 10.6, le tore Z(G)? s’écrit de fagon unique comme produit presque
direct S.S, d’un tore S déployé sur % et d’un tore S, anisotrope sur 2. On pose

alors G, = §,.(G, G). Il est clair que G, C ( ega) ker a)°. L’inclusion contraire
a k

résulte immédiatement de (a). La derniére assertion est alors conséquence de 10.6.

10.8. Application au cas réel. Soient T un tore défini sur R, et 4 la dimension de T.
Le groupe de Galois M = Z/2Z de C/R opére sur Y(T)? qui se décompose en
somme de d droites invariantes. Le tore est donc produit presque direct de d tores
4 une dimension. Il reste & déterminer la structure de T lorsque d = 1. Dans ce
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cas, T admet une représentation fidele dans un espace vectoriel V de dimension
deux, et ce dernier se décompose en somme. Il faut distinguer deux cas :

(i) M opére trivialement sur X(T), donc (10.3), T est isomorphe sur R a GL,,
et T =R".

(i) M n’opé¢re pas trivialement sur X(T). Il transforme alors tout caractére en
son inverse, et V est somme directe de deux droites stables V,, V,-:, ol a engendre
X(T). Le groupe TC GL(V) est isomorphe sur € au groupe de matrices

(0 2) o

i.e. au groupe orthogonal propre de la forme x.y. Le groupe T est alors isomorphe
sur R au groupe orthogonal unimodulaire 80(2, C), et T = S0(2) est compact.
Revenant au cas ou d est quelconque, on voit donc que :

T = (S0(2))* x (R})’, (a=dimT, b=dimT,).

En particulier, les conditions suivantes sont équivalentes : (i) T est anisotrope
sur R, (ii) Ty est compact; (iii) L’élément non trivial d¢ M = Gal C/R transforme
aeX(T) en al. Si ces conditions sont remplies, Ty est un tore au sens usuel,
et est connexe. On a donc en général, vu (10.6), Ty = T, g.T; . En particulier,

Tg/(Tg)? est un groupe de type (2,2, ...,2).

10.9. Mentionnons pour terminer que si G est un k-groupe connexe, T un k-sous-tore
de G décomposé sur k%, alors I’application G, — (G/T), est surjective. Cela résulte
de la nullité du groupe H(, T) au sens de la cohomologie galoisienne (voir, par
exemple [28, Chap. X, § 1], ou, pour une démonstration (non cohomologique)
d’un résultat plus général ([26], [1, § 15])).

Note bibliographique

Pour plus de détails sur le contenu de ce paragraphe, on peut consulter [7, § 1] qui donne également
d’autres références, ou [1, § 8].
Les groupes X(T) et Y(T) ont été introduits dans [10, Exp. 9]. Pour Ies résultats de 10.2 a 10.6,
on a suivi Pexposé de [7, § 1].

. Sous-groupes paraboliques. Décomposition de Bruhat

A. Généralités.

11..1. DEriniTiON. On appelle sous-groupe parabolique du groupe algébrique connexe G
un sous-groupe fermé H, tel que le quotient G/H soit une variété compléte.
On sait que, lorsque B est un sous-groupe de Borel de G (c’est-a-dire un sous-groupe
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résoluble connexe maximal), G/B est une variété projective. On en tire aisément
que les sous-groupes paraboliques de G sont les sous-groupes fermés qui contiennent
un sous-groupe de Borel. '

Donnons tout d’abord un théoréme d’existence de sous-groupes paraboliques.

11.2. TutorEME. Soit G un groupe réductif connexe défzm sur k. Les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) G posséde un sous-groupe parabolique propre défini sur k ;

(ii) G contient un tore décomposé sur k non central ;

et, sont équivalentes & la suivante lorsque G est semi-simple et k de caractéristique zéro :

(iii) Gy, contient un élément unipotent distinct de e:

On considére désormais un groupe G défini sur % et un tore S décomposé sur %
‘maximal. Grice au théoréme de conjugaison affirmant que « les fores décomposés
sur k maximaux sont conjugués par G, », on peut voir que les définitions que nous allons
poser ne dépendent pas essentiellement du choix de S.

11.8. DEFINTTION.

(1) On appelle k-rang de G la dimension 7,(G) de S.
(2) Le groupe fini N(S)/Z(S) est « le » k-groupe de Weyl de G; on le note ;W(G)
ou kW
(3) Les k-racines de G sont les caractéres non triviaux de S dans la représentation
>ad_]omte elles forment un ensemble fini noté ,®(G) ou ,d.
Ainsi. « €, signifie qu’il exlste un élément non nul X de g, tel qu on ait pour
tout s-de S :

Ad (5) . X = sXs71 = a(s) X.

Le groupe fini ,W optre de fagon naturelle sur X(S) et Y(S); par exemple, si
x-€ X(S) etsi x,€eN(S) représente weW, ona:

@) () = x(xat-s- %)
Cemme cette opération laisse @ invariant, W opére sur Pensemble des k-racines.

"On peut énoncer a présent le théoréme indiquant la structure des sous-groupes
paraboliques minimaux et la décomposition de Bruhat.

' 11.4. TaforkuE. Soit G un groufe réductif connexe défini sur k.

(i) Les k-sous-groupes paraboliques minimaux sont conjugués par Gy. Chacun d’eux sécrit
comme le’ produit semi-direct :
P=2Z(S).U

de son radical unipotent U (invariant) par le centralisateur (réductif) d’un tore S décomposé

sur k maximal. De plus, si M = ( ezsz) ker x)°, alors M est le plus grand sous-groupe
% i

anisotrope connexe de Z(S), M NS est fini et Z(S) = M.S, ce qui donne finalement :
P=M.S.U.
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(if) On a a la fois la « décomposition de Bruhat » pour Gy +
G, = U,.N(8),. U,
et égalité :
: N(S) = N(S),-Z(S)
ce qui permet d’écrire G, comme réunion finie de « cellules » mutuellement disjointes :
G, = wéJ,,WUk'x“"P"

o {x,} est un systéme de représentants de W dans N(S),.

(i) xW est engendré, en tant que groupe opérant dans Y (S)9, par les symétries par rapport
aux hyperplans définis par les k-racines. L’ensemble des k-racines @ est un « systéme de
racines », qui, lorsque G est semi-simple, engendre X (S)9.

Pour préciser cette dernitre assertion, il faut définir la notion abstraite de
« systémes de.racines ».

11.5. Dermvirion. Etant donné un Q-espace vectoriel V muni d’un produit sca-
laire (| ) positif non dégénéré, une partie finie R de V est appelée systéme de racines
si elle vérifie les axiomes suivants :
(i) O0¢R et aeR=>—acR.
(«]B)
€2
®18)

(iii) «, B eR = sﬁ(a) =a—n, B eR.

(i) ¢,feR = g =2

On peut montrer que ces axiomes entrainent que si deux racines sont hécs par
a =B, alors ¢ =+ 1/2, + 1 ou + 2.

Etant donné un ordre linéaire sur ,®, toute k-racine est combinaison linéaire 2
coefficients entiers tous de méme signe de r,(G) racines positives : ce sont les racines
simples associées & P'ordre choisi. On note ,A 'ensemble de ces racines simples.
Dans la situation du théoréme 11.4, V est ’espace vectoriel X(S)9, sur lequel on a
mis un produit scalaire positif non dégénéré, invariant par le groupe fini ;W.

11.6. Remarques sur 11.4.

(1) La partie anisotrope M de Z(S) est normalisée par N(S) : on le voit aussitdt & partir
de Pégalité N(S) = N(S),.Z(S).

(2) On appelle chambres de Weyl de G les composantes connexes dans Y(S)R du
complémentaire de la réunion des hyperplans définis par les racines. Le groupe \W
les permute de facon 51mplement transitive, Chaque chambre C définit un otdre
sur @ : la racine « est positive, si elle prend des valeurs positives sur C.

(3) On peut ordonner ;@ de telle sorte que ’algébre de Lie de U soit :

u= P g,
a>0

g, ={XeglVseS, Ad(s).X =ua(s) X}.
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On dira alors que l'ordre sur @ est associé & U. Il y a ainsi correspondance biuni-
voque entre :

(i) les ensembles d’éléments positifs, ou les ensembles de racines simples pour les
différents ordres sur ,D;

(ii) les chambres de Weyl dans Y(S)R;
(iii) les sous-groupes paraboliques définis sur 2 minimaux qui contiennent Z(S);
(iv) les sous-groupes unipotents définis sur % et normalisés par S maximaux.
Lorsqu’on a une décomposition P = M.S.U, il est sous-entendu que @ est muni
d’un ordre associé & U; le groupe U détermine donc un certain ensemble de racines

simples A, |
" (4) Chaque cellule G, = U.x,.P, de la décomposition de Bruhat de G, peut
conduire a4 une décomposition unique de tout élément qu’elle contient. Il suffit
pour cela de écrire :

G = Ug-%,. Py,
ol I’on pose :
U, =%, U .51 N1,

ou U~ désigne le sous-groupe unipotent correspondant a l’ordre opposé de celui

défini par U sur ,®. Soit encore :
U, =x,.U.x;1nU.

Le groupe U est égal a U,,. U, et, en fait, ’application produit :
U, xUu, -U

est un isomorphisme de variétés algébriques. Quant a I’algeébre de Lie de U,,, elle est
égale 4 la somme des g,, o « parcourt les racines o > 0 telles que w™1(a) << 0. Il faut
enfin ajouter que la cellule ouverte G,, ; correspond 4 I’élément du groupe de Weyl w
qui transforme U en U~, i.e. qui transforme ’ordre défini sur ;@ en ’ordre opposé.

11.7. Pour classer tous les sous-groupes paraboliques définis sur % de G, nous allons
construire & partir de la situation standard P = Z(S).U une famille de sous-
groupes parabohques, qui seront des représentants des classes de conjugaison par Gk
On associe pour cela a toute partie 6 de ;A le sous-tore de S :

= (afe]ekcr a) ,

et le k-sous-groupe parabolique contenant P :
Py = Z(Sy). U.

En fait, ce groupe est le produit semi-direct :
= Z(Sp). Uy

de son radical unipotent Uy par Z(Sy). Les caractéres de S dans 1, sont les racines
positives contenant au moins une racine simple extérieure 4 6. Quant aux racines
de Z(Sy), ce sont celles dont les composantes simples sont dans 0.

On voit donc que les &-racines de Py sont, d’une part, les racines positives et, d’autre
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part, les racines négatives qui sont combinaisons de racines simples appartenant a 9.
L’application  :
0 Py

est visiblement croissante et de plus :
Pe N Pe: = POﬂO"
Py, = P, Pa=G.

Soit [0] I’ensemble des k-racines qui sont combinaisons linéaires des éléments de 0.
Il existe un k-sous-groupe semi-simple connexe Ly de Z(Sg), de k-rang égal au
nombre d’éléments de 0, dont Ty = (Lg N S)? est un k-tore déployé sur £ maximal
et [0] le systtme de k-racines; et un k-sous-groupe connexe Qg de M tels que Z(Sy)
soit le produit presque direct de Qg, Lgy, Sg. En caractéristique zéro, Ly a comme
algebre de Lie la somme des sous-espaces g, + [@,, -], ol @ parcourt [6].

11.8. TuEOREME. Soit G un k-groupe réductif connexe.

(i) Tout k-sous-groupe parabolique de G est conjugué par G, a un et un seul sous-groupe Py,
(i1) Deux k-sous-groupes paraboliques de G conjugués sur ) sont conjugués sur k.
(iii) Tout sous-groupe parabolique de G est égal & son normalisateur.
(iv) La fibration de G par un k-sous-groupe parabolique P admet des sections locales définies
sur k. En particulier, Uapplication G, — (G|P), est surjective et (G/P), = G,/P,.

Supposons % de caractéristique zéro. Alors les notions de tore déployé sur % et
de %-sous-groupe parabolique minimal sont conservées par un k-morphisme surjectif
f: G — G'. Sifestune isogénie, cela résulte facilement de 10.4 et 10.6. Par consé-
quent, si G = G;.G, est le produit presque direct de £-sous-groupes connexes G, et
G,, et P (resp. S) un k-sous-groupe parabolique minimal (resp. tore déployé sur k
maximal) de G, alors P = (P N G,).(P N G,) (resp. S = (S N G,)°. (S N Gy)?), et
P NG; (resp. (SN G;)° est un k-sous-groupe parabolique minimal (resp. un tore
déployé sur 2 maximal) de G;. Si maintenant N est la composante connexe du noyau
de f, alors, comme G est réductif connexe, on peut trouver un k-sous-groupe connexe
N’ de G tel que G soit produit presque direct de N et N’ et f: N’ — G’ est une
isogénie. On utilise alors les remarques précédentes. (Si car (B) # 0, cela reste vrai
si 'on suppose f séparable, et les algebres de Lie de N et N’ transverses.)

11.9. Soient P et P’ deux sous-groupes paraboliques conjugués. Un élément x € G
tel que x.P.x™! = P’ définit canoniquement un isomorphisme a — %z de X(P)
sur X(P’), caractérisé par %a(g) = a(x"l.g.x), (¢ €P). Comme P est égal & son
normalisateur, tout élément y € G tel que ».P.y™1 = P’ estde laformex.p (p € P).
Mais un groupe agit trivialement par automorphismes intérieurs sur son groupe
de caractéres, donc “a = Ya, (a € X(P)). Par suite, étant donnés deux sous-groupes
paraboliques conjugués, il existe un isomorphisme canonique X(P) 5 X(P).
Si P et P’ sont de plus définis sur %, alors on peut supposer x € G,, d’ou aussi un
isomorphisme canonique de X(P), sur X(P’),. On identifiera souvent X(P) et X(P"),
ou X(P), et X(P');, par cet isomorphisme.
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11.10. Soit G C @GL(n, Q) un k-groupe. I est dit trigonalisable sur k s’il existe un
élément x € GL(n, k) tel que x.G.x™1 soit contenu dans le groupe des matrices
triangulaires supérieures. G est alors résoluble. Si G est connexe, et k parfait, cette
condition équivaut a l'existence d’une suite de composition :

G=G03G13...DG,={8}

formée de k-sous-groupes connexes telle que le quotient G;/G; , , soit isomorphe sur &
soit au groupe additif de Q soita GL, (=1, ...,5—1). Un k-groupe vérifiant
cette derniére condition est un k-groupe résoluble de’plqyé sur k, ou décomposé sur k.
Le résultat de Rosenlicht cité en 10.9 implique en fait plus généralement que si G
est un sous-groupe résoluble déploye sur & d’un &-groupe connexe H, alors la fibration
de H par G est localement triviale sur 2. En particulier, ’application H, - (H/G),
est surjective, et (H/G), = H,/G,.

Supposons G réductif connexe, et % de caractéristique zéro. Alors tout k-sous-groupe
connexe de G trigonalisable sur %2 (resp. unipotent) est conjugué sur k2 & un sous-
groupe du sous-groupe S.U (resp. U), de 11.6.

Nous allons démontrer, pour finir, quelques lemmes techniques, qui seront utilisés
dans les paragraphes suivants. On conserve les notations précédentes.

'11.11. LemMme. Sotent o € A et w e, W, lels que pour tout B €, A on ait:
w(B) = Zm(y,B).y avec m(o,B) 20
Alors tout représentant x,, de w appartient au sous-groupe parabolique propre maximal :
P §A-{a} »
Comme les k-racines de P’ = P A-{s) SODt les sommes eZkA g(y).y ou l'on

exige ¢(«) = 0, ’hypothése 51gn1ﬁe que toute racine simple est transformée par w

en une racine de P’; il en est alors de méme pour toute racine positive; comme x,,

normalise Z(S),. il s’ensuit que x,.P.x;1CP". En vertu de la conjugaison des

sous-groupes paraboliques minimaux de P’ (11.4), il existe y € P’, tel que :
y.%,.P.xzlyl =P

Or P est égal a son normalisateur (11.8), donc y.x, € P et x,€P’.

11.12. LemME. On considére soit deux sous-ensembles de S,, soit deux k-sou:-gréupes algé-
briques de S. Notons-les par A et A', supposons les conjugués par g € G,. Alors il existe
h e N(S), tel que :

h.aht=g.a.g? (a € A).

Eneffet S’ = g.S.g71 est un tore décomposé sur £ maximal inclus dans Z(A'),
tout comme S. Il existe donc z € Z(A'),, tel que :

z.8'.z71 = 8.
L’élément h = z.g appartient & N(S), et comme g.a.g'€A’, ona :
z.g.a.glzl=gaygl (a € A).
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11.13. LemMme. Soit N un groupe unipotent défini sur un corps k de caractéristique 0. On
suppose donnde une suite d’idéaux { W,}o < < q+1 de son algébre de Lie n, telle que :
, [, ] C iy,
{0}=mn,,;C...C,;CmyC...Cnp = 1.
Soit = a®b une décomposition de n en somme de deux sous-espaces telle que :
m=(mna®(mynh). i=1...,9).
Alors, Uapplication :
P : (a, b) > et.eb
est un isomorphisme de la variété a X b sur N.
D’apres ’hypothése n, est central : on peut considérer la projection © de N
sur le groupe quotient N’ = N/N,; on pose a' = dn(a) et b’ = dn(b) et I'on

choisit un supplémentaire a’’ (resp. b’") de n, N a (resp. n,;N b) dans a (resp. b).
La démonstration se fait par récurrence sur 'entier ¢;si ge N :

n(g) = ¥ .¢" = (e .et")
ou a’, b’ sont des fonctions réguli¢res de nt(g), donc de g, d’our :
g=2e".e"" .2 ol zeN,, a’e€a”’, b’ eb”.
Mais, toujours par récurrence :
z=¢*.¢, ol uen,Na et ven,Nb
avec u, v dépendant alors réguliérement de z, a’’, "', donc de g, et :
g= ea“eb”euev — ga"+ueb"+v’

puisque 1, est central.

B. Exemples.

11.14. G = GL, ou SL,.

On prend comme tore décomposé sur £ maximal le tore D des matrices diagonales ;
c’est un sous-groupe de Cartan, Z(D) == D. Une matrice de D s’écrivant diag{}\;},
on peut choisir comme racines positives les applications A;fA; avec ¢ <<j, ce qui
donne pour racines simples les «; = A;/A; ,;. Le sous-groupe parabolique minirnal
correspondant & cet ordre est le groupe résoluble des matrices triangulaires supé-
rieures, égal 4 D.N, ot N est le sous-groupe unipotent des matrices ayant des 1 sur
la diagonale. Ainsi G/P est la variété des drapeaux usuelle. Plus généralement,
on peut associer 4 une suite croissante d’entiers :

lgsd<...<d,<n—1,
le drapeau canonique de type (d;, ..., d,) :

(ers s g) C e Cley, ...,edﬁ).
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Leurs groupes de stabilité sont précisément les sous-groupes parab~'-ues conte-
nant P. On a donc, en particulier :

T o

M *

B »  (BeGL(2, R)),

Aj+e

\ A
P, =
| ’
W\ o M)

Pj=PA'-(aj)={(aik)€G, [ 0 (k §j<i)}.

11.15. G est déployé sur k, c’est-a-dire S est un sous-groupe de Cartan : Z(S) = S.
Alors P est résoluble. Pour toute extension & du corps de base 2, on a l’iso-

morphisme : O s @,

Les groupes GL,,, SL, sont déployés sur le corps premier. Un autre cas particulier
important est celui du groupe symplectique :

Sp (2, Q) = {X € GL(21, Q), X.J.X =]} (J:(_OIH IO))

Les matrices diagonales de Sp (2n, Q) sont les matrices de la forme :
M

Y

n

At

0 .
o

Elles forment un tore déployé sur £ de dimension 7, qui est un sous-groupe de Cartan.
Si I’on identifie Sp (2n, Q) au groupe des automorphismes G de Q2" qui laissent
invariante la forme bilinéaire de matrice : .
0 1
’ . 1
o)
1m0

(o)

alors on peut prendre pour S (resp. P) I'intersection de G avec le groupe des matrices
diagonales (resp. triangulaires supéricures). On voit alors tout de suite que les
racines de G sont les caractéres AF1.AF! (1 £ 7 <5 < n) avec multiplicité un
(en notation multiplicative).
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11.16. G = O(F), groupe orthogonal d’une forme quadratique non dégénérée
sur A",

Si p est indice de F, c’est-a-dire la dimension des sous-espaces isotropes maximaux,
la décomposition de Witt (Bourbaki, Alg., chap. 9, § 4, n° 2) permet d’écrire la
matrice de F sous la forme :

00 J 0o 1
(0 F, 0), on J= ( K . )
J oo 17 o

est d’ordre p et ou F; ne représente pas O sur % :
F(x) = 2(x 5 + ... + xpxn—n+1) + Fo(xp+1’ L] xn-p)'

On peut alors prendre pour tore décomposé sur 2 maximal le sous-groupe :

:‘j \ 0 \l
o
|
J

At

Le centralisateur de S est Z(S) = S X O(F,). Si Q est le drapeau isotrope cano-
nique : (¢;) C (e, 65)C ... C(ey, ..., ¢,), son groupe de stabilité est le sous-groupe

parabolique minimal :
P, P, Py
P= (o P, Pﬁ) ,

0 0 P,

ol P, et Pg sont triangulaires supérieures, ol P, appartient au groupe orthogonal
O(F,), Pg étant déterminée par P, et P, et P; par P,, P, et P,. D’ailleurs le radical
unipotent U de P (tel que : P = Z(S).U) est 'ensemble des matrices :

Pl P2 P3
U= (0 I Ps),

0 0 P
avec cette fois P; et Pg unipotentes : on peut lire les liens entre Py, . . ., Pg sur algebre
de Lie de U :
A Ay A
u= ( 0 0 A5> .
0 0 A

A, et Ag sont triangulaires supérieures avec des éléments diagonaux nuls. Comme
une matrice X de U est assujettie a :

'XF + FX = 0,
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on a les relations :
‘A, J +JA, =0
tA,J + FoAy =0
‘A3] +JA; =0

‘ce .qui indique en particulier 'antisymétrie de A; par rapport 4 la diagonale non
principale.

Les k-racines positives s’obtiennent en regardant comment opére S sur U par la
représentation adjointe :

dans A,, on trouve A/A; avec 1 < i< j< p et 1 pour multiplicité;

dans Ag, on trouve encore les mémes racines avec la méme multiplicité;

dans A, on a les racines AA; avec 1< 7 <<j< p et 1 pour multiplicité;

enfin, si Fy # 0, on obtient dans A, et A; globalement des sous-espaces de dimen-
sion n — 2p, propres pour la racine A; avec 1 < i< p. :

On voit que les k-racines simples sont :

o =NN1, pour I<i<p—I,

avec, en outre, «, égale dans le cas n=2p (Fy=0) a A,_;},, et dans le cas
n#2p (Fg#0), an,.

On peut relever certains cas particuliers intéressants :

1) n=2p ou 2p+1:Z(S) =S, et S est un sous-groupe de Cartan; c’est le |
cas déployé.

2) n=2p + 2 :Z(S) est un tore; c’est un sous-groupe de Cartan, mais distinct
de S; c’est le cas du groupe quasi déployé sur k; P est encore résoluble.

C. Etude du cas réel.

Nous nous proposons ici tout d’abord de comparer les décompositions d’Iwasawa,
de Bruhat et de Cartan du groupe des points réels d’'un R-groupe réductif. Le cas
essentiel est bien entendu celui des groupes semi-simples. Cependant, il est plus
commode pour la suite de se placer directement dans le cas réductif.

11.17. Décomposition de Cartan. Soient G un R-groupe réductif, Z et G’ le centre
connexe et le groupe dérivé de G, et K un sous-groupe compact maximal de Gg.
Alors KNZ et KN G’ sont des sous-groupes compacts maximaux de Zg et Gg.
Soient p la somme directe de ’algébre de Lie du groupe des points réels du plus
grand tore Z; décomposé sur R de Z et du complément orthogonal de ¢ N §
dans gg par rapport 4 la forme de Killing. On a alors :

sr=1@0p
et Papplication (&, p) > k.expp (k €K, p € p) est un homéomorphisme analytique

de K X p sur Gg = K.¢P. Ce sont les décompositions de Cartan de gg et Gg.
L’involution de Cartan associée est dans gg I’automorphisme involutif :

0:k+pk—p (ket, pep)

et dans Gy 'unique automorphisme involutif dont ’ensemble dgs points fixes est K
et Ja restriction a Zg est I'involution de Cartan de Zg au sens de 10.8.
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11.18. Décomposition d’Iwasawa. On part d’une décomposition de Cartan de Gg;
on choisit dans p une sous-algébre a maximale (elle est commutative) et un ordre
linéaire sur ’ensemble de ses racines. Soit :

n= agoga (ga = {x € Or» [a’ x] = “(a)'x (a € a)}

La décomposition d’Iwasawa :

Gr=I®a®n
de gg correspénd a la décomposition d’Iwasawa :
Gp = K.A.N (A=expa, N=expn)

de Gg. L’application produit est un homéomorphisme analytique de K X A x N
sur Gg, et de méme :

(R, ayn) > k.. e (keK, aeq, nen)

est un homéomorphisme analytique de K X a X n sur Gg.

Le groupe N est normalisé par A. Notons.que N est unipotent, A commutatif,
et que N et A sont homéomorphes 4 des espaces euclidiens. Les décompositions
d’Iwasawa et de Cartan fournissent donc deux maniéres de représenter Gg comme
produit topologique d’un espace euclidien et d’un sous-groupe compact maximal,
On voit en particulier que K rencontre toute composante connexe de Gg.

Tout sous-groupe compact maximez| de Gg est conjugué par automorphisme intérieur
a K et son intersection avec AN est réduite & {e}. Il s’ensuit que les assertions
précédentes restent valables si I’on remplace K par n’importe quel sous-groupe
compact maximal de Gg. On appellera aussi décomposition d’Iwasawa les décompo-
sitions correspondantes de gg et Gg.

11.19. Soit Gg = K.A.N une décomposition d’Iwasawa de Gg. Alors il existe
un unique R-sous-groupe parabolique minimal P de G et un tore décomposé sur R
maximal S de P tels que I’on ait :

P=M.S.U=2(5).U,
(notation de 11.4) avec :

A=(S)% N=Us MgzCK.
Comme Py DA.N, Pespace homogene :
GR/PR = weLinw.R‘xw’

(cf. 11.6) est un quotient de K, ce qui permet de choisir un systéme de représentants
“du groupe de Weyl relatif gW dans K, et en fait méme dans K% car on va voir
que Gg/Py est connexe.

Soit P’ = P, = M’'.S’.U’ un R-sous-groupe parabolique contenant P de GO,
ou S’ =S, et M’ est le plus grand sous-groupe anisotrope sur R du centrali-
sateur Z(8')? de S’ dans G°.

Les groupes Sy et My sont stables par 'involution de Cartan associée a4 K, donc

6
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KNZ(S)g e¢ KN Mg sont des sous-groupes compacts maximaux de Z(S')g
et Mg, et KNS’ est 'ensemble des éléments d’ordre deux de Sg.

On a :
(1) Gg = K.Pp = K.PP = K.Mg . A".N’ (N = Ug, A’ =SQ).
R R

L’application produit définit un homéomorphismege (K.Mg) X A’ x N’ sur Gy
et une application propre de K x Mg sur K.Mg. En fait, K. Mg est le quotient
de K x My par la relation d’équivalence :

(x,9) ~ (x.k, k1) (xeK, yeMy, ke K n Mg
On peut donc écrire tout élément g € Gy sous la forme :
(2) g=k.m.a.n (keK, me Mg, ac A, neN').

Les éléments a, n et le produit 2. m sont déterminés uniquement par G et en dépendent
analytiquement, tandis que % et m sont déterminés au produit par un élément du
groupe compact K N Mg pres.

On peut aussi considérer la décomposition plus grossiére :

g=~k.p, (keK, pePy,

ol k et p sont déterminés au produit par un élément de K N P§ pres. Ce dernier
est un sous-groupe compact maximal de P§. Il en résulte que si K’ est un sous-groupe
compact maximal de Gg, alors :

G =K'.Pp,

et K’ N Py est un sous-groupe compact maximal de Pg. En effet, il existe a € Gy
tel que K’ = a.K.a™. Comme K est transitif sur Gg/Pg, les groupes d’isotropie
des points de Gg/Py relativement 4 K sont conjugués dans K. En particulier,
K'NnPP =a(KNal.PP.a).al est isomorphe &3 K N PP. C’est donc néces-
sairement un sous-groupe compact maximal de Pg.

11.20. ProrositioN. Soient G un R-groupe algébrique connexe et P un R-sous-groupe
parabolique de G. Alors Gg[Py est connexe.

Comme P contient le radical unipotent de G, on peut, en passant au quotient,
se ramener au cas ou G est réductif.
Supposons tout d’abord que P soit minimal parmi les R-sous-groupes paraboliques.
D’aprés la décomposition de Bruhat, on a :

GR/PR = U . z,t'.R'xw'
wERW

De plus, une de ces « cellules » est ouverte (11.6 (4)), donc dense. Comme elle
est connexe, il s’ensuit que Gg/Pg est connexe, ce qui démontre notre assertion
pour P minimal.
Dans le cas général, soit P’ un R-sous-groupe parabolique minimal de G contenu
dans P. L’application canonique Gg/Py — Gg/Pg, est surjective et continue,
donc Gg/Py est aussi connexe.
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Vu 11.8, on a (G/P)g = Gg/Pg, d’olr aussi le :

11.21. CoroLLAIRE. L’application
(Gr)® > (G/P)g

est surjective.’

Il en résulte qu'on peut trouver des représentants du groupe de Weyl de G
dans (Gg)% par relévement a partir de Gg/Pg; on peut donc en trouver dans K.

11.22. ProposITION. St G.est un groupe réductif, connexe et anisotrope sur R, le groupe Gy
est compact et connexe pour la topologie ordinaire.

G est isogéne au produit de son groupe dérivé G’, qui est semi-simple, et de
son centré connexe T, qui est un tore anisotrope sur R (10.4). Le groupe Tg est
compact connexe (10.8) et G§ = Gg. T} est d’indice fini dans Gy (7.4). On est
donc ramené pour la premiere assertion au cas o G est semi-simple connexe.
On peut alors écrire (11.17, 11.18) :

Ggp = K.A.N = K.

Mais N est formé d’éléments unipotents, donc est réduit a {¢}, d’ou aussi A = {e}
et Gg = K est compact.

D’aprés un théoréme de Chevalley [9, III, p. 230], tout sous-groupe compact L
de GL(n, R) est « algébrique », au sens de [9, II]; cela revient a dire ici que L
est le groupe de tous les points réels d’'un R-sous-groupe de GL(n, C), que I’on peut
supposer étre le plus petit sous-groupe algébrique L, de GL(n, C) contenant L.
On a [=gln,R) Nl et dimgl = dimglg. Comme un groupe algébrique
sur C est connexe en topologie ordinaire si, et seulement si, il est connexe en topologie
de Zariski, il s’ensuit que L et L sont simultanément connexes ou non. Si Gy n’était
pas connexe, alors (Gg)¢ serait strictement contenu dans G, et de méme dimension
que G, ce qui est absurde puisque G est connexe.

11.23. ProposITION. Sotent G un groupe connexe défini sur R et S un tore décomposé sur R
maximal de &. L’application canonique :

+
7(Sr) = 7o(Gr)>
est surjective, T, désignant le groupe des composantes connexes en topologie ordinaire.

G est produit semi-direct d’un groupe réductif H et de son radical unipotent N.
Ny étant homéomorphe 2 un espace euclidien, la suite exacte d’homotopie appliquée
a Gg/Ng = Hg donne lisomorphisme :
o(Hg) < 70(Gg)-

On peut donc supposer G réductif, et choisir alors un R-sous-groupe parabolique
minimal P contenant Z(S). Le groupe Z(S) étant isomorphe au quotient de P par
son radical unipotent, on obtient comme ci-dessus un isomorphisme :

7o(Z(S)r) < o(Pr)-
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Il ne reste plus qu’a démontrer la surjectivité des applications :

7o(Pa) > 75o(G),

et
7 (Sr) —> 7(Z(S)w)»

ce qui, vu la suite exacte d’homotopie, revient & prouver que Gg/Pg et Z(S)g/Sg
sont connexes. Pour Gg/Pg, voir 11.20. Comme enfin, S est décomposé sur R,
le groupe Z(S)g/Sy est isomorphe au groupe (Z(S)/S)g (10.9); mais ce dernier
est connexe, puisque Z(S)/S est réductif, connexe et anisotrope sur R (11.22).

11.24. DErFmniTiON. Soit G C GL, un groupe algébrique semi-simple défini sur R.
On dit qu’une décomposition d’Iwasawa K.A.N de GR est bien placde par rapport
a une décomposition d’lwasawa Ko.Aq.Ny de GL(n, R), si les conditions suivantes
sont satisfaites :

(i) KCK,, ACAO et NCNg;

(ii) la restriction & A d’un caractére de A,, positif pour un ordre associé & N,
est un caractére de A positif pour un ordre associé a N.

On peut noter que Pinclusion NCN, est une conséquence immédiate de (ii).

11.25. ProrositioN. Soit G C GL, un groupe algébrique semi-simple défini sur R. Etant
donné une décomposition d’Iwasawa K.A N de Gg, on peut, par conjugaison par un élément
de GL(n, R), rendre Gg auto-adjoint et « bien placer » K. AN par rapport & la décomposition
d’Iwasawa canonique de GL(n, R).

Notons :
fadn=%f® P,

la décomposition d’Iwasawa-Cartan de gg associée 3 K.A.N. En vertu de 9.3,
9.4, 9.9 une premiére conjugaison par un élément de GL(n, R) permet de plonger K
dans K, = 0(n) et ¢’ dans lespace S des matrices symétriques positives non
dégénérées. Ces inclusions ne seront pas altérées par les conjugaisons qui vont
suivre, car elles seront effectuées par des éléments de O(n), et par suite Gy restera
auto-adjoint.

Deux sous-algtbres abéliennes maximales de I’espace 8 des matrices symétriques
réelles étant conjuguées par O(n), il existe a € O(n), tel que A CA,.

On peut alors prolonger un ordre sur X(%A) associé 4 °N en un ordre linéaire
sur X(A,); pour revenir a P'ordre usuel défini sur X(Ag) par N, il suffit d’effectuer
une conjugaison par un certain élément b de N(D) N O(n) (cf. 11.6 (2), (3)).
Le groupe %A est encore inclus dans A, et la condition (ii) de la définition 11.24
est satisfaite pour *A et “N.

Remarque : On pourrait évidemment énoncer la méme proposition pour une décompo-
sition d’Iwasawa K. Aj. N, quclconque de GL(n, R) en substituant 4 « auto-adjoint »
« stable par une mvolutlon de Cartan compatible avec Kj.Ay. Ny ».



§ 12.

12.2 ENSEMBLES DE SIEGEL 85

Note bibliographique

Pour les démonstrations des résultats énoncés en (A), on renvoie  [7] ot I'on trouvera également
d’autres références. Les résultats sur les décompositions de Cartan et d’Iwasawa rappelés en 11.17,
11.18 sont classiques pour les groupes semi-simples réels. L’analogue pour les groupes réductifs est
établi dans [9] ou [5, § 1]. La Prop. 11.22 est due 3 Matsumoto (Proc. Fapan Ac., 40 (1964), 4-7).
Nous avons donné ici la démonstration de [7, § 14]. .

Ensembles de Siegel

Dans ce paragraphe, F est un sous-corps de Ry G un F-groupe réductif, P un F-sous-groupe
parabolique minimal de G°, S un tore décomposé sur ¥ maximal de P, U le radical unipotent
de P; M le F-sous-groupe anisotrope sur F maximal du centralisateur Z(S)° de S dans G°,
et 5/ Pensemble des F-racines simples de G par rapport & S, pour un ordre associé & U.

12.1. On écrira gA pour S§. Pour tout > 0, on pose :
FA‘={aGFA|a“§t (aGFA)}
P,={pePpllp*|st (xesd)}, R=P NP

On a P} = M%.zA.Ug, donc:
P =P, N P = Mp.¢A,. Up.

12.2. LemME. Soient o un sous-ensemble relativement compact de M. Uyg et ¢t > 0. Alors
la réunion des ensembles a.w.a™l (a € gA,) est relativement compacte.

L’ensemble w est contenu dans le produit d’un compact de Mg et d’un compact
de Ug. Comme My centralise pA, il suffit de considérer le cas o  C Ug. L’appli-
cation exponentielle est un homéomorphisme de ug sur Ug, qui commute a Py,
opérant sur Uy par la représentation adjointe, sur Ug par automorphismes intérieurs.
11 reste donc & montrer que si » est compact dans g, alors la réunion des ensembles
Ad a(w) (a€gA,) est relativement compacte. Or ug admet une base formée de
vecteurs propres de Sg, correspondant aux F-racines positives. Comme ces derniéres
sont combinaisons linéaires a coefficients = 0 des F-racines simples, il existe une
constante ¢’ > 0 telle que a* < ¢’ pour toute racine positive et tout a € gA,.
Les restrictions 4 uy des opérateurs Ada (a € gA,) forment donc un ensemble
borné d’opérateurs, d’ou le lemme.
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12.3. DeriNiTioN. Soit K un sous-groupe compact maximal de Gg. Un ensemble
de Siegel de Gy (par rapport a K, P, S) est ensemble produit :

(l) 6=65'Q=K.FA1.0),

ol w est un voisinage compact de ¢ dans M. Up.

On définit de méme un ensemble de Siegel ouvert, en prenant pour  un voisinage
ouvert relativement compact de ¢ dans M. Ug, et en remplagant < par < dans
la définition de gA,. v

On dira que & est normal si zpA est stable par rapport a Iinvolution de. Cartan
associée a K.

On remarquera que la notion d’ensemble de Siegel dépend du corps de définition
choisi; il faudrait en fait parler d’ensemble de Siegel sur F, précision que I’on
omettra lorsque cela ne semblera pas préter & confusion.

Soit F’ un sous-corps de R contenant F. Alors tout ensemble de Siegel sur F de Gy
est contenu dans un ensemble de Siegel sur F’. En effet, on peut prendre un F’-sous-
groupe parabolique minimal P’ = M’.S’. U’ ‘de G9, tel que ’on ait :

S'DS, U'Hou, M'CM,

et supposer que ’on a fixé des ordres compatibles sur X(8’) et X(8). Ona P’ = ;P,
ou O est une partie de ;A (notations de 11.7). D’autre part, les restrictions a S
des F'-racines simples sont des F-racines simples (ou zéro). De 14, on voit tout de
suite que S est contenu dans un ensemble de la forme K.L.w, ot o est compact
dans Mg.Ug et ou :

L={aepA,, a2 >0 (ach)}

pour des constantes u > u’ > 0 convenables.

En particulier, © est un ensemble de Siegel sur F’ si rgp(G) = rgp(G).

Si G est anisotrope sur F, alors un ensemble de Siegel est simplement un voisinage
compact (ou relativement compact) de 1’élément neutre invariant 4 gauche par K.
Si G est un tore décomposé sur R, alors © = Gg.

Supposons que G soit le produit presque direct de deux F-sous-groupes G,, G,
soient &, un ensemble de Siegel de G; (i = 1,2), et K un sous-groupe compact
maximal de Gy contenant le sous-groupe compact maximal K; de G intervenant
dans la définition de S; (1 = 1,2). Alors K.G,.S, est un ensemble de Siegel
de Gg. Cela résulte de la définition et des remarques & 11.8. On ne peut toujours
se borner a prendre G,.S, car G,g.G,y peut étre un sous-groupe propre (toujours
d’indice fini cependant) de Gg. Par suite, le produit K; . K, de sous-groupes compacts
maximaux de Gy et Gy est un sous-groupe ouvert, qui peut étre propre, d’un
sous-groupe compact maximal K de Gg. Dans ce cas, K.5,.G, est la réunion
des translatés de ©;.S, par un systéme de représentants de K/K,.K,.

En utilisant 11.8 et ce- qui précede, on voit de méme que si f: G — G’ est un
morphisme surjectif, et S un domaine de Siegel de G, par rapport a K, P, S, alors
f(S) est contenu dans un domaine de Siegel, par rapport a f(P), f(S) et 4 un sous-
groupe compact maximal contenant f(K).

Si F = R, ou plus généralement si S est aussi décomposé maximal sur R, et si S est
normal, alors M C K et ’on peut prendre pour & un compact de Ug. On retrouve
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en particulier les ensembles de Siegel de GL(n, R) introduits au § 1, qui seront
appelés ensembles de Siegel standards de GL(n, R).

12.4. 11 est clair que K.& = &. D’autre part, si % est un compact de P§, alors
il existe ¢’ > 0 et @' compact dans M}. Uy tels que :

(l) et.u'ncel’.m"

11 suffit de montrer cela lorsque n = ..y, ol a, B, vy sont des compacts de A,
Mg et Ug respectivement. Or, on a :

A o.a By =pA a (0l o.a).B.y.
11 suffit donc de prendre ¢ > 0 tel que gA;.xCgA,; et de poser :
o =alw.af.y.
Dans le méme ordre d’idées, remarquons que si 7 est un compact de Gy, alors
il existe ¢"> 0 tel que :
(2) 7.K.P,CK.P,, 7.K.PICK.P.
Comme Gp = K.P}, on peut se borner au cas ot nC P} et est un produit

n =a.B.y, avec «, B, y compacts dans M{.xA et Ug respectivement. II suffit
alors de choisir ¢’ tel que B.pA,CgA,.

12.5. LemME. Supposons X(GO) = {1}. Alors un ensemble de Siegel est de mesure de
Haar finie.

La démonstration est en principe semblable & celle donnée au § 1, pour les
ensembles de Siegel de SL(n, R). L’application : (&, p) > k.p est une application
propre de K x P§ sur Gg. L’image réciproque d’une mesure de Haar de Gy est
invariante par translations 4 gauche de K et & droite de P}. C’est donc le produit
d’une mesure de Haar dk sur K par une mesure de Haar invariante a droite dp

de P§. On a :
f@dg = f}{dk'f,,A,.a.ﬂdp’

ol z {resp. ) est un voisinage compact de ¢ dans M} (resp. Ug). Le groupe P} est
le produit semi-direct de Z(S) et du sous-groupe normal U, qui sont tous deux
unimodulaires. Par suite, on a dp = ds.du.p(z) ou ds (resp. du) est une mesure
de Haar sur Z(S)% (resp. Ug) et ol :

p(z) = |det (Ad 2)ug| (z € Z(S)R)-
D’autre part, Z(S)% = M%.xA et comme M est anisotrope sur F, le caractére p
est égal 4 un sur M. On peut donc écrire :
ds = dm.da.p(a),

ol dm et da sont des mesures de Haar sur My et zA respectivement, d’ou :

) vedg=cfadm f@du fPAIp(a) da.
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Les deux premitres intégrales de droite sont finies, non nulles. Le caractére p est
la somme des racines positives (chacune comptée avec sa multiplicité), et peut

s’écrire sous la forme p = X ¢,.a, avec ¢, entier > 0. L’exponentielle est un
aErA

isomorphisme de ga sur zpA qui transporte une mesure de Lebesgue en une mesure
de Haar. Comme X(G%jy ={1}, lesa forment une base de X(S). Leurs différentielles
forment donc un systéme de coordonnées sur sg. La derniére intégrale de droite

dans (1) est donc de la forme :
log ¢
¢. 11 e°%-% dg,
a€FA J _ o

et est finie puisque ¢, > 0 (x €5A).

12.6. ProposITION. Soit S un domaine de Siegel sur ¥ de G, et soit c € Gy telque S.c NS
ne soit pas compact. Alors ¢ fait partie d’un sous-groupe parabolique propre contenant P. Plus
précisément, on a ¢ € Py 02 0 est le complément dans zA de Uensemble  des k-racines simples B
pour lesquelles on peut trouver une suite d’éléments x; €S telle que x% —0 et x;.c€G.

(i) On suppose tout d’abord ¢ € Gg. On a pour n€egA :
Pag D Pay =P gun
Il suffit donc de prouver que si 1% -0 (x;,x;,.c€S; j=1,2,...) alors
cePy (0 =5A—{B}).
Soient : :
x; = k;.m;.s5;.n;, xjc = kj.mj.s;.nj,
des décompositions de x;, et x;.¢ suivant K, M, S, U et :
c=u.q.v (u,v€Ugp; g eN(S)y)
la décomposition de Bruhat de ¢. On a remarqué (11.19) que :
N(S)g = (K N N(S)).Z(S)g.
On peut donc écrire ¢ =w.z (we K NN(S)g, zeZ(S)g), etlona :
Ckjmj.siniuaw.z.0 = kj.mj.s}.n.
On a:
kj.m;.s;.n;.uw.z.0 =Fk;. "% n;.u) m;.s;.w. 2.0
kyjomyspon; w20 =kiow.d; 'm0 z00 (dy = 0T %(ng ).
Les éléments m; et n; restent dans des compacts puisque x; € S, donc, vu 12.2,

I’élément d; reste borné lorsque j — co. Il en est alors de méme de ses composantes
suivant K, M, §, U. Comme w™l.m;.w e M (11.6), on voit tout de suite que :

’ 1
8 = 82" 85.5,
ou s, et s, sont les composantes en S de z et d;. Soit « € yA. Comme s;; est borné,
et que s5;* <1 (puisque x;.c€@), il s’ensuit que :

(w.‘.fj)a = J‘}”(a) < 1 (j = ]., 2, ey o€ FA)'
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Posons comme en 11.11, w(x) = Xn,,(w).y. On a donc :
Y

sl;’(u) H J"GY ' < 1.
YErA

Supposons 7,3 << 0, alors w(«) << 0, donc n,, < 0 pour tout v, et chaque facteur
de droite est > 1. Comme le produit est < 1, cela entraine s? =< 1, contrairement
al’hypothése. Par suite,ona n,5 2 0 pour tout a € gA, et 11.11 montre que ¢ € zP,.
(ii) Soit T un tore décomposé sur R maximal contenant S, avec tg orthogonal a {.
On munit X(T) et X(S) d’ordres compatibles, le deuxieéme étant associé a P. Soit P’
un R-sous-groupe parabolique minimal correspondant aux R-racines positives.
Alors © est contenu dans un domaine de Siegel &’ sur R, relatif a2 K, P’, T (12.3).
Soit 9 Pensemble des éléments de gA dont la restriction & S est un élément de ¢.
La partie (i) de la démonstration, appliquée 3 2 =R et &' montre que ¢ fait
partie du R-groupe parabolique RP:, avec { = pA —v. Mais il résulte des
définitions que P, = §P,.

12.7. Pour obtenir les théorémes de réduction lorsque G n’est pas connexe, nous
aurons besoin d’un léger renforcement de 12.4. On conserve les notations précé-
dentes et on note H le sous-groupe de Gy formé des composantes connexes de Gg
qui contiennent un élément n du normalisateur de yA. Evidemment Int n transforme
les racines positives en racines positives pour un autre ordre donc, vu 11.12, 11.21,
la composante n.G} contient aussi un élément ' normalisant zA et permutant les
racines positives. Dans ce cas, n’ normalise aussi Ug, et Pg = Normg, (Ug). Cela
étant dit, montrons que 12.4 reste vrai si S est normal, et n est remplacé par un
compact du normalisateur Q de Pg dans H.

Le groupe L = Ng(3A) N Q rencontre toute composante connexe de Py puisque
Py = Z(A)g. Uy, et toute composante connexe de H par définition de H.
Comme LN Ug={e} et L.UgDPy, il s’ensuit immédiatement que Q est le
produit semi-direct de L et Ug. D’autre part, L est stable par P'involution de Cartan
associée 4 K, donc (9.3) le groupe L N"K est un sous-groupe compact maximal
deLet L = (L NK).Z(zA)§. Vu 12.4, on est donc ramené aucasou nyCLNK.
Soit g e L. Alors Int g laisse S et U stables donc permute les F-racines simples,
d’ou g.gA,.g7l = gA,. D’autre part, g normalise M}.U§ car ce groupe est la
composante neutre de I'intersection des noyaux des « € zA, vus comme caractéres
de Pg. On a dong, si neL.NK :

K.sA.0.MCK..pA;. (ML) =K.5A.0, (o =nl.a.7),

d’out notre assertion.

Ensembles fondamentaux (deuxiéme type)

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme 13.1, qui fournit des ensembles
fondamentaux en général plus maniables que ceux du § 9. En fait, on se bornera
ici & établir qu’ils vérifient les conditions (F;) et (F,) de 9.6, réservant au § 15
PPétude de la propriété de Siegel.
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13.1. TutorEME. Soient G un Q-groupe réductif, P un Q-sous-groupe parabolique minimal
de G, S un tore décomposé sur Q maximal de P et K un sous-groupe compact maximal de Gg.
Soit I' un sous-groupe arithmétique de G. Alors il existe un ensemble de Siegel (par rapport
a K, P, S) S et une partie finie C de Gg tels que :

1) Gp=G.C.T

Avant de passer a la démonstration, indiquons un corollaire.

13.2. COROLLAIRE. Si X(G%q = {1}, alors Gg/I" est de mesure invariante finie.
Cela résulte du. théoréme et du fait que & est de mesure de Haar finie (12.5).

13.3. Nous montrons tout d’abord que si 13.1 est vrai pour un choix de K, il
Pest pour tout autre sous-groupe compact maximal K'. D’aprés 12.4, il existe ¢’ > 0
tel que : '

(N K.P,CK'".P,..

Soit I"=In ( n °F). C’est un groupe arithmétique (7.13), qui vérifie
“visiblement c&cC

(2) I".ccc.T.

D’aprés le critére de compacité (8.7), il existe des compacts «aC M, BC Ug
tels que :

3) M} =a.(I'AM), Ug=8.(I""U).
Utilisant le fait que K’'.P? = K’'.Mg.qA,. Uy, on voit que :
K'.P,.CCK'.qAp.0.(M N T") . Up.C =

=K'.gA, .. Us(M N T").CCK'.A, .x.8.IV.C
d’otr, vu (1), (2) :
(4) K.P,.CCK'.A,.0".C.T" (0 =a.p).

13.4. Comme K rencontre chaque composante connexe de Gy, il suffit évidemment
de démontrer le théoréme lorsque G est connexe. Supposons G plongé dans GL,.
Onavu (9.8,9.9) qu'étant donné u € GL(n, R) tel que u.Gg.u™! soit auto-adjoint,
il existe un domaine de Siegel standard S de GL(n, R) et une partie finie B de
GL(n, Q) tels que Gy = (u1.S.B N Gg).T".

D’autre part, on sait que 'on peut trouver u tel que u.Gg.u™! soit auto-adjoint
et méme « bien placé » dans GL(n, R) (cf. 11.25). Le théoréme 13.1 est donc
conséquence des faits qui viennent d’étre rappelés et du

13.5. THEOREME. Nous conservons les hypothéses et notations de 13.1, supposons G connexe,
et Sy stable par Pinvolution de Cartan associée a K. Soient u un élément de GL(n, R) tel
que u.Gy.u"L soit bien placé, b € GL(n, Q) et S, un ensemble de Siegel standard de GL(n, R).
Alors il existe un ensemble de Siegel S de Gy, par rapport a K, P, S, et une partie finie C
de Ggq tels que : ‘

(1 u1.S,.b N GRCS.C.T:
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La démonstration est dans son principe tout a fait semblable & celle du § 7
de [5], qui établit la finitude du volume en prouvant une inégalité semblable A la
précédente, mais ou & désigne un domaine de Siegel sur R de Gy et C une partie
finie de Gg.

13.6. Notations. K, Ay, Ny est la décomposition d’Iwasawa standard de GL(n, R).
On écrit gA pour S§. Soit Gg = K.A.N une décomposition d’Iwasawa de Gg
telle que A DgA, et que N et U soient associés aux racines positives pour des
ordres compatibles sur X(A¢) et X(S). En particulier N D Ug. Comme les décompo-

sitions d’Iwasawa de Gg sont conjuguées, on peut, quitte & remplacer u par u.v
(v € Gg), supposer que :

1) K=K n'G, "A=A,n"G, 'N=N;n'G

et qu’il y a compatibilité entre l'ordre sur X(A, ¢) et 'ordre sur X("Ag) obtenu,
par lisomorphisme induit par u, 4 partir de 'ordre donné sur X(Ag).

13.7. (a) Remarquons tout d’abord que, vu 13.3 (4), il suffit d’établir I’existence
de ¢> 0 et d’une partie finie C de Gq telle que :

(1 u1.8,.b N GgCK.P,.C.

(b) Soit ¢ € GL{n, Q). Montrons que si I’assertion (1) est vraie pour ‘G, elle l’est
pour G. Pour cela on applique (1), en remplagant u, G, b par u.q7%, ‘G et b.¢™1.
Cela montre I'existence de # > 0 et d’une partie finie C’ de ?Gq tels que :

(2) q.u1.Sy.6.471 NGCK.%P,.C".

11 suffit alors de conjuguer les deux memkres de cette relation par Int ¢! pour
obtenir (1). ‘

(¢) Quitte a remplacer G par ‘G (¢ € GL(n, Q)), on peut supposer que SCD
(D étant le groupe des matrices diagonales de GL,), UgCN, et que les ordres
sur X(D) et X(S) sont compatibles.

En appliquant & GL, le théoréme de conjugaison des sous-groupes trigonalisables
sur @ (11.10), on peut tout d’abord se ramener au cas ou :

(3) SCD, UgCN.

Vu 13.6, on a :
SACHACA,, “Up C *NC N,.
Ainsi, *S et S sont deux sous-tores de D, conjugués par un élément de GL(n, R).
Comme D est un tore décomposé sur D maximal de GL,, il existe (11.12) un élément
v e N(D)q = N(A), tel que :
v.x. vl =u.x.oul (x € gA).
On a donc u = z.v (2 €Z("S)q). Les ordres sur X(D) et X(*Ag) d’une part,

sur X(*Ag) et X(*S) = X(*S) d’autre part, étant compatibles, il en est de méme
des ordres sur X(S) et X("S); en particulier, "UgCN. Le groupe *G vérifie
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donc les conditions énoncées dans (¢), d’ou notre.asseri‘ion, compte tenu de ().
(d) L’algébre de Lie ny de N, est somme directe de la sous-algebre :

m=mN38) = X g
a>0,a(8)=1
et du sous-espace :
= X G
a>0,a(8)#1

qui est visiblement un idéal. Par suite (11.13), I’application produit est un homéo-
morphisme de N; X N* sur N, (N; = exp n;, N* = exp n*).

Le groupe Z(S) laisse g, et g, N u stables. Comme il est réductif, défini sur Q,
il existe un Q-sous-espace 1n,_, supplémentaire de g, N 1 dans g,, stable par Z(S).
Soient 1, la somme des 1,,, (x>0, a(S) # 1) et N, = exp 1y g. Pour tout
B> 0 non trivial sur S, la somme des sous-espaces Qg,p (« = B, «(S) # {1}) est un
idéal de n*. Le lemme 11.13 montre donc que I’application produit est un homéo-
morphisme de N,.Ug sur N*, d’ou finalement une décomposition topologique
Np = N;.N,.Ug (qui est en fait biréguli¢re sur Q, mais nous n’aurons pas besoin
de ce fait). Nous nous proposons maintenant de prouver qu’il suffit de démontrer (1)
lorsque :

“) b=gq1ly (g € N(D)g, veN,;.N,).
En utilisant la décomposition de Bruhat de GL(n, Q) (cf. § 3), on peut écrire :
(5) b=n".t.w.n (n,n' €Ny q» t€Dq, weN(D)gN O(n)).
D’autre part, n =2.2" (2€N,;.N,, v" € Ug). Il existe un domaine de Siegel
standard &’ de GL(n, R) tel que S,.n'.tC &', d’ol :

.S bNGCul S . wo. s’ NnGC (wl.&.w.vNnG).v

et notre assertion. ‘
(e) Comme SC D, le groupe Z(S) est auto-adjoint dans GL(n, R), donc les compo-
santes k, a, n de u dans la décomposition d’Iwasawa standard de GL(n, R) font
partie de Z(S). Posons :

K = u—'Ko — n—‘.a—‘Ko’ A = n—‘.cr-‘Ao — ”—IAO'
Evidemment, N, = ""-¢"'N,, donc K'.A’.N, est la décomposition d’Iwasawa
de GL(n, R) conjuguée de K,;.A,.N, par n7l.a"l. Ecrivant G, sous la forme
Sy = Ky. Ay ;.0 (w compact dans Ng), on a :
ul.Gy.qlo=u1Kj Ay, 0. .o =011 Ky Ay ;. 0.g710
ul.G.gt.oCK .1l Ay, 0.g7.uCK LAl .. (n7lgin) . n7 1y
ot ¢' est tel que a 1A, ,CA,, etol o =ntw.n Comme nlglneN(A),
que n.veN;.N,, et que K'.A;.0’ est un ensemble de Siegel par rapport a
K’, A’, Ny, on est ramené au lemme suivant >

13.8. LEMME. On conserve les notations de 13.5. Soient K'.A’.N, une décomposition
d’Iwasawa de GL(n, R) telle que K' DK, A’'DgA, NyDUpg, et que N, et Ug sotent
assoctés aux racines positives d’ordres compatibles sur X (Ag) et X(S). Soient S’ un ensemble
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de Siegel de GL(n, R) par rapport & K', A’y Ny, et g € N(A')g, v‘eNl.Nz (notation
de 13.7). Pour tout w e qW(G,S), soit x, un représentant de w dans N(S)q. Alors,
tl existe t> 0 tel que :

&'.¢qtvC U K.P,.x,

wE QWIG)
Chaque composante de N(A’) modulo Z(A’) rencontre K’ (11.19). 11 existe ,

donc zeZ(A') tel que z.¢7* e N(A') N K'. Comme &'.z est contenu dans un

domaine de Siegel par rapport 4 K’, A’, N, on voit que I'on peut supposer :

geN(A) nK/,

ce que nous ferons.

Soit x€@&’ et soit x=~4A'.a".n sa décomposition d’ Iwasawa par rapport 3

K’, A’, N,. Supposons de plus # € G.v71.g. On peut écrire :

n x.qgYo==F.d.n.qglo="Fkm.s.u

ol : kekK, m e Mg, SEQA, u € Ug,

(ll 19) Comme on I’a remarqué, le produit k.m, s et u sont complétemcnt déter-
minés par le membre de gauche, et dépendent continiiment de x. Les éléments %
et m sont déterminés seulement au produit par un élément arbitraire du groupe
compact K N M§ prés. Mais cette indétermination est sans importance pour nous
ici, car nous nous intéressons seulement & savoir si des éléments parcourent des
parties bornées de Gg.
(1) A montrer : L’ensemble des éléments ™*u (notations de (1)), ot x parcourt S’ N G.v™1.q,
est borné.
On a :
(2) x.go="Fk.g1.%.%" v,.0, (v €Ny, v, €Ny).
Soit ¢ = ®n. On peut ’écrire sous la forme :
(3) c=Fk,.m,.a,.n, (k. €K', m,eMg, a, €qA, n,eNg).
Comme ¢ est borné lorsque x parcourt &', d’aprés 12.2, chaque facteur du membre
de droite est aussi borné. Substituant dans (2), on obtient :

x.qg .o ="~F'm .a,%" (%) .n,.%" vy.0, (R =k .¢t.k, eK').
4) x.q Vo= (k" m,.a,.% v). (v7t. (%) .n,.% .v) .0,
Comme n, e N* = N,.Uyg etque % €A’ et »; € N' normalisent N*, le deuxi¢me
produit entre parenthéses du membre de droite est dans N+, le premier fait partie
de K’.Z(S)g. Comme 2, € N*, on obtient, en comparant (1) et (4) :
(5) m.seK'.m,.a,.% .v,eK'.Z(S)g, u.v;'= vl‘l.("a)‘l.nc."a.z)1 eN*.
L’élément m.s € Z(S) laisse Ug et N, stables (cf. 13.7.¢), donc ™ *x est la compo-

sante dans Ug de ™ (u.2;1). Il suffit par conséquent de voir que ce dernier élément
est borné. Vu (5), cela revient & prouver que :

z = Int (m;.q,.%.2;) . Int (s71.(%)™Y) (v,) = Int (m,.a,) ()

est borné, mais cela résulte du fait remarqué plus haut (cf. (3)), que m,, a,, u, sont
bornés.
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(ii) Démonstration du lemme 13.8 : Soit :
' C={acqAla* 21, (xeg))}

Soit, pour w e §W(G, S) :
M,={xe@ .¢q7.oNnGlx,.5.5;1 € C},

ou s est défini par (1). Comme C est un domaine fondamental pour W dans gA,
&'.g71.u " G est la réunion des M,, (w € W), et il suffit de montrer qu’il existe
t>0 tel que :

(6) M,CK.P,.x,.

On peut trouver (11.19) un élément 3,eK tel que »,.x;1€Z(S). Il existe
donc t'> 0 tel que :
P,.»,CP,.x,,

et on est ramené i prouver que l'on a :
) M,CK.P,. y,.

pour ¢t > 0 convenable. On a (cf. (1)) :

x.qglv=kmsu="~F"™um.s

v -1 -1 -1 . -1 7 = 1
Z=4X.9 ".V. )y _k'yw ',yu"(m "ll) D '\_yu:‘m')'u‘l)'(.yw'.s')wl/'

Posons d = y,.(" *u).y;'. On a une décomposition :
d=Fky.my.s5;.u4 (b eK, myeMj, s;€qA, uzeUpg),
d’ou :
z=k"myspu (pm. 350 (D5 350, (R =k.y 1. kye K).

L’élément y, normalise S, donc M (cf. 11.6). Comme M normalise Ug, on voit
que Pon peut écrire :

2= (R my. yyom. y1) (S DS I50) - (o),

ou u" € Uy est un conjugué de u,; dans Py, et ol les trois facteurs définis par les paren-
théses sont les composantes de z dans K.MJ, qA et Uy respectivement. Ainsi la
composante s, en gA de z est égale a s;.(3,.5.yz'). D’apreés (i), s; parcourt un
ensemble borné lorsque x € ©’.¢71.o N G. Supposons x € M,,. Alors y,.5.7;'€C.
II existe donc ¢> 0 tel que :

) S, = S4. 9,5 Inl € gAA,
ce qui établit (7).

Note bibliographique

Dans le cas du groupe linéaire sur une algébre a division sur Q, le théoréme 13.1 est équivalent a
un théoréme de réduction classique, que I’on trouve par exemple dans [32]. Le cas général est annoncé
dans [2], et la démonstration donnée ci-dessus est celle a laquelle [2] fait allusion. Une démonstration
trés différente, basée sur Ja considération du groupe adélique de G, a été ensuite obtenue par Godement-
Weil [12]. Nous en donnerons un analogue sur Gg au § 16.
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14.4 REPRESENTATIONS FONDAMENTALES

Représentations fondamentales. Fonctions associées

14.1. Soient G un R-groupe réductif connexe, P un R-sous-groupe parabolique
de G, et y € X(P). On dira qu’une fonction continue ® sur Gg, & valeurs réelles
positives, est de type (P, y) si elle vérifie :

O(g.p) = P(g)-1p*l,  (6€Gg, pePy).

Nous faisons tout d’abord quelques remarques simples sur les fonctions de ce type.

14.2. (a) 11 existe toujours une fonction > 0 de type (P, y), invariante & gauche
par un sous-groupe compact maximal donné K. En effet, on a la décomposition
Gg = K.P}, etilestclair que |p*| =1 si p appartient & un sous-groupe compact
de Pg, en particulier, si p e K N P. En posant ®(k.p) = [p*|, on obtient donc
une fonction sur Gy vérifiant nos conditions. _

(b) Soient ®, ®’ deux fonctions de type (P, %), et supposons ®' > 0. Alors ® < @’
sur Gg.

La fonction ®/®’ a une borne supérieure ¢ > 0 sur K. Comme Gg = K.P§,
et que 'on a :

(@/@") (g-p) = (/@) (&)  (¢€Gr, pePn)

il s’ensuit que P(g) < ¢.P'(g), (g € Gg).
En particulier, on voit que si @, @’ sont toutes deux strictement positives, alors ® < ®’.
(¢) Soit C un compact de Gy et soit ® > 0 de type (P, y). Alors :

Q(c.g) <P(g) (g€Gg; ¢€C).
En effet, on a, en posant g =k%.p (ReK, pePg) :
D(c.g)[D(g) = D(c-k)[D(R),

et il suffit de remarquer que, puisque K est compact, le membre de droite est =< 1
lorsque ceC, kekK.

-14.8. Soit © : G — GL(V) une représentation de dimension finie de G. Supposons

que V contienne une droite D stable par P, et soit y le caractére de la représentation
induite de P dans D. Munissons V d’une norme hilbertienne || ||, et soit ¢, un vecteur
sous-tendant D. Alors, la fonction :

D(g) = |Im(g) -¢ll

est évidemment > 0, de type (P,y); si m(h) (h € G) est unitaire, alors @ est
invariante a4 gauche par A.

Les propriétés les plus importantes des fonctions de type (P, %) seront établies en
considérant des fonctions construites par ce procédé.

14.4. Soit k£ un sous-corps de R, et supposons que P soit un k-groupe parabolique
minimal. Soit S un tore décomposé sur # maximal de P et ;A ’ensemble des racines
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simples de G par rapport 4 S, pour un ordre associé 2 P. On suppose X(S)® Q
muni d’un produit scalaire ( , ) euclidien invariant par le groupe de Weyl relatif
W(G). Un élément x e X(P), est dit dominant si (y,a) = 0 (x €,A). Pour
tout « €,A, on choisit un élément A, € X(P),, trivial sur Z(G)?, vérifiant :

(l) (Aa5 ﬂ) = da'saB (da > 0, o, B ekA)

et on appellera les A les k-poids dominants fondamentaux de DG. Un élément y € X (P),
est donc dominant si, et seulement si, un multiple positif de y est somme d’une

N

combinaison linéaire 4 coefficients entiers = 0 des A,, et d’un caractére trivial
sur PN DG.

Etant donné un poids dominant y, trivial sur Z(G)® N DG, il existe une représen-
tation irréductible 7 : G — GL(V) définie sur %, et une droite D, CV, définie
sur &, stable par P, sur laquelle P agit par I'intermédiaire de y. Pour p € X(S), soit :

V,={veV,n(s).o =s.0(se8)}.

C’est un k-sous-espace de V. On dit que . est un %-poids de ©si V,, % 0. On sait
que V est la somme directe des V,, que V, est de dimension un, et que tout k-poids
de 7 est de la forme :

(2) po= x—aGZkAca(u)-a (ca(w) N).

En fait, cela est démontré dans [7, § 12] lorsque G est semi-simple. Mais ’extension
au cas considéré ici est immédiate; en effet, soient y;, x, les restrictions de x a Z(G)°
et DG NP, et o la représentation de DG de poids dominant y, donnée par [7,
loc. cit.]. Alors, vu que y est supposé trivial sur Z(G)? N DG, il est clair que y; ® ¢
est une représentation de G ayant les propriétés requises. Remarquons encore que
si y est dominant, il admet toujours un multiple positif trivial sur DG N Z(G)9,
puisque ce groupe est fini.
Un groupe compact maximal K d’algébre de Lie orthogonale a celle de Sy étant
choisi, on munit Vi d’un produit scalaire euclidien par rapport auquel p(g) est
unitaire (resp. auto-adjoint) si g € K (resp. g € Sg), ce qui est toujours possible.
En particulier, les sous-espaces V, sont mutuellement orthogonaux. La fonction
D : g |Im(g).¢ll (6 : vecteur unitaire sous-tendant D.) est alors > 0, de
type (P, ), invariante & gauche par K. On notera ®, la fonction ainsi obtenue
pour y = A,. Etant donné y € X(P), on obtient une fonction > 0 de type (P, %)
en posant :
3) o= II ®f,

aEA
ou les d, sont les nombres rationnels positifs tels que my — Xmd, A, soit un
caractere trivial sur Z(G)® pour m e N convenable. '
Vu (14.2 b) toute fonction de type (P, y) (resp. et > 0) est essentiellement dominée
(resp. est comparable) a cette derniére.
Utilisant la décomposition P = M.S.U de P, on peut écrire g € Gy sous la forme :

g=rk,.m,.s,.u, (k,eK, m,eMpg, s,€8% u,eUp).

On a alors m(g).¢p = ‘rc(k,).si‘.eo, d’ou :
(4) Q. (2) = 55
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14.5. Exemple. Soit G = 8L,. Soient P (resp. S) le groupe des matrices triangulaires
supérieures (resp. diagonales) de SL, et K = SO(n). Les représentations fonda-
mentales de G sont les puissances extérieures AN\ (1 £ i < n—1) de la repré-
sentation identique. Dans les notations du § 1, les racines simples sont les quotients
ailaii1,i1 (E=1,...,n—1), la base duale A, est formée de :

Ai=ay-... g i=1,...,n—1);
la représentation irréductible de poids dominant A, est la i-éme puissance extérieure.

Dans A'R", la droite stable par P est sous-tendue par e; A...A¢. Dans ce cas,
les fonctions @, ne sont donc autres que les fonctions @; du § 1.

14.6. ProrosiTION. On conserve les notations précédentes. Soient y € X(P), dominant
et @ une fonction > 0 de type (P, y). Soit S un domaine de Siegel de Gy par rapport a K, P, S.’
Alors :

O (x. y) > O(x).0(») (xeS; »yeGy).
11 suffit de démontrer cela pour la fonction ® = @, de 14.4. On peut écrire :
(1) w(e)-o = ZAue)  (fule) €Vi; g€Ga)s

ou p parcourt les k-poids de 7, d’oli, puisque les espaces V, sont deux a deux
orthogonaux :

()2 =Xl fulg) 1%
En utilisant les décompositions P = M.S.U et Gy = K.P§ (cf. 11.19), 0on a :

x = k,m,s,u, (k,eK, m,eM}, s,€5% u,eUy),
d’ou :
[lm(x. ) -eqll = [ 0(ss) - 7o (g 2z ) €51
On a :
7fc(fau)‘7'C(mac'uac‘.y)~"’0 = ?5'; ‘ﬁm(mm'uz'y)a
donc

Dx.2)? = ()% 1 fy ) I
mais (14.4 (4)), on a ®(x) = s%, donc compte tenu de (14.4 (2)).
(2) O(xy)? = O)? D (Msz¥aw =) || f, (. ,.5) >

Comme x est dans un domaine de Siegel, on a s* < ¢. Les ¢, (u) étant = 0, il en
résulte que le produit figurant devant || £, (m,.u,.y)||? dans (2) est >l lorsque
x€, dou :

D (x.5)? ><D<x>2.(gnnfu<m,.uz-'y>uz)=<1><x>2.d><m,-u,.y>2 (xS, yeGy).

Les éléments m, et u, varient dans des compacts puisque x € S, donc (14.2 (¢)),
D (m,.u,.y) <D(y), d’our le lemme.
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14.7. Notarion. Dans les paragraphes suivants, on utilisera simultanément des
décompositions d’Iwasawa et de Bruhat. On écrira la décomposition de x € Gy
suivant K, M, S, U :

) x =Ry my.s,.n, (k, e K, m,eMy, s5,€8% n,eUg).

D’autre part, nous désignerons par la méme lettre un élément w € ,W(G) et un
représentant de w dans N(S),, choisi une fois pour toutes. Soit I3 P’ensemble de
ces représentants. Soit U~ le k-sous-groupe unipotent maximal correspondant aux
k-racines négatives et soit U,, le plus grand sous-groupe V de U tel que w 1. V.wC U".
Onsait (§ 11) qu’étant donné g € Gy, il existe un et unseul w, € MW tel que 'on ait :

@) g = U, w,.2,.0, (u, € U,',,g_k; 2, €Z(S);; v, €Uy),

les facteurs de droite étant tous univoquement déterminés par g.

14.8. ProrosITION. On conserve les notations de 14.6. Soit O une fonction > O de type
(P, x), oty est dominant. Alors :

(i) O(s;) < P(g) = 5 (¢ € Gr),
(i) D) >1, (ue Ug).
(iii) Une partie C de Ug est bornée si, et seulement si, { <1 sur C pour toute fonction
¢ >0 de type (P,v) et tout v € X(P), dominant.

Démonstration. (i) Vu 14.2 (b), il suffit de démontrer (i) pour la fonction ®_;
dans ce cas on a égalité (14.4 (4)).
(ii) Il suffit de considérer la fonction @, de 14.4. Or, on sait que U~ laisse stable
la somme des espaces V,, (i # ), donc :

Tt(u) 69 = ¢y + uE){fu("‘)’ (ueU),
Q) =1+ u§x||fu(u)||2 z L.

(iii) Comme U~ C DG, on peut se borner au cas ot G est semi-simple. La nécessité
de la condition est évidente. Soit v un poids dominant qui n’est orthogonal & aucune
k-racine simple. Nous voulons montrer réciproquement que si ® > 0 de type (P, 7)
est < 1 sur G, alors C est borné. On peut supposer que ® est associée & une repré-
sentation irréductible (w, V) de poids dominant v;. L’hypothése faite sur v implique
que P est tout le groupe de stabilité de la droite D, engendrée par ¢, [7, § 12].
Par suite, ’application ¢ : u > 7(x).¢, est une application injective de U~ dans V.
D’aprés un théoréme de Rosenlicht [27, Thm. 2], ¢(U~) est fermée. Par suite, ¢ induit
un homéomorphisme de U~ sur ¢(U~). Comme I’hypotheése signifie que I’'image ¢(C)
de C est bornée, il s’ensuit que C est borné.

14.9. CoroLLAIRE. Soit B une partie de Gg. Alors ensemble des composantes s, ‘b € B)
est borné si, et seulement si, ® <1 sur B pour toute fonction ® > 0 de type (P, y) et tout
poids dominant .
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La nécessité de la condition résulte de 14.8 (i). Réciproquement, si cette
condition est remplie, on a, vu 14.8, s¢x<1 (beB) pour tout y dominant.
Comme I’ensemble de ces caractéres contient un syst¢me de coordonnées sur S§, la
réciproque s’ensuit.

14.10. CoroLLAIRE. Dans les notations de 14.7, on a, pour tout poids dominant , et toute
Sonction ® > 0 de type (P, y) ¢

D(g) = D(s;) > D(2,) (g€ Gy).
On peut se borner 4 une fonction ® =@,y Ona :
D(g) = O(w,.w; . u, . w,.2,.v,) < P(w; . u,.w,.2,) = Pw; . u,.w,) P(z,).

Comme w;l.u,.w, € U~, le corollaire résulte alors de 14.8 (i), (ii).

La propriété de Siegel

Nous nous proposons ici d’étendre au cas d’un groupe réductif les résultats du § 4,
par des démonstrations semblables.

15.1. Dans ce paragraphe, & est un corps de caractéristique zéro, G un k-groupe
réductif, P un k-sous-groupe parabolique minimal de G% S un tore décomposé
sur £ maximal de P. On fixe sur X(S) un ordre associé¢ a P, et on dénote par D une
base de X(S) ® Q contenue dans X(S) et formée de ’ensemble ,A des k-racines
simples de G et de caracteres triviaux sur S N DG.

Pour tout w €;W(G, S) et a €;A, on pose :

(1) w(e) = T nug(w).B.
BERA

Les coefficients n,5{w) sont donc des entiers, tous de méme signe.
Le théoréme suivant est dt & Harish-Chandra (non publié) lorsque % = R. La
démonstration dans le cas plus général considéré ici est essentiellement la méme.

15.2. TuEorREME. Supposons kC R et G connexe. Soit S un domaine de Siegel de Gg par
rapport & K, P, S. Soit C = C1 une partie symétrique de G, telle que |2%| > 1 sur C
pour tout poids dominant . Alors Cg = {ce C, S.c NS # o} est relativement compact
dans Gg.

Remarquons tout d’abord que la condition imposée & C peut aussi s’exprimer
par ®(z,) > 1 sur C pour tout poids dominant y, et toute fonction > 0 de type (P; %).
(i) A montrer : u,, s, et 5;, Sont bornés lorsque ¢ parcourt Cg.

Soit ¢ € Cg. On peut donc trouver x €S tel que x.c € S. Vu 14.6, on a, pour
tout poids dominant y et toute fonction ® > 0 de type (P, y) : -
O(x) = D(x.c.c™l) > Ox.c) D7) > O(x).D(c) . O(c™!) (ceCs; xeSTING).



100 INTRODUCTION AUX GROUPES ARITHMETIQUES 15.2

Cela entraine : .

1 Q). () < 1, (c € Gg).
Comme C = C7! et que ®(c) > D(z,) (cf. 14.10), Phypothése et (1) impliquent
que ® =<1 sur Cg, d’olt aussi D(s,) 1 xP(z,) sur Cg; cela montre que s, et z,,
sont bornés.

‘Mais on a (dém. de 14.10) :

_ D) = D(w;t.u,.w,) . P(z,),

donc ®(w;'.u,.w,) < 1. La Prop. 14.8 implique alors que w;!.u,.w, est borné.
Il en est donc de méme de u,. ’

(ii) Pour démontrer le théoréme, on proct¢de par induction sur le k-rang de G.
S'il est nul, alors S est compact, et le théoréme est évident. Nous supposons donc

rg,(G) > 0 et le théoréme vrai pour G’ si rg,(G’') < rg,(G). Nous considérons
tout d’abord le cas ot X(G), = {1}. Pour tout w €W, posons :

C‘G.w =G N (Pr.w.Py),
ol, de nouveau, nous notons aussi w un représentant de w dans N(S), choisi une

fois pour toutes. Nous avons 4 prouver que Cg , est borné et distinguons pour
cela deux cas :

(a) w ne fait partie d’aucun soits-groupe parabolique propre contenant P. Soient :
(1) M=8nG&.Cg,, M =& NnG.Cg,,-
Ona Cg,CM-1. M’ IIsuffit donc de montrer que M et M’ sont bornés.

Soient x e M et y = x.c. Cette égalité peut s’écrire, en utilisant les décompositions
d’Iwasawa de x, y et la décomposition de Bruhat de ¢ :

Rymy.s,.n, 0, w.2,.0, = ky.my,.s,.n,.
Nous voulons aussi écrire le membre de gauche en décomposition d’Iwasawa de
maniére 4 pouvoir comparer les composantes des deux membres. On a :
Y= hymy o5 (0, 0,) 5, 0. 2.0, = Ryumg.w YT % (ny ) Y s, 200,
Posons :
d=w.""%(n,.u,) = ky.myg.55.04.

Alors k;.my.s; est la décomposition d’Iwasawa de w, donc %; normalise M, d’otx :

Sy = 5377 5,05,
D’apres 12.2, I’élément d est borné, donc s; est borné. D’autre part, s, est borné
d’apres (i). On a donc, pour tout « € ;A :
2) sE 2 (Wl w)® = 0@,
On a, dans les notations de 15.1 :

J-:(a) —_ l;l:;“ﬁ('”)‘ﬁ~

Fixons B €,A. Vu I'hypothese faite sur w, et 11.11, il existe « €A tel que

n,p(w) < 0. On a alors n,5(w) £ 0 pour tout y €A, donc chaque facteur de

droite est > 1. Mais s < 1 puisque y € S; par conséquent, on doit avoir :
snypt) B 2 | (v €:4).
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Vu que n,4(w) # 0, cela donne en particulier s <1, et, étant valable pour
tout B €,;A, montre que s, est borné. Mais m, et u, le sont automatiquement,
donc M est borné. Tenant compte de (2), on voit que s, est borné, donc y est aussi
borné.

(b) Lélément w fait partie d’un sous-groupe parabolique propre P’ contenant P. On a alors
Cs., C P’ et il suffit donc de montrer que G’ = Cg N P’ est borné. Soient x,y €S
tels que x.c =y (¢ € C'). En multipliint les deux membres par k;1, on voit que
Pon peut supposer x € PCP’, donc aussi y € P’. Par suite :

(3) C1=C ={ceCnP, nP).cn (ESNP) s}

11 suffit de considérer le cas ou P’ est propre maximal. Vu 11.8, 11.9, il existe alors
Be;A telque P =Py (6 =, A—{B}), etl’on a les décompositions canoniques :

4) P'=17(Se). Vo,  Z(Se) = L. My. Sy,

ou rg,(Lg) = rg(G) — 1, rg(Mg) = 0, et Sy est de dimension un. Le groupe Lg
est semi-simple, et 0 s’identifie 4 ensemble des k-racines simples de Ly pour un
ordre associé & P N L.
On peut supposer w € Ly. Le radical unipotent U de P est produit semi-direct
sur k de Ly N U par V,. La premitre égalité de (4) représente aussi un produit
semi-direct sur k. Dans Pégalité :

¢ =, w.z.v, = h;.b, (hs € Z(Se)xs b, € Vo.2);

en utilisant la décomposition de Bruhat de k, dans Z(Sg),, on voit que 'on peut
supposer :

(5) hy = ty.w.2,.b,, v, =bl.b, (v b, €Ly Uy; z €Z(S)).

Quitte & agrandir S, on peut admettre que &' est le produit de ses projections
sur Z(Sg) et Vj, la deuxitme étant compacte, donc :

(6) he € (8" N Z(Sp)) ™. (" N Z(Sp)) (ceC).

Nous montrerons tout d’abord que k, est borné. Soient ;, w,, 3 les projections
canoniques de Z(Sq) sur ses quotients Q;, Q,, Q4 par My.Sy, Lg. My et Ly. Sy
respectivement. La restriction & Z(S,)g de l’application :

= X T X i Z(8) >Q=0Q,; X Q; X Q4
est de noyau fini, et son image est fermée, car elle contient la composante connexe
de ¢ dans Q, pour la topologie ordinaire. C’est donc une application propre, et il
suffit de montrer que w;(k,) est borné (i = 1,2, 3).
Soit 7 = 2, 3. D’apreés (5), on a m;(h,) = m;(2,), d’oir notre assertion dans ces cas,
puisque z, est borné, vu (i).
Soit T = m (&' NZ(Sy)). On vérifie immédiatement & partir des définitions
que T est un ensemble de Siegel de Qg (par rapport aux projections Kj, P;, S,
de KNnLy, PNLy et SNLg). Vu (6),ona :
%) my (k) € T L.

Comme T, est un k-morphisme, on a (k) € Qqx et Pégalité C' = C'* de (3)
implique immédiatement que Pensemble des &, est aussi symétrique. &, est une
k-isogénie de Ly sur Q,. L’homomorphisme =;: X(P,) = X(Z(Sp)) induit par =,
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transforme un poids dominant en un poids dominant. Si l'on applique &, 4 la
relation %, = u,.w.z,.b,, on voit que l'on obtient la décomposition de Bruhat
de m,(k,) par'rapport a Py, S,. En particulier, w,(z,) est la composante relative
4 Z(8S,) de m,(h,). Il s’ensuit que ensemble des =, (h,) vérifie toutes nos hypotheses.
Comme rg,(Q;) = rgi(Ly) < rg,(G), on peut appliquer lhypothése d’induction,
donc T, (h,) est borné.

11 reste encore a faire voir que b, est borné. Or légalité x.c =y peut s’écrire :

’r . ’r
ey syong.ny by by = ky.mi.s,.nl.n) (ngyn, e UNLg; n',m) €Vy),

doir :
’r — _1 r
n) = h7l.nl . h,.b,.

/I

On vient de montrer que k, est borné. Quant & n;’, n,’, ils le sont aussi puisque
%, y €S, donc b, est borné:

(iii) Cela tcrmine la démonstration lorsque X(G), = {1}. Dans le cas général,
G s’écrit comme produit presque direct G = G;.Z ou Z est un tore décomposé
sur ket X(G;), = {1}. Soit n: G - G’ = G/Z la projection canonique. w définit
une k-isogénie de G, sur G’, donc X(G'), = {1}. D’autre part, =(P) et n(S) sont
respectivement un k-sous-groupe parabolique minimal et un tore décomposé sur %
maximal de G’, et il résulte immédiatement des définitions que w(S) = &’ est un
ensemble de Siegel de Gg. Ce qui a déja été démontré montre alors que (Cg) est
relativement compact. Comme Z est un tore décomposé sur %, ’homomorphisme =
applique G;, sur Gy, pour toute extension ' de %, d’ol1 I’existence d’un compact
Q C Gy telque CgC Q .Zg. Ecrivons ¢ € Cg sousla forme ¢ = ¢,.7,(9, € Q, 7. € Zg)
ou g, et 7, sont déterminés au produit par un élément du compact Q.Q N Zy pres.
On a,vu (14.10), ¢* > 1, d’ol rX > 1, pour tout poids dominant x. Mais ’ensemble
des restrictions & Z des poids dominants de G contient un sous-groupe d’indice fini
de X(Z), donc r, est borné, ce qui termine la démonstration.

15.3. COROLLAIRE. Supposons k = Q. Soit E une partie symétrique de Gq formée d’éléments
a dénominateurs bornés. Alors Eg = ENG™1.G est fini.

(Dans cet énoncé, on a identifi¢ G & un Q-sous-groupe de GL,. Remarquons
que pour une partie gymétrigue M de Gq, la condition d’étre « & dénominateurs
bornés » est indépendante de la représentation matricielle choisie, car (7.1, 7.2)
si ¢ :G — GL, est un Q-morphisme, les coefficients de ¢(g) sont des polynomes
A coefficients rationnels en les coefficients g;; de g et en (det g)™L.)

Les éléments de E ayant des coefficients rationnels & dénominateurs bornés, on
a |detx]>1 sur E, d’ot aussi, puisque E est symétrique, |detx| <1 et :

1) |detx| =<1 . (x € E).

Etant donné .w € W, posons G, =U,.w.P et E,=ENG,. Ona :
w?l.G,CU-.P=U".Z(S).U.

Notons z, la composante en Z(S) d’un élément de U~.Z(S).U. On a alors :

2 = 2 (xE Gu).

w2z z
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D’autre part, w™.E, est formé d’éléments de Gq i dénominateurs bornés, dont
le déterminant est, vu (1), comparable 4 un en valeur absolue. On est donc ramené
a prouver que si FC Ug.Pq est formé d’éléments & dénominateurs bornés, vérifiant

(2) |detx| =<1 : (xeF)
alors :
(3) |z > 1 (x € F;  poids dominant).

On peut se borner 4 un ensemble de poids dominants contenant une base de
X(S) ® Q. Etant donné y, soient, comme dans (14.4), = : G — GL(V) une repré-
sentation irréductible, définie sur @, et D, une droite stable par P, sur laquelle P
agit par l'intermédiaire de y. Il existe une base (¢) de Vg formée des vecteurs
propres de S, dont le premier sous-tend D,.. Si x = u.z,.v (¢ e U™, v € U), alors :

m(x).e; = m(u). 2% .6, = 2X(e; + X 6(u).¢),
i>2

donc :
4) 2 = (%)

Mais 7(x),, est une fonction réguliére sur G, définie sur Q. C’est donc un polynéme
a coefficients rationnels en les coefficients #;; de x et en (det x)”'. En multipliant
par une puissance convenable de det x, et en tenant compte de (2), on voit qu’il
suffit de prouver que si R est un polynéme a coefficients rationnels en les coefficients
de x, qui ne s’annule pas sur F, alors |R(x)| > 1 sur F. Or, si m est un multiple
des dénominateurs des coefficients de R et des éléments de F, on a évidemment
m|Rixj| 2 1 (x€F), d’ol notre assertion.

15.4. TuEOREME. Soient k = Q et S un ensemble de Siegel de Gy (par rapport a K, P, S).
Sotent A une partie finie de Gq et I' un groupe arithmétique de G. Alors S. A a la propriété
de Siegel pour T

11 s’agit donc de montrer que, étant donné ¢ € Gq :
M={yel|G.AqgNG.A.y # o}
est fini. '
On peut supposer I'C Gz; ses éléments sont de déterminant égal & + 1, donc :
E=AT.¢gL.LA'TUA.¢q.T".A?

est une partie symétrique de Gq, formée d’éléments & dénominateurs bornés, et
Pon est ramené a 15.3 lorsque G est connexe.

Supposons maintenant G non connexe. Quitte & agrandir A, on peut se borner
au cas ot I'C GO Les Q-sous-groupes paraboliques minimaux de G° étant conjugués
sur @, on a2 Gg = N,P)q.(G%q. On peut donc trouver des parties finies A’, B’
de N, Plg et A", B” de (G%gq telles que ACA’.A”, A.qCB .B". D’autre
part  i2.7;, il existe un ensemble de Siegel &’ contenant &.(A’ U B’). Soit

C= A"V B”. Il suffit de montrer la finitude de :

M=Tn(3.0)1.&.C.
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Comme Gg =K.(G%, K.&'=@&', et I'CG’ ona aussi :
' M=Tn(S".01.(&".0), (" =6 NG,

et ’on est ainsi ramené au cas, déja traité, du groupe connexe.
En combinant 12.5, 13.1 et 15.4, on obtient le théoréme suivant, qui est le principal
résultat de la théorie de la réduction pour les groupes arithmétiques.

15.5. TutorkME. Soit k = Q et soit I" un groupe arithmétique de G. Il existe un ensemble |
de Siegel S sur Q de G et une partie finie C de Gq tels que Q = S.C soit un ensemble
Sondamental pour T' dans Gg. Cet ensemble est compact si rgq(G) = O et est de mesure de
Haar finie si X(G%q ={1}. Pour toute partic finie A de Gq, Pensemble T' N (QA)"1.QA

est fini.

Nous terminerons ce paragraphe en donnant une interprétation de C.

15.6. ProrosrTioN. Soit & = Q. Soient I' un groupe arithmétique de G, et P’ un Q-groupe
parabolique. Alors Gq est réunion d’un nombre fini de doubles classes Pgy.c.T.

Svit C une partie finie de Gq. On a Po.C.T' = Gq si, et seulement si, il existe un ensemble
de Siegel S, par rapport a K, P, S, tel que S.C.T" = Gg.

11 suffit de prouver la premitre assertion pour P’ = P. Tenant compte de 15.5,
on-voit alors qu’il suffit d’établir la deuxié¢me. ,
Supposons tout d’abord que 'on ait S.C.T' = Gg. Soit geGq. Alors S.g ne
rencontre qu’un nombre fini de translatés S.c.y (ce€ G, yeI') d’apres 15.4.
Comme G.C.T' = Gy, il existe un nombre fini d’éléments ¢;eC, y;el' (1 Si<m)
tels que :

S.gC l1J S.¢.vi

Puisque C est fini, il existe une suite d’éléments x; € S, et un indice ¢ tels que :
(5)* >0 (J=>o), x.6eC.6.y (@ € gA).

11 résulte alors de 12.5 que ¢.y;.g71 € Pg, d’out ge Py.C.T.

Réciproquement, supposons que Gq = Pq.C.I". D’aprés 15.5, il existe une partie

finie C’ de Gq et un ensemble de Siegel S tels que S.C'.T' = Gg. 1l existe une

partié finie F de Py telle que C'CF.C.T, d’out Gg = G.F.C.T". Il suffit alors |
de remarquer (12.7) que G.F est contenu dans un ensemble de Siegel relatif

aK,P,S.

15.7. CoroLLAIRE. Soient H un Q-groupe, et P’ le normalisateur d’un Q-sous-groupe

parabolique minimal P de HC. Soit " un sous-groupe arithmétique de H. Il existe une partie

finie C de HY contenue dans Uintersection des noyaux des éléments de X (HO)q, telle que
=TI.C.Pq.

11 résulte immédiatement de (11.8) que Hg = HY.Pq. On peut donc supposer
H connexe. Soit U le radical unipotent de H. Aloss H = L.U est le produit semi-
direct d’un Q-groupe réductif L par U (7.15) et X(H)q s’identifie, par restriction,
a X(L)q. Soit M'la composante neutre du noyau des éléments de X(L)q et soit S
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le plus granc} tore décomposé sur Q central de L. Alors L = M.S, et M NS est
fini (10.7). Evidemment S.UCP, et PN M (resp. P N L) est un Q-sous-groupe
parabolique minimal de M (resp. L). Les espaces M/(P N M), L/(L N P) et H/P
sont @-isomorphes. Tenant compte de (10.9) et (11.8), on voit que :

Mgq/(P N M)q = Hgy/Pq.

Par conséquent, si G est une partie finie de Mq telle que : -

(M AT).C.(P N M) =M,

on a aussi I'.C.Pq = Hy.
Enfin, pour la commodité des références, mentionnons encore une simple consé-
quénce de la propriété de Siegel.

15.8. PROFOSITION. Soient k = @ et S un ensemble de Siegel de Gg. Soit A une partie
Sinie de Gq. Alors, pour tout g € Gg, Uensemble S N g.T'. A est fini.

Soit V={yel'|S. A1y nG.A! # g}. L’ensemble V est fini vu (15.4),
etil est immédiat quesi x = g.6.b (6 €T’, b € A) fait partiede S N g.T". A, alors
tout autre élément de cet ensemble est de la forme g.c.v.a (veV, aeA).

Appendice : Groupe de commensurabilité et propriété de Siegel.

La condition (F,) fait intervenir, outre Gy et I', le groupe Ggq, qui n’est pas direc-
tement associé & Gy et I'. Nous voulons faire voir ici qu’en fait on peut remplacer Gq
par un groupe qui lui est intimement 1ié, mais peut étre plus grand, et qui est défini
a partir de Gy et I'. Cela méne 4 une formulation plus forte de (F;), qui peut
é&tre imposée 4 un groupe et un sous-groupe quelconques (15.13), et est aussi vérifiée

par les groupes arithmétiques (15.15).

15.9. DériniTioN. Soient H un groupe et L un sous-groupe. On appelle groupe
de commensurabilité de L dans H, et on note C(L), ’ensemble des & € H, tels que *L soit
commensurable a L.

Comme la notion « é&tre commensurables » est une relation d’équivalence entre
sous-groupes de H, il est immédiat que CG(L) est bien un groupe, qui ne dépend
que de la classe de commensurabilité de L.

15.10. LemMmE. Soient H, H' des groupes, = :H — H' un homomorphisme surjectif de
noyau N fini, et L un sous-groupe de H. Alors G(L) = n~}(C(w(L))). .
11 est clair que C(L)C 7w }(C(w(L))). Soit réciproquement x € 7~1(C(w(L))).
Comme N est fini, ©~1(n(L)) = L.N et n~}(n(*L)) =*L.N sont commensurables.
Mais ces groupes sont respectivement commensurables & L et °L, donc x € G(L).

15.11. LemuMe. Supposons G connexe, presque simple sur Q, et soit L un sous-groupe de Gy,
(i) i L est infini, et C(L) Zariski-dense, alors L. est Zariski-dense.
(i) 87 G est simple sur Q, et L est Zariski-dense, alors C(L) C Gq.

(Un Q-groupe connexe est simple (resp. presque simple) sur Q s’il ne contient
pas de Q-sous-groupe distingué propre # {e} (resp. de dimension > 0).)
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Etant donné un sous-groupe M de G, on note /(M) le plus petit sous-groupe
algébrique de G contenant M. C’est aussi ’'adhérence de M en topologie de Zariski.
Si MC Gy, alors /(M) est défini sur Q. Si M’ est d’indice fini dans M, il est
immédiat que &/ (M’) est d’indice fini dans &/(M), donc &/(M')? =/ (M)?. 1l
s’ensuit que si M'’ est commensurable 4 M, alors &/ (M)? = &/ (M"’)0.

(1) Comme L est infini, 27 (L)? est de dimension > 0. Vu ce qui précéde, c’est un
groupe défini sur Q, qui est normalisé par C(L). Mais, C(L) étant dense dans G,
cela entraine que &/ (L)? est distingué dans G. On a donc &/(L)? = G, d’ou (i).
(ii) On identifie G 4 un sous-groupe de SL,. Alors C[G] est ’algtbre engendrée
par 1 et les coefficients g;; des éléments de G. On fait opérer g sur C[G] par fi> 7, o1 :

Uflx) =flg7t.x.8) (& x€G).

On obtient une représentation rationnelle ¢, définie sur Q, de G dans I’espace
vectoriel engendré dans C[G] par les g;;. Comme G est simple sur @, et en particulier
est de centre réduit 4 {¢}, ¢ est un Q-isomorphisme de G sur o(G). Par suite, g€ G
appartient & Gq si, et seulement si, ’application fi ?f envoi¢ Q[G] dans Q[G].
Soient g € G(L) et feQ[G]. On peut écrire :

f=forafi+ - +oufu (£€QGl;05ism)

avec (1, ¢, .. ., ¢,) linéairemert indépendants sur Q. Soit x € L. telque g™*.x.g € L.

Alors :
Jo®) + ailx) + .+ eufulx) =flgh.x.8) €Q,

donc fi(x) =0, (1 £7=<m). Comme LNglL.g est dindice fini dans L,
il est aussi Zariski-dense dans G, donc f; =0 (1 £ ¢ = m), et % = f, e Q[G].

Remarques. (i) vaut si Q est remplacé par un corps k quelconque. Le raisonnement
précédent montre que & (L)? est distingué dans G. Vu sa définition, il est z-fermé.
Mais dans un k-groupe réductif connexe, tout sous-groupe distingué connexe est
défini sur une extension séparable de %, donc &7 (L)% est défini sur %, et 'on a de
nouveau /(L) = G.

(ii) et sa démonstration restent aussi valables sur un corps quelconque si ’hypothése
« G simple sur & » est remplacée par « G est simple sur % et isomorphe a son groupe
adjoint ».

- 15.12. ProrosiTiON. Supposons G connexe, semi-simple. Sotent N le plus grand Q-sous-
groupe distingué de G dont Uensemble des points réels est compact, = : G -G = G|N la
projection canonique, et I un sous-groupe arithmétique de G.

(1) 8¢ N est fini, T est Zariski-dense dans G.
(ii) On a C(I') = n71(Gy).

(i) Onsuppose évidemment G # {¢}. Alors G.# N, et Gy n’est pas compact.
Comme Gg/T" est de volume invariant fini (13.2), I" est infini. D’autre part, vu (7.13),
C(I') D Gq. Or, d’aprés un théoréme de Rosenlicht (cf. [1]), Gq est dense dans G.
On applique alors (15.11 (i)) 4 chaque Q-facteur de G, et (8.10).

(i1) Vu (15.10), et le fait que w(I") est arithmétique (8.11), il suffit de considérer
le cas ol N'={¢}, et de montrer qualors C(I') = Gq. Le groupe G est produit
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direct de groupes Q-simples G;. De plus, vu (8.10), I' est commensurable au produit
des groupes ' N G;, et I' N G; est arithmétique 'dans G;. On est donc ramené
au cas ou G est simple sur Q, et o1 Gy est non compact. Alors I' est Zariski-dense
par (i), et C(I')CGq d’aprés (15.11 (ii)). Comme Linclusion inverse résulte
de (7.13), cela termine la démonstration.

15.18. Etant donné un groupe H, un sous-groupe L et une partie Q de H, nous
considérerons les conditions suivantes :

(Fy)~ : pour tout ¢eL, 'ensemble des x e L tels que Q¢ N Qx # o est fini;
(Fy)* : étant donné ¢ € C(L), Pensemble des x € L tels que Qc N Qx # o est fini.

Il est immédiat que si Q vérifie (F,)* pour I., il vérifie aussi cette condition pour
tout sous-groupe L’ commensurable 2 L. Si Q est un « ensemble fondamental »,
i.e. vérifie en plus (F;) : Q.L = H, alors il existe aussi un ensemble fondamental Q'
pour L’; il suffit de prendre Q' = Q.D, ou D est un systétme de représentants
pour L/(L NL’). Par contre il ne semble pas clair que si Q vérifie (F,) et (Fy)~
pour L, on puisse trouver un Q' vérifiant (F,) et (Fy)~ pour L'

Si H = Gy et L est arithmétique, alors C(L) D Gq, vu (7.13), donc (F,) est inter-
médiaire entre ‘Fy)~ et (Fy)*.

15.14. ProposiTION. Supposons G connexe, semi-simple et soit 1" un sous-groupe arithmé-
tiqgue de G. Alors tout ensemble de Siegel (12.3) &S de Gy vérifie la condition (Fy)*
pour T'.

Soit N le plus grand Q-sous-groupe distingué de G dont ’ensemble des points -
réels est compact et soit w : G — G’ = G/N la projection canonique. On a déja
remarqué que 7(S) = &' est contenu dans un ensemble de Siegel de Gg (12.3).
D’autre part (8.11), IV = =(I") est arithmétique dans G'. Soit ¢ € C(I"). D’apres
15.12,0na m(c) € Gg. Comme &’ est contenu dans un ensemble de Siegel, ’ensemble
des x' eIV tels que &' .c' NG .x" # o est fini. Par conséquent :

{xeT|8.cNS.x # o}

est formé d’un nombre fini de classes modulo N.N I". Mais Ny est compact, donc
NNT est fini.

15.15. TuEoREME. Supposons G connexe, semi-simple. Soit T' un sous-groupe de Gg
commensurable & un sous-groupe arithmétique de G. Il existe un ensemble de Siegel S, relatif 2 Q,
de Gy, et une partic finie C du groupe de commensurabilité G(I") de T, tels que Gg = &.C.T.
Lensemble © . C vérifie la condition (Fy)* de (15.13).

Si I est arithmétique, cela résulte de (15.7) et (15.14). On passe de la & un
sous-groupe de Gg commensurable &4 un groupe arithmétique en utilisant les
remarques faites dans (15.13).

Nous nous sommes bornés au cas ot G est connexe, semi-simple pour éviter quelques
complications techniques, mais ’énoncé se généralise au cas d’un Q-groupe réductif.
Nous laissons au lecteur le soin de s’en convaincre 2 titre d’exercice.
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§ 16. Ensembles fondamentaux et minima.

Dans ce paragraphe, G est un Q-groupe réductif connexe, P un Q-sous-groupe parabolique
propre, supposé minimal & partir de 16.5, S un tore décomposé sur Q maximal de P,
P=M.S.U

la décomposition canonique de P suivant S, et K un sous-groupe compact maximal de GR dont
Ualgébre de Lie est orthogonale & celle de Sg. Enfin, T est un sous-groupe arithmétique de G
et C une partie finie de Gy telle que Gq = I'.C.Pg (cf. 15.6).

16.1. Le but de ce paragraphe est de lier les ensembles fondamentaux.du deuxiéme
type & des conditions de minimum portant sur des fonctions de type (P,x). La
méthode utilisée est ’analogue « a Plinfini », i.e. pour G, de celle utilisée par
Godement-Weil dans le cas des groupes adéliques [12]. Elle est cependant techni-
quement plus compliquée car, contrairement & ce qui se passe pour les groupes
adéliques, il est nécessaire de considérer des ensembles 4 plus d’une « pointe », ce
qui revient & dire que 'on ne peut supposer en général C réduit a {e}.

Des paragraphes précédents, on utilisera essentiellement :

(a) Le critére de Mahler (1.9, 8.2);

(b) Le critére de compacité (§ 8);

(¢) La finitude de Pg\Gq/T" (15.6).

Dans la présentation suivie ici, ce dernier point est lui-méme obtenu comme consé-
quence de Pexistence d’ensembles fondamentaux de la forme S.C, donc ce para-
graphe n’en fournit pas une démonstration indépendante. Cependant, on peut
démontrer (¢) directement & partir du crittre de compacité pour les groupes
adéliques [12]. A part cela, ce paragraphe n’utilise pas de résultat démontré dans
les §§ 9 et 13.

16.2. LEMME. Soit A une partie finie de Gq. Soient y, € X(P)q dominant (14.4), ® > 0
de type (P, y) et D' une fonction continue strictement positive comparable & ®. Alors :

uelrll‘fA(D (u) = O
Si ® = @ est standard (14.4), alors ® a un minimum > 0 sur T'. A.

Vu la dernitre remarque de 14.2, il suffit de prouver la deuxi¢me assertion.
Soit donc P(g) = || (m(g) .€p) ll, ot ® : G — GL(V) est un Q-morphisme et ¢, € V
un élément sous-tendant une droite stable par P. Il existe alors un réseau L de Vg
stable par I'. Comme A est fini, il existe ¢ € Q" tel que w(A).LC¢.L. Par suite,
n(['.A).¢, est contenu dans ’ensemble ¢.L — {0}, qui est discret dans Vp,
d’ol1 notre assertion.

16.3. Rappelons que si deux Q-sous-groupes paraboliques R, R” de G sont conju-
gués, on a un isomorphisme canonique entre X(R)q et X(R')q (11.9). Nous iden-
tifierons ces deux groupes par cet isomorphisme.
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Soient ¢ € G et f une fonction sur G. On notera r, f la transformée de f par transla-
tion a droite : 7, f(x) = f(x.c) (x€G). Si geGy et f est de type (R,y), alors
7. f est évidemment de type (‘R,y).

16.4. LemME. On suppose X(G)q ={1} et rgqG = 1. Soit O une fonction continue > 0

comparable & une fonction de type (P, y) strictement positive, ot y est dominant, non nul.

Soit ¥(g) = ér%‘f C(D(g.u), (g € GR). Alors ¥ est une fonction bornée supérieurement
U .

sur Gg.

11 suffit de faire la démonstration pour @ de type (P,y). Pour tout d> 0
soit :

(1) E, = {x€Gpl¥() 2 d).

Evidemment, E; est fermé, fonction décroissante de d, et le lemme équivaut a
Pexistence d’une constante dy > 0 telle que E; = o si d> d,.
Par définition, ¥ est invariante & droite par I', donc :

@) E;.I' = E, d>0).
D’autre part, 16.2 montre que dDOEd = g. 1l suffit donc de prouver que E,/T" est

compact dans Gg/I'. On peut se borner 4 le faire pour ® standard. Soit . la projection
de G sur son groupe adjoint Ad G. Alors 1 (I") est arithmétique (8.11) et 'application-
canonique Gg/I' - Aut gp/u(I') est propre (8.5). Il suffit donc de considérer le
cas ou G est de centre réduit a{e}. On peut ainsi supposer G semi-simple, isomorphe
4 son groupe adjoint. Comme E; est fermé, stable par I', son image E,;/I' dans Gg/T’
est fermée. D’autre part X(G) = {1}, puisque G est semi-simple connexe. Tenant
compte du critére de Mahler, sous la forme de 8.2 (iv), appliqué 2 la représentation
adjointe, on voit que la compacité de E,;[IT" résultera de I’assertion suivante :

(%) Soient L un réseau de gq et d > 0. Soient z; €L, g;e€E; (j=1,2,...) tels
que jli_{lolo Ad g;(z;) = 0. Alors il existe jy tel que z; =0 pour j Z jp.

Démonstration de (#). Nous pouvons supposer L stable par I" (7.13). Montrons tout
d’abord que z; est nilpotent pour j assez grand. Il existe des polynémes P; sur g,
invariants par Ad G, tels que :

Li=mn

det (Adx—£.I) = (—8)" + T Py(x).t""

Les P; ont des coefficients rationnels, si I’on prend des coordonnées par rapport a
une base de L. Il existe donc une constante a > 0 telle que :

(P(x) <a (z€L)) =Py(z) =0 (1

IIA

i

IA

n).
n),

IIA

On a P,(z;) = P,(Ad g;(2;)) - 0, donc, pour jassez grand, P;(z;) =0(1 £¢
et z; est nilpotent.

Il résulte de 11.10 que tout élément nilpotent de gq est conjugué par Gq a un
élément de ug. Comme Gg = I'.C.Pq, on peut trouver y; ¢I', ¢; € C 2t y; €1q
tels que z; = Ad (y;.¢;).5, (J 2 Jp). Soit :

M =1 N (CQCAd cNL)).
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C’est un réseau de ugq, qui contient y; quel que soit j 2 j,. Passant & une suite
partielle, et remplagant g; par g;.v; (ce qui est licite vu (2)), et L par la réunion
de L et des réseaux Adc¢7I(L), (c € C), on voit que l’on est ramené & prouver :
(*%) Soient g; €K, z;eunkl, (j=1,2,...), et ceC tels que Ad g;.c(z;) - 0.
Alors z; = O pour j assez grand.

Démonstration de (#+). Le groupe IV = °I' est arithmétique. Il existe donc (8.4)
des compacts nC My et @ C. Uy tels que :

Gg=K.Pg=K.n.qd 0. (I"NnP).
On peut par conséquent trouver ¢; €IV NP tels que :
g;-c.0;1 e K.n.qA 0.

Quitte a remplacer g; par g;.c.0;'.c7 €g;.I', on voit qu’il suffit d’établir (*x)
en supposant g;.c € K.7n.q9A.w. Posons :

gi-c="k;.m;.a;.u;  (k;€K; myem; a; €qA; u; e w).
Comme %;.m; varie dans un compact, ’hypothése de (#*) équivaut a :
(3 jli_g}) Ad ag;.4;(z;) = 0.
Par ailleurs, la condition g; € E; entraine a* > 1. Soit « 'unique Q-racine simple
de G. De (y, o) >0, on tire que y = m.a (m > 0), donc :
4) at > 1 (j=12...).
L’ensemble des Q-racines positives se réduit & {«} ou & {a, 20 }. On a : '

U=0s+ 82w [0 G CGeas  [10; 8ea] = {0},

(g2, étant nul si 20 n’est pas une Q-racine). Ces deux sous-espaces sont définis
sur Q. Il existe donc des réseaux L'Cg, q et L"”C Qza o tel que L Nnu soit
d’indice fini dans L’ 4 L”" et que l’on ait :

;=2 +2z' (el zel’;j=12,...).
Comme U opere trivialement, par la représentation adjointe, sur 1/g,,, on a :
Ad u(z)) = z;  (mod g,), =12 ...),

donc :
Ad a;.u;(z}) = a¥.2) (mod g,,), J=12,...).

Vu (4), on a z; - 0. Mais z; fait partie du réseau L', donc est nul pour j assez
grand. On a alors :

Ad a;.ui(z)) = aj. 2’ (J 2 J0)

d’otr également 2z}’ = 0 si j est assez grand.

16.5. NotaTioN. Soient 6C gA et ¢> 0. On pose :
(1) PO,t) ={pePy, [p*| £ t(xeb)}.
On écrira aussi P(f) pour P(gA, t).
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Il est clair que :
2 PO U O,¢) = P(O,t) N PO, 1) (6,0’ C gA).

16.6. Lemue. Soient 0C gA et y € X(P)q dominant tel que (y,«) >0 pour « €f.
Soient @ une fonction continue > O comparable & une fonction > 0 de type (P, y) et w un
nombre réel > 1. Pour b € C, posons :

Qy (@) =Q,, ={geGg, ®(g.0) < p.P(g.u), (wel'.C)}.
Alors il existe t > O tel que Q, ,.bCK.P(0,t) et que Gg = K.P(6,¢).C1.T".

Soit @' > 0 de type (P,x) comparable 4 ®. Il existe donc des constantes
d,d’ > 0 telles que : ‘

d.9'(g) < D(g) = d'.D'(g) (g € Gg).
On en déduit immédiatement que :
Q, ,(®) CQ, (P W = w.d.d).

Il suffit donc de démontrer le lemme pour @ standard. Tout caractére de P est
évidemment <1 sur KNP, Vu (16.5 (2)), on peut donc se borner 4 démontrer
la premiére assertion dans le cas olt O est formé d’un élément, soit o.

Nous avons la décomposition P, = M,.S,.V_ (11.8). Soit L, le Q-groupe connexe
dont l'algebre de Lie est sous-tendue par gg + [Gp, §-5] (B = «, 2a). Alors L, est
facteur presque direct de M, et 'on a :

(1) M, = L,. Q.

avec Q. anisotrope sur Q, et L, de rang rationnel égal & un (11.7). De plus,
*T, = (SN L, est un tore décomposé sur Q maximal de L,, dont P’algébre de

Lie est engendrée par un élément A, vérifiant :
v(hy) = 2(v, &) . (. )7L, (ves).

Le caractére y s’écrit sous la forme y = Xdy Ay (dg 2 0). Vu hypothese, d, > 0.
Comme la restriction de y a T, est égale & d,.A,, il s’ensuit que :

2) x|, = me g, (m > 0).
Soit D une partie finie de L, q telle que :
(3) Liq=(Lan1).D. (PN Ly,

(dont Pexistence est assurée par 15.4). Désignons par { la restriction de r, ® a °L,.
C’est, vu (2), une fonction > 0 de type (®(P N L,), m.«). On peut écrire :

(4) g=rk,q,.l,.5,.0, (k,eK, q,€'Q,, [,e'L,, 5,€"S,, v,€?V,).

Nous prouverons plus bas :

(%) 1l existe une constante u' > 0 telle que Pon ait T(l,) < p.(1,.2) (ze’(l'NL,)."D),
quel que soit g €Q, .

Admettons-le provisoirement. D’apres 16.4, appliqué a L, il existe alors § > 0
tel que :

() Cl) s8< 0 (g€;,)-
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Vu (2) et (5), on a alors : .
(6) a(l)™* = 8 (gey,).
" La composante a, de ¢ dans §A, par rapport 2 la décomposition :
Gp = K."Mp.§A."Uyg
est égale au produit de la composante a(/;) de [, dans °T, par 1’élément s, de (4),
d’ou, puisque a est trivial sur S,, I’existence d’une constante ¢’ > 0 telle que :
™) a st (g€,
Cela signifie, par définition, que :
geK.%P(a, t").
Ecrivons b =k.p (ReK, pePp). Il existe t> 0 tel que p.P(a,t')C P(a,t),
d’ou g.bCK.P(«,t), et la premitre assertion du lemme.
Nous démontrons maintenant (#). On a :

D(g) = r,®(k,.1,.5,) = 1,.0(,).1,D(s,)
(8) r,®(g) = n(g) . L) (g €Qy,5 n(g) = n,P(s))).
Soit z e°((I' " L,).D). Alors z normalise ®V, centralise °Q , et °S_, donc :
g.2==Fk, 1, 2.5,.q9,0, (vy = 271.v,.2€V,).
Par suite :
9) n®(g.2) = r,®(,.2).n(¢) = L. 2) n(g), (g€,
Ecrivons z sous la forme z=o06.d (ce®L, NT), de’D). 1l existe :
v(d,b) e, ¢(d,b) eC, p(d,b) € Py,
tels que :
d.b =~(d, b).c(d, b).p(d, b),
d’ou :
r,®(g.2) = DP(g.6.d.b) = D(g.c.y(d, b).c(d, b) .p(d, b)) =
=|p(d, b)*|.Q(g.0.v(d, b) .c(d, b)).
1’élément b est fixé, et d parcourt un ensemble fini, donc p(d, b) a un nombrc fini
de valeurs. Il existe par conséquent 3 > 0 tel que :

(10) },x_ldfrb(l')(g.o'.d) =3 Ye{‘r;liec(b(g.y.c), (ce®®,nT), de’D).

Mais, par hypotlhése :
(11) w.infd(g.y.c) = O(g.b).
Y.C

En utilisant alors (8), (9), (10), (11), on voit qu’il existe une constante p' > 0
telle que :

(12) () .n(g) = @(g.6) = p'-infr,®(g.0.d) < u 9(g) . inf(l,.0.d),

quel que soit g€ Q, ,. En divisant les deux membres extrémes de (13) par 7(g),
on obtient (*), ce qui termine la démonstration de la premitre assertion.

e
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La constante p. étant > 1, on peut, étant donné g € Gy, trouver g eI, beC’
tels que :
D(g.0.b) < pn.O(g.u) (uel.C).

On a alors g.c€Q, , donc g.5.6 e K.P(6,¢) pour ¢ convenable, ne dépendant
que de b. Comme C est fini, il existe ¢ tel que cela soit valable pour tout 4 € C, ce
qui prouve la deuxi¢me assertion du lemme.

16.7. TutoriMmE. Soit y € X(P)q un caractére dominant tel que (y,a) >0 pour
tout o € g/, et soit @ une fonction > 0 de type (P, ). Alors il existe un ensemble de Siegel S,
par rapport & P, S, tel que pour tout g € Gy, la fonction @, :ut>DP(g.u) (ueT.C)
. atteigne son minimum en un point de S N g.I'.C. En particulier, Gg =GS.C™1.T\.

Soit w une constante > 1. Etant donné g e Gg, on peut trouver s eI', b e C

tels que :
D(g.6.0) < pd(g.v.c) (yel, ceQ).

D’apres 16.6, il existe ¢t > 0, indépendant de b € G, tel que :

g.6.b e K.P(¥).
Soit :
I'=In ( n .0’1.1".0).

ceEC

C’est un groupe arithmétique (7.13), qui vérifie :

(1) ¢.IVCT.c (ceC).
Vu le critere de compacité (8.4), il existe’un compact o C (M.U)p tel que :
(2) M.U)g = o(I" n M. U).

Nous voulons montrer que ’ensemble de Siegel S = K.gA,.w. vérifie 16.7.
D’apres (2), il existe 1 € Y N P tel que g.c.b.7 € S. Mais vu (1), on peut écrire :
(3) g.o.b.t=g.v.b (y1eD)

ce qui montre que

geG.C1T.
Comme P est invariante a droite par I' " P, ona ®(g.y,.b) = ®(g.c.5b), donc :
D(g.v;,.0) £ p.D(g.4) (uel.C).

Cela montre que, étant donné p > 1, on peut, quel que soit g € Gg, trouver
x€g.I'.CNGS tel que P(x) < pn.P(y) pour tout y e g.I'.C. Comme p. est un
nombre arbitraire > 1, la premiére assertion résulte alors du fait que ¢.I'.C NS
est un ensemble fini (15.8).

16.8. Dans ’énoncé suivant, on ne suppose plus (x,a) > 0 pour tout o €gA.
De plus, il se trouve que dans au moins une application, il y a lieu d’affaiblir légére-
ment les hypothéses faites sur ®. Remarquons que si ® > 0 est de type (P, %),
(x e X(P)), etsi ® > 0 est comparable & @, alors :
Q' (x.p) < D' (x) . @' (p) < V'() |p*| (x € Gg, p € Pg).
8
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En effet :
D'(x.p) XD(x.p) = D(x).Q(p) = D(x).|p*| < D'(x).|p*|.

16.9. TuEorEME. Soient y € X(P)q un caractére dominant, 6 = {a € oA|(x, @) > 0},
et 9 = A —0. Soit ® une fonction continue > O sur Gg, comparable & une fonction > 0
de type (P, %), et invariante & droite par T' NP et Lg (cf. 11.7). Alors il existe une partie
finie G’ de Gq contenant C, et un ensemble de Siegel S, par rapport & K, P, S, tels que pour
tout g € Gy, la fonction ®,:u> D(g.u), (uel.C') atteigne son minimum en un
point de g.T'.C' N GS.

Soit, comme plus haut : »

I"'=Tn (an c'l.l"‘c).
C’est un groupe arithmétique vérifiant ¢.IVCTI'.¢c, (¢ € C). D’aprés 15.4, on peut
trouver une partie finie D de Ly o telle que :

Ly q= (I"NLy).D.(P N Ly)g.

Le théoréme précédent implique lexistence d’une constante ¢’ > 0 telle que
) Ly.n = (K A Ly).((P N Ly) (#)).D (I N Ly).
Soit > 1, etsoient c€I', b€ C tels que :

D(g.6.0) < n.D(g.v.c) (yeT, ceq).

Nous montrerons tout d’abord :

(%) Ilexiste ye g.I'.C.D NK.P(0,t') tel que ®(y) =D(g.6.5). Onala décompo-

sition Gy = K. My gLy 5S¢ gVe.r (11.8), ce qui permet d’écrire :
x=g.6.b="k.m.l .5, .0, (k, e K, m, € My, I, €Ly, s, €Sy, v, € Vy.).

Soit a(l,) la composante dans SN Ly, de [, €Ly g suivant la décomposition

induite par la décomposition précédente. Vu (1), on peut treuver t e (I" N Ly,),
~deD tels que :

a(l,.t.d)* <t (e,
Soit y = x.7.d. Comme Ly centralise Sy et normalise Vg, on a
a(l)* = a(l,.t.d)* 2 t' (o €6

donc :
»eK.P(®, t’).

D’autre part, @ étant invariante & droite par Ly g, on a ®(y) = ®(x). Enfin,
vu la relation ¢.IVCI'.¢c, on a y=g.6.b.t.deg.I'".b.d, ce qui prouve (x).
Nous avons ®(y) < u.®(g.u) pour u €I'.C, donc aussi pour u € I'.C.D puisque
® est invariante 4 droite par D. Le lemme 16.6 montre alors I’existerce d’une
constante t'' > 0, indépendante de g, telle que yeK.P(H,¢"”), d’ou, pour
t > 0 convenable :
yeK.P(¢).
Soit :
r=rn( N w.T.u).

u€CD
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C’est un groupe arithmétique vérifiant «.I''CI'.u (u € C.D). Soit & un compact
de (M.U)g tel que (M.U)gp = (I " MU) (cf. 8.4), et soit S =K.gA;.»
On peut donc trouver T € " N P tel que :

z=yp.t=g.0.b.dreg.T.bdn G, »
et 'on a : )
D(z) = B(y) £ p@(g.u) (v eT.C.D).

Comme S Ng.I'.C.D est fini (15.8) et que pu est un nombre quelconque > 1,
cela démontre le théoréme (avec C’' = C.D).

"16.10. CoroLLAIRE. La fonction ¥ : g > IEnIi‘nC D(g.u) est continue sur Gg.
u .C

La fonction ¥ est invariante a droite par I'. Il suffit donc de ’étudier lorsque g
varie dans S.C’, ou G est un ensemble de Siegel convenable, que I’on peut supposer
ouvert.

Soit A={yel, S.C'yNnS.C"'#¢}. Vul6.9, ona :
¥(g) =  min ®(g.u), (6€6.C).

uEA.C

Comme A est fini (15.4), on voit que si g varie dans 'ouvert S.C/, 'la fonction ¥
est le minimum d’un nombre fini de fonctions continues, donc ‘F est continue.

16.11. Nous terminerons par un théoréme portant sur des minima successifs, qui géné-
ralise (1.13), (1.14). L’énoncé en est plus compliqué, cela étant dit essentiellement
au fait que ’égalité Gq = I'. Py, qui est vraie dans le cas particulier out I' = GL(n, Z)
et ol P est un sous-groupe parabolique standard de GL,, ne I’est pas nécessairement
dans le cas général envisagé ici.

Soient :
dA=06uU...00
une partition de gA'et §;=0,,; U ... Vb, (1 2i= s¥—l). On pose :
P, =Py, Li=L; (¢=1...,5—1),
P, =L, =G, L, =P, ={¢}, Gy =G, Iy="r.

On définit par récurrence sur 7, un sous-groupe arithmétique I'; de G et une partie
finie G; de P,q contenant ¢, sur laquelle tout y € X(P; )q est trivial, vérifiant :

I = L 1=
4 cec.crl]...ci_,c . (I=i<s)

Piq= Ly P).G. (PN P)q,
(cf. 15.7). On note y; un poids dominant tel qué :
((s» ) > 0, (o € gA)) < €6, =1 ...,9)
et @, une fonction standard (14.4) de type (P, x,).
Enfin, on pose D = G;.C;-...-Cy_;.
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16.12. TuforEME. On conserve les notations de 16.11.

ti) Soit @ = 1. Il existe une constante t > 0 telle que si :
ge€Gg e  yv;eli, ¢eC 0=siss—1)
vérifient :
1 Di(g-Yo-o - -+ Yim1Gi-1) = - Di(g-¥0-60 - - - Yiali-a-%i-1)s )
(1€ Tieg N Piy).Ciy)s (I=sigy),

alors g.vq.Cy - - . Ys-1-Cs-1 € K.P(t).
(i) Il existe un ensemble de Siegel S, par rapport @ K, P, S, tel que pour tout g € Gy,
on puisse trowver v; €Ly, ¢eC (02 i = s—1) vérifiant (1) avec p =1, et
&Y€ - - Yo-1-C:-1 €S Ng.T'.D.

Le théoréme étant contenu dans 16.7, 16.9 pour s = 1, nous procédons par
récurrence sur s.
(i) Soient V; le radical unipotentde P, et =: P, -G’ = P,/V, la projection cano-
nique. La fonction ®; est invariante 4 gauche par K, a droite par V;, donc définit
une fonction @; sur G’ qui vérifie :

D,(k.2) = B/ (n(2)) (keKnP, zePp; 1=5i=Zs).
11 est clair que @] est de type (n(P), x;) (2 < 7 < 5) et que { s’identifie & ensemble
des Q-racines simples de G’, par rapport a ©(S), et pour un ordre associé a w(P).

Ecrivons g.vy.co = k.z (k€ K, ze P, ). Vu ’hypothése de récurrence, il existe
une constante ¢’, ne dépendant pas de g, v;, ¢; telle que Pon ait :

T(2.¥1:61 - -+ You1-66-1) ET(K APy (=(P) (),
ce qui implique :
(2) 8.Y0-Cg - -+ Ye-1-Cs—1 € K. PGy, 2').

La fonction @, est invariante a droite par I' " P, et par C; (= ). Sil’on tient
compte de la définition des groupes I';, on voit que ’on peut écrire :

8-Yo-C +-- Ys-165-1 = 8.6.0  (6€l, b=¢y...¢.,)

et que la condition :
D,(g-Yo-Co) < p-Py(g.u) (xel.C)

entraine :

D,(g.6.0) = u.Oy(g.y.d) (yel,deC,... C,_y.
D’aprés (16.9), il existe donc une constante ¢’ > 0, indépendante de g, v;, ¢ telle
que Pon ait :
(3) g.6.b e K.P(6,,t").
Vu (16.5 (2)), I’assertion (i) résulte alors de (2) et (3).

(ii) La fonction #>®y(g.u) (2 e€T.C) a un minimum (16.2). On peut donc
trouver vy eI', ¢,€C tels que :

4) @,(g-v0-6) = Dy(g-w) (xeT.Q).
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Considérant comme plus haut les fonctions ®; sur G’, on tire de I’hypothése de
récurrence Pexistence de ¢ €C;, v/ eI, (1 27<s5—1), tels que :

5) Q;(g-¥0-0 -+ - Yi-1-6-1) S Pi(g.¥5-Co « - - Yi—a-Cimg-%_y)
(e Ty NPiy).6y) I=isgy).

Vu (i), il existe alors une constante ¢> 0, indépendante de g, y;, ¢, telle que :
(6) €-Y0-%0 - - - Ye-1-6s-1 € K.P(2).
La démonstration se termine alors comme celle de (16.7). Soient :

I'= N d'.T,_, .4
deD
o un compact de (M. U)g tel que (M.U)g = oI " M.U), et S =K.qA,.w.
Il existe s eI N M.U tel que :
°

! ’
&-Y0-Co ++- Yo-1-Cs-1-6 €.

L’¢lément ¢ normalise I'NP, (02iZs—1) et 'on a ¢.cel}.q. Par
conséquent, les éléments¢; (0 S i< 5s—1) et:

Yo=17Y5-0, Yi=0"lY.c l=siss—1)

vérifient nos conditions.

1?7. Groupes de rang rationnel un

Dans ce paragraphe, on considére 'espace X = K\Gg/I' des doubles classes de G
modulo un sous-groupe compact maximal K et un groupe arithmétique I', lorsque
G est de Q-rang égal & un, et I est « net » au sens de (17.1). Cette derniére condition
peut toujours étre satisfaite en passant 4 un sous-groupe d’indice fini conve-
nable (17.4). X est alors difféomorphe a 'intérieur d’une variété a4 bord compacte
dont on décrira le bord explicitement (17.10).

(17.10) répond & une question posée par J.-P. Serre. Ce dernier a aussi influencé la
rédaction de ce paragraphe, notamment en proposant la condition (17.1).

17.1. Soient 2 un corps commutatif, p la caractéristique de %, et Q une cloture
algébrique de %. Pour un élément g € GL(n, £), on note V(g) le groupe multiplicatif
engendré dans Q" par les valeurs propres de g. On dit que g est net si V(g) est sans
torsion. Un sous-groupe de GL(n, k) est net si tous ses éléments le sont.
11 est clair que g est net si, et seulement si, sa partie semi-simple g, P’est.

17.2. ProrosiTioN. Soit g € GL(n, &) et soit 27 (g) le plus petit sous-groupe algébrique
de GL(n, Q) contenant g. Alors g est net si, et seulement si, tout élément de X(2/(g)) dont
la valeur en g est une racine de Uunité est égal a un sur g.
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Pour les propriétés de o7(g) utilisées ci-dessous, voir par exemple [1].

Ona &(g) = (g,) X L(g,), ou g =g,.g, estladécomposition de Jordan (7.3)
de g. Comme %7 (g,) est unipotent, il est dans le noyau de tout caractére, d’ot un
isomorphisme naturel X(2/(g)) =~ X(&/(g,)), ce qui montre que I’on peut supposer
g semi-simple. Alors £/(g) est diagonalisable, donc &/(g) =T xH ou T est un
tore et H est fini, contenu dans un tore. Les caractéres de H sont d’ordre fini, et
séparent les points de H. Il s’ensuit immédiatement que chacune des deux conditions
de la proposition entraine que g €T, donc que H = {¢}. Aprés un changement
de coordonnées convenable, on peut supposer que T est Pensemble des matrices
diagonales inversibles telles que x,; =1 (i>d =dimT). Les fonctions coor-
données x; ; (j £ d) forment alors une base de X(T), et leurs valeurs en g engen-
drent V(g). Plus précisément, les éléments de V(g) sont les valeurs en g des éléments
de X(T), d’ou la proposition.

17.8. CororrAIRE. Soient G C GL(n, Q) un groupe algébrique, et f: G — GL(m, Q)
un morphisme. Si g € G est net, alors f(g) est net.

On sait que f(L(g)) = L(f(g)), [1, § 2.11. Si aeX(L(f(g))), alors
aof eX((g)) et (ao f)(g) = a(f(g)). 1l suffit donc d’appliquer 17.2.

Remarque. La condition équivalente 4 la netteté dans 17.2 peut étre introduite dans
un groupe affine, sans avoir recours a une réalisation linéaire. On peut donc parler
d’éléments nets dans un groupe algébrique affine, et 17.3 reste vrai pour tout
morphisme de groupes algébriques affines.

17.4. ProposiTION. Soient G un Q-groupe et I' un sous-groupe arithmétique de G. Alors
I posséde un sous-groupe de congruence qui est net.

On peut supposer G identifié & un Q-sous-groupe de GL(z, C) par un morphisme
qui applique I' dans GL(n, Z) (7.13). 1l suffit donc de faire la démonstration
pour GL(n,Z).

Soit M I’ensemble des polyndmes cyclotomiques de degré < n et différents de T — 1.
11 est fini. Soit p un nombre premier ne divisant aucun des nombres f(1), (f € M).
Montrons que le groupe de congruence :

H={geGL(nZ), g=1modp}
est net.
Soient geH, ();<i<n les valeurs propres de g, et K le corps engendré sur Q
par les 5;. Comme les s; sont les racines du polynéme caractéristique de g, qui est
de degré n, a coefficients rationnels, K est de degré < n sur Q. Soit s € V(g) une
racine de 'unité. Nous devons montrer que s = 1. Supposons que ce ne soit pas
le cas. Soit p un idéal premier de K divisant p. Les s; se réduisent mod p en les
valeurs propres de la réduction mod p de g, donc en un, et par suite s = 1 mod p.
Il existe feM tel que f(s) =0. On a par conséquent f(1) = 0 mod p, donc
aussi mod p, d’ou une contradiction.
La proposition précédente suffit pour les applications que nous avons en vue ici.
Pour compléter, nous en donnons une version plus générale, dont la démons-
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tration nous a été communiquée par Serre. Nous aurons besoin du lemme élémen-
taire suivant :

17.5. LEMME. Soient L un anneau commutatif intégre et mi un idéal maximal de L tel que
la caractéristique p de Ljm soit # 0. Soient x un élément inversible de L, d’ordre fini n. Si

x = 1 mod m, alors n est une puissance de p.

1l suffit de faire voir que si (n,p) = 1, alors x £ 1 mod m. Si ce n’était pas
le cas, on aurait x =1+ a (aem), d’oit 2" =1 + a(n + b), (bem); puisque
x® = 1, cela entraine & + n =0, n em, donc n est divisible par p, contrairement
a I’hypotheése.

17.6. PROPOSITION. Soient k un corps de caractéristique zéro et L un sous-anneau de k qui
est de type fini sur Z. Soit T un sous-groupe de GL(n, L). Alors T posséde un sous-groupe
net d’indice fini.

D’apres Bourbaki, Alg. Commutative, Chap. V, § 3, n° 1, Corollaire 3, p. 62
on peut trouver un entier rationnel a tel qae si p est un nombre premier ne divisant
pas a, alors il existe un homomorphisme f, de L dans un corps algébriquement clos
de caractéristique p, qui applique 1 sur 1. Comme L est de type fini, f,(L) est un
corps fini, donc m, = ker f, est un idéal maximal de L, & corps résiduel fini.
Par suite I') ={geTl, g = I modm,} est d’indice fini. Il.en est alors de méme
du groupe I'), =T, N T, sip et g sont premiers et premiers & a. Montrons que I',,
est net si, de plus p % ¢. Il suffit pour cela de faire voir que si geT', et si s est
une racine de I'unité contenue dans le groupe V(g) engendré par les valeurs propres
s; de g, alors s est une puissance de p. Les s; sont entiers sur L. La L-algébre L’
engendrée par les s; est donc entiére sur L. Il existe par suite un idéal premier m,,
de L' telque m, ML =m,. Comme g = 1 modm,, ona 5;= 1modm,(1<i<n)
donc aussi s = 1 mod n;,. Notre assertion résulte alors de (17.5), appliqué a L’ et m;,.

17.7. CoroLLAIRE. Soit H un sous-groupe de type fini de GL(n, k). Alors H posséde un
sous-groupe net d’indice fini.

Soit (h;) (jeI) un systtme générateur fini de H. L’anneau L engendré par
les coefficients des h; et k51 est de type fini sur Z, et HC GL(n, L). On peut donc
appliquer (17.6).

Remarque. (17.7) montre en particulier que H posséde un sous-groupe d’indice fini
sans torsion, ce qui est un résultat bien connu de Selberg.

17.8. Dans cette section, G est un Q-groupe réductif connexe, de Q-rang égal i un,
I" un sous-groupe arithmétique de G, K un sous-groupe compact maximal de’Gyg,
D = K\Gg l'espace des classes & droite de Gg mod K. On note = la projection
de Gy sur Pespace D/T' = K\Gg/T" des doubles classes K.x.I' de Gg. L’espace D
est muni canoniquement d’une structure de variéié C®, invariante par Gg. Si I est



120 INTRODUCTION AUX GROUPES ARITHMETIQUES 17.8

sans torsion, alors I' N x.K.x™1 = {e} pour tout x € G, donc I' opére librement
sur D, d’ol1 aussi une structure naturelle de variété C® sur X = K\Gg/T".

Soit P = M.S.U un Q-sous-groupe parabolique minimal de G, o M, S, U ont
la signification usuelle (§ 12). On écrit P, pour Mg.Ug = (M.U)g et A pour S§.
On suppose & normal (12.3), i.e. A stable par rapport & 'involution de Cartan
de Gp associée a K (11.17), ce qui entraine (loc. cit) que K N My est un sous-
groupe compact maximal de Mg, donc aussi de P,,. Soit C un systéme de représen-
tants des doubles classes Pq.x.I" dans Gq. Vu (15.6), il est fini, et il existe un ensemble
de Siegel S par rapport 4 K, P, S (12.3), que nous prendrons ici ouvert, tel que :

(1) Gg=Q.T avec Q=G6.C.

L’ensemble S est de la forme K.A,;.», ou o est relativement compact dans
P} = M}.Ug. Quitte 4 agrandir @, on peut supposer que @ est un ensemble
fondamental dans P§ pour l'intersection des groupes PJ n¢.I".c? (¢€C). On a
alors, en particulier :

(2) P} = w.(Pn°T) (ceC)
(3) Pp=(KnM).o.(P§n-T) (c € Q).
L’ensemble gA des Q-racines simples se compose ici d’un élément, soit «, et I'on a :
@4 A, ={acA, o<t}

Etant donné s (0 < s < t), on pose :

(5) A,,={a€A, s=<a <t}

(6) S, =K.A, .0, S, = K.A,.o.

11 est clair que &, , est relativement compact et que :
6=63_;UG,, es.tnes-——ﬂ‘

L’ensemble fondamental Q = &.C est donc réunion d’un ensemble relativement
compact S, ,.C et des ensembles S,.c (¢ € C). Pour s assez petit, ces derniers
jouent un roéle analogue & celui des pointes du domaine fondamental polygonal
classique d’un groupe fuchsien, et seront aussi appelés pointes de (.

17.9. ProrosiTION. On conserve les hypothéses et notations de (17.8). Il existe s > 0 tel
que X = K\Gg/I" soit réunion d’un ensemble relativement compact n(S,, ,.C) et d’ouverts
disjoints 7w(S,.¢) (c € C). De plus, la relation :

K.A,.Pj.c.y NK.A,.Py.c" # 0 (c,c’eC; yell)
entrafne ¢ =¢', ¢.y.ct€P. .

D’aprés la propriété de Siegel (15.4), Pensemble L des yeI' tels que
Q.yNQ # ¢ est fini. On peut donc trouver s assez petit pour que, quels que
soient ¢,¢’ € C et y € L, lintersection S,.c.y N S,.¢’ soit ou bien vide ou bien
non relativement compacte. Dans le deuxi¢me cas, on a alors, d’aprés (12.6),
¢.y € Pq.¢’, ce qui, vu le choix de C, entraine aussi ¢ = ¢’, et démontre la premiére
assertion.
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Soient ¢,c'€C, xel', Rk €K, p,p' Py, a,a €A, tels que :
k.a.p.c.x =k .d.p.c.
Vu 17.8 (3), on peut écrire :
p=h.qcx. 07l p=kiqp.c x0Tt

avec kl,k eKNnM, ¢,9 €, xlel"ﬁc‘l P.c, el ne1.P.c.
On a donc :.

G610 2.4 NGS, # o
donc, vu ce qui a été dit plus haut, entraine :

c=¢ c.xy.x.x"tcteP

et par conséquent, ¢.x.cl eP.

17.10. TutorEME. Qn conserve les hypothéses et notations de 17.9, et on suppose de plus
T net (17.1). Alors *I' " PC MU pour tout x € Gq. Pour tout ¢ € C, lapplication
induit un difféomorphismev, du produit (0, s) X (K N M)\(MU)g/(‘T" N P) sur n(S,.c).
L’espace X, muni de sa structure naturelle de variété C®, s'identifie & Uintérieur d’une variété
& bord Y compacte C,

11 existe une bijection de C sur I'ensemble des composantes connexes du bord Y de Y qui envoie
¢ €C sur une variété difféomorphe @ E, = (K N M)\(M.U)g/(‘T N P).

Le groupe' ‘' NP est arithmétique dans P. Par suite, si a € X(P)g, alors
le groupe a(*I' N P) est arithmétique dans GL, (8.10), donc est contenu dans { + 1}.
Si I' est net, il s’ensuit que a("*I' N P) = {¢}. Comme M.U est P'intersection des
noyaux des éléments de X(P)q, cela prouve la premiére assertion.
Soit ¢e€ C. Posons &' = (KN Mg).w. Ona :

n(S,.c) = n(A;.0'.¢c) = n(A,. .« .c.(I' "¢ 1Pc)). .
Vu la premiére assertion et 17.8 (3), cela donne :
n(S,.c) = n(A,.P,.c).
Soient m,m' € Mg, u,u" € U, a,a’ €A, tels que :
w(a.m.u.c) = w(a.m .u'.c).

Il existe donc ke K et x eI’ tels que :
amu.cx==~k.a.m.u.c

Il résulte alors de 17.9 que c.x.c™' € P, d’ou aussi, compte tenu de la premiére
assertion, ¢.x.c™l € P,. Onaalors k € Py, donc ke PN K =MUNK=MnK.
Comme A N P, = {e¢}, il s’ensuit que 'on a :

a=d, mu.cx.cl=kF.m.u

ce -qui établit la deuxiéme assertion.

Comme Q = n(S, ,.C) est relativement compact, on peut trouver r (0 < r < s)
tel que n(S,.C) N Q = a. Soit encore ¢ tel que 0 < ¢ < r et fixons un difféo-
morphisme p de (0, 5) sur (g, s) qui soit ’identité sur (r, 5s). Notons aussi p le difféo-
morphisme p X Id de (0,s5) XE, sur (g,s) X E,. Alors p, =v,opov;l est un
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difféomorphisme de 7(S,.c) sur un ouvert relativement compact U,. Ce dernie
est en fait (S, ,-C), o 'on pose : '

S.e = K. Ay, 40, A(q)"——;{aeAlq<a“<J}.

La collection des w,, et Pidentité sur Q) , définissent alors un difféomorphisme de X
sur un ouvert Y, relativement compact, réunion de Q et des U, (¢ € C). Le bord
Y =Y —Y de Y est la réunion des sous-ensembles disjoints v,({q} x E,). Ce
sont des sous-variétés compactes. La réunion des images des sous-espaces v,([¢,r) X E,)
est un voisinage ouvert de 9Y difféfomorphe au produit de dY par un intervalle,
d’ou la derniére assertion.

Remargque. Raghunathan [25] a montré que si H. est un Q-groupe réductif connexe,
L un sous-groupe compact maximal de Hy et I' un sous-groupe arithmétique sans
torsion de H, alors le quotient L\Hg/I' a méme type d’homotopie que l'intérieur
d’une variété a bord -compacte. :

17.11. Une fibration de E,. Le groupe °I' NP optre librement et proprement
sur (K " M)\P,. Le groupe °‘I' " U est normal dans ‘I' N P. Par conséquent,
le quotient L, = (‘I' " P)/(‘I' " U) opére librement et proprement dans :

(K N M)\Py/(cT" n U).

De plus, comme P, est produit semi-direct de My et Uy, il est clair que :
(1) (KN MN\P/(‘T nU) = (KN M)\Mgx U/(I' " U)

ol = signifie « difffomorphe ».
Le groupe Uy est normal dans Pg, donc ‘I’ N P opére par automorphismes inté-
rieurs sur Ug, d’oli une représentation de L, comme groupe.de difféomorphismes
de F, = Ug/(CI' n V).
La projection o.: Py — Py/Ug & My induit un isomorphisme de L, sur :

L, =0c(' " P).

En particulier, L; est sans torsion, discret. (En fait, comme ¢ est la restriction d’un
Q-morphisme de groupes algébriques; L, est arithmétique, et net vu (17.3).) Donc
L. optre librement et proprement sur (K N M)\My et B, = (K n M)\My/L;
est une variété C. Il résulte alors de (1) que E, est espace total d’une fibration
différentiable de fibre type F,, groupe structural L, base B,, dont la projection o,
est induite par o.

Le groupe U est commutatif si, et seulement si, 2o n’est pas une Q-racine. Si U est
commutatif, alors F, est un tore compact (au sens de la théorie des groupes topo-
logiques).

Remarquons encore-que si le R-rang de G est aussi égal a un, alors My est compact,
donc E, = F,. Si U est commutatif, le bord de Y est alors formé de tores.

Comme G est de rang rationnel un, X poss¢de une seule compactification « de
Satake », du type décrit dans [2]. On peut I'obtenir en prenant le quotient de
Pespace Y de (17.10) par la relation d’équivalence qui est Iidentité sur intérieur
de Y et est définie par la projection o, sur la composante connexe du bord corres-
pondant & ¢ € C. C’est donc la réunion de X et des bases B, (¢ € C) des fibrations
mentionnées ci-dessus.
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