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Introduction

Les équations polynomiales sont présentes dans de nombreux domaines.
Elles interviennent pour modéliser des contraintes géométriques, des relations
entre des grandeurs physiques, des propriétés satisfaites par certaines incon-
nues . .. Voici quelques exemples de tels domaines.

Biologie moléculaire. — Si les distances entre deux atomes consécutifs et
les angles entre deux liaisons consécutives d’une molécule a 6 atomes sont
connus, quelles sont les configurations possibles de celle-ci?

FIGURE 1. Molécule de cyclohexane.

Robotique. — Considérons un robot parallele, c’est-a-dire une plate-forme
rigide reliée a un socle par 6 bras extensibles, et fixés par des rotules au socle
et a la plate-forme. Supposons que 'on détache ces 6 bras de la plate-forme
(par exemple pour changer une piece). Une fois cette opération effectuée, il faut
rattacher les bras, aux mémes endroits sur la plate-forme, mais rien ne nous
garantit que la plate-forme sera dans la méme position. Combien de positions
possibles de la plate-forme, existe-t-il satisfaisant les contraintes de distances,
imposées par ces bras?
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FI1GURE 2. Un robot parallele.

Vision. — Une caméra (calibrée) en mouvement prend une photographie
d’une méme scéne (par exemple une maison) a deux instants différents. Dans
ces deux photographies, on peut reconnaitre un certain nombre de paires
de points qui se correspondent, d’une image a ’autre. Par exemple, un coin de
fenétre peut étre visible dans les deux images. Ceci nous fournit une paire
de points (un dans chaque image), que 'on dit en correspondance.

A ol

F1GURE 3. Points en correspondance dans deux images.

Quel est le nombre minimal nécessaire de paires de points en correspondance
pour qu’il y ait un nombre fini de déplacements possibles entre les deux pho-
tos ? Dans ce cas, quel est le nombre maximal de déplacements de la caméra ?
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Géométrie algorithmique. — Pour la construction d’un diagramme (dit de
Voronoi), il est nécessaire de pouvoir déterminer si un point est & l'intérieur
ou a l'extérieur d’un cercle tangent a trois segments.

Comment peut-on s’y prendre sans calcul explicite de ce cercle? Quelle
précision doit-on utiliser pour garantir le résultat, si les calculs se font de
maniere approchée 7

Ces probléemes se traduisent par des systémes polynomiaux. Dans ce cours,
nous nous intéresserons a des méthodes et outils permettant de les résoudre.
Nous présenterons certains aspects de la géométrie algébrique effective, en
considérant avec une attention particuliere les variétés algébriques de dimen-
sion 0 (i.e. les systemes d’équations polynomiales qui définissent un nombre fini
de points). Pour cette étude, préliminaire & I’analyse des variétés en dimension
supérieure, nous commengerons par rappeler le dictionnaire entre I'algebre et
la géométrie. Le « leitmotiv » est le suivant : les propriétés algébriques per-
mettent de comprendre la géométrie des solutions. Nous nous intéresserons a
certains invariants tels que la dimension et le degré d’une variété algébrique.

Pour résoudre les problemes cités ci-dessus, nous commencerons par nom-
mer les inconnues, puis définir les contraintes et travailler modulo les rela-
tions qu’elles engendrent. Ceci conduit a ’étude des algebres quotients. Nous
considérerons en particulier les quotients de dimension 0, qui correspondent
aux systemes d’équations ayant un nombre fini de solutions. Nous introduirons
les techniques de bases de Grobner, et nous montrerons comment la Tésolution
algébrique se transforme en un calcul de valeurs et de vecteurs propres.

En suite, nous analyserons certaines classes spécifiques de problémes, en
commencgant par le cas des systemes ayant plus d’équations que d’inconnues.
Ceci nous aménera & 1’étude de la théorie des résultants. Nous verrons comment
détecter si un systeme polynomial admet des solutions, puis analyser, localiser
et déterminer ces dernieres. L’autre classe de probléemes concerne les systemes
ayant autant d’équations que d’inconnues. Nous développerons les propriétés
des quotients associés a ce type de systemes et a leurs duaux. Pour cela,
nous définirons la notion des résidus et étudierons leurs applications dans les
probléemes de représentation et de résolution algébrique.

Des exemples de probléemes et de calculs effectifs accompagneront ces dévelo-
ppements. Nous avons utilisé pour cela, le package maple multires™). Nous
encourageons le lecteur a l'utiliser pour mettre en pratique, les notions que
nous abordons.

Cette publication est le fruit de cours donnés pendant plusieurs années
au DEA de Mathématiques de I’Université de Nice Sophia Antipolis. Nous
remercions toutes les personnes qui nous ont aidé de pres ou de loin dans sa

Wyoir http ://www-sop.inria.fr/galaad/logiciel/multires
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réalisation, spécialement André Galligo et Laurent Busé qui ont bien voulu
lire une premiere version de ce manuscrit et Marie-Francgoise Coste-Roy pour
I'intérét constant qu’elle a apporté a ce travail.
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Dans ce chapitre, nous introduisons les objets que nous allons étudier tout
au long de ce cours : les idéaux de polyndmes et les variétés algébriques. Nous
rappelons la correspondance entre 'algebre et la géométrie, la décomposition
primaire d’un idéal et définissons quelques invariants utiles pour la suite.

1.1. Polynoémes

Dans beaucoup de domaines (robotique, vision par ordinateur, géométrie
algorithmique, théorie des nombres, mathématiques financiéres, théorie des
jeux, biologie moléculaire, statistique ...), la modélisation conduit souvent a
la résolution de systemes polynomiaux. Les grandeurs sont représentées par des
variables vérifiant des contraintes polynomiales qui, si possible, caractérisent les
solutions du probleme. Ces variables sont notées zy,...,z, et ces contraintes

fi=0,...,fm=0.

Probléme :

Nous considérons une caméra calibrée!) qui observe une scéne tridimension-
nelle, dans laquelle trois points A, B, C' sont reconnus. Nous voulons déterminer
la position de la caméra a partir de ces observations.

Pour cela, nous allons déterminer les contraintes vérifiées par les distances
x1,T9,x3 entre le centre de la caméra X et respectivement A, B,C. Puis a
partir de ces distances, nous allons déduire la position de X par rapport a
ces points. Comme la caméra est calibrée, nous pouvons a partir de mesures
des distances entre les images des points A, B, C, déduire les angles entre les
rayons optiques X A, X B, XC' (voir figure 1.1).

Notons a I'angle entre X B et XC, 8 I'angle entre X A et XC, v ’angle entre
XA et XB. Supposons que ces angles et les distances a entre B et C, b entre
A et C, c entre A et B sont connus. De simples relations trigonométriques
dans un triangle conduisent aux équations suivantes :

22 + 22 — 2cos(y)rima — 2 =0
23 + 2% — 2cos(B)x13 — b* =0 (1.1)
23 + 23 — 2 cos(a)wax3 — a® = 0.
Dans ce chapitre, nous allons étudier ce systéme et I'utiliser pour illustrer les
différentes notions que nous allons introduire.

Les contraintes f; =0, ..., f,, = 0 sont a coefficients entiers, entiers modulo
un nombre premier, rationnels, réels, complexes, ou encore des fractions

Msa distance focale et les coordonnées de la projection du centre optique dans l'image
sont connues.



M. Elkadi & B. Mourrain Résolution des systéemes polynomiaux

FIGURE 1.1. Modélisation mathématique d’une caméra.

rationnelles en certains parametres. Désignons par K un corps contenant ces
coefficients et par K sa cléture algébrique. Les relations fi, ..., fm, entre les var-
iables x1, ..., z,, appartiennent donc & anneau des polynémes Kz, ..., x,),
noté également K[x|. Parfois, dans le cas d’une variable (resp. deux ou trois
variables), nous utilisons la notation K[z] (resp. K[x,y] ou K[z, y, z]). Les
mondmes sont notés x* = z{* ...z pour o = (aq,...,%,) € N Le degré
de x“ est |a| = a1 + -+ + an.

Pour représenter les éléments de K[x], nous ordonnons les monémes suivant
un ordre total. Les polynomes sont donc des listes ordonnées de termes définis
par des coefficients et des exposants. Le degré d’un polynéme est le maximum
des degrés des monomes & coefficients non nuls qui le constituent. Ainsi, nous
étendons aux polyndémes multivariables, les notions de coefficient dominant,
monéme dominant et terme dominant, une fois que 'ordre sur les monomes
est fixé. Par convention, le coefficient dominant, le monéme dominant et le
terme dominant du polynéme nul sont nuls.

A partir de ’ensemble de contraintes f; =0,..., f, = 0, nous en construi-
sons d’autres, celles définies par 1'idéal de K[x] engendré par f1,..., fm.

On peut se demander si tout idéal de K[x] est engendré par un nombre fini
de polynomes.

Définition 1.1. Un anneau A commutatif et unitaire est dit noethérien si
tout idéal de A est engendré par un nombre fini d’éléments.

Proposition 1.2. Les propriétés suivantes sont équivalentes dans un anneau
commutatif et unitaire A :
i) Tout idéal de A est engendré par un nombre fini d’éléments,
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it) Toute suite croissante d’idéaux de A est stationnaire,
i11) Tout ensemble d’idéaur de A admet un élément mazximal.

Démonstration. Voir exercice 1.2. O

Théoréme 1.3. L’anneau K[x] est noethérien.

Démonstration. Cette preuve est similaire a celle proposée par Hilbert dans
ses célébres travaux sur la théorie des invariants [Hil93].

Comme les seuls idéaux de K sont {0} et K, 'anneau K est noethérien. Nous
procédons par récurrence sur le nombre de variables n. Pour cela, il suffit de
montrer que si A est un anneau noethérien, alors A[z] (ol  est une nouvelle
variable) l'est aussi.

Soit I un idéal de Alz]. L’ensemble J des coefficients dominants des éléments
de I est un idéal de A. Il est donc engendré par un nombre fini d’éléments
non nuls ¢y, ...,cs. Notons fi,..., fs des éléments de I dont les coefficients
dominants sont respectivement cy,...,cs.

Soit f € I de degré § > d = maxdeg f; et de coefficient dominant ¢. Nous
avons ¢ = y ;4 ¢y, avec r; € A. L’élément

s
f . Z i ‘Téfdeg fi fi
i=1

de I est de degré < §. Nous pouvons donc réécrire tout polyndéme de I modulo
fi,--+, fs en un élément de I de degré < d.

Pour chaque i € {0,...,d— 1}, soit J; I'ensemble des coefficients dominants
des polynémes de I de degré i. Comme J; est un idéal de A, il est donc engendré
par un nombre fini d’éléments non nuls ¢; 1,...,¢; . Notons f;1,..., fir, des
polynomes de I de degré ¢ dont les coeflicients dominants sont respectivement
Cils---,Cik;- Le méme argument que précédemment montre que tout f € I
de degré d > ¢ se réduit modulo f;1,..., fir, en un élément de I de degré
< 1. Ceci montre que l'idéal I est engendré par fi,...,fs et fi1,..., fir,
i=0,...,d—1. m|

Dans le cas d’une variable, nous avons un résultat plus fort :

Proposition 1.4. Tout idéal de K[z] est engendré par un seul polynéme.

Démonstration. Voir exercice 1.1. O

1.2. Solutions

L’objet principal de ce cours est 1’étude de I’ensemble des solutions d'un
systéme d’équations polynomiales F de K[x]; c’est-a-dire 'ensemble Zk(F)



M. Elkadi & B. Mourrain Résolution des systemes polynomiaux

(ou Z(F) s’il n’y a pas d’ambiguité sur le corps K) des points ¢ de K™ qui
vérifient f({) = 0 pour tout f € F. Un tel ensemble est appelé une variété
algébrique de K™. Nous considérons souvent Z(F'), 'ensemble des solutions
de F dans K" au lieu de Zg(F) C K™

Les polynomes fi,..., f,, définissent le méme ensemble de solutions que
l'idéal I qu’ils engendrent : Zg(f1,..., fm) = Zx(I).

Il est facile de vérifier que la réunion finie et l'intersection quelconque de
variétés algébriques sont des variétés algébriques. De plus, § = Z(K[x]) et
K™ = Z({0}) sont des variétés algébriques. Donc les variétés algébriques sont
les fermés d’une topologie définie sur K", dite de Zariski. Elle est non-séparée
si le corps K est infini (i.e. si  # y, il n’existe pas deux ouverts disjoints
contenant respectivement x et y).

Si V est une variété algébrique, une sous-variété algébrique de V est une
variété algébrique incluse dans V.

Définition 1.5. Une variété algébrique V est dite irréductible st V = ViU Vs,
avec Vi et Vo deux sous-variétés de V., alors Vi =0 ou Vo = 0.

Proposition 1.6. Toute variété algébrique V' se décompose de maniére unique
en une réunion finie de sous-variétés algébriques irréductibles de V', appelées
composantes irréductibles de V.

Démonstration. Voir exercice 1.5. O

Probléme(suite) :

Pour le probléme de positionnement de la caméra , nous allons dans un premier
temps considérer toutes les solutions (x1,x2,x3) a coordonnées complexes du
systéme (1.1). Puis nous nous restreindrons a celles dont les coordonnées sont
réelles et positives, qui correspondent & une position physique de la caméra.
Cette démarche est classique. L’étude algébrique des systéemes polynomiaux,
issus des domaines d’applications, fournit des informations sur toutes les
solutions dont les coordoonnées appartiennent a la cléture algébrique du corps
des coefficients des équations. Les informations sur les « vraies » solutions du
probléme étudié sont obtenues par une analyse « physique » de celui-ci (par
exemple, dans ce probléme, en prenant en compte les signes des variables x;).
La formule de résolution des équations du second degré appliquée aux deux
premiéres équations de (1.1) permet d’exprimer xs et x3 en fonction de x1. En
substituant xo et x3 dans la derniére équation et en « chassant » les radicaux,
nous obtenons une équation de degré 8 en xq (sauf dans des cas dégénérés).
Cette derniere admet 8 solutions complexes, et par conséquent, il y a au plus
16 positions possibles (symétriques par rapport au plan défini par A, B,C)
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pour le centre X de la caméra.

1.3. Correspondance entre 1’algebre et la géométrie

Pour résoudre le systeme f; = --- = f,,, = 0, ’approche algébrique consiste a
considérer que les inconnues 1, ..., T, vérifient ces équations et toutes celles
qui s’en déduisent. En d’autres termes, on se place dans ’algebre quotient
A=K][x]/I, ot I désigne I'idéal engendré par f1,..., fm. L’étude des propriétés
de cette algebre permet de déduire des informations pertinentes sur
I'ensemble des solutions Zg(I). Nous allons analyser cette correspondance
entre 1'algebre des polynémes (i.e. les idéaux de K[x]) et la géométrie (i.e. les
variétés algébriques de K").

Définition 1.7. Soit Y une partie de K*. On définit
Z(Y)={f €K[x] : f(a)=0,Ya e Y}.

L’ensemble Z(Y) est un idéal de K[x], appelé l'idéal de Y. D’apres le
théoreme 1.3, il est engendré par un nombre fini d’éléments.

Proposition 1.8. SiY et Z sont deuxr sous-ensembles de K", alors
IYUZ)=Z(Y)NZ(Z).

Démonstration. Voir exercice 1.4. O

Définition 1.9. Un idéal I de K[x] est dit premier si
V(f,g) €eKx]*, fgcI= fcTou gel.
La proposition suivante montre I'importance de la notion d’idéal premier.

Proposition 1.10. Une variété algébrique V' est irréductible si, et seulement
st, son idéal Z(V') est premier.

Démonstration. Voir exercice 1.4. O

Il est facile de vérifier que si V est une variété, alors Z(Z(V)) = V. Mais la
question « réciproque » : si I est un idéal de K[x], « quel est I'idéal Z(Z (1)) ? »
est plus délicate. Une réponse partielle est donnée grace au théoréme fon-
damental de l’algébre : tout polynome d’une variable de degré d et a coeffi-
cients dans K admet d racines dans K (chaque racine est comptée autant de
fois que sa multiplicité). Donc si f € K[z], alors f = o [[F(z — z)™, o

10
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a € K\{0},m; € N*,z; € K, et 2; # 2; pour i # j. Nous pouvons vérifier que
: f
2z = (e -=) = (L)
i=1 pged( 7%)
Le polynome [[%_, (z — z;) est & coefficients dans K.
La réponse a la question précédente, dans le cas multivariable, est donnée
par le théoréme des zéros de Hilbert.

Définition 1.11. Un idéal I # K[x]| est dit mazimal si pour tout idéal J tel
que I C J,onaJ=1IouJ=Kx.

Notons qu'un idéal I de K[x] est maximal si, et seulement si, K[x]/I est un
corps (voir exercice 1.12).

Si(aq,...,a,) € K* lidéal (x1—az, ..., T, —ay,) est maximal et nous allons
voir que si le corps K est algébriquement clos, tout idéal maximal de K[x] est
de cette forme.

Définition 1.12. Soient B un anneau et A un sous-anneau de B. Un élément
b € B est dit entier sur A si b est racine d’une équation d’une variable de la
forme 2™ + a12™ ! + -+ + a,, € Alz].

L’anneau B est une extension entiére de A si tout élément de B est entier
sur A.

Lemme 1.13. Soient A, B,C trois anneaux tels que A C B C C tels que
Uextension B de A est entiére. Alors tout élément ¢ € C entier sur B est
aussi entier sur A.

Démonstration. Voir exercice 1.10. O

Lemme 1.14. Soient B un anneau intégre et A un sous-anneau de B tels
que lextension A C B est entiére. Alors A est un corps si, et seulement si, B
est un corps.

Démonstration. Supposons que A est un corps et soit b € B\ {0}. Il existe
m € Net (a,...,an) € A™ tels que b™ + a1b™ ' + - + a,, = 0. Comme B
est integre, on peut supposer que a,, # 0, donc inversible dans A. Il en découle
que 1 = b(—ab™ ! —... —a-la, _1). Ainsi, b est inversible dans B.
Réciproquement, supposons que B est un corps et soit a € A\{0}. L’élément
a est inversible dans B, et a~! vérifie a ™ +a1a "™+ -+a,, =0, avec m € N
et (ai,...,am) € A™. Nous en déduisons que a(—a,a™ ! —-- —ay) =1, et
donc a est inversible dans A. O

Lemme 1.15. Soit A un anneau de type fini sur un corps K (i.e. A =
Klay,...,an], avec ay,...,am € A). Alors il existe des éléments by, ..., b, de

11
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A algébriquement indépendants sur K tels que Uextension Klby,...,b] C A
est entiére.

Rappelons que les éléments by, . . ., b, de A sont algébriquement indépendants
sur K si le seul polynéme f & coefficients dans K qui satisfait f(b1,...,b,) =0
est le polynéme nul.

Démonstration. Supposons que a1, ..., a,, sont algébriquement liés sur K, i.e.
(a1, ..., am) est solution d’un polynéme non nul f € K[z1,..., 2] Soit r € N
et pour ¢ = 2,...,m, posons ¢; = a; — affl. Chaque mondme aj’ ...a%m de
f(a1,...,an) s'écrit sous la forme a‘f‘ﬁ"aﬁ"'wmflam +g(ai,co,...,cm), ot g
est un polynéme de degré inférieur strictement & aq + rag + -« - + r"™ la,.
Choisissons Uentier r tel que toutes les expresssions a1 + ras + - - - + 7™ Loy,

soient différentes pour les différents multi-indices (ayq, ..., ;) des monomes
de f(a1,...,am). Ainsi, a; est entier sur K[cg, ..., ¢y]. En itérant ce procédé
et en utilisant le lemme 1.13, nous construisons by, ..., b, tels que A soit une
extension entieére de Kby, ..., by]. O

Théoréme 1.16. Soit K un corps algébriquement clos (i.e. K = K). Alors
tout idéal maximal de K[X] est de la forme m¢ = (1 — (i, ..., T — Cn), avec

¢=(Gy.-,¢n) €K™

Démonstration. Soit m un idéal maximal. L’anneau de type fini K = K[x]/m

est un corps. D’apres le lemme 1.15, il existe (by,...,b,) € K" tel que Iexten-
sion K[by,...,b,] C K est entiere. En utilisant le lemme 1.14, nous déduisons
que KJby,...,b,] est un corps et donc r = 0. Par conséquent, 'extension de

corps K C K est algébrique, et comme K est algébriquement clos, K = K.
Considérons l'application f € K[x] — f € K[x]/m = K = K. Pour i =
1,...,n, notons ¢; = Z;. Nous avons (x1 — (1,...,Zn — () C m, et donc

(xl—Cl,...,xn—Cn):m.
O

Il existe plusieurs preuves du théoréeme 1.16 dans la littérature, dont une
utilisant le résultant de Sylvester (voir [CLO92]|, [BMO04]).

Le résultat suivant est une conséquence directe du théoreme 1.16.

Théoréme 1.17. Soit K un corps algébriqguement clos. Si V' est une variété
algébrique de K™, alors Z(V) = K[x] si et seulement si V = ).

Démonstration. Si I'idéal Z(V) = K[x], il est clair que V = Z(Z(V)) est vide.
Réciproquement, si I'idéal Z(V') # K[x], il est inclus dans un idéal maximal
(1 —C1y- oy @y — () de K[x]. Ainsi, V # 0, car il contient (¢1,...,(,). O

12
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Définition 1.18. Soit I un idéal de K[x]. Le radical de I est
VI={geK[x]:ImeN, ¢g" eI}

1l est facile de vérifier que Pensemble v/T est bien un idéal. Un idéal I est
dit radical si /T = I. En particulier, un idéal premier est radical.

Le résultat suivant est la clé de la correspondance algebre-géométrie. Nous
en donnons une preuve basée sur 1’astuce dite de Rabinowitch.

Théoréme 1.19 (Théoréme des zéros de Hilbert). Etant donné un corps
algébriquement clos K. Alors pour tout idéal I de K[x|, Z(Zx(I)) = V1.

Démonstration. D’apres le théoreme 1.3, I est engendré par fi,..., fi,. Soit
g un élément de Z(Zx(I)), c’est-a-dire tel que Z(f1,..., fm) C Z(g). Si z est
une nouvelle variable, la variété algébrique Z(f1,..., fm,1 — 2g) de K"*! est
vide. Donc d’apres le théoreme 1.17, (f1,..., fm,1 — 2g9) = K[x, 2]. 1l existe
alors des polynomes hy, ..., hy, h tels que

1= hilx,2) fi(x) + h(x,2) (1 - 2g(x)) .
i=1

1
En remplacant z par — dans cette identité polynomiale et en réduisant au

méme dénominateur, nous obtenons
m
9" =" fi(x)gi(x) , avecdeN et g; € K[x].
i=1

Ainsi, g € VT et Z(Z2g(I)) C V1. L'inclusion inverse est immédiate. 0

Remarque 1.20. L’hypothese K algébriqguement clos dans le théoréeme 1.19
est nécessaire, comme le montre I’exemple suivant : si K =R et [ = (z? + 1),
Z(2r(I)) = Z(0) = R[x] 2 VI = (2% + 1). Pour une version du théoréme des
zéros dans le cadre réel, voir [BCR87|, [BR90], [Lom91], [GVL93|.

Nous venons de voir qu’il y a une correspondance entre les objets algébriques
(les idéaux de K[x]) et les objets géométriques (les variétés algébriques de K™),
réalisée par les deux opérations Z et Z. Si le corps K est algébriquement clos,
cette correspondance est une bijection entre les idéaux maximaux de K[x] et
les points de K", les idéaux premiers de K[x] et les variétés irréductibles de
K", les idéaux radicaux de K[x] et les variétés algébriques de K™.

Exemple 1.21. En appliquant le théoréme 1.19, nous avons

\/(33? — 9,23y — 21 22,75 — 1) = Z({(0,0),(1,1)})
= (z1,22) N (21 — 1,22 — 1).

13
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Nous verrons dans la section suivante que tout idéal se décompose en une
intersection finie d’idéaux « élémentaires », dans le méme esprit que cet exemple.

1.4. Décomposition primaire

Nous avons vu que toute variété algébrique se décompose en une réunion
finie de composantes irréductibles (proposition 1.6). Dans le cas d’une variable,
cette décomposition correspond a la factorisation d’un polynome en produit de
facteurs premiers entre-eux. Dans le cas multivariable, cette décomposition se
généralise en lintersection d’idéaux primaires (voir définition 1.23). Nous rap-
pelons les résultats généraux concernant la décomposition primaire dans K[x]
(le contenu de cette section reste vrai dans un anneau noethérien quelconque).
Pour plus de détails, consulter [AMG69].

Proposition 1.22. Si K est un corps algébriquement clos, tout idéal radical
de K[x] se décompose en une intersection finie d’idéaux premiers.

Démonstration. Soit I un idéal radical. La variété algébrique Z(I) admet une

décomposition en composantes irréductibles Z(I) = V4 U ... U Vs. D’apres le

théoreme de zéros de Hilbert et la proposition 1.8,
I=VI=T(Z(I)=Z(Vi)N---NI(V,).

De plus, les idéaux Z(V;) sont premiers (proposition 1.10). ]

Pour décomposer un idéal (non nécessairement radical) de K[x], il faut
affiner la notion d’idéal premier.

Définition 1.23. Un idéal Q de K[x] est primaire si
V(f,9) eK[x]?, fgeQet fEQ=ge Q.

Il est évident qu’un idéal premier est en particulier primaire.

Si I'idéal @ est primaire, P = /@ est premier. C’est le plus petit idéal
premier contenant ). Dans ce cas, Q est dit P-primaire.

Si I est un idéal de K[x] et g € K[x], I'idéal {f € K[x] : fg € I} est
appelé l'idéal quotient de I par g, et il est noté (I : g). L’idéal engendré par
les éléments de I et par g est noté (I, g).

Définition 1.24. Un idéal I est dit indécomposable s’il n’existe pas d’idéauz
I £ 1 et Is # I vérifiant [ = 11 N Is.

Lemme 1.25. Soient g € K[x], I un idéal de K[x]| et m un entier positif tels
que (I: g™t = (I:g™). Alors I = (I : g)N (I,g™).

Démonstration. Linclusion I C (I : g) N (I,g™) est évidente.
Soit h € (I : g)N (I,g™). Il existe alors f € I et ¢ € K[x] vérifiant
h = f+ q¢™. Comme hg = fg+ q¢™t! € I, nous avons q¢™*' € I et
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g€ (I:gm™t) = (I:g™). Ainsi, gqg™ € I et donc h € I. O

Proposition 1.26. Sil’idéal I est indécomposable, alors il est primaire.

Démonstration. Soit (f,g) € K[x]? tel que fg € I et f ¢ I. Puisque la suite
d’idéaux {(I : g") }nen est croissante, d’apres la proposition 1.2 et le théoréme
1.3, il existe m € N vérifiant (I : g™) = (I : ¢™*!). En utilisant le lemme
1.25, I =(I:9)N(I,¢g™). Et comme I est indécomposable et f € (I :g)\ I,
(I,g™) = I, c’est-a-dire g € V/T. O

Théoréme 1.27. Tout idéal I de K[x] se décompose en une intersection finie
d’idéaux indécomposables.

Démonstration. Si I'idéal I n’est pas indécomposable, c’est 'intersection de
deux idéaux Iy 2 I et Iy D I. Si I; et Iy sont indécomposables, alors I est
I’intersection de deux idéaux indécomposables. Sinon, le méme argument s’ap-
plique a I; et/ou Is. En itérant ceci et en utilisant le théoréme 1.3, I s’écrit
comme une intersection finie d’idéaux indécomposables. a

Le corollaire suivant se déduit de la proposition 1.26.

Corollaire 1.28. Tout idéal de K[x] se décompose en une intersection finie
d’idéaux primaires.

Une telle décomposition s’appelle une décomposition primaire.

Définition 1.29. Une décomposition primaire I = (i_; Q; de 'idéal I de
K[x] est dite minimale si les idéauz premiers /Q; sont tous distincts et si
pour tout i € {1,...,7}, Qi D ;2 Qj-

Lemme 1.30. Si I et J sont deux idéaux primaires ayant le méme radical
P, alors I NJ est P-primaire.

Démonstration. Soit (f,g) € K[x]? tel que fg € INJ, f ¢ INJ, et supposons
que f ¢ I. Comme I est primaire, g € VI =VINVJ =INJ. O

Théoréme 1.31. Tout idéal de 'anneau K[x] admet une décomposition pri-
maire minimale.

Démonstration. Le corollaire 1.28 assure l'existence d’'une décomposition pri-
maire I = (;_; Q; pour tout idéal I. Supposons que deux idéaux distincts @Q;
et @; aient le méme radical. D’apres le lemme 1.30, Q; ; = Q;NQ); est primaire.
Donc en regroupant les idéaux primaires ayant le méme radical, nous obtenons
une décomposition de I en idéaux primaires ayant des radicaux distincts deux
a deux.

15
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Si dans une telle décomposition, un idéal @); contient (;; ;, nous I'omet-
tons et obtenons I = [;; @;. En répétant ceci, si nécessaire, nous aboutissons
a une décomposition primaire minimale de I. a

Une décomposition primaire minimale n’est pas forcément unique comme le
montre ’exemple simple suivant :

Exzemple 1.32. Dans l'anneau K|z, y], I’idéal
(zy,9%) = (1) N (2,5°) = (y) N (z +y.9°).

Par contre un idéal radical admet une seule décomposition primaire mini-
male (voir exercice 1.14).

Nous allons voir que les idéauz premiers associés (i.e. les radicaux des
composantes primaires d’une décomposition minimale) sont uniquement
déterminés. Pour les caractériser, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 1.33. Soit Q un idéal P-primaire (i.e. Q est primaire et \/Q = P).
Si f € K[x], alors

i) feQ=(Q:f)=K[x],

i) f¢ Q= (Q:[) est P-primaire,

ii) f¢ P=(Q:f)=0Q.

Démonstration. 1) et iii) découlent des définitions.

ii) Déterminons le radical de (Q : f). Soit g € (Q : f). Comme f ¢ Q et
fg € @, nous déduisons que g € P. Ainsi, Q C (Q: f) C P, et \/(Q: f) = P.
L’idéal (Q : f) est P-primaire. En effet, soit (g,h) € K[x]? qui satisfait
gh € (Q : f), cest-a-dire ghf € @Q, et ¢ ¢ P. Puisque @ est primaire,
he@: ). 0

Lemme 1.34. Si P, Py, ..., Py, sont des idéauzx premiers de K[x] qui vérifient
P=P nNn...NP,, alors il existe i tel que P = P;.

Démonstration. Voir exercice 1.13. O

Théoréme 1.35. Soit I =i, Q; une décomposition primaire minimale de

Vidéal I. Si f € K[x]| est tel que \/(I : f) est premier, alors /(I : f) = /Q;
pour un i € {1,...,r}. Réciproquement, tous les idéaux premiers \/Q; sont de
cette forme.

Démonstration. D’apres le lemme 1.33, pour tout f € K[x],

I:H=(NQi:H=NQi:H= [\ @i:f),
i=1 i=1 (i:f¢Q:}
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et V(11 f) = Nppgq,y VQi- Silidéal /(I : f) est premier, il existe i tel
que /(I : f) =+/Q; (lemme 1.34). Réciproquement, comme la décomposition

est minimale, pour chaque ¢ € {1,...,r}, il existe un polynéme f; tel que
fi ¢ Qiet f; € 2 @;- En utilisant le lemme 1.33, nous déduisons que
VQi=(Qi: fi) = : fi) 0

Les idéaux primaires d’une décomposition minimale d’un idéal I sont appelés
les composantes primaires de I.

Remarque 1.36. Méme si un idéal peut avoir plusieurs décompositions pri-
maires minimales, le nombre de composantes primaires et les radicaux des
idéaux primaires sont uniques dans les différentes décompositions primaires
minimales d’un méme idéal (voir exercice 1.14).

Définition 1.37. Soit I = Q1N...NQ, une décomposition primaire minimale
de I. L’ensemble {/Q; : 1 <i <r}, qui est indépendant de la décomposition
choisie, est appelé Uensemble des idéauz associés de I. Il sera noté Ass(I).

Dans l'exemple 1.32, I'idéal (zy,y?) admet deux composantes primaires et
Ass((zy.y%) = {(v). (z,9)}.

Proposition 1.38. Soient f € K[x] et I un idéal de K[x]. Si f nappartient
a aucun élément de Ass(I), alors (I : f) =1.

Démonstration. Soit I = Q1 N...N Q, une décomposition primaire minimale
de I. D’apres le lemme 1.33, nous avons

T:H=@:HN...nQr:f)=Q1N...NQ,=1.

O

Définition 1.39. Soit I = Q1N...NQ, une décomposition primaire minimale
de lidéal T de K[x]. Une composante primaire Q; de I est dite immergée sl
existe j # i tel que \/Q; C /Q;. Une composante primaire est dite isolée s’elle
n’est pas immergée.

Dans 'exemple 1.32, la composante (y) est isolée et (x,y) (respectivement
(z +y,9?)) est immergée.

Remarque 1.40. Les composantes primaires isolées, d’un idéal I, dans les
différentes décompositions primaires minimales sont uniques (voir exercice
1.14). Les composantes immergées ne le sont pas, comme le montre I’exemple
1.32. Du point de vue géométrique, ces dernieres sont « invisibles », et donc
elles sont une source de beaucoup de difficultés en géométrie algébrique
effective (voir [CGHB88|, [Kol88],[Kol99], [EL99]). Obtenir la décomposition
primaire d’un idéal de K[x] est un probleme délicat (voir [GTZ88], [EHV92],
[Mon02]).
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Probléme(suite) :

Dans le probléeme de positionnement de la caméra, si A = (—1,0,0), B =
(0,1,0), C = (1,0,0) et le centre X est sur I'arc C du cercle circonscrit au
triangle ABC, allant de A a C sans passer par B. Le systéme (1.1) devient :

22423 —V2x129—2=0
2 +23-4=0 (1.2)
x%er%fﬁxQ:rng:O.

Pour tout autre point de cet arc de cercle C, les angles de vues des seg-
ments (A, B), (B,C) et (A, C) sont les mémes. L’ensemble des solutions de ce
systéme contient donc les vecteurs (1, x2,x3) correspondant aux points de C.
La différence entre la premiére et la troisiéme équation de (1.2) conduit a

(x1+ 23 — \/5%2) (r1 —x3) =0. (1.3)

L’ensemble des solutions contient la variété algébrique définie par l'idéal Pg
engendré par x1+x3— /2 3 et 23 +1x3 —4. Cet idéal est premier car 3+ 23 —4
est irréductible.

Y-a-t-il d’autres solutions ? Celles-ci sont sur 'intersection des trois tores
obtenus par rotation du cercle C autour des segments (A, B), (B,C), (A,C),
correspondant & un angle de vue constant. D’aprés ’équation (1.3), les autres
solutions vérifient x1—x3 = 0, ce qui conduit aux solutions £; = (—/2,0, —v/2),
§o = (\/E’O’ \/5)7 §3 = (\/22, \/§), &= (_\/57 -2, _\/5)

Comme &3 et &4 annulent les polynémes de Pe, £3,€4 € Z(Pe), le radical de
lidéal I engendré par le systéme d’équations (1.2) se décompose sous la forme

VI=FP:NmNmy,

ou m; désigne 'idéal maximal définissant le point &;,i = 1,2,3,4.
Comme P est premier, pour g = x1 — x3, nous avons (I : g) = P¢ et
(I:¢%) = (I:g)=Pc. De plus,

(I,g) = (x% - \/§x1$2,££% — 2,1 —a:3) =m; NmgMNmgMNmy.
Nous déduisons d’aprés le lemme 1.25, la décomposition primaire
I = (I:g)ﬂ (I,g) =FPeNmyNmy Nmg Nmy.

Les composantes premiéres ms et my sont immergées dans Pg, nous pouvons
donc simplifier la décomposition de I en I = P; N'my N'mo, et ainsi I = /1.
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1.5. Quelques invariants numériques d’une variété algébrique

Plusieurs invariants numériques peuvent étre associés a une variété algébri-
que. Les principaux sont la dimension et le degré. Nous les abordons dans
cette section et les étudierons, en détail, dans un autre chapitre.

1.5.1. Dimension d’une variété algébrique. — La dimension d’une variété
algébrique V peut étre définie de plusieurs facons. Intuitivement, c’est « le
nombre maximal de degré de liberté » que peut avoir un point se « déplagant »
dans V. Nous donnons ici deux définitions équivalentes de cette notion.

Définition 1.41. La dimension topologique d’une variété V est la longueur
mazimale d d’une suite

VoCViC---CVy
de sous-variétés non vides et irréductibles de V. Elle est notée dimrg(V).
Remarque 1.42. Il est clair que la dimension topologique d’une variété
algébrique non vide de K" est au plus n.
Si V. W, alors dimrg (V) < dimrg(W).
SiV =V U...UV, est la décomposition de la variété V en composantes
irréductibles, alors dimrg (V) = max{dimrg(V1),...,dimg(V;)}.

Exemple 1.43. Soit I lidéal monomial (x1x2,2123) de Klz1,x2,23]. La
variété V.= Z(I) = Z(x1) U Z(x2, z3). Nous avons

Z(x1,22,73) C Z(21,22) C Z(21),
et donc dimrg (V) = 2.

L’équivalent algébrique de la dimension topologique est la notion de la
dimension de Krull.

Définition 1.44. La dimension de Krull d’un anneau A est la longueur maxi-
male r d’une suite

heh&--GCP
d’idéaux premiers de A. Elle est notée dimg(A).
Exemple 1.45. Si A = K[zq,z9,23]/1, avec I = (x1 22,21 3), nous avons
la suite
(1) G (z1,22) G (21,72, 73)
d’idéauz premiers dans A (car ce sont des premiers de K[x] qui contiennent

I) Ainsi, dimKrull(-A) = 2.

Ces deux notions de dimension sont compatibles avec la correspondance
algebre-géométrie :
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Proposition 1.46. Pour tout idéal I de K[x], nous avons
dimKruu(K[X]/I) = ding(ZK(I)).

Démonstration. Les idéaux premiers de A = K[x]/I sont en bijection avec
les idéaux premiers de K[x]| qui contiennent I. D’apres 'exercice 1.13, ils
contiennent un des idéaux premiers de Ass([) et définissent donc une variété
algébrique incluse dans I'une des composantes irrédutibles de Zg(I). Les idéaux
premiers de A sont en correspondance avec les sous-variétés irréductibles de
Z(I). Par conséquent, la dimension de Krull de A est la méme que la dimen-
sion topologique de Z([). O

Une variété algébrique X formée de points isolés est de dimension 0, car les
idéaux premiers associés & Z(X) sont maximaux.

Une variété algébrique de dimension 1 est une courbe, une variété de dimen-
sion 2 est une surface, et une variété de dimension n — 1 de I'espace K" (qui
est de dimension n) est appelée une hypersurface.

1.5.2. Degré d’une variété algébrique.— Le degré d’une variété V
exprime d’une certaine maniere la « complexité » apparente de celle-ci. Plus
le degré est élevé et plus il faut s’attendre a une variété « tordue ». Voici une
définition géométrique de cette notion.

Définition 1.47. Le degré de A = K[x]/I est la dimension du K-espace
vectoriel K[x]/(I,l1,...,1q), ot l1,...,lq sont des formes linéaires génériques
(i.e. dont les coefficients n’appartiennent pas & une variété algébrique) et d la
dimension de Krull de A. Il sera noté degy (A).

Nous verrons que ce degré est le nombre de points de V(I) NV (l1,...,1).

Ezxzemple 1.48. Un espace linéaire est une variété algébrique de degré 1.

Une hypersurface Z(f), avec f sans facteur carré, est une variété algébrique
de degré deg f. En effet, lintersection de Z(f) et d’une droite générique est
formée de deg f points (comptés avec multiplicité).

Probléme(suite) :

Nous avons décomposé les solutions du systéme (1.2) en une composante de di-
mension 1 définie par I'idéal Pg, et des points 1, £&o de dimension 0. L’ensemble
de ces solutions est donc de dimension 1.
Pour obtenir son degré, nous ajoutons une équation linéaire générique I(x1,
x2,23) = 0 et calculons la dimension de A = K[z1,x2, z3]/(1,l(z1, x2, T3)).
Comme &1, &9, &3, &4 ne satisfont pas cette équation générique, la dimension
de A est aussi celle de

Klz1, 29, 3]/ (2% 4+ 23 — 4,21 + 23 — V29, 1(x1, T2, 73)).
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Nous vérifions que cet espace vectoriel est de dimension 2 (et de base {1,21}).
Le degré de la variété Z(I) est donc 2.

Des algorithmes permettant de calculer ces invariants numériques associés
a une variété algébrique sont décrits dans le chapitre 4.

1.6. Un peu de géométrie projective

La géométrie affine peut se réveler insuffisante pour bien comprendre des
problemes de nature géométrique. Par exemple, l'intersection de deux droites
affines distinctes n’est pas toujours un point. Ou encore, la projection d’une
variété affine n’est pas toujours une variété affine comme le montre ’exemple
de la projection sur I'axe des x de ’hyperbole d’équation xy — 1 = 0, qui est

FI1GURE 1.2. Une hyperbole et sa projection.

K\ {0}. Nous reviendrons sur ces questions au chapitre 5.

C’est pour cela que l'on introduit la géométrie projective. Beaucoup de
probléemes deviennent plus simples et plus clairs lorsqu’ils sont énoncés dans
le cadre projectif.

L’espace projectif P*(K) (ou P" 'l n’y a pas d’ambiguité sur le corps K)
est le quotient de K"™!\ {0} par la relation d’équivalence de colinéarité. Un

point de P™ est noté (ag : -+ : ay).

Soit f un polynéme homogene de Klzg,...,x,]. Si f s’annule au point
(ag, - .., a,) de K" alors f(A(ag,...,an)) = 0 pour tout A € K. Nous dirons
que (ag : -+ - : ay) est un zéro de f, et notons f(ap:---:ap) =0.

Définition 1.49. La variété algébrique projective de P™ définie par des poly-
némes homogénes fi,..., fm de K[z, ..., z,] est 'ensemble

Z]pn(fl,...,fm) = {(l ceP": fl(a) == fm(a) = 0}
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De la méme fagon que dans le cadre affine, les variétés projectives définissent
une topologie sur P", dite de Zariski. Les variétés projectives irréductibles sont
aussi définies comme dans le cas affine.

Nous rappelons qu’un idéal I de K[x] est dit homogéne s’il est engendré par
des polynoémes homogenes.

Définition 1.50. Soit Z un sous-ensemble de P". L’ensemble I(Z) des
polynomes de K[zo,...,xn] qui s’annulent en tout point de Z est un idéal
homogéne, appelé l’idéal de Z et noté Z(Z).
Proposition 1.51.
1. Soient I et J deuz idéaux homogénes de Klxg,...,x,]. Si I C J, alors
Z]pn(J) - Z]Pn([)
2. 81 Z C W sont deux sous-ensembles de P", alors Z(W) C Z(Z).

3. Une variété projective est irréductible si, et seulement si, son idéal ho-
mogéne est premier.

4. Toute variété projective se décompose en une réunion finie unique de
sous-variétés projectives irréductibles.

5. Soit K un corps algébriquement clos. Si I est un idéal homogéne de
K[z, ..., xn], alors Zpny(I) = 0 si, et seulement si, (2o, ..., %) C VI.

6. Soit K un corps algébriquement clos. Si I est un idéal homogéne de
K[z, . ..,z tel que (xo,...,x,) ¢ VI, alors Z(Zpny (1)) = V.

Démonstration. Voir I'exercice 1.18. O
Notons Hoo = {a = (ag: -+ :an) €EP":ag =0} et O ={a € P": ag # 0}.

Alors 'espace projectif P* = Hy, U O. La variété H,, s’appelle I’hyperplan a
linfini. L’ouvert O de P™ est homéomorphe & K™ via I'application

¢:0 — K"
@ &n
(ap:- - :ap) (CLO"H’GO).

L’espace affine K™ peut étre alors vu comme un ouvert de P™ et ’espace
projectif P comme Ho, UK™.

Proposition 1.52. SiV est une variété projective de P, alors ¢(V N O) est
une variété affine de K™.

Démonstration. La variété V = Zpn(I), ol I est un idéal homogene radical. Il
est clair que ¢(VNO) = Z(f(1,21,...,2n) : f € 1). O

La trace d’une variété projective de P™ sur son ouvert affine K" est bien
une variété affine.
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1.7. Exercices

Ezxercice 1.1.

1. Théoreme fondamental de lalgebre : Montrer que tout polyndéme non constant
a coefficients dans K admet au moins une racine dans K.

2. Montrer que tout idéal de K[z] est engendré par un seul polynéme.
Ezxercice 1.2. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes dans un anneau
A commutatif et unitaire.

1. Tout idéal de A est engendré par un nombre fini d’éléments.

2. Toute suite croissante d’idéaux de A est stationnaire.

3. Tout ensemble d’idéaux de A admet un élément maximal (pour l'inclusion).

Ezxercice 1.3.

1. Soit Y un sous-ensemble de K. Montrer que Y (le plus petit fermé contenant Y’
pour la topologie de Zariski) est 'ensemble des solutions de tous les polynémes
qui s’annulent sur Y.

2. En déduire que si V est une variété algébrique, alors Z(Z(V)) = V.
Exercice 1.4.

1. Vérifier que la réunion finie et l'intersection quelconque de variétés algébriques
sont des variétés algébriques.

2. SiY et Z sont deux sous-ensembles de K™, montrer que Z(YUZ) = Z(Y)NZ(2).

3. Montrer qu'une variété algébrique V est irréductible si, et seulement si, son
idéal Z(V') est premier.

4. Soit V' une variété algébrique de K. Montrer que les propriétés suivantes sont
equivalentes :

i) V est irréductible,
ii) L’intersection de deux ouverts non vides de V' est non vide,
iii) Tout ouvert non vide de V' est partout dense dans V.
Ezxercice 1.5. Décomposition d’une variété en sous-variétés irréductibles.

Soit V' une variété algébrique de K™.

1. Si ¢ ¢V, montrer que Z(V U {(}) € Z(V).

2. Si V n’est pas une réunion finie de sous-variétés irréductibles, montrer qu’il
existe une suite infinie de variétés V; telle que V2O Vi3 D Vo D -+ -

3. En déduire que V' se décompose de fagon unique comme une réunion minimale
de sous-variétés irréductibles V' = V3 U...U Vg, ou V; n’est pas contenu dans V;
sii#j.

Ezxercice 1.6. Soient I et J deux idéaux de K[x].
1. Est-ce que Z(I) \ Z(J) est une variété algébrique ?

2. Montrer que Z(I) \ Z(J) est la projection d’une variété algébrique (en intro-
duisant une nouvelle variable).
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3. Montrer que Z(I)\ Z(J) C Z(I : J).
4. Si le corps K est algébriquement clos et I'idéal I est radical, montrer que
ZND\NZ2J)=2(1:J).
Ezercice 1.7. Soit I un idéal de K[x]. Montrer :
1. 1l existe m € N tel que VI" cIc VI
2. Si I est primaire, alors v/T est premier.
3. Si I est premier, alors I est indécomposable.

FExercice 1.8. Donner des exemples d’anneaux non noethériens.

Exercice 1.9. Soit A un sous-anneau d’un anneau B.

1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes pour b € B :
— b est entier sur A,
— Le sous-anneau A[b] de B est un A-module de type fini,
— 11 existe un sous-anneau C' de B tel que Ap] C C et C est un A-module

de type fini.
2. En déduire que si by,...,b, sont des éléments de B tels que pour tout i =
1,...,n,b; est entier sur Afby,...,b;_1], alors A[by,...,b,] est un A-module de
type fini.

3. Montrer que {b € B : b est entier surA} est un sous-annneau de B contenant A.

Ezercice 1.10. Soient A C B deux sous-anneaux d’un anneau C. Montrer que si
¢ € C est entier sur B et 'extension A C B est entiere, alors ¢ est entier sur A.
Ezxercice 1.11.

1. Montrer que dans ’anneau Z des entiers, tout idéal primaire est engendré par
la puissance d’un nombre premier.

2. Qu'en est-il pour K[z] et Z[x]?
Ezxercice 1.12.
1. Montrer qu’un idéal I d’un anneau A est primaire si, et seulement si, les diviseurs
de zéro dans A/I sont nilpotents (i.e. si a est un diviseur de zéro dans A/I, il
existe r € N*: a” = 0).
2. Montrer qu’un idéal I d’un anneau A est premier (resp. maximal) si, et seule-
ment si, A/ est un anneau inteégre (resp. corps).
Ezxercice 1.13. Soient P, Py, ..., P,, des idéaux premiers d’un anneau A.
1. Monter que si P D Py N...N Py, alors il existe ¢ € {1,...,m} tel que P D P,.
2. En déduire que si P = PyN...NP,,, alors il existe ¢ € {1,...,m} tel que P = P;.
Exercice 1.14. Soit I un idéal de K[x]. Montrer que :

1. Dans toutes les décompositions primaires minimales de I, le nombre de compo-
santes primaires et les idéaux premiers associés sont les mémes.

2. Si I est radical, alors I admet une seule décomposition primaire minimale.
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3. Les composantes primaires isolées de I sont les mémes dans les différentes
décompositions primaires minimales de I.

Ezercice 1.15. Soit I = @Q1N...NQ, une décomposition primaire de I'idéal I de K[x]
et P; = /Q; les idéaux premiers associés. Si f € K[x], montrer que f € PyU...UP.
si, et seulement si, f est un diviseur de zéro dans K[x]/I.

Ezercice 1.16. Soit K un corps algébriquement clos et I un idéal de K[x]. Montrer
que si K[x]/I est un K-espace vectoriel de dimension finie, alors la variété Z(I) est
finie et les idéaux premiers associés a I sont maximaux.

Ezxercice 1.17. Soit A un anneau local (i.e. qui admet un seul idéal maximal).
Montrer que si a € A n’est pas un diviseur de zéro, alors
dimeU(A/(a)) = dimg,an(A4) — 1.
Ezxercice 1.18. Etablir ce qui suit :
1. Si I C J sont deux idéaux homogenes de Kz, ..., z,], alors Zpn (J) C Zpn(I).
2. Si Z C W sont deux sous-ensembles de P”, alors Z(W) C Z(Z).
3. Une variété projective est irréductible si, et seulement si, son idéal est premier.
4. Toute variété projective se décompose en une réunion finie unique de sous-
variétés projectives irréductibles.
5. Soit K un corps algébriquement clos. Si I est un idéal homogene de K[z, . . ., 4],
alors Zpn k) (I) = 0 si, et seulement si, (xo,...,%,) C VI
6. Soit K un corps algébriquement clos. Si I est un idéal homogene de K[z, . . ., Z,]
tel que (zo,...,z,) ¢ VI, alors I(an(K)(I)) =T

Ezercice 1.19.

1. Calculer explicitement les solutions (z1,z2,z3) du probléme de positionnement
de la caméra dans le cas générique en fonction des parameétres cos(a), cos(3),
cos(), a,b,c et des racines d’un polynéme de degré 8 que 'on déterminera.

2. Dans le cas particulier ou le centre de la caméra est sur le cercle circonscrit a
(A, B, (), si I désigne I'idéal engendré par les trois équations polynomiales (1.1),
vérifier que pour toute forme linéaire générique I(z1,x2,x3), I'espace vectoriel
A =K[z1, x2, 23]/(1,1(21, 22, 23)) est de dimension 2.
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Dans ce chapitre, nous allons définir les notions de formes normales et
de bases de Grobmner, puis donner quelques unes de leurs applications qui
seront utiles par la suite. Pour une présentation détaillée, consulter [AL94],
[BWK93|, [CLO92], [Eis94].

2.1. Introduction

Soit f un polynéme d’une variable, de degré m et a coefficients dans K.
L’algorithme d’Euclide assure que tout g € K[z] peut se réduire modulo f :
il existe un unique (¢,r) € K[z]? tel que g = qf + r, o le reste 7 est une
combinaison linéaire des mondémes 1,z,...,z™ L. Cette réduction consiste &
trouver un représentant canonique d’un élément quelconque de 1’algebre quo-
tient K[z]/(f). C’est la clé de ’étude de certains problemes effectifs, tels que
le calcul du pged et ppcm de polyndmes, le probleme de ’appartenance d’un
polynéme & un idéal T = (f1,..., fs) de K[z], le calcul d’une base de l'espace
vectoriel A = K[z]/I, le calcul des représentants canoniques des éléments de
A, ...

Pour étudier des problemes de méme nature dans le cas multivariable, nous
avons besoin d’une généralisation de I'algorithme d’Euclide :

Etant donnés fi,...,fs € K[x] = K[z1,...,2s], comment peut-
on réduire g € K[x] modulo f1,...,[fs ? Cest-a-dire, trouver des
polynémes q1,...,qs,7 tels que g =q fr+ -+ qs fs + 1, our est
« le représentant canonique » de g modulo Uidéal (f1,..., fs)-

La théorie des bases de Grobner permet de répondre a cette question, comme
nous le verrons par la suite.

2.2. Réduction des polynémes

L’algorithmique dans une algebre quotient s’appuie sur la réduction des
polynoémes nécessaire au calcul des « représentants canoniques » des éléments
de celle-ci. Le but de cette section est I’étude de cette réduction.

Tout polynéome peut étre vu comme une somme de composantes
« ordonnées » dont la plus grande sera appelée le « terme dominant ». Ceci
correspond & une décomposition de K[x| en somme directe de sous-espaces
vectoriels :

Kx] = ®yerK[x]py),
oi I' est un ensemble ordonné et K[x],) le sous-espace vectoriel de K[x]
engendré par les composantes d’indice 4. Donc pour tout p € K[x] non nul, il

existe des composantes non nulles uniques py,, € K[x] s = 1,..., 8, telles
que

P =P+ Pl
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Par exemple la décomposition d’un polynéme en composantes homogenes cor-
respond a I' = N, muni de son ordre naturel, qui indexe le degré. Le polynome

p= m% — m% +2x1 — 229 — 1 se décompose alors en la somme des termes

23— a3 e K[x]g, 271 —229 € K[x]py), —1€K[x][g-

Si I' = N? est ordonné suivant I’ordre lezicographique (i.e. 'ordre du dic-
tionnaire) pour lequel xzo > x1. Les composantes de p, de la plus grande & la
plus petite, sont

—IE% S K[X] [0,2]> -2 X9 € K[X} [0,1]» l'% € K[X][270]7 2(E1 S K[X][Lo], —1e K[X][O@].
Nous verrons, plus loin, d’autres décompositions de K[x].

Définition 2.1. Pour tout élément p non nul de K[x],
- m(p) est le plus grand indice v € T' tel que Py # 0. 1l est appelé le I'-degré
de p.
- t(p) désigne la composante de p de plus grand indice v € T' tel que Py # 0.
Elle est appelée le terme dominant de p.

- Si p € K[x],), nous dirons que p est I'-homogeéne de I'-degré .

Pour le polynome p = 22 — 22 + 211 — 229 — 1,

— dans le cas T' = N qui indexe le degré, t(p) = 22 — 23, m(p) = 2,

—danslecasT' = N2 muni del’ordre lexicographique avec x5 > 1,t(p) = —3
et m(p) = (0,2).
Définition 2.2. Soient a,by,...,bs € K[x]|. Nous dirons que a se réduit
par by, ..., bs s’il existe des éléments T-homogénes qi,...,qs de K[x] tels que

t(a) = > 1 ¢ t(b;). La réduction de a par by, ..., bs est alors a — > 5_1 ¢; b;.

Remarquons que t(a—Yj_; ¢; b;) < t(a). Nous pouvons de nouveau réduire
a—Y.;_1 qibj par by,...,bs, et ainsi de suite. Pour pouvoir réitérer la réduction
un nombre fini de fois et obtenir un polynéome que I'on ne peut plus réduire par
b1, ...,bs, et calculer facilement les ¢; nous imposons les hypotheses suivantes :

Hypothése 2.3.
— T est un monoide additif muni d’un bon ordre (i.e. tout sous-ensemble de
' admet un plus petit élément),
~ Pour tout (o, 3,7) €T3, a<B=a+y< B+,
- 8i f € K[x]jq et g € K[x](g}, alors fg € K[x][qyp)-
— Pour tout v € T, l’espace vectoriel K[x] [y est de dimension finie.

Nous dirons dans ce cas que I' est une graduation effective.

Dans le cas de la graduation par le degré, ou I' = N est muni de son ordre
naturel, ces hypotheses sont vérifiées. Les quotients ¢; dans la réduction de a
par by, ..., bs sont I-homogenes de T'-degrés m(a) — m(b;).
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Si I' = N” est muni de l'ordre lexicographique, les hypotheses 2.3 sont
aussi vérifiées. Les termes dominants sont des termes monomiaux et tester si
t(a) = X5 git(b;) revient simplement & vérifier si t(a) est divisible par 'un
des t(b;). Si c’est le cas ¢; est un monéme et gj = 0 pour j # i. Une telle
graduation peut étre definie par un ordre monomial, permettant de choisir le
plus grand mondme :

Définition 2.4. Un ordre monomial est un ordre total > sur les mondémes
de K[z] tel que tout mondéme non constant m > 1 et si mg, my, ma sont des
monémes, on amyg < mp = momsa < 1M1 msa.

Dans le cas général d'une graduation effective, si {m;1,...,m;,} est une
base de I'espace vectoriel K[X]p(a)—n(s) (qui est réduit & {0} sim(a) < m(b;)),
Réduire a par by, ..., bs revient a résoudre le systeme linéaire

s ki
t(a) — Z Z )‘iyj m; j t(bi) =0
i=1j=1

dans lequel les inconnues sont les scalires A; ;.

Dans le cas simple de la réduction par un polynome, il suffit de tester la
divisibilité des termes dominants : une réduction de p = 23 —23+2 21 —29—1
par x1 + z2 — 1, pour I' = N, donne

m%—x%—i—lxl—2x2—1—(m1—x2)(x1+x2—1):3x1—3x2—1.

Nous allons décrire l'algorithme de division dans K[x] qui généralise celui

d’Euclide & une seule variable. Il consiste a itérer la réduction décrite ci-dessus,
jusqu’a obtenir un polynéme que I'on ne peut plus réduire.

Définition 2.5. Soient T une graduation effective et v, f1,...,fs € K[x].
Le polynéme r est dit réduit par rapport a {f1,..., fs} si aucune composante
I'-homogeéne non nulle de r ne peut étre réduite par fi,..., fs.

Algorithme 2.6. DIVISION MULTIVARIABLE.

ENTREE : I une graduation effective, f,f1,...,fs € K[x].
re=f; ¢:=0, i=1,...,s.
Tant qu’une des composantes I'-homogénes non nulles Ty de r se
décompose en r[, = >.;_; m;t(f;), calculer
- ri=r = Y mafi,
-—q:=q¢+m;, t=1,...,s.

SORTIE : Des éléments gqi,...,qs,7 de K[x] qui vérifient
D f=ah+ +afs+r,
ii) r est réduit par rapport a {fi,...,[fs}-
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Cet algorithme s’arréte apres un nombre fini d’étapes. Sinon, il serait pos-
sible de construire une suite infinie strictement décroissante d’éléments de T,
a partir des termes dominants des restes intermédiaires, ce qui contredirait
I’hypothese de bon ordre faite sur I'.

Contrairement a I’algorithme d’Euclide, les quotients ¢, ..., gs et le reste r
ne sont pas uniques. Ils le sont si un ordre de division dans la liste {f1,..., fs}
est imposé. Dans le cas d’une seule variable, le polynéme f appartient & I'idéal
(f1,-..,fs) si, et seulement si, le reste r de la division de f par le pged
de fi,...,fs est nul, ce qui n’est pas vrai pour cet algorithme multivariable
comme le montre ’exemple suivant :

Exemple 2.7. Munissons K[z,y] de la graduation par le degré. Si f1 = 2° +
vy—1 et fo =2 +y, alors 1 =z fo— f1 € (f1, f2). Le polynéme constant 1 est
réduit par rapport a {f1, fo}, donc Ualgorithme de division de 1 par {f1, f2}
produit g1 = qo =0 et r = 1.

Dans cet exemple, (t(f1),t(f2)) = (2?) est contenu strictement dans I’idéal
engendré par {t(f) : f € (f1, f2)} qui est égal & K[x]. Dans ce cas, on dit que
f1 et fa ne forment pas un « bon systeme de générateurs » de l'idéal (f1, f2);
car en partant de f € (f1, f2), Palgorithme de division de f par { f1, fo} s’arréte
sans réduire f a 0. D’ou la définition suivante :

Définition 2.8. Soient I' une graduation effective, I un idéal de K[x] et t(I)
lidéal engendré par {t(p) : p € I}. Nous dirons que G = {g1,...,g:} est une
I'-base de I si

’L) gis---59: €1,

it) t(g1),...,t(gt) engendrent t(I).

Pour simplifier la présentation, nous considérons seulement des I'-bases
finies, bien que la définition s’étende au cas infini. L’existence d’une I'-base
finie est une conséquence du fait que K[x] est noethérien (théoreme 1.3). Une
premiere propriété de ces I'-bases est la suivante :

Proposition 2.9. Tout polynome p de I se réduit a 0 par une I'-base de I.

Démonstration. Si p € I\ {0} et G = {g1,...,9:} est une I'-base de I,
t(p) € (t(g1),...,t(g)). Il existe alors des éléments I'-homogenes h1,. .., hy
de K[x] tels que t(p) = St hit(gi). Le polynéme p se réduit par G en
qg=p—>i_; higi € I, avec m(q) < m(p). Comme IT" est muni d’un bon ordre,
en itérant la réduction par G nous obtenons 0 comme reste. Sinon, la partie
des termes dominants des restes successifs n’aurait pas de plus petit élément.
Ainsi, tout polyndéme de I se réduit a 0 par une I'-base. a

Nous déduisons le corollaire suivant :
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Corollaire 2.10. Une I'-base de l’idéal I est un systéme de générateurs de I.

Démonstration. La réduction & 0 de tout élément p € I par une I'-base
G = {g1,...,9:} implique une décomposition de la forme p = St ; h; g;,
avec h; € K[x] . Le systéeme G engendre bien 'idéal I. 0

Ceci permet de définir la notion de forme normale :

Proposition 2.11. Le reste r de la division de f € K[x] par une I'-base G
de I est unique. Il est appelé la forme normale de f par rapport a G, et noté

NG(f)-

Démonstration. Soient 1 et ro deux restes de la division de f par G. Comme
r1 — ro est réduit par rapport a Get r1 —ro € I, 11 — 19 = 0. |

Une I'-base permet de travailler effectivement dans une algebre quotient :

Proposition 2.12. Soit G une T'-base de I. L’espace vectoriel K[x]/I est
isomorphe a l’espace vectoriel des polynomes réduits par rapport a G.

Démonstration. Soit E I'espace vectoriel des polyndmes réduits par rapport a
G ={¢g1,...,9¢}. En appliquant I'algorithme 2.6, tout f € K[x] se réduit par
G en un élément de E. Il existe alors des polynomes ¢; € K[x], et r € E tels
que f = >t | qigi +r. Par conséquent, f = r dans K[x]/I et {a : a € F}
engendre bien K[x]/I.

D’apres la proposition 2.9, I N E = {0}, donc K[x]/I est isomorphe & E. O

Nous allons décrire un critere effectif pour tester si un ensemble est une
I-base d’un idéal I qui est la clé de votite de I’algorithmique dans K[x|/I. La
définition qui suit est nécessaire a la description de ce critere.

Définition 2.13. Soient g1,...,9s € K[x]. Le premier module des syzygies
(ou des relations) de g1,...,gs est l’ensemble

Syz(g1,--.,9s) = {(h1,...,hs) € K[x]®: th‘gi = 0}.
i=1

Cet ensemble est un K[x]-module engendré par un nombre fini d’éléments
(voir exercice 2.19).

Si gi € K[x]j,),4 = 1,...,s, alors Syz(gi,...,gs) est engendré par des
éléments de la forme (hq,...,hs), ou h; est I-homogene et il existe v € T,
tel que pour tout 4, h;g; € K[x],. Nous dirons dans ce cas que (hy, ..., hs) est
I'-homogene.
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Théoréme 2.14. Soit G={g1,...,gs} un ensemble de générateurs de l’idéal 1.
Alors G est une T-base de I si, et seulement si, pour tout (hy,...,hs)
I'-homogéne de Syz(t(g1), ..., t(gs)), le polynome higi + - - + hsgs se réduit
a0 par gi,...,9s-

Démonstration. Si G est une I'-base de I, d’apres la proposition 2.9, tout
polynome de I se réduit a 0 par G. En particulier, tout élément de la forme
higi + -+ + hsgs, avec (hi,..., hs) € Syz(t(g1),...,t(gs)). Réciproquement,
si {hy, = (hy1,...,hy ) buer est un systeme de générateurs I'-homogenes de
Syz(t(g1),.--,t(gs)) tel que pour tout u € U, 'élément hy1 g1+ -+ + hys gs
se réduit a 0 par GG, montrons que GG est une I'-base de I.

Soit p € I. L’élément p se décompose sous la forme

S
P=> a9 , ¢ €K (2.1)
i=1

Il faut prouver que t(p) € (t(g1),...,t(gs)). Notons
v =max {m(¢;g;) : ¢ # 0} = max {m(¢;) + m(g;) : ¢; #0} € T

et Sy ensemble des indices ¢ € {1,...,s} tel que m(g; g;) = 7. Comme T est
muni d’un bon ordre, supposons que pour la décomposition (2.1) de p, 7 soit
le plus petit possible.

Par construction, nous avons m(p) < 7. Nous allons montrer que m(p) = v,

par suite t(p) = Y ;cq, t(2:)t(gi), et donc t(p) € (t(g1),- .., t(gs))-
Sinon, m(p) < v, c’est-a-dire

> tlai) tlg:) =0,
i€S,

ou encore Y i hit(g;) =0, avec h; = t(g;) sii € Sy et hy =0sii ¢ S,.

Le vecteur h = (hq,...,hs) est un élément de Syz(t(g1),...,t(gs)) pour
lequel m(hig;) =~ pour i € S,. Comme {hy},cr engendre Syz(t(g1),...,t(gs)),
il existe des polynomes m,, € K[x] qui vérifient h = 3~ ;s m, h,. Nous avons

S S
> higi=Y_Y muhyig.
i=1

i=1uelU

D’apres I'hypothese, pour tout uw € U, hy 1 g1 + - - 4+ hy s g5 se réduit a 0 par
G, donc nous pouvons aussi réduire my,(hy 191 + -+ hy s gs) & 0. Ainsi,

s s
Moy Z hu,i 9i = Z QiuGi
i=1 =1
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avee iy = muhu,i et m(Qi,uQi) < m(mu(hu,l g1+ -+ hu,s gs)) < 7. Par
conséquent,

S S

S S
Shigi=> muhyigi=> (Y Giu)gi=Y higi . (2.2)
=1 i=1

i=1uclU i=1 uelU

ot h; = Y ouer Qi €t m(ﬁigi) < max, m(gugi) < 7. En utilisant (2.2), p se
réécrit sous la forme
S

S S S
p=> agi=y higi+> (¢—hi)gi=> (hi+q—hi)gi.
i=1 i=1 i=1

i=1
Dans cette nouvelle décomposition de p, nous avons

w((hi + g — i) gi) < max(m(h; g;),m((¢; — hi) g)) < 7.
Ceci contredit ’hypothese faite sur la décomposition (2.1) de p pour laquelle
~ est le plus petit possible. O

2.3. Ordres monomiaux

Nous allons considérer dans cette section la réduction par une I'-base dans
le cas ou I' = N™. Les hypotheses 2.3 faites sur I' donnent la notion d’ordre
monomial que nous allons rappeler.

Définition 2.15. Un ordre monomial est un ordre total < sur l’ensemble des
mondmes de K[x] (ou de fagon équivalente sur N) qui satisfait

i) Va #£0, 1 <x%,

i) Y(a, B,7) € (N?)3, x* < xF —= xo+7 < xB+7,

Le point i) de cette définition implique que l'ordre monomial est un bon
ordre (voir proposition 2.21).

FExemple 2.16. Voici quelques ordres totaux sur l’ensemble des mondomes de
K[x]. Soient « = (a1, ...,ap) et 8= (B1,...,0n) des éléments de N™.
i) Ordre lezicographique <; avec x, <;--- <; 1 :

x* < x? — Jke{l,...,n} 1 Vji<k, aj=0 et a <.
i) Ordre gradué lexicographique <g avec Tp, <g --- <g T1 :
x* < x° <= |a| < |B] ou (la| =8| et x* <; x7).
ii1) Ordre lezicographique inverse <y avec T, <y -+ <y T1 :
x* <; x° = 3 ke{l,...,n}: Vi>k, o =0; et ap> 0.
i) Ordre gradué lezicographique inverse <g; avec T, <g; -+ <gli T1,

x* <y X° <= |a| < |B] ou (|a| = |8 et x* <;; x%).
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Les ordres <;, <g, <gi; sont monomiauz, tandis que <y; ne l’est pas, car pour
tout o £ 0, x* <y; 1.

Les monomes de degré au plus 2 sont rangés comme suit :
Pour lordre lexicographique © > y > z,

P2>ay>ez>e>yPt>yr>y>2t>e> 1.
Pour Uordre gradué lexicographique x >y > z,

P2>ay>az>yPt>yz>22>e>y>z2> 1
Pour Uordre gradué lexicographique inverse x >y > z,

x2>xy>y2>xz>yz>22>x>y>z>l.

Définition 2.17. Soit < un ordre monomial. Alors tout polynéme f non
nul s’écrit de maniére unique sous la forme f = agx® + --- 4+ agx®d, ou
ag, - - -, aq sont des coefficients non nuls et g > --- > ag. Dans ce cas, ag est
appelé le coefficient dominant de f, x* le monéme dominant de f, agx®® le
terme dominant de f. Ils sont notés respectivement c(f), m<(f), t<(f) ou
simplement c(f), m(f), t(f) s’il n’y a pas de confusion. Si f = 0, on définit

¢(0) = m(0) = £(0)

Dans la section 2.2, m(f) désignait Uexposant de m(f). Comme ’ensemble
des monomes de K[x] est en bijection avec les multi-indices de N, il n’y a pas
d’ambiguité dans ces deux notations.

Pour l'ordre lexicographique = > y, m(z? — xy? + =) = 22, et pour I'ordre
gradué lexicographique z > y, m(z%2 —x y? +x) = x y%. Donc c(f), m(f) et t(f)
dépendent de I'ordre monomial choisi.

);
0.

Définition 2.18. Soit w = (wi,...,w,) € Z". Sia = (a1,...,a,) € N*, on
appelle w-degré de o, Uentier w(a) = wiaq + -+ + wpay,.

Remarque 2.19. Considérons des n-uplets d’entiers w=(wy, ..., ws) € (Z")*
et définissons 'ordre <y,

XY <w x? = (wl(a)v"'aws(a)) <i (wl(ﬂ)v"'aws(ﬁ))v

ou <; est ordre lexicographique sur Z* (défini de la méme fagon que sur N¥).
On peut montrer que tous les ordres monomiaux sont de la forme <y, pour
un certain w = (wy, ..., ws) € (Z")* (voir [Rob86]). Ainsi, on peut définir

i) <; par w = ((1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)) € (N"),

ii) <g par w=((1,...,1),(1,0,...,0),...,(0,...,0,1,0)) € (N")",

iii) <g; par w=((1,...,1),(0,...,0,-1),...,(0,-1,0,...,0)) € (Z™)".
Cette représentation est utilisée dans les logiciels de calcul des bases de Grobner
pour paramétrer les ordres monomiaux.

35



M. Elkadi & B. Mourrain Résolution des systemes polynomiaux

2.4. Idéaux monomiaux

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser aux idéaur monomiaux
(i.e. engendrés par des mondmes), dont la manipulation est trées simple (voir
exercices 2.6, 2.7, 2.8, 2.20). Et nous verrons comment ils interviennent dans
Pétude des idéaux quelconques de K[x].

Si A est une partie (éventuellement infinie) de N™, x désigne I’ensemble
{x*:a € A} et (x?) I'idéal qu'il engendre. 11 est facile de vérifier :

i) Un mondéme x? € (x?) si, et seulement si, x% est divisible par un x?,

avec o € A (i.e. il existe v € N™ tel que = a + 7).
ii) Un polynéme f € (xA) si, et seulement si, chaque monoéme de f est
divisible par un x%, avec a € A.

Notons que l'idéal engendré par tous les monomes situés dans la partie

sombre ci-dessous est I'idéal monomial (zy?, z%y?, 27) de K[z, y].
Plus généralement, nous avons le lemme suivant :

A

7 €z
FIGURE 2.1. Un idéal monomial.

Lemme 2.20. (lemme de Dickson) Tout idéal monomial I=(x") est engendré

par un nombre fini d’éléments x*, ..., x% de x*.

Démonstration. Ce lemme découle du fait que I'anneau K[x] est noethérien
(théoréme 1.3). Mais nous allons donner ici une autre preuve de ce résultat.
Nous procédons par récurrence sur le nombre de variablesn. Sin = 1, I = (z%),
ou « est le plus petit élément de A.

Supposons le lemme vrai pour les idéaux de K[z, ..., z,_1] et soit I = (x
un idéal de K[z1, . .., x,]. Notons X les n—1 premiéres variables 1, ..., x,_1 et
B la projection de A sur les n—1 premieres coordonnées de N™. Par I'hypothese
de récurrence, I'idéal I = (%) est engendré par un nombre fini de monomes :
I=(x%,...,%%), avec 3; € B.

Fixons ¢ € {1,...,t} et notons I; I'idéal de K[z,] engendré par ’ensemble

{22 : %Pzt € I}.

4
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D’aprés le premier pas de récurrence, I; = (z%), avec d; € N.
Posons d = max(dy,...,d;). Pour tout k € {0,...,d}, soit Jp l'idéal de

K[z1,..., 2, 1] engendré par {%7 : %P2k € I}. Cet idéal est engendré par un
nombre fini d’éléments %P1, ... ,iﬁ’“k. Les monémes
fligh G=1,...,t et X%zt  k=0,...d, j=1,..., 8,

engendrent I. En effet, tout monome x® = %%z¢ € I est divisible par un
%Bige i=1,... t.

Sie>d, x* est divisible par iﬁixﬁi.

Sie < d, x* est divisible par un %7728, j =1,..., s.. a

Une conséquence importante du lemme de Dickson est le résultat suivant :

Proposition 2.21. Un ordre monomial est un bon ordre (i.e. tout ensemble
de monomes de K[x| admet un plus petit élément).

Démonstration. Soit x?* un ensemble de mondémes. D’apres le lemme 2.20,

lidéal (x?) = (x™1,...,x%), ol a1,...,as € A. Si a € A, il existe i tel que
x® > x%. Par conséquent, le plus petit élément de {x!,...,x%} est aussi
celui de x. O

La réciproque de la proposition 2.21 est aussi vraie (voir exercice 2.3). La
notion de I'-base dans le contexte d’un ordre monomial conduit & la notion de
base de Grobner :

Définition 2.22. Une partie {g1,...,g:} de l'idéal I est une base de Grobner
sim(I) = (m(g1),-..,m(g)), ou m(I) désigne lidéal monomial engendré par
{m(p) :p eI}

L’existence d’une base de Grobner de I est assurée par le lemme de Dickon :
l'idéal m(I) est engendré par un nombre fini de mondémes m(g;),...,m(g), et
les éléments g1, ..., g; de I forment bien une base de Grobner.

Remarque 2.23. Nous allons donner une autre preuve du théoreme 1.3 : 'an-
neau K[x] est noethérien. En effet, si I est un idéal de K[x], d’apres le lemme
de Dickson, il existe g1,...,9¢ € I tels que m(I) = (m(g1),...,m(g;)). D’apres
le corollaire 2.10, la base de Grobner {gi,...,g:} de I est, en particulier, un
systeme de générateurs de 1.

La proposition 2.12 se traduit dans le cas d’un ordre monomial de la fagon
suivante :

Proposition 2.24. Soit G une base de Grobner pour un ordre monomial <.
Une base de Uespace vectoriel quotient K[x|/I est donnée par les mondmes qui
n’appartiennent pas & l'idéal monomial m(G) engendré par {m(g) : g € G}.
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2.5. Algorithme de construction d’une base de Grobner

Nous allons maintenant voir comment construire une base de Grobner de
I=(f1,...,fs). Pour cela nous introduisons la définition suivante :

Définition 2.25. Soit (f,g) € (K[x]\ {0})2. Le S-polynome de f et g est

S(4.9) = ppem(a(f), o) (15 - £ ) € K

Notons que le polynéme S(f, g) appartient a I'idéal engendré par f et g, et
que m(S(f, 9)) < ppem(m(f),m(g)).

Théoréme 2.26. (théoréme de Buchberger) Le systéme de générateurs
G = {g1,...,9s} de lidéal I est une base de Grébner si, et seulement si,
pour tout (i,7) € {1,...,s}?, le reste de la division de S(gi,g;) par G est nul.

Démonstration. Un systeme de générateurs de Syz(t(g1),...,t(gs)) est formé
des vecteurs de polynomes
cm(m(g;), m(g; cm(m(g;), m(g;
hij = (o,...,o, ppem(m(ge), n(g)) o o _ppem(n(s) (g])),o,...,o)
t(9i) t(g5)
pour i < j (voir exercice 2.20). D’apres le théoreme 2.14, G est une base de
Grobner de I si, et seulement si, S(g;, g;) se réduit & 0 par G. o

Une conséquence importante du théoreme 2.26 est [’algorithme de Buchber-
ger qui permet de construire une base de Grébner d’un idéal 1.

Algorithme 2.27. ALGORITHME DE BUCHBERGER.

ENTREE : Un ordre monomial < et des polyndmes fi,...,[fs € K[x].
G:= {fla"'afs}’
S := {r;j = reste de la division de S(fj, f;) par G, pour i,j =
1,...,s}.

Tant que S # {0}, pour tout r # 0 dans S,
-- §:=SU{ reste la division de S(r,g), pour g € G },
-- G:=GU{r},
SORTIE : Un base de Grobner de [ = (f1,...,fs) pour 1’ordre
monomial <.

Cet algorithme s’arréte apres un nombre fini d’étapes, car d’apres le lemme
de Dickson, la suite croissante d’idéaux monomiaux m(G) qui interviennent
dans cette construction est stationnaire.

L’algorithme de Buchberger produit beaucoup d’éléments inutiles de G.
C’est pour cela que 'on introduit la définition suivante :

38



M. Elkadi & B. Mourrain Résolution des systemes polynomiaux

Définition 2.28. Une base de Grobner G est dite réduite si
i) Vg€ G, clg) =1,
it) Vg € G, g est réduit par rapport ¢ G\ {g}.

Théoréme 2.29. Tout idéal admet une unique base de Grobner réduite.

Pour la preuve de ce résultat, voir l'exercice 2.11. C’est cette base de
Grobuer réduite qui est calculée par les systémes de calcul formel (Maple,
Macaulay, Mathematica, Gb, CoCoA, Singular, ...). L’algorithme 2.27 n’y est
pas implémenter tel que nous ’avons décrit. Des optimisations importantes sur
la construction des ensembles S, le choix des éléments dans ces ensembles, . ..
y ont été apportées [Fau99, Fau02], ou pour des calculs de formes normales
plus générales [Tré02].

2.6. Quelques applications des bases de Grobner

Dans cette section, nous donnons quelques exemples de questions que 1’on
peut résoudre par des techniques de bases de Grobner. D’autres applications

sont données en exercices et dans les chapitres suivants.
Soit G une base de Grébuer de l'idéal T = (fy, ..., fs) de K[x].

2.6.1. Appartenance d’un polynéme a un idéal. — Comment peut-on
tester 'appartenance d’un polynoéme f a I7?
D’apres la proposition 2.9, f € I si, et seulement si, Ng(f) = 0. Donc

f €I < f seréduit a zéro par G.

Remarque 2.30. Une question intéressante, sous-jacente au probleme de I'ap-
partenance d’un polynéme f a l'idéal I, est celle de la représentation : si f € I,
déterminer des polynomes qi, ..., qs tels que

f=afi+ - +aqfs.

Pour cela, on peut diviser f par G = {g1,...,gt}, puis exprimer chaque g; en
fonction de fi,..., fs, en utilisant les calculs effectués lors de la construc-
tion de G par lalgorithme de Buchberger. En fait, dans ce probléme, on
cherche des ¢; ayant les plus petits degrés possibles. En général, une borne
doublement exponentielle en le nombre de variables n (i.e. de la forme d?", ou
d = max(deg f,deg f1,...,deg fs)) est inévitable pour les degrés des ¢; (voir
[MM82], [Dem87]). Par conséquent, les éléments de G peuvent avoir de tres
grands degrés. En effet, une base de Grobner réduite d’un idéal engendré par
peu de polynoémes ayant des petits degrés et coefficients peut contenir beau-
coup d’éléments de degrés et coefficients tres grands.

On utilise néanmoins ces techniques de bases de Grobner car les problemes
pratiques ont souvent des propriétés particulieres qui rendent les calculs beau-
coup plus raisonnables ([Mou96], [Mou93|, [Rou95], [FMR98|, [FJ03],
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[FK99], [KL99]). De méme lorsque les données vérifient des hypotheses géo-
métriques : par exemple, le probleme de la représentation polynomiale, lorsque
la variété algébrique définie par fi,..., fs est vide ou une intersection complete
se résout avec des bornes simplement exponentielles en n (i.e. de la forme
d™) pour les degrés et aussi pour les coefficients de ¢1,...,gs (voir [Bro87],
[CGHS8S], [Kol88], [BY90], [BY91], [Phi91l], [Amo90], [E1k93], [E1k94],
[KP96], [KPSO01)).

2.6.2. Appartenance d’un polynéme au radical d’un idéal. — Com-
ment peut-on tester Pappartenance d’un polynéme f & v/I?

Si u est une nouvelle variable, le polynéme f € /T si, et seulement si,
1 appartient & l'idéal I + (1 — u f) de K[x,u] (I'anneau des polynémes en

Z1y ..., &y, u & coefficients dans K). Donc, si G est une base de Grobner de
I+ (1—uf), alors

f € VI <= G contient une constante non nulle.

2.6.3. Systéme polynomial sans solution. — Comment peut-on savoir si
la variété algébrique Z(I) = {a € K" : f(a) = 0,Vf € I} est vide?
D’apreés le théoreme 1.17, Z(I) est vide si, et seulement si, 1 € I. Alors

Z(I) = 0 <= G contient une constante non nulle.

2.6.4. Idéaux d’élimination et résolution polynomiale. — Soit r un
entier de {1,...,n—1}. L’idéal I, = INK[xy,...,x,] formé des éléments de T
qui ne dépendent pas des variables z,1, ..., x,, est appelé idéal d’élimination
d’indice r. Ces idéaux jouent un role important dans la résolution des systemes
polynomiaux.

Etant donné un ordre monomial sur K[x] pour lequel les monémes en les
variables @41, ..., T, sont plus grands que ceux en z1,...,z, (par exemple
Pordre lexicographique avec x; < --- < z,). Un tel ordre est appelé un
ordre d’élimination avec (xy41,...,2y) plus grand que (z1,...,2,). Si G est
une base de Grobner de I pour cet ordre, alors G N K[z, ..., z,] est une base
de Grobner de I, (voir exercice 2.13). En particulier, d’apres la proposition
2.10, G NKlz1,...,x,] est un systéme de générateurs de I,.. Ceci fournit un
procédé de résolution polynomiale par induction.

D’autres exemples d’applications des idéaux d’élimination sont donnés en
exercices (2.15, 2.16, 2.17).
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2.7. Bases de Grobner des sous-modules de K[x|™

Dans cette section, nous introduisons brievement la théorie des bases de
Grobner des sous-modules de K[x]™, qui généralise celle des idéaux de K[x].
Notons {e1,...,en} la base canonique du K[x]-module K[x]™.

Définition 2.31.
i) Un monome de K[x]|™ est un élément de la forme x%e;.
it) Un monome x“e; divise un autre mondme xﬁej sii=j etx® divise x°
dans K[x].
iii) Un polynome de K[x]™ est une combinaison linéaire, & coefficients dans
K, de monomes de K[x]™.

m

m

Définition 2.32. Un ordre monomial sur K[x]™ est un ordre total < sur

lensemble des mondmes de K[x]™ qui satisfait
i) Si X est un monome de K[x|™ et a # 0, alors X < x*X.
it) Si X et'Y sont deux monomes de K[x]™ tels que X <Y, alors x*X <
x*Y pour tout o € N".

Sim = 1, la définition 2.32 coincide avec la définition 2.15.

Ezemple 2.33. Ordres monomiauz sur K[x|™ : soit < un ordre monomial
sur K[x].

i) x%; < xPej = x <x” ou (x*=xP eti<j).

i) x%; < xPej <= i<jou(i=jetx¥<xP)

De la méme facon que dans le cas m = 1, nous pouvons ordonner les termes
d’un polynéme de K[x]™, décrire 1'algorithme de division dans K[x]™, définir
les bases de Grébner pour les sous-modules de K[x]™, généraliser ’algorithme

de Buchberger pour la construction de ces bases de Grobner, . .. (voir exercice
2.19).

2.7.1. Relations entre polynémes. — Etant donnés fi,...,fs € K[x].
Comment peut-on trouver un ensemble de générateurs du K[x]-module
SyZ(fl,. . ~7fs) = {(hl, .. .,hs) S K[X]S : h1f1 + -4 hsfs = 0} ?

Soient z,eq,...,es des nouvelles variables (ici les vecteurs e, . .., es de la base
canonique du K[x]-module K[x]® sont considérés comme des variables). Si

(h1,...,hs) € Syz(fi,..., fs), alors
i hie; = i hi(ei — z fi) + 2 i hifi = i hi(e; — z f)- (2.3)
i—1 i=1 i—1 i—1

Notons G une base de Grébner de l'idéal J = (e1 — 2z f1,...,es — z f5) pour
un ordre d’élimination pour lequel z est plus grand que (x1, ..., 2y, €1,...,€5).
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D’aprés (2.3), G contient des éléments indépendants de z qui sont de la forme
aje; + -+ ases , a; € K[x].

L’ensemble G de ces polynémes engendre le module Syz(fi,..., fs). En effet,
soit aje; + -+ + ases € G. Comme les éléments de J s’annulent si on sub-
stitue e; par f; et z par 1, a1f1 + -+ + asfs = 0, donc G C Syz(fi,..., fs)-
Inversement, soit (h1,...,hs) € Syz(fi,..., fs). D’apres (2.3), 327 hie; € J.
Donc le polynéme hiey + - - - 4+ hges se réduit a 0 par G, mais aussi par G car
il ne contient pas z. Ceci montre que G est bien un systeme de générateurs de

Syz(fla"-afs)'

2.8. Exercices

Ezxercice 2.1. Caractéristiques de certains ordres monomiaux.
Supposons 1 > - -+ > x,. Solent f € K[x] et s € {1,...,n}. Montrer :

1. Sim(f) € K[z, ..., z,], alors f € Klzg, ...,z
2. Si f est homogene et my (f) € K[z, ..., zy], alors f € K[z, ..., zy].
3. Si f est homogene et my;(f) € (s,...,2n), alors f € (xs,...,24).
Ezxercice 2.2. Montrer que <y et <g4; coincident sur K[z, y] et different sur K[z, y, 2].

Ezercice 2.3. Soit < un ordre total sur 'ensemble des monomes de K[x| compatible
avec la multiplication par les monomes (i.e. < vérifie i7) de la définition 2.15). Montrer
que < est monomial si, et seulement si, < est un bon ordre.

Ezxercice 2.4. Soit < un ordre monomial. Montrer que <, défini par
x* <, x? <= |a| < [B] ou (la] =8| et x* <x”)
est aussi un ordre monomial.
Ezercice 2.5. Soit A= {(a,) € N>: 58 =a® — 6a + 20}.
1. Montrer que ’ensemble A est infini.
2. Trouver un sous-ensemble fini minimal B de A tel que (x4) = (x7).

Ezercice 2.6. Intersection des idéaux monomiaux de Kx].

1. Soient my et mo deux mondmes de K[x]. Déterminer (mq) N (mg).

2. Soient Iy, I, I3 des idéaux monomiaux de K[x]. Montrer que
(L+L)NI3= (I NI3)+ (I N I3).
3. En déduire l'intersection de deux idéaux monomiaux.
4. Calculer (23, xy22,y%2, 23) N (22, 2y?2) dans K[z, y, 2].
Ezxercice 2.7. Quotient des idéaux monomiaux de K[x].

1. Soient m; et mo deux mondmes de K[x]. Montrer que

(1) ma) = (7 € Kl s (ma) < (o)) = (s ),

ngd(ml ’ m2)
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2. Soient Iy, Is, I3 des idéaux de K[x]. Montrer que
L:(Ia+13)= (I : L) N (I : I3).
3. Soient m, mq,...,ms; des monémes. Montrer que
(m1,...,mg): (m)=(m1): (m)+ -+ (mg) : (M).
4. Si I et I sont deux idéaux monomiaux, déterminer I : Is.
5. Calculer (23, 2y22, 5%z, 2%) : (22, 2y%2) dans K|z, y, z].
Ezxercice 2.8. Déterminer le radical d’un idéal monomial de K[x].

Ezercice 2.9. Soit I un idéal monomial de Kx].

1. Montrer que le K-espace vectoriel K[x]/I est de dimension finie si, et seulement
si, pour tout ¢ € {1,...,n}, il existe j € N tel que z;7 € I.

2. Supposons qu'un systeme minimal de générateurs de I contient les monomes
1%, ..., zp,%. Trouver une borne inférieure et une borne supérieure pour la
dimension du K-espace vectoriel K[x]/I.

Ezercice 2.10. Soient f; = 2%y + z et fo = x2 +y.

1. Calculer une base de Grébner de (fi, f2) pour 'ordre lexicographique z > y > z.

2. Montrer que f = 2223 — 292 — 292 + 2% € (f1, f2).

3. Déterminer des polynémes q; et g2 tels que f = q1f1 + g2 fo.

Ezercice 2.11. Une base de Grobner G est dite minimale si

Vge G, n(g) ¢m(G\{g})
1. Comment peut-on trouver une base de Grobner minimale de I'idéal I engendré
par fi,..., fs, a partir de celle obtenue par ’algorithme de Buchberger ?

2. Est-ce que I'idéal I admet une seule base de Grébner minimale ?

3. Que peut-on dire du nombre d’éléments dans les différentes bases de Grébner
minimales de 1?7

4. Montrer que tout idéal admet une seule base de Grobner réduite.
Ezercice 2.12. Soient I un idéal de K[x] et G une partie finie de I. Montrer que
G est une base de Grobner de [ si, et seulement si, pour tout f € I, le reste de la
division de f par G est nul.
Ezercice 2.13. Soit I un idéal de K[x]. Pour r € {1,...,n}, I, = INK[z1,..., 2]

1. Montrer que si G est une base de Grobner de I pour l'ordre lexicographique
Xy > -+ >y, alors GNK[zy,...,z,] est une base de Grobner de I,..

2. En déduire un algorithme pour la résolution des systémes polynomiaux.
3. Qu’est ce que 'on obtient si I'on applique cet algorithme & un systéme linéaire ?

Ezercice 2.14. Considérons les éléments suivants de Klz]

fi=m?, fo=ai -2, o faci =T — 2t fa= 1zt
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1. Montrer que 1 € (f1,..., fa).

2. Si g1,...,9n sont des polynomes tels que 1 = g1 f1 + - -+ + gn fn, montrer que
maxdeg g; > d* — d* 1.

3. Déterminer gy, ..., g, € K[x] qui vérifient
l=gifi+ - +gnfn , avec maxdegg; =d® —d" L.

Ezercice 2.15. Intersection des idéaux de K[x].

Soient I = (f1,...,fs) et J = (hy,..., ) deux idéaux de K[x].

1. Si u est une nouvelle variable, montrer que

InJ= (ufl,...,ufs, (I —w)hy,...,(1— u)hl) NKx].

2. En déduire un algorithme pour déterminer des générateurs de I N J.

Ezercice 2.16. Représentation implicite d’une variété algébrique.

1. Soient p1,...,pn,q1,---,qn € Kly] = K[y1,...,ym]. Si le corps K est infini,
montrer que la plus petite variété algébrique de K™ contenant I’ensemble

(B0 B0) im0}
a(y) an(y)
est Z(J NK[x]), ou J est 'idéal de K[x,y,u] engendré par les polynémes

2101(y) =p1(y) s Ta@n(Y) = pa(y) s T=uqi(y) - gu(y)-
2. Montrer que la variété Z(J NK[x]) est irréductible.

3. En déduire un algorithme pour passer d’une représentation paramétrée

2y = Aty ts)
dl(tl,. . ‘,ts)

o = Fulte, ..o ts)
dp(ty,. .., ts)
(les fi,diyi=1,...,n, sont des polynémes) d’une variété algébrique V' de K" a
une représentation implicite (i.e. V = Z(g1,...,0:), avec g1, ..., g € K[x]).

Ezercice 2.17. Saturé d’un idéal par un autre idéal.
Soient I et J = (g1,...,¢:) deux idéaux de K[x]. L’idéal saturé de I par J est

(I:J*) =Usen(I:J) ={f €K[x] : il existe m € N, fJ™ C I}.
II décrit la variété définie par I « en dehors » de celle définie par J.

1. Soient uy, ..., u; des nouvelles variables, et K 'idéal de K[x,uy, ..., u;] engendré
par les éléments de I et les polynoémes 1 —wu1g,...,1—wusg:. Montrer que I'idéal
d’élimination K NK[x] = (I : J*).

2. En déduire un algorithme pour déterminer le saturé de I par J.

Ezxercice 2.18. Quotient des idéaux de K[x].
Soient I et J = (hy,...,h;) deux idéaux de K[x].
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1. SiIn(h;) = (g1,---,9r), montrer que I : (h;) = (%,,%)

2. Montrer que I : J = (i_, (I : (hy)).
3. En déduire un algorithme pour calculer I : J.

Exercice 2.19. Bases de Grébner des sous-modules de K[x|™.

1. Soient f, f1,..., fs € K[x]™. Ecrire Palgorithme de division de f par la famille
{fio fsh

2. Formuler la définition d’une base de Grébner d’un sous-module de K[x]™.
3. Généraliser I'algorithme de Buchberger aux sous-modules de K[x]™.

4. Soit M un sous-module de K[x]™. Comment peut-on trouver une base du
module quotient K[x]™ /M ?

5. Montrer que K[x]™ est un module noethérien (i.e. tout sous-module de K[x]™

est engendré par un nombre fini d’éléments).

6. Comment peut-on tester si un élément f de K[x]|™ appartient au sous-module
engendré par fi,..., fs?

Ezercice 2.20. Module des relations de monomes de K[x].
Soient my, ..., ms des monomes de K[x]. Montrer que Syz(ms, ..., ms) est engendré
par les relations élémentaires

ppcm(mi,mj)ei N ppcm(mi,mj)ej Cl<i<j<s
my; m]'
ou (e1,...,es) est la base canonique de K[x]*

Ezercice 2.21. Module des relations de polynémes de K[x].
Soient fi,..., fs des polynémes de K[x]. Notons (eq, ..., es) la base canonique du
K[x]-module K[x]*.
1. Si{f1,..., fs} est une base de Grébner, montrer que Syz(f1, ..., fs) est engendré
par
€; €

Oij = ppCm(m(fi)ym(fj)) (@ - Tf])) - kzﬂqij,kek ,1<i<j<s,

ou les ¢, 1 sont les quotients de la division de S(f;, f;) par {f1,..., fs}.

2. Soit G ={gi,...,9:} une base de Grébner de (f1,..., fs). Notons par f et g les
vecteurs de composantes f1,...,fs et g1,...,9:, M la matrice obtenue par la
division de chaque f; par G et qui satisfait f = gM, N la matrice obtenue lors
de la construction de G par l'algorithme de Buchberger et qui vérifie g = fN.

i) Sioy,...,o0, sont des générateurs de Syz(gi,...,gt), montrer que les No;
sont des éléments de Syz(f1,..., fs)-

ii) Montrer que les colonnes Iy, ..., de la matrice I — NM appartiennent
a Syz(fla .. ~>fs)'

iii) Montrer que le premier module des syzygies Syz(fi, ..., fs) est engendré

par Noi,...,Nopli,...,ln.
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Ezxercice 2.22. Autre méthode d’intersection des idéaux de K[x].
Soient I = (f1,...,fs) et J = (hy,...,h;) deux idéaux de K[x]. Notons

1:(171)7 Fl:(flvo) PR FS:(fsvo) 3 H1:(07h1) PR Hl:(ovhl)v
71 (915 gspinn) € KT = g € K[x].

1. Montrer que I NJ = (Syz(1, Fy,...,Fs, Hy,..., H))).

2. Montrer que si le K[x]-module Syz(1, F1,...,Fs, H1,..., H;) est engendré par
Gi,...,G,, alors l'idéal INJ = (711(G1)7 .. ,7r1(GT.)).

3. En déduire un algorithme pour calculer U'intersection des idéaux de K[x].

Exercice 2.23. Soient

fo = 2z—day+4day® —222 +42%y — 422 + 2y — 297
fo= day—daxy

fo = 2y—2y%—8ay+ 10xy? + 822y — 1022y?

fs = 2xy2 — 21’2y2.

1. Décrire I’algebre Q[%, %, %L comme une algeébre quotient.
2. Tracer la variété associée a ce quotient, déterminer ses points singuliers, montrer
qu’elle contient quatres droites.

Ezxercice 2.24. Optimisation combinatoire.

Le but de cet exercice est de résoudre le probléme suivant : un chef d’une entreprise
de 50 salariés (32 ouvriers, 13 techniciens, 5 commerciaux) souhaite minimiser sa
masse salariale. Les employés se répartissent sur 3 sites : le premier (19 ouvriers, 8
techniciens, 2 commerciaux), le deuxiéme (8 ouvriers, 3 techniciens, 2 commerciaux)
et le troisitme (5 ouvriers, 2 techniciens, 1 commercial).

Supposons que le salaire pergu par chaque catégorie d’employés est le méme sur
les différents sites et que chaque salaire correspond & un nombre entier de points.
Comment minimiser la masse salariale de cet entreprise sachant que pour la rentabilité
de chaque site, les salaires sur le premier (respectivement deuxieéme, troisieme) ne
doivent pas dépasser 99 (respectivement 66, 35) points ?

Donc si A désigne le salaire d’un ouvrier, B celui d’un technicien et C' celui d’'un
commercial, le probleme est de minimiser 324 4+ 13B + 5C sous les contraintes en
inégalités

194+8B+2C<99 , 84+3B+20<66 , bA+2B+C < 35.

1. Quitte & introduire des nouvelles variables A;, montrer que le probléme générale
se rameme a optimiser une forme linéaire

lZ(Al,...,An) el — a1 AL+ -+ an Ay,
sous les contraintes d’égalités
71,1A1 + -+ 'Yl,'n,A'n, = 61 s e er,lAl +-+ ’Ym,'n,A'n, = Bm ) (24)

ou les entiers aj, A; j et B; sont donnés.
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2. Supposons ici que les Yi,5 et (B; soient positifs et considérons ’homomorphisme
d’algebres
¢ :Klzy, ..., z0] = Ky, - -, Ym)
défini par ¢(x;) =y ... ym*". A quelle condition le n-uplet (A1, ..., A,) € N?
vérifie les contraintes (2.4) 7
3. Soient f1,...,fn € K[yi,...,yYm), et G une base de Grobner de l'idéal
I=(fi—x1,..., fn—xy) deK[z1,...,Zn, Y1, - ., Ym] pour un ordre d’élimination
pour lequel les monémes en yi, . .., Y, sont plus grands que ceux en xy, ..., Ty.
Pour tout f € K[y, ..., ¥ym]. Montrer que
i) feK[fi1,..., fn]si, et seulement si, Ng(f) € K[z1,...,x,] (ceci est un test
d’appartenance au sous-anneau de K[y, . .., yn] engendré par fi,..., fn).
11) Sife K[fla s 7fn}7 alors f = NG(f)(fh s afn)
iii) SifeXK[fi,...,fa]et f1,..., fn sont des monomes, alors Ng(f) est aussi
un monome.
Sifi =y . ymr,i=1,...,n, dapres iii), 'identité (2.4) est vérifiée si, et
seulement si, )" ...y € im(p) = K[f1,. .., fa]-

4. Montrer que si f = yfl co.yBmoc K[f1,..., fn], alors I'exposant du monéme
Ne(f) € K[zy, ..., 2] est un minimum de Papplication ! sous les contraintes
(2.4).

5. Quelle est la solution de ce probléeme de minimisation de la masse salariale ?

6. Montrer que le cas v; ;, 8r € Z peut se traiter de la méme fagon en rajoutant
une nouvelle variable z et le polynéme zy; ...y, — 1 a l'idéal I.
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Dans ce chapitre, nous allons analyser plus en détail les notions de dimension
et de degré d’une variété algébrique, qui ont été introduites au chapitre 1.
Tout au long de ce chapitre, nous noterons R = K[z1,...,z,] 'anneau des
polynomes en n variables z1,...,x, a coefficients, dans K, I un idéal de R
engendré par les polynomes f1,..., fs € R, et A= R/I I'algebre quotient.

3.1. Dimension d’une variété algébrique

Une description intuitive de la dimension est donnée a la section 1.5.1.
Dans cette section, nous allons étendre cette idée et définir la dimension d’une
variété algébrique X de plusieurs fagons. Puis nous montrerons 1’équivalence
de ces définitions. Dans cette partie, nous considérons des variétés affines. Le
cas des variétés projectives, c’est-a-dire définies par des équations homogenes,
peut étre abordé de la méme maniere. En effet, ces polyndmes homogenes
définissent une variété algébrique dans K", qui est un ensemble de droites
passant par l'origine, aussi appelée cone affine associé a la variété projective.
Par convention, la dimension projective de la variété correspondante dans P*~!
sera un de moins que la dimension de ce cone affine.

3.1.1. Dimension de Hilbert et fonction de Hilbert. — Pour tout s € N,
on note

— R<, I'ensemble des polynémes de degré < s,

—I<cs=1INR<; et

- Ags = RSS/ISS.

Définition 3.1. La fonction de Hilbert de A est la fonction
Hy:s— dimK(Ags)-

La série de Hilbert est

Sa(z) = Z Hy(s) 2°.
s>0
Lemme 3.2. Pour R=Klzy,...,2,], on a
- Sr(z) = W
- Hp(z) = dimg (R<;) = ("1).

n
Démonstration. Pour calculer Sg(z), nous pouvons remarquer que
1 (o]

(1—z)(1—zx1)---(1—zxn)zz >, x|

s=0 \aeNn |a|<s
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est la série formelle de tous les mondémes de K[z1,...,z,]. En remplagant z;
par 1, nous obtenons la série de Hilbert de R = K]z1, ..., 2,] qui vaut donc
[ee] oo 1
Z Z 1] 2°= Z Hp(s)z® = S]K[xlr__’xn](z) =
— = (1-2)
s=0 \aeN",|a|<s s=0
Le coefficient de z* dans cette série est (™). |

Cette définition nous permet de remplacer I'idéal I par un autre idéal plus
simple, sans changer la fonction de Hilbert, de la fagon suivante : Si h € K[x],
nous notons h' la composante homogene de plus haut degré de h. Pour tout
idéal I C K[x], I'idéal engendré par b pour h € I est noté I'.

Nous allons montrer la propriété suivante :

Proposition 3.3 (Macaulay). Pour tout idéal I de R, et tout s € N,
1. toute base B homogeéne de RSS/I; est une base de R<s/I<s,

2. Hp1(s) = Hp7(s) pour tout s € N.

Démonstration. Fixons s € N et choisissons une base homogene B de R<s/I.,
telle que (B) " C (B). Nous allons montrer que B est une base de R<,/I<, ce
qui montrera le point (1) qui implique (2) (en choisissant pour B par exemple
une base de monomes).

Tout polynome p de degré s se réécrit sous la forme

p=b+g
avec b € (B), g € I". Comme g € I, il existe h € I tel que g = h', c’est-
a-dire ' = h + ¢’ avec deg(g’) < s. Par hypothese de récurrence sur s, nous
avons ¢ =0 + 1/ avec V/ € (B) et b/ € I<5_1. On en déduit que
p=(b+V)+ (h+1),

avec b+b' € (B) et h+h' € I. Donc B est une partie génératrice de R<s/I<s.

Montrons qu’elle est libre, c’est-a-dire que (B) N I<s; = {0}. Pour tout
polynéme h € (B) NI<s,ona h' € (B)' N I; =(B)N I;, = {0}, car B est
homogene. Donc A" = 0, ce qui implique que h = 0. O

Remarque 3.4. 11 suffit en fait que (B)T = (B) pour que la proposition

précédente soit vraie.

Remarquons également que si nous avons, pour s € N les suites exactes de
R-modules :
0— Acs = Begra — C<oyq — 0,

ou A, B, C sont des R-modules gradués, alors
HA(S) — HB(S +d)+ He(s+ d/) =0,
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car pour tout application f K-linéaire d’un espace vectoriel E dans F, la
dimension de E est la somme des dimensions du noyau et de 'image de f.

Pour analyser le comportement de Hj(s), nous utilisons la notation sui-
vante : Ass(I) désigne ’ensemble de idéaux premiers P # (1) contenant I.
Nous utiliserons également la notion de suite exacte :

Définition 3.5 (suite exacte). Une suite de R-modules Ay, ..., Aq et d’ap-
plications R-linéaires d; : A; — Aiy1,1=0,...,d— 1 est dite exacte si

imd; = kerd;y; pour ¢ =0,...,d—1.

Proposition 3.6. Pour s assez grand, la fonction s — H4(s) coincide avec
un polynéme, qui est noté Py et appelé polynéome de Hilbert de A.

Démonstration. D’apres la propriété précédente, nous pouvons supposer [
homogene. Nous allons démontrer ce résultat dans ce cas, par récurrence sur le
nombre n de variables. Pour n = 0, la fonction s — H;(s) est constante. Pour
n > 0, nous choisissons une forme linéaire [ n’appartenant a aucun des idéaux
premiers P € Ass(I) associés & I. Ceci est possible car (1,21,...,2,) C P
impliquerait P = (1), ce qui est contradictoire.

On a donc la propriété | f € I = f € I, ce qui nous montre que la multi-
plication M par [ de A<, dans A<y est injective. Nous avons donc la suite
exacte

0— Ags % A§s+l - BSS-H —0
ol B<si1 = R<st1/(I<s41+ (1) <s4+1). Comme I est homogene (T<si1+(1)<s+1)
= (I,1)<s41. Par ailleurs, quotienter par une forme linéaire [ revient, apres
changement de coordonnées, & se placer dans K[z1,...,2,—1]. Nous pouvons
donc appliquer ’hypothése de récurrence & B<gy1. Sa dimension Hp(s+1) est
donc un polynéme pour s assez grand. Comme

Hu(s) — Ha(s+ 1)+ Hg(s+1) =0,
on en déduit que H 4(s) est aussi polynomiale pour s assez grand. O
Ceci implique que S4(z) est une fonction rationnelle (voir exercice 3.1).

Définition 3.7. On note dimg(A) le degré du polyndme Py.

Exemple 3.8. Considérons un cas ou I est engendré par des monémes, par
exemple I = (x129, x123) C Klz1, 22, 3]. Pour calculer sa fonction de Hilbert,
nous pouvons utiliser la régle d’Elliott [ENN03] qui nous dit que
Kla,b] = K[ab,a] ® bK[ab, b].

En quotientant cette décomposition par ab, on obtient K[a,b]/(ab) = K[a] &
bKIb]. Ce qui nous donne ici (a = x1, b= x3)

Klz1, 22, 23]/ (2122, 2123) = Klzy, ws]/(x123) + 22Klzo, 23]/ (2173)
Klz1] @ 23K[z3] @ zoK[z2, 73]
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Sa fonction de Hilbert est donc
Ha(s) = Hglzy),(8) + Hi[zy) (s = 1) + Hig[zy z5) (s — 1)

Sa série de Hilbert se déduit directement :
Su(2) 1 n 1 n 1 14+2—22
Z) = z z =
AT A T2 TP (-2
et dimpg(A) = 2. La variété Z(I) est la réunion d’un plan Z(x1) et d’une
droite Z(x2,x3) et sa dimension est bien intuitivement 2. Cette méthode se
généralise a des idéaur monomiaux quelconques.

Exemple 3.9. Nous reprenons lidéal I = (x129,2123) C Klz1, 22, 23] €t
calculons sa série de Hilbert d’une autre facon, en utilisant la suite exacte

M, T
0= (R/(J:m))cy_q = (R)J)<s — (R/I)<s = 0

ot m = x1 x2, d = deg(m) = 2,

- J = (1'1 ,’Eg),

- I=J+ (m)=(x1 23,21 T2),

—et(J:m)={n€Rnme J} = (x2).
On a alors

22 Sky(ram) (2) = Srys(2) + Sgyr(2) = 0.

Ce qui nous donne

9 142 s 1 1+2—22

Cette méthode se généralise aussi a des idéaux monomiauxr quelconques et est
utilisée effectivement dans certains logiciels de calculs de bases de Grobner
[GS], [GPS].

Proposition 3.10. Soit p un non-diviseur de 0 dans R/I. Alors
dimg(R/(I,p)) = dimg(R/I) — L.

Démonstration. Considérons la multiplication par p (de degré k) dans R/I :
0— R/I ™™ R/T — R/(I,p) — 0

L’application M, étant injective (car p est non-diviseur de 0 dans R/I), cette
suite est exacte. On en déduit 1’égalité des fonctions de Hilbert pour s > 0 :

Hp1(s —deg(p)) — Hgyr(s) + Hgy1p)(s) = 0.

Ce qui montre que le degré du polynéme du Hilbert de R/(I,p) est un de
moins que celui de R/I et donc que dimg(R/(I,p)) = dimgy(R/I) — 1. ]
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3.1.2. Dimension combinatoire et face. — Nous donnons ici une définition
combinatoire de la dimension, a priori liée & un ordre monomial.

Définition 3.11. Pour tout F C {x1,...,x,}, on note [F] l’ensemble des
monomes en les variables F'.

Soit > un ordre monomial (2.4) et J =m (I) Iidéal des initiaux de I :
ns(I) ={m € [z1,...,2,]; Ip € I,m=(p) = m}.
Définition 3.12. Une face F' d’un idéal monomial J est un sous-ensemble
de {z1,...,zn} tel que JN[F] =10 et qui est maximal pour cette propriété.
Ce qui nous conduit & la définition combinatoire suivante :

Définition 3.13. On note dims (A) la taille mazimale d’une face de ms (I).

Exemple 3.14. Nous reprenons Uexemple I = (z1x9, x123). Linitial de I est
engendré par x1xe, T1x3 et aucun monome en {xq, x3} n'est dans cet idéal, ce
qui n’est pas le cas pour {x1,x2, x3}. Nous avons donc dims (A) = 2.

Proposition 3.15. Pour tout idéal I de R =Klx1,...,zy], lalgébre quotient
A= R/I se décompose en la somme directe des sous-espaces vectoriels :

A =@ mK[F)] (3.1)
ot les m; sont des monémes de R et les F; sont inclus dans une face de ms (I).

Démonstration. Par réduction suivant les éléments de I, nous pouvons rem-
placer tout mondéme par une combinaison de monémes en dehors de ms (7).
Nous avons ainsi
A= EBaEN"—m> (1) Kx®.

Commems (I) est engendré par un nombre fini de monomes, il suffit de remarquer
que Goenn_q. (1) Kx* = ®7_,;m;K[F;] pour un nombre fini v de mondmes m; et
de sous-ensembles F; de {z1, ..., z,}. Par construction, m;K[F;] Nm~ (I) =0, on
a aussi K[F;] Nms (I) = () et F; est inclus dans une des faces de ms (I). O
Remarquons que cette décomposition n’est pas unique.

Exemple 3.16. D’aprés les calculs précédents, pour I = (x129,x123), nous
avons
A= K[l‘l] D Z‘gK[$3] D l‘QK[Z‘Q, 1‘3],

et la taille mazimale des F; est 2.
3.1.3. Dimension algébrique et degré de transcendance. —

Définition 3.17. Les éléments ay,...,ar € A sont dits K-algébriquement
indépendants s’il n’existe pas de polynéome p a coefficients dans K tel que

play,...,a;) =0.
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Définition 3.18. Le nombre maximal d’éléments algébriquement indépen-
dants est noté dimye(A).

Ezemple 3.19. Dans l’exemple I = (z1x2, 2123), T2,23 sont algébriqguement
indépendants dans A mais x1,x2,x3 ne le sont pas car r1xo = 0. Nous avons
donc dimge(A) = 2.

Avec cette définition, nous obtenons facilement la proposition suivante :
Proposition 3.20. Pour tout idéal I C R, on a
dimyg(R/T) = dimag(R/VT).

Démonstration. Voir exercice 3.2. O

3.1.4. Dimension de Noether et normalisation de Noether. — Nous
rappelons qu'un élément a d’un anneau A est dit entier sur un sous-anneau B
de A ¢’ existe by, ...,by_1 € B tels que

aN—|—bN_1aN71—|—---—|—ao=O.

On vérifie a 'exercice 3.3 que ’ensemble des éléments de A entiers sur B
est un anneau.

Si tout élément de A est entier sur B, on dit que A est une extension entiere
de B.

Remarquons au passage qu’une algebre de type finie qui est une extension
entiere d’une sous-algebre B, est un B-module de type fini.

Définition 3.21. Une normalisation de Noether de A est la donnée de formes
linéaires ly, ..., lg € K[z1,...,x,] telles que

—ly,...,1lq sont algébriguement indépendantes dans A.

— A est une extension entiére de K[ly,. .., 1]

Les formes linéaires [y, ..., lg sont appelées les paramétres de la normalisa-
tion.

Proposition 3.22. Toute algébre A de la forme A= R/I admet une norma-
lisation de Noether.

Démonstration. Nous allons montrer cette propriété par récurrence sur le
nombre de variables.

Dans le cas ou I =0 alors R/I = R est entier sur R = K[z].

Dans le cas ou R = Kiz1] et I # 0, R/I est un K-espace vectoriel de
dimension finie et donc une extension entiere de K (d = 0).

Considérons maintenant le casou I = (f1,..., fm) C R =K[z1,...,x,] avec
f1 # 0. Quitte a faire un changement linéaire de variables, on peut supposer
que

fi= le +a1(x1,...,xn_1)xi171 +-tag (1. 1)
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et
di—1 )
A=R/I=R/(f1)/I=> a,Klzi,...,zn]/]
i=0
est donc une extension entiere de Kz1, ..., z,_1].

Notons J = I NK|z1,...,x,_1]. Par 'hypothese de récurrence, nous avons
Klz1,...,2n-1]/J est une extension entiere de K[ly, ..., 14, les I1,...,1; étant
algébriquement indépendants dans K[z, ..., 2,-1]/J. Ces éléments sont aussi
algébriquement indépendants dans R/I (puisque si p(l1,...,lq) € I, alors
p(lh,...,la) € J = INK[zy,...,zn-1]). On voit donc que x, entier sur
Klz1,...,2n-1]/J (qui est une extension entiere de K[, ..., 1)) est donc entier
sur K[ly,...,lq]. Il en est de méme pour les autres éléments de K[z, ..., 2,].
Ce qui nous montre la proposition. O

Définition 3.23. On note dimy(A) le nombre mazimal d de paramétres
intervenant dans une telle normalisation.

Ezemple 3.24. Dans l'exemple I = (z1x9, z123), l1 = 21+ 32 et lo = x3 sont
algébriqguement indépendants et on a

x%—xllle,
x%—xgllz(),
x3 — 19 =0,

dans A. Ils forment les paramétres d’une normalisation de Noether de A=R/I.
3.1.5. Dimension topologique. —

Définition 3.25. Pour toute variété X de K", on appelle dimension topolo-
gique de X la longueur maximale d d’une suite

XoCc Xy C---C Xy,

les X; étant des sous-variétés de X, non-vides, irréductibles et distinctes. Cette
dimension sera notée dimrg(X).

Nous nous intéresserons bien sir aux variétés X = Z(I) définies par des
idéaux I C R. De cette définition, nous déduisons immédiatement la propriété
suivante :

Proposition 3.26. Si X C Y, alors dimrg(X) < dimrg(Y).

Ezemple 3.27. Reprenons I = (x1x2,x123) et considérons X = Z(I) =
Z(z1) U Z(x2,23). On a la suite d’inclusion suivante :

Z($1,$2,$3) C 2(1‘1,1‘2) C Z($1),

ce qui nous montre que dimrg(X) > 2 (en fait = 2).
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Par cette définition, nous voyons que la dimension de X est la dimen-
sion maximale de ses composantes irréductibles (une chaine de sous-variétés
irréductibles de X étant incluse dans une de ces composantes).

3.1.6. Dimension de Krull. —

Définition 3.28. On note dimg,q(A) le nombre r mazimal tel que
PhCchPcCc---CPCA
ot les P; sont des idéaux premiers de A, distincts deux a deux.

Exzemple 3.29. Reprenons I = (z1 22,21 23) et A = K[y, 22,23]/I. On a
alors

(x1) C (x1,22) C (21,22, 23) C A,
ces idéaux étant premiers dans A, car premiers dans R et contenant I. La
dimension est également 2 par cette définition.

3.1.7. Dimension géométrique et espace tangent. — Pour p € K" et
f € K[z, ...,z,], nous notons

dp(f)(u) = 0z, (f)(P) (u1r — p1) + -+ + O, (f)(P) (un — pn).
Ce qui nous permet de définir 'espace tangent & X = Z(f1,..., fm)enp € X :

Définition 3.30. Soient X une sous-variété de K", Z(X) = (f1,..., fm) C
K[x] et p € X = Z(I). Nous notons

Tp(X) = {u e K" dp(f1)(u) =0,...,dp(fm)(u) = 0},
l’espace affine tangent a X en p.
Cette définition a une traduction algébrique sous la forme suivante :

Proposition 3.31. Soient X une variété de K', I = T(X) et A = R/I, et
p € X et my lidéal mazimal définissant p. Alors T}, est isomorphe comme
espace affine 4 my - A/m3.

Démonstration. Notons f1,..., f;, des générateurs de Z(X). En utilisant le
développement de Taylor en p, nous avons pour ¢ =1,...,m
filw) = 0, (fi)(P) (w1 — p1) + -+ + Ony (i) (P) (@0 —pn) + -
€mj
et
my, - A/mf,

mp/(fi, o fmomg) = mp/(dp(f1)(X), - -, dp(fin) (%), m3)
= (xl —P1,---,Tn _pn>/<dp(fl)(x)? [ERE dp(fm)(x)>7
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qui est bien isomorphe comme espace affine & T, (X). m|
Cette définition de « I’espace tangent », permet de construire algébriquement
I’application tangente & une application polynomiale f : X — Y entre deux
variétés algébriques X et Y. Cette application induit une application f* :
Ay — Ax entre les algébres quotients Ax = R/Z(X) et Ay = R/Z(Y)
associées & X et Y, telle que f*(a) = ao f. Soient x € X,y € Y tels que
y = f(z). On en déduit 'application

par restriction et passage au quotient de f*.
Pour toute fonction rationnelle f/g avec f,g € K[x| et g(z) # 0, nous
généralisons la définition de d, par

dz<§> — (g(@) do(f) — f(x) da(g))/g(x)*.

Cette définition s’étend composante par composante a une fonction rationnelle
entre deux variétés algébriques.

On vérifie que si 0 : X° — Y? et v : Y° — X sont deux applications
rationnelles définies sur des ouverts X°, Y° de deux variétés algébriques X,
Y, et telles que v o o = Id, alors pour tous z € X% et y = o(z) € Y, les
espaces tangents T, (X) et T,(Y') sont isomorphes. Voir [Sha74][p. 72-78].

Intuitivement, I'espace tangent T,(X) est une approximation au premier
ordre de X en un point p € X, pourvu que ce point ne soit pas « spécial ».
Il est donc naturel de définir la dimension de X a partir de la dimension de
I’espace tangent. Pour cela, nous rappelons la notion de généricité :

Définition 3.32. Nous dirons qu’une propriété est vraie génériquement sur
une variété algébrique X, s’il existe un ouvert dense de X sur lequel la pro-
priété est vraie.

Six € X est un point de cet ouvert, nous dirons que T est un point générique
de X, pour cette propriété.

Considérons une variété irréductible X = Z(P), ot P = (f1,..., fs) est un
idéal premier de K[z, ..., z,]. Notons J(x) = [0y, fjli<i<ni<j<s €t r € N le
plus grand indice, tel que les mineurs de J(x) d’ordre r+1 sont dans P mais pas
tous ceux d’ordre 7. Alors J(x) est génériqguement de rang r sur X. En effet,
un des mineurs Ag d’ordre r de J n’est pas dans P. Donc Z(Ag) N X est une
sous-variété strictement incluse dans X et son complémentaire U = X —Z(Ag)
est dense dans X. Pour p € U C X = Z(P), tous les mineurs d’ordre 7 + 1 de
J(p) sont nuls, mais Ag(p) # 0. La matrice J(p) est donc de rang r, en un
point p de 'ouvert dense U.

Notons que J ne peut étre génériquement de rang r et v’ avec r # r/, car
deux ouverts denses de X ont une intersection non-vide.
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D’apres la définition, pour p € U, I'espace tangent T, (X) est de dimension
n — 7. Nous dirons dans ce cas que 'espace tangent a X est génériquement
de dimension n — 7, ou que n — r est la dimension générique de T, (X) pour
p € X.

Définition 3.33. Si X est une variété irréductible, la dimension de X est la
dimension générique de l'espace tangent Tp(X) pour p € X.

Si X n’est pas irréductible, sa dimension est le mazimum des dimensions
de ses composantes irréductibles. On la notera dimrg(X).

Notons que par cette définition, la dimension géométrique de X est la plus
grande des dimensions de ses composantes irréductibles.

Exemple 3.34. L’espace tangent d’un espace linéaire L en un point de L
étant L lui-méme, sa dimension en tant que variété algébrique est donc sa
dimension habituelle.

Ezxzemple 3.35. Considérons la variété X de l’exemple précédent définie par
Vidéal radical T = (x129,x1,x3). L'espace tangent en p = (0,1,1) € X est
défini par les équations

Oz, (f1)(P)ur + Ouy (f1)(P)(u2 — 1) + 023 (f1)(P)(uz — 1) =0

Oz, (f2)(P)ur + Oy (f2)(P) (u2 — 1) + 025 (f2)(P)(uz — 1) =0

c’est-a-dire par équation u; = 0. C’est un plan de K3 et la dimension suivant
la définition précédente est bien 2.

Ezxzemple 3.36. Soient

1
M = { 12 } et
xr1p X2 X3

fr=a3 — a2, fo = w120 — a3, f3 = 25 — 11 23
les mineurs 2x2 de cette matrice. Notons X = Z( f1, fa, f3) la variété algébrique
définie par ces équations. Calculons la dimension de X en appliquant la pro-
position 3.33. Soit xg = (o1, o2, To3) un point de X. Son espace tangent est
défini par

o)
ﬁ(xo) gT(Xo) TQ,(XO) U — Tol

Iz 02 0
g ) (o) glxo) | | v—am | =0
ar(x0)  F2(x0) g2 (x0) W — To3
c’est-a-dire
2 o1 -1 0 U — xo1
o2 Zo1 -1 vV — 202 =0.
w — T3

—To3 2mTo2 —o1
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Le déterminant de cette matrice

—2201® + 3201202 — T03 = —2 f1(X0) Zo1 + f2(X0)

est nul, modulo fi = 0, fo = 0, f3 = 0. Nous vérifions que cette matrice est
génériquement (sur X ) de rang 2 et son noyau est donc de rang 1, ce qui nous
montre que X est bien une courbe (de dimension 1).

Plus généralement, nous pouvons donc calculer la dimension géométrique
de X par I'algorithme suivant :

Algorithme 3.37. DIMENSION DE X = Z(f1,..., fs).

ENTREE : X une variété algébrique définie par les polyndmes
fi,-- ., fs€R, tels que I(X)=(f1,.--,[s)-
1. Calculer la matrice Jacobienne sxn J de fi,...,[fs.

2. Calculer le rang r de J modulo fi,...,fs, c.a.d. dans
1’algébre quotient A.

SORTIE : la dimension de X est n—r.

Il est important que 'on ait I(X) = (f1,..., fs) (ouencore que I = (f1,..., fs)
soit radical, c’est-a-dire I = v/T) car sinon la dimension de I’espace tangent
a X n’est pas relié directement au rang de la matrice Jacobienne, comme le
montre le contre-exemple f; = x2.

Dans le cas ou la variété est paramétrée, c’est-a-dire 'adhérence de I'image

d’une application de la forme :
c:UCKl — K"
u=(uy,...,up) — (fi(u),..., fu(uw)),

ou U est un ouvert de KP. L’espace tangent en un point ug de U est I'image
du noyau de la matrice Jacobienne J(f1,..., fn)(ug) dans K". La dimension
de o(U) est donc le rang de la matrice J en un point générique de U.

Ezxemple 3.38. Considérons la paramétrisation
o:U — K3
u%—l—u% ug—kug u%—i—u%

(ur,uz,u3) ) )
U1 U2 U2 u3 U ug

ot U est Vouvert U = {(u1,ug,uz) € K3 uy # 0,us # 0,uz # 0}. La matrice
Jacobienne est

2 2 2 2
u1”—ug _uwi“—ug 0
wi2 3
1°u2 uUIU2
0 U22—U32 _u22—u32
u2?ug ugus?
uy?—uz? 0 w1’ —ug?
u12ug uruz?
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et son rang est génériquement 2 sur U.

Algorithme 3.39. DIMENSION D'UNE VARIETE PARAMETREE.

ENTREE : U un ouvert de KP? et
c:UCKl — K"
u=(uy,...,up) — (fi(u),..., fa(u))
une paramétrisation rationnelle de X :W.
1. Calculer J la matrice Jacobienne m xn de fi,...,fm.
2. Calculer le rang r de J en un point générique de U.

SORTIE : la dimension de X est r.

Les points spéciaux pour lesquels nous ne pouvons pas appliquer la définition
précédente sont les points dits singuliers. Ils se définissent de la fagcon suivante :

Définition 3.40. Le lieu singulier de X est
Xy ={xe X dim(Tx(X)) # dimre(X)}.

Proposition 3.41. Le lieu singulier Xy, d’une variété algébrique de X est
une sous-variété stricte de X.

Démonstration. C’est une conséquence du théoreme 3.42 que nous allons mon-
trer plus loin, et qui nous dit que sur un ouvert de X, la dimension de Tx(X)
est constante et vaut dimrg(X). a

3.1.8. Les équivalences. — Nous allons voir que ces définitions conduisent
au méme invariant numérique associé a X :

Théoréme 3.42. Pour tout idéal I de R = K|xy,...,xy], les nombres sui-
vants sont égaur :
L. dimg (R/I) : le degré du polynéme de Hilbert Pg;.

2. dims (R/I) : la taille mazimale d’une face de ms.(I) pour un ordre mono-
mial > compatible avec le degré.

3. dimguig(R/I) : le nombre mazimal d’éléments algébriquement indépend-
ants dans A.

4. dimy(R/I) : le nombre de paramétres dans une normalisation de Noether.

5. dimtg(Z(I)) : la longueur mazimale d’une chaine de sous-variétés algébr-
iques irréductibles de Z(I).
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6. dimg, 1 (R/I) : la longueur mazimale d’une chaine d’idéaux premiers

de A.

7. dimyg(Z(I)) : la dimension mazimale de Uespace tangent en un point
générique de X = Z(I).

Ils définissent la dimension de A= R/I.
Démonstration. Nous allons montrer dans un premier temps que
dimg(A) < dims (A) < dimag(A) < dimg (A).
e dimy(A) < dims (A) — D’apres la proposition 3.15, A se décompose en
A = @_ m;K[F].
On a donc pour s > 0 (c’est-a-dire pour s > max;(deg(m;))),

ZHle[F ZH]K (s — deg(m;)).

Son degré est donc plus petit que la tallle maximale des Fj, qui est majoré
par la taille maximale d’une face.

o dim (A) < dimyie(A) — Soit F' = {z;,,...,x;,} une face de taille maxi-
male d de ms (I). Ces éléments z;,, . .., z;, sont algébriquement indépend-
ants modulo I, sinon il existerait p(x;,,...,x;,) € I et [F] Nms(I) ne
serait pas vide.

o dimg,(A) < dimpg(A) — Soient tq,...,t; des éléments algébriquement
indépendants de A représentés par des polynomes de degré < k. Alors
nous avons une injection de

L K[yl’ s 7yd]§5 — -Agkrs

telle que ¢(y;) = t;, pouri = 1, ..., d. Par comparaison des comportements
asymptotiques des fonctions de Hilbert, on en déduit que
d < dimg(A).

Ceci nous montre donc que
dims (A) = dim,e(A) = dimg(A).
Montrons maintenant que
dimpg (A) < dimy(A) < dimgpa(A) < dimg (A).

o dimgy(A) < dimpy(A) — Soient ly,...,l; des parametres d’une norma-
lisation de Noether de A, la taille d étant supposée maximale. Ce qui
implique une décomposition de la forme

A Zgl llw-w ]
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ou les g; sont des générateurs du K[y, . . ., l4]-module A. Notons ¢; le degré
de g;. On a alors

é
Ha(s) <> Hgypy, 1q(s — €)
i=1
pour s assez grand. Ceci implique donc que le polynéome de Hilbert de A
est au plus de degré d : dimpg(A) < d = dimy(A).
Remarquons a ce niveau-la qu’on a aussi dimy (A) < dimgig(A) par définition,
et donc que dimy(A) = dimgye(A) = dims (A) = dimg(A).
o dimy(A) < dimg,un(A) — Démontrons cette inégalité par récurrence sur
dimy (A).
Si dimy(A) = 0 alors A est un K-espace vectoriel de dimension finie,
Z(I) est finie et tout idéal premier qui contient I est un idéal maximal
(voir exercice 3.5). Sa dimension de Krull est donc nulle.
Supposons la propriété vraie pour toute algebre A’ telle que dimpy (A’) <
d — 1 et considérons A = R/I telle que dimy(A) = d. Soit ¢ un élément
non diviseur de zéro dans A = R/I. Posons

1CJ=(1
et A" = R/J. On a Il C J car t ¢ I. D’apres la proposition 3.10,

dimp (A’) = dimg(A)—1, ce qui implique que dimy (A') = dimy (A)—1 =
d—1 (car dimyg = dimpy d’apres ci-dessus). Par hypothese de récurrence,
nous avons donc d — 1 = dimy(A’) < dimgp(A'). 1l existe donc des
idéaux premiers P; (i = 1,...,d) tels que

JCP C---CPy

Comme /T C V/J C Pi, une des composantes premicres Py de /I est
telle que Py € P;. On a donc

ICVICPRCP G- C Py

Ce qui nous montre que dimg1(A) > d = dimy(A).
o dimgyyn(A) < dimpy(A) — Montrons ce point par récurrence sur dimg (\A)
= dimpy(A).

Si dimp (A) = 0, A est un espace vectoriel de dimension finie, Z(I) est
finie et tout premier associé & I est maximal (voir exercice 3.5). Ceci nous
montre que dimgyu(A) = 0.

Supposons maintenant que pour toute algebre A’ telle que dimg (A') =
d — 1, on a aussi dimg,(A) < d — 1. Soit A une algebre telle que
dimpg(A) =d.

Notons r = dimg,un(A). I existe dont une chaine d’idéaux premiers
telle que I C Py C P C --- € P, , de longueur maximale r. Soit © €
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P, — Py. Comme Ay = A/Py = R/Py est intégre, la multiplication M,
par x est injective dans Ag et la suite

0— Ao X Ay — Ay/(z) — 0
est exacte. Posons A, = Ag/(z). Si = est de degré k, on a donc
Hopy (s + k) = Hay(s + k) — Ha,(s)

pour s assez grand et le polynéme de Hilbert associé a H Ay est donc de
degré d—1. Par hypothese de récurrence, on en déduit que dimg(Ap) <
dlmH(A6) =d-1.
Par ailleurs, nous avons (Fy,z) C P C --+ C P, et il ne peut pasy
avoir de telle suite d’idéaux premiers plus longue entre (Py, x) et R sinon
r = dimgu (Ap) ne serait pas la longueur maximale d’une suite associée &
Ap. On en déduit donc que dimg,y;(Afj) = r— 1. Ce qui implique d’apres
ci-dessus que
r—1<d-1,
d’ot dimg,qn(A) =r < d = dimg(A).
Il nous reste & montrer que dimrg(Z(I)) coincide avec une des définitions
précédentes.

o dimpg(X) = dimge(A) — Nous considérons dans un premier temps, le
cas d’une hypersurface X = Z(I) irréductible, c’est-a-dire définie par une
équation irréductible f(x1,...,x,) = 0. Nous vérifions que dimgi,(R/(f))
est n—1 (d’apres la proposition 3.10, avec I =0). Comme f est irréductible,
il existe des points x € K™ tels que f(x) =0 et d,(f) # 0. En ces points,
T,(X) est de dimension n — 1. Ceci nous montre le théoréme pour une
hypersurface.

Nous allons nous y ramener dans le cas d’une variété irréductible géné-
rale X. Dans ce cas Ax = R/Z(X) est un anneau integre. Notons F(X)
son corps des fractions et 1, . .., ty une suite de parametres de Ay, ou d =
dimy (Ax). Comme F(X) est une extension entiere de K = K(t1,...,tq),
il existe donc par le théoreme de I’élément primitif [Lan80], t411 € Ax
tel que

Kltat1] = K(tgr) = F(X).
Notons f(t1,...,tq,tar1) = 0 Péquation irréductible reliant les ¢; dans

Ax et Y T'hypersurface de K1 définie par f(yi,...,%4+1) = 0. On a
alors Ay = Kly1, ..., ya+1]/(f) et

FY) =Ky, - -+ va)lyanl/(f) = F(X).

Il existe donc deux applications rationnelles o : X° — Y?%et v:Y? — X°
définies sur des ouverts X° C X et Y C Y telles que v oo = Id. Elles
expriment respectivement ¢; en fonction des z; et réciproquement.
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Nous en déduisons que les espaces tangents T,(X) et T,(Y") sont iso-
morphes, pour z € X° et y = o(z) € Y°. Nous voyons donc que sur
un ouvert de X la dimension de T, (X) est d. Ce qui implique donc que
ding(X) =d= dimN(X).

Dans le cas d’une variété algébrique quelconque X, nous la décomposons
en composantes irréductibles. La dimension dimrg(X) = dimge(X) est
la dimension maximale de ses composantes irréductibles. La dimension
d = dimTg(X) estladimension (maximale) de’espace tangent T, (X') sur un
ouvert U de X. D’apres ci-dessus, c’est aussi la dimension dimpg = dimgyg
des composantes irréductibles qui rencontrent U, car les ouverts d’une
méme composante se coupent. Ces composantes irréductibles sont par
ailleurs de dimension de Noether (dimy) maximale. Sinon nous construi-
rions un ouvert d’une de ces composantes (qui est aussi un ouvert de
X) sur lequel dimrg serait plus grande que le maximum d, ce qui est
contradictoire.

Nous concluons ainsi que dimy (X) = dimrg (X).

O
Voir [Sha74], [AMG69], [Eis94|, [Har77], ... pour une étude plus détaillée de
la théorie de la dimension.

3.2. Degré d’une variété algébrique

Le degré d’une variété algébrique X exprime d’une certaine maniere la
« complexité » apparente de cette variété. Plus le degré est élevé et plus il
faut s’attendre & une variété « tordue ».

3.2.1. Degré de Hilbert et fonction de Hilbert. —

Définition 3.43. Le degré de A= R/I est
— le coefficient de ‘2—(; dans le polynome de Hilbert (ot d = dimgg(A)),
— P(1) sila série de Hilbert de A s’écrit

On le notera degp(A).

Exzemple 3.44. Reprenons encore l'exemple 3.8. La série de Hilbert de A
est Sa(z) = (ﬂzgs ot P(z) =1+ 2z—22% On a P(1) = 1, ce qui, par cette
définition, montre que le degré est 1. Ceci semble assez logique, la variété se
décomposant en un plan (de dimension 2) et une droite (de dimension 1) qui
n’intervient pas dans le calcul du degré.
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3.2.2. Degré combinatoire et faces. —

Définition 3.45. Le degré de A est le nombre de faces de taille maximale
d = dim(A) parmi les F; de la décomposition (8.1). On le note deg~ (A).

Ezxzemple 3.46. Toujours dans le cas de l'exemple 3.8, une décomposition de

la forme (3.1) de A est
A = K[z1] @ 23K[x3] © xoK[z2, 23]
Une seule face est de dimension 2 et le degré est aussi 1, par cette définition.

Proposition 3.47. Les sous-ensembles F; apparaissant dans la décomposition
(3.1) et de taille d = dim(A) sont les faces de m~ (I) de taille d.

Démonstration. Montrons dans un premier temps que ces sous-ensembles sont
des faces de ms ([). Soit Fj, un sous-ensemble de {z1,...,z,} apparaissant
dans la décomposition (3.1) et de taille maximale d = dim(.A). Nous allons
voir plus loin que la composante m;,K[F;,] va intervenir dans le calcul du
coefficient de s de H 4(s) pour s > 0. Si F;, peut étre étendu en un ensemble
F de taille > |F;,| = d tel que [F] Nms(I) = (), alors K[F] s’injecterait dans
A. On en déduirait que le polyndéme Py(s) serait de degré > d. Ce qui est
contradictoire par définition de d. Ceci montre que F; est une face de m~ (1),
c’est-a-dire maximale telle que [F;] Nms (1) = 0.

Inversement, montrons qu’une face F' de taille d apparait forcément parmi
les F;. Comme K[F] s’injecte dans A, on a

K[F] = K[F] N (& miK[F]) = &; (K[F] N miK[F]) = &n,em mK[F N F]

Par comparaison des dimensions de K[F] et des K[F N Fj], on en déduit qu'il
existe ¢ tel que F' = F'N F; et donc comme F' est maximale, que F' = F;. O

3.2.3. Degré et intersection. —
Définition 3.48. Le degré de A = R/I est la dimension du K-espace vectoriel
R/(I,14,...,1a),

ouly,...,lg sont des formes linéaires génériques et d = dimaig(A). Il sera noté
degy (A).

Le mot générique est encore ici & comprendre comme dans la définition 3.32,
ou l'espace considéré est I’ensemble des d formes linéaires en n variables. Plus
précisément, dans la définition précédente, pour presque tout espace linéaire
L de dimension n — d, le nombre de points d’intersection de L et X vaut une
certaine valeur D qui est le degré de X.
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Exemple 3.49. Par cette définition, un espace linéaire est une variété de
degré 1. De méme, une équation f(x1,...,x,) = 0 de degré d définit une
hypersurface de degré d. En effet par cette définition, nous allons couper
Z(f(x) = 0) par une droite (L(t) = (1 —t) A+t B) générique, ce qui nous
conduit & un polynome de degré d en t et donc a d solutions (comptées avec
multiplicité).

Cette définition nous permet de minorer le degré d’une courbe plane tracée
sur une figure en cherchant avec une regle le nombre maximum de points d’in-
tersection. Evidemment comme nous ne voyons que la trace réelle de cette
courbe, nous ne pouvons pas compter ainsi tous les points complexes se trou-
vant a Uintersection de la droite et de la courbe.

3.2.4. Les équivalences. —Ici aussi ces définitions conduisent au méme
invariant associé & A = R/I.
Théoréme 3.50. Les définitions suivantes sont équivalentes :

1. degy(A) : le coefficient de % dans le polynome de Hilbert associé a
H(s), d étant la dimension de A,

2. deg- (A) : le nombre de F; de taille mazimale dans une décomposition
du type (3.1),

3. deg; (A) : la dimension du K-espace vectoriel A/(ly, ..., l,—q) pour des

formes linéaires génériques l;, i =1,...,n —d ot d = dim(A).
Démonstration.
o degy(A) = deg. (A) — Il suffit de remarquer que si

alors pour s > 0,
Hu(s) =Y Hgp,) (s — deg(m)).
i

avec Hyp,)(s — deg(m;)) = ‘Sllfll,‘ + -+ ou |F;| désigne le cardinale de Fj.

En notant d = dim(.A), on voit donc que le coefficient de % est donc le

nombre de faces F; de taille maximale d, ¢’est-a-dire deg. (A).
e deg; (A) = degy (A) — Supposons que le polynéme de Hilbert soit de la
forme

Sd
Pu(s) =96 a + N2
deg<d
ot 0 = degy(A). Alors d’apres la preuve de la proposition 3.10, pour une

forme linéaire générique donc non-diviseur de 0 dans 4, le polynéme de
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Hilbert de A/(l1) est

gd-1
T+

Paj)(s) = Pa(s) — Pa(s — 1) = 5m

~—~
deg<d—1
En itérant cette construction, nous obtenons pour des formes linéaires
génériques Iy, ...,lq :

Puasy,.(8) =0 =dimg (A/(l1,...,1q)) = deg(A).

3.3. L’exemple d’une intersection compléte

Dans cette section, nous allons mettre en application les résultats précédents,
dans le cas simple d'un idéal I = (f1,...,fs) dit en intersection compléte.
Géométriquement, ce cas correspond a la situation ou, pour i = 1,...,s, la
variété algébrique Z(f1,..., f;) est de codimension(!) i. En d’autres termes, &
chaque équation ajoutée, la dimension chute de 1.

3.3.1. Le complexe de Koszul. — Nous allons d’abord introduire la notion
importante de complexe de Koszul et établir quelques unes de ses propriétés
que nous utiliserons ultérieurement.

Définition 3.51 (module libre). Un A-module E est libre de base ey, . . ., es
st pour toute combinaison aje; + -+ ases =0, on aa; =0,...,as =0.

Définition 3.52. Soient f1,..., fs des éléments de K[x]. On définit les suites
de K[x]-modules et de K[x]|-homomorphismes d; (appelées aussi complexe de
K[x]-modules)

K(fi,oo 0 f): 0 — Koo K "MK — k0
ot Ko = K[x], K; est le K[x]-module libre de rang s et de base {ey,...,es},

K; est le K[x]-module libre de base {ej; N...Nej, : 1 < ji < --- < j; < s} pour
1>2, et

S

disi(ejy A Nej) =D (=) e en Alejy Ao Aey).
k=1

Les e; vérifient ces regles de calcul : ex Ae; = —ejAep sik # et epNep = 0.
(MW 1a différence entre la dimension de I’espace ambiant et celle de la variété.
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Toutes ces données définissent bien un complexe (i.e. d;1 o d; = 0), appelé
complexe de Koszul. En effet, si: € {0,...,5s — 2},

S
diyg 0 di+1(ej1 VACERIVAN 6]‘1.) = Z (—1)k+l*2fkfl ex NegNej N Nej,
k=1

= Z (—1)k+l_2fkfl (ek Ner+e A ek) A\ €, FANKIERIVAN €, = 0.
1<k<lI<s

La notation é; signifie que e; n’apparait pas dans ’expression.
En identifiant de fagon naturelle Ks_1 a K et K a K, le premier module
des syzygies Rel(f1,..., fs) est alors ker(ds), et

{ds(;ai el/\~~/\é§-/\-~/\es> :aieK[x}}
{;(fiai) (e1 A Aes)a; € K[x]},

c’est-a-dire 'idéal de K[x] engendré par les polynémes fi,..., fs.
Sil<i<j<s,’élément

im(ds)

oij=fj et A NEGAN-Nes—fietA---ANEjA---Nes €Rel(fr,..., fs).
0;,; sera appelé une relation élémentaire.

Définition 3.53. Une suite {ay,...,as} d’éléments d’un anneauw commutatif
unitaire A est dite réguliere si

i) lidéal (ay,...,as) # A,

i) Vi € {1,...,s},a; nest pas un diviseur de 0 dans A/(a1,...,ai-1).

Nous allons établir, dans la proposition suivante, que si la suite de polynémes
{f1,..., fs} est réguliere, alors Rel(fi,..., fs) est engendré par les relations
élémentaires o; j pour 1 <17 < j <s.

Proposition 3.54. Si la suite {f1,...,fs} de K[x| est réguliére, alors pour
tout g € Rel(f1,..., fs), il existe une matrice M antisymétrique, a coefficients
dans K[x] telle que g = M f, ot f est le vecteur de composantes f1,..., fs.

Démonstration. La preuve se fera par récurrence sur s. Si s = 1, le module
Rel(f1) = {h € K[x] : hf1 = 0} = {0}, donc la matrice M est nulle. Supposons
le résultat vrai pour s — 1 et soit ¢ = (g1,...,9s) € Rel(f1,..., fs). Comme
fs n’est pas un diviseur de 0 dans K[x]/(f1,..., fs—1),9s € (f1,-.-, fs—1). I
existe alors des polynomes h; tels que gs = h1fi + -+ + hs—1fs—1, €t

gifi+-+gsfs = (91 + hlfs)fl ++ (gs—l + hs—lfs)fs—l =0.
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Par ’hypothese de récurrence, il existe une matrice antisymétrique N de taille
s — 1 et a coefficients dans K[x] telle que

g1 1 hy
: =N - s
9s—1 fsfl hs—1
Par suite
vy (e
= + . : : :
g 0 0 0 ... 0 —hs_1 f
T hi ... hs_1 0

0O

La réciproque de cette proposition est vraie pour une suite de polynoémes
homogenes.

Proposition 3.55. Soient fi,..., fs des polyndmes homogénes de K[x] non
constants. Si pour tout g € Rel(f1, ..., [s), il existe une matrice antisymétrique
M = (mij)i<ij<s @ coefficients dans K[x| telle que g = Mf (f désigne le
vecteur de composantes f1,. .., fs), alors {f1,..., fs} est une suite régulicre.

Démonstration. L’élément f, n’est pas un diviseur de 0 dans ’anneau quotient
K[x]/(f1,.--, fs—1). En effet, si g1,...,9s sont des polynémes qui vérifient
g1fi + -+ 9sfs = 0, comme mgs =0, gs € (f1,.-.,fs—1). On va montrer
de la méme fagon que pour tout ¢ € {1,...,s — 1}, f; n’est pas un diviseur
de 0 dans K[x]/(f1,..., fi—1). Pour cela, on va prouver que tout élément du
module Rel(f1,..., fi) est engendré par ses relations élémentaires.

Soit (g1,...,9s—1) € Rel(f1,..., fs—1). On peut supposer que les polyndémes
gi sont homogenes, et qu’il existe d € N tel que degg; + deg f; = d pour
i=1,...,s—1 (on convient que le polynéme nul peut avoir tous les degrés). Cet
entier d est appelé le degré de la relation. La preuve se fera par récurrence sur d.
Sid=0,g; =+ =gs—1 =0. Supposons que toute relation entre fi,..., fs_1
de degré plus petit que d est engendrée par les relations élémentaires entre
fi,--., fs—1, et soient g1,...,gs—1 des polyndémes homogenes tels que g1 f1 +
co++gs—1fs—1 = 0 et pour tout ¢ = 1,...,s — 1,degg; + deg f; = d. D’apres
I’hypothese de la proposition 3.55,

g1
=M,

9s—1
0
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ou M = (m; j)1<i j<s €st une matrice antisymétrique a coefficients dans K[x],
m; ; est homogene et degm; ; = deg g; — deg f; = d — deg f; — deg f;. Donc

g1 mii e M1s—1 fi mis
= : : : : + fs : )

9s—1 Mms—1,1 --. Ms—-15-1 fsfl Ms—1,s

et 0 =mg1fi1 + -+ mgs—1fs—1 (car mg = 0). Dans cette derniere relation
entre f1,..., fs—1,degm,; + deg fi = d — deg fs < d. D’apres I'hypothese de
récurrence, il existe une matrice antisymétrique N telle que

ms1 fl
. - N :
Mg s—1 fs—l
Par suite
g1 myy ... MYs—1 fi
- L : +h NP
Gs—1 Ms—11 --- Ms—15-1 fs—1
Ainsi, Rel(f1,..., fs—1) est engendré par ses relations élémentaires. Le méme
argument reste valable si s — 1 est remplacé par i € {s —2,...,2}. O

Le résultat suivant donne une condition nécessaire et suffisante, portant sur
le complexe de Koszul, pour que le premier module des syzygies soit engendré
par ses relations élémentaires.

Proposition 3.56. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) ker(ds) = im(ds—1).
it) Pour tout g = (g1,...,9s) € ker(ds), il existe une matrice M anti-
symétrique et a coefficients dans K[x] telle que g=MTE, ou £=(f1,..., fs).

Démonstration. Comme K(f1,..., fs) est un complexe, im(ds_1) C ker(dy).
On a
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ker(ds) = im(ds—1) <= Vg € ker(ds) ,Jai; e K[x],1 <i<j<s:

~

g = ds,l( > aw'elA.../\(iAi/\...Aej/\.../\eS)

1<i<j<s
= Z ai,jfiel/\.../\(?j/\.../\es
1<i<j<s
— Z am‘fj e1N...NEN...\Neg
1<i<j<s
s -1
= Z(Zaivjfl)el/\"'/\é\j/\"’/\65
j=2 Ni=1
s—1 s
72( Z ai7jfj)61/\.../\€i/\.../\es
i=1 Nj=i+1
s k-1 s
= Z(Zal»kﬁ — Z ak’lfl> e1N...ANepA...Neg
k=1 “l=1 l=k+1

— Vgeker(ds),Fag; €Kx],1 <k l<s:—ap; =ay, et

a1 ... Qs
g=| ¢ i i |t

als ... Qggs

) B

Proposition 3.57. Si la suite de polynémes homogénes {f1,..., fs} de K[x]
est réguliere, alors le complexe de Koszul est exact (ker(d;) = im(d;—1), ¢ =
1,...,8).

Démonstration. Nous allons le démontrer par récurrence sur le nombre de
polynome s. Dans le cas s = 1, le résultat est immédiat.
Supposons la propriété vraie pour les s — 1 polynomes f, ..., fs—1. Notons
E=K[xle1 ® - K[x]es—1, E = FE @ K[x]es
K; =A'E = Z K[x]ejl A= Nej,
J1<<gi

et

K;=NE=AN"T1EAK[x]es ® AE.
Nous avons donc la suite exacte, induite par la projection 7 de A’E sur A" EA
K[x]es :

0_)Ki —L>kl lKi/\K[x]es — 0.
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Nous notons encore d; : K; 1 — K; les applications du complexe de Koszul
de f1,...,fs—1 et et d; : K;_1 — K; celles associées & f1,..., fs. Nous avons
alors les suites exactes (pour i > 0) :

0— K1 = Kipi & KiAKxles —0

Tdia Td, Ta;
0— K, - K 5 K 1AKxles —0
Td; Td, Tdi_y

0— Ki1 — K1 5 KiaAKxles —0

avec, par convention, K 1 = 0. Nous vérifions que les applications de ce dia-
gramme commutent (voir exercice 3.8).

Montrons que si la suite (d;)i=1,. s—1 est exacte, alors (Jl)lzls I’est. Pour
cela considérons v € K; (i > 0) tel que d;11(v) = 0 et vérifions que v € im(d;).

Soit w = 7(v). Comme d;(w) = d; o 7(v) = o di11(v) = 7(0) = 0 et que la
suite (d;)i=1,. s—1 est exacte, il existe w’ € K,;_o AK[x]es tel que d;i—1(w') = w.
Comme 7 est surjective, il existe v’ € K;_; tel que 7(v') = w'.

Notons dv = v — d;(v') € K;. Comme

modi(v') =di_iom(v) = di_1(w') = w = 7(v),

nous déduisons que 7(6v) = 7(w) — 7 o d;(v') = 0. Donc il existe du € K;_;
tel que ¢(0u) = dv. )

Remarquons que djy1(0v) = di1(v — d;i(v')) = di1(v) = 0, donc
L O di+1(5u) = Ji+1 o} L(5u) = Ji+1(6v) =0

et di+1(du) = 0 car ¢ est injective.
Comme (d;)i=1,...,s—1 est exacte, nous en déduisons qu’il existe o e K;j_q
tel que d;(6v") = du. Ceci nous permet de montrer que

di(v" — 1(00")) = v + 6v — L0 di(6V') = v+ dv — 1(6u) = v+ v — dv = v,

et donc que la suite (d;)i=1,... s est exacte. O
3.3.2. Application au calcul de dimension et de degré. — Considérons
un idéal I = (f1,..., fs) de polynémes homogenes de degré d; = deg(f;) pour
i=1,...,k, qui définissent une variété projective dans P*~! et un cone affine
dans A™.

Nous allons supposer que (fi,..., fs) est une suite réguliere.

D’apres la proposition 3.57, le complexe de Koszul est exact. Si nous asso-
cions a e;; A---Ae; le degré d;, + --- + d;,, nous voyons que I'image par les
applications d; d’éléments homogenes est homogenes. Nous en déduisons donc
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la suite exacte graduée, en degré n :

0 — Ko[n] 25 - 23 K, 1[n] 2 K,[n]
ou K;[n] est I'ensemble des éléments de degré n de K;. Comme Ky = K[x] et
im(ds) = (f1,..., fs), nous complétons cette suite exacte en :

0 — Koln] 2 - “23 Ky 2 K] = K[x][n] — (K[x]/I)[n] — 0.

On a alors
S

Sixi/1(2) = Y (=1)" Sk, ,(2).
i=0

Remarquons que Y7 o(—1)"1Sk_ . (z) ne dépend que du degré d; des
polynomes f;. En remplagant f; par xfi dans ce complexe, on trouve donc
la méme série de Hilbert, c’est-a-dire :

_ I —=")
SK[X]/I(Z) = SK[X]/(CL;“,,I?‘S)(Z) = (1 — Z)n :

(voir exercice 3.6). D’apres les théorémes 3.42 et 3.50, nous déduisons que

— dim(K[x]/(f1,.-, fs)) =n —s (lordre du pole z = 1 de Sk[x/7(2))-

— deg(K[x]/(f1,---, fs)) = [} d; (la valeur de [[5_;(1+ 2z + -+ + 2%~ 1)

en z = 1, d’apres la définition 3.43).

Quand les polynomes f; sont homogenes, on s’intéresse en générale a la variété
qu’ils définissent dans I’espace projectif P*~!. Ici, comme les polynomes for-
ment une suite réguliere, cette variété projective est de dimension projective
n—1—s, le cone affine associé étant de dimension dim(K[x]/I) =n — s.

3.4. Exercices

Ezxercice 3.1. Montrer que si une fonction f : N — N est polynomiale pour s > sg
alors S(2) =3 5, f(s)2° est une fraction rationnelle en .

Ezxercice 3.2. Montrer que des éléments sont algébriquement liés modulo I, si
et seulement si, ils le sont modulo v/I. En déduire que pour tout idéal I C K[x],
dimgg (K([x]/1) = dimag (K[x]/VT).

Exercice 3.3. Soient A C B deux anneaux. Montrer en utilisant le résultant de
Sylvester de maniére astucieuse que I’ensemble des éléments de B entiers sur A est
un anneat.

Ezxercice 3.4. Soit A un anneau. Montrer que
dimirun (A) = max dimgn (Am),

ot m parcourt 'ensemble des idéaux maximaux de A et A, désigne le localisé de A
en m.
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Ezercice 3.5. Soit I un idéal de K[x]. Montrer
dimg,un (K[x]/I) = 0 <= dimg (K[x] /1) est finie.

Ezxercice 3.6. Calculer S]K[I1 (2) pour s <n.

I VI C e
Exercice 3.7.

1. Expliciter le complexe de Koszul dans le cas de la suite {z,y(1 — z),2(1 — z)}
dans K[z, y, z].

2. Montrer, a la main, que ce complexe est exacte.

3. Est-ce que la proposition 3.55 est vraie si les f; ne sont pas homogenes 7

Ezxercice 3.8. Avec les notations de la preuve du théoreme 3.57, montrer que pour
i=1,...,s—1,djon=mod;_1,7od; =d;_10omet d;or=1r0d;.

Ezxercice 3.9. Soit {f1,..., fs} une suite réguliere de K[x].

1. Pour tout 7 € {0,..., s} et tout entier [, notons (K;); le K-espace vectoriel

(Ki)l = { Z g€y N oo NEj, a5, € K[X],

1<j1 <+ <j;<s
degaj, . j;, <l+degfj, + -+ degsz}.

Si Kx]; = {f € K[x] : deg f < I} et [; = K[x]; N I, montrer qu’il existe une
suite exacte de K-espaces vectoriels

0— (Ko)i++ — (Ki)i—(Kiy1)1 — - —(K)y — K[x|;/I; — 0.
2. En déduire que dimg (K[x];/I;) ne dépend que de deg fi, ..., deg fs.
3. Montrer que

inf{k € N: (z1,...,2,)" C (f1,..., fs)} =deg fy +--- +deg fs —n + 1.

Exercice 3.10. Lemme du serpent
Montrer que si dans le diagramme suivant :

0— A % A % A o

Tf Tf/ Tf//
0—- B % B % B" =0
T(] Tq/ Tq//

0— C — C — C" =0

les suites d’applications définissent des complexes ('image d’une application est dans
le noyau de la suivante) qui commutent, alors
— les applications v et v" induisent une suite exacte (im(7) = ker(v')) :

ker(f)/im(g) > ker(f") fim(g") % kex(f") /im(g").
— il existe une application naturelle v de ker(g”’) dans ker(f)/im(g), telle que
im(v) = ker(v).

(0]
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On pourra s’inspirer de la technique (dite de chasse au diagramme) utilisée dans la
preuve du théoreme 3.57.
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Nous développerons dans ce chapitre I'idée suivante : la résolution d’un
systéme d’équations polynomiales qui engendre un idéal I de K[x], se déduit
de I'étude de algebre quotient K[x]/I. L’étude de cette algebre permet de
trouver la géométrie des solutions : compter le nombre de racines du systéme,
les déterminer, analyser leurs multiplicités, . ..

4.1. Cas d’une seule variable

En une variable, I'idéal I est engendré par un seul polynéme f = fyz? +
.-+ fo de degré d. L’espace vectoriel A = K[z]|/(f) est de dimension d et de
base (1,z,...,2971). Nous allons supposer que le corps K est algébriquement
clos et que les racines de f sont simples.

Considérons opérateur M, de multiplication par x dans A :

M, A — A
a +— ax.
Sa matrice dans la base (1,z,...,2%1) est la matrice compagnon
e _Jfo
0 0 1,
1 .
M, =
0 :
Ja—1
0 1 =55
La derniere colonne de M, correspond aux coordonnées du reste de la division
euclidienne de ¢ par f dans la base (1,z,...,2%7!). Le polynome caractérist-
ique de M, est (—1)f. Donc les valeurs propres de M, sont les
racines (i1,...,(q de f. Ces valeurs propres sont supposées distinctes, la

matrice M, est alors diagonalisable sur K.

Si p est un élément de K[z], les valeurs propres de la multiplication par p
dans A sont p(¢1),...,p(¢s) (car la matrice de 'endomorphisme M, dans la
base (1,,...,2%71) est M, = p(M;)). Les matrices M,,p € K[z], commutent
deux a deux, donc elles sont diagonalisables dans une méme base, puisque M,
est diagonalisable. Nous allons décrire une telle base. Soit

d z—(;

o= 11 (=)
j=lg#i 2>t

le @™ polynéme d’interpolation de Lagrange de f. Les éléments e;(e; — 1),

(x — () e, e ej si j # i, sTannulent aux différentes racines de f. Ils sont donc
divisibles par f, et nous avons dans A

2 __ _ _ . . .
e;=e , zre=(e; , ee; =0 si i#j.
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Comme ej+---+e; =1 et ze; = (e, A=Ke1 B --®Key (en effet, pour tout
p € K[x],p=p(C1)e1 + -+ p({s)eq). La famille e = (eq, ..., e4) est une base
de A, formée d’idempotents orthogonauz (i.e. €7 = e;, eje; =0sii# j). De
plus, e; est un vecteur propre de M, associé a la valeur propre (;. La matrice
de multiplication par p dans la base e de A est

p(C1) 0

0 ()

La structure de lalgebre A = K[z]/(f), dans le cas d’un polynéme f de
degré d n’ayant que des racines simples, se décrit completement en terme des
idempotents eq, ..., e4, qui sont en correspondance avec les racines de f.

Proposition 4.1. Soit f € K[z] n'ayant que des racines simples (1, ... ,(4.

- d r— G
Siei(r) = j—l,j#(Q_gj
(d’idempotents orthogonaux) de 'espace vectoriel A = K|x]/(f). Et pour tout
p € K[z], endomorphisme de multiplication par p dans A dans la base e est
diagonale et ses valeurs propres sont p(C1),...,p(Cq)-

),z’:L...,d, alors e = (e1,...,eq) est une base

Maintenant nous allons nous intéresser au dual A de A (i.e. Pespace vectoriel
des formes linéaires sur A). C’est un espace vectoriel de dimension d. La base
de A duale de la base (1,z,...,297!) de A sera notée § = (8°,...,5971). Tout
élément A de A se décompose dans cette base sous la forme

A=A+ A st

SigeKz]etr=rg+- - +rs129 " est le reste de la division euclidienne
de g par f, alors

Alg) = A(r) = ro A1) + -+ + g1 A(e™).

Parmi les formes linéaires sur A, les évaluations 1¢ : p — p(¢) aux différentes
racines ¢ de f vont jouer un role particulier.

Considérons 'application linéaire transposée de M,

M,:A — A
A — AoM,.

La matrice de ]T/[\x dans la base § est la transposée de la matrice de M, dans
la base (1,z,...,2%1) de A.

Comme tout polynoéme r de degré au plus d — 1 s’écrit dans e sous la forme

d d
r=Y r(Glei=Y 1g(r) e,
i=1

i=1 =
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la base de A duale de la base e de A est & = (Lep,--051g,).

De plus, 1¢, est un vecteur propre de M, associé a la valeur propre ¢;. En
effet, pour tout a € A,

o~

(M (1)) (a) = 1¢,(w a) = (Gilg,)(a).

1, est également un vecteur propre de tous les endomorphismes M\p, pEA,
associé & la valeur propre p(¢;).

Proposition 4.2. Soit f € K[z] n'ayant que des racines simples (i,..., (4.
Pour tout p € K[z], les valeurs propres du transposé de l’endomorphisme de
multiplication par p dans K[z]/(f) sont p(¢1),...,p(Cq) et elles sont associées
respectivement aur vecteurs propres 1e, ..., 1¢,.

Nous avons ainsi une description complete des opérateurs de multiplication
de A et de leurs transposés. Nous allons voir dans les sections suivantes que
cette description se généralise au cas multivariable et avec multiplicité.

4.2. Idéaux 0-dimensionnels de K[x]

Rappelons qu’'un idéal T de K[x] définit une variété algébrique affine Z(I) =
{a € K" : f(a) = 0,Yf € I} de dimension 0, si cette variété est un ensemble
fini et non vide. Par abus de langage, nous dirons que 1'idéal I est de dimension
0 ou 0-dimensionnel.

Théoréme 4.3. Les conditions suivantes sont équivalentes pour un idéal
propre I (i.e. I #K[x]) :

i) L’idéal I est 0-dimensionnel.

i1) Pour tout i € {1,...,n}, K[z;] NI # {0}.

iit) La dimension du K-espace vectoriel A = K[x]/I est finie.

Démonstration. i) = ii) Fixons i € {1,...,n} et notons &,...,&, les ™

coordonnées des points de Z(I). Pour tout j € {1,...,m}, il existe g; € K[z;]
non nul tel que g;(§;) = 0. Le polynéme g = g1 ...gm € K[z;] est non nul et
s’annule sur Z(I). D’apres le théoreme des zéros de Hilbert, il existe N € N
tel que g% € T NK[x;].

ii) = iii) Pour chaque i € {1,...,n}, soit p; € I NK[z;] \ {0}. I est facile
de vérifier que lespace vectoriel A est engendré par les mondmes z{* ... z%",
avec 0 < a; < degp;. Ainsi, la dimension de A est finie.

iii) = i) Posons D = dimg A. Pour tout i € {1,...,n}, {1,2;,...,2;”} est
une famille liée de A. Il existe alors des scalaires ¢y, ..., cp non tous nuls tels
que q;(x;) = co + c12; + -+ +cpaxP € I. Pour chaque i € {1,...,n}, les ¥me*
coordonnées des points de Z(I) sont solutions de g;(x;), donc leur nombre est
fini. Par conséquent, la variété Z(I) est un ensemble fini. O
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Remarque 4.4. D’apres la proposition 2.24, l'espave vectoriel A = K[x]/I
admet une base monomiale (i.e. constituée de classes modulo I de monomes

de K[x]).

Dorénavant, dans ce chapitre, I désignera un idéal 0-dimensionnel
de K[x], A le K-espace vectoriel K[x]/I, D sa dimension, (x*),cr (ot
E est un sous-ensemble de N de cardinal D) une base monomiale de
A, Z(I) la variété algébrique {(i,...,(y} définie par I. Pour chaque
ie{l,...,d}, ¢ = (G, Gn) €EK".

Les monomes de K[x| = K[z1, ..., z,] sont en bijection avec les éléments de
N". Chaque x* est associé au multi-indice a. Pour n = 2, la figure suivante
représente un exemple de base (x%*),cp. Les monomes situés au dessus des
points noirs se réduisent, modulo 'idéal I, & des combinaisons linéaires des

7
%//

w

AN

FIGURE 4.1. Base monomiale d’une algebre quotient.

Exemple 4.5. Soient fi(x1,x2) = 13:10% + 8x129 + 41'% — 8x1 — 8x9 + 2 et
fa(z1,0) = 22 + 2129 — 21 — 1/6. L'idéal I = (f1, f2) est O-dimensionnel car
il est facile de vérifier que lespace vectoriel A = Klx1,x2]/1 est de dimension
4 et de base (1,21, x2,x1T2).

Nous pouvons vérifier algorithmiquement si un idéal est 0-dimensionnel.

Proposition 4.6. Soit G une base de Grobner d’un idéal I pour un ordre
monomial quelconque. L’idéal I est 0-dimensionnel si, et seulement si, pour
tout i € {1,...,n}, il existe (gi,m;) € G x N* tel que m(g;) = x".

Démonstration. D’apres le iii) du théoréme 4.3 et la proposition 2.24, I est

0-dimensionnel si, et seulement si, m(G) = {m(g) : ¢ € G} contient une puis-
sance de chaque variable. |

Le résultat précédent est plus précis pour 'ordre lexicographique.
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Corollaire 4.7. Soit I un idéal 0-dimensionnel. Si G est une base de Grébner
de I pour lordre lexicographique x1 < --- < X, alors il existe des polynomes
q1,---,9¢ dans G tels que 1 € K[x1], 92 € K[z1, x2] et m(ge) soit une puissance
de xa,...,9n € K[x1,...,2,] et m(gn) soit une puissance de .

Démonstration. D’apres la proposition 4.6, pour tout i € {1,...,n}, il existe
(gi,m;) € G x N* tel que m(g;) = x;"*. Comme l'ordre choisi est 'ordre lexico-
graphique 1 < -+ < Xy, ¢; € K[z, ..., 24]. O

Remarque 4.8. Ce corollaire ramene (en théorie) la résolution d’un systeme
d’équations polynomiales ayant un nombre fini de solutions a celle d’un systeme
triangulaire, c’est-a-dire dont certaines équations ne dépendent que de la vari
able x1, d’autres que des variables z1,x2, ...La résolution d’un tel systeme
se fait en résolvant des polynomes d’une variable. Cette approche présente au
moins deux inconvénients. Premierement, le calcul de bases de Grobner lexi-
cographiques est, en général, coliteux (voir exercice 4.1) et donc peu utilisé en
pratique. Pour remédier a ceci dans le cas 0-dimensionnel, on calcul une base
de Groébner pour un ordre moins cotuteux et on utilise un procédé de conver-
sion pour avoir une base de Grébner lexicographique (consulter [FGLM93]
pour plus de détails). Deuxiemement, la résolution d’un systéme triangulaire
se fait de la maniere suivante : on commence par résoudre numériquement
g1(z1) = 0, puis on remplace dans go(x1,x2) la variable 1 par les zéros
approchés de g1(x1) pour obtenir un polynéme d’une variable go(z2) que l'on
résout numériquement. Et ainsi de suite. L’accumulation des erreurs dans ce
procédé peut fausser complétement le résultat (voir exercice 4.2). Nous ver-
rons, dans les prochaines sections, comment on peut transformer le probleme
de la résolution polynomiale de maniére plus économique, en un probleme
d’algebre linéaire : a savoir le calcul de valeurs et vecteurs propres.

4.3. Dual de ’algébre A

Un ingrédient important de I’approche matricielle, qui sera développée dans
les sections suivantes, pour la résolution algébrique est la dualité au sens clas-
sique. Supposons que le corps K est algébriquement clos, et rappelons que
Pespace vectoriel A est de dimension finie D et de base (x%),cp. L'espace
vectoriel des formes lindaires sur K[x] (resp. A) est noté K[x] (resp. A). La
base de A duale de la base (x*)acr de A est désignée par (6%)qcp. Toute
forme linéaire A sur A s’écrit donc sous la forme

A= Z A(x*)d®.

ack
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Le dual A s’identifie (naturellement) & l'ensemble des éléments de ]K/[;] qui
s’annulent sur I’idéal I. Pour cela, A est parfois noté I+.

Sip € K[x] et @ € E, d%(p) est le coefficient du mondme x* de la base de A
dans p. Dans le cas ou cette base est obtenue a partir d’'une base de Grébner
G de I, d%(p) est le coefficient de x* dans le reste de la division de p par G.

L’espace vectoriel A peut étre muni d’une structure de A-module de la fagon
suivante : si (a,A) € A x A,

a-A: A — K
b — (a-A)(b)=AoM,(b) =A(ab).
Pour ¢ € K", la forme linéaire
1.:Kjx] — K
a — a(q)

est appelée [’évaluation en . Si ¢ = (Ci,...,¢n) € Z(I), 1¢ s’annule sur I et
définit donc un élément de A = I+. Il s’écrit dans la base (d¥),ep sous la
forme

1= > o e e, (4.1)

a=(a1,....,an)EE

Nous accorderons un intérét particulier a ces évaluations.

4.4. Décomposition de ’algebre A

Comme [ est O-dimensionnel, d’apres ’exercice 4.4, la décomposition pri-
maire minimale de I = Q1 N ... N Qq, ol Q; est m¢,-primaire (i.e. Q; est un
idéal primaire et \/Q; = m¢, = (21 — Gi1,-- -, Zn — (in)). Désignons par A; le
transporteur de I'idéal Q;/I dans I'idéal nul 0 de A (i.e. A; = (0: Q;/I) = {a €
A:qga =0,Vq € Q;/I}). Les idéaux A; sont des sous-algebres de algebre A.

Théoréme 4.9. L’algébre A est une somme directe des sous-algébres Ay, .. .,

Ag (26 A=A @AQ@"'@Ad).
Nous avons besoin du lemme suivant pour démontrer ce théoréeme.

Lemme 4.10. Si Jy, Jo, J sont des idéauz d’un anneau commutatif et unitaire
A, alors
i) (J:J)N(J:Ja)=(J: 1+ J2).
it) Si de plus Jy et Jo sont deux idéaux étrangers (i.e. J1 + Jo = A), alors
(J:J)+(J:Ja)=(J:J1NJe).

Démonstration. i) Cette égalité est évidente.
i1) Soit (p1,p2) € J1 X Jo tel que 1 = p1 + po. Pour tout a € (J : J1NJa),
apy € (J : Jo),ape € (J: J1). Ainsi, a = apy +ape2 € (J : J1) + (J : Jo), et
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(J:J1nJy) C(J:J1)+ (J: Jp). Linclusion inverse est immédiate. ]

Démonstration. (preuve du théoréme 4.9) Si d = 1,1 = @ est primaire et
A = A;y. Supposons que d > 2. Pour tout 7 € {1,...,d} et L C {1,...,d}\{i},
Qi+ NjerQj = K[x]. D’apres le lemme 4.10,

A+ +Ag=0:Q1/1)+--+(0:Q4/1)=(0:Q1N...NQu/1I) = A
Pour montrer que la somme est directe, soit ¢ € {1,...,d — 1},
(Ar+--+A)NAipr = ((0:Q/I)+---+(0:Q;/T)) N (0: Qir1/I)
(OI((Qlﬂ...in)—l—QiJ,_l)/I):(OZ.A):O.
O

Remarque 4.11. Dans le cas d’une variable, I = (f) = (II%;(z — G)™), le
théoreme 4.9 est une conséquence du théoreme des restes chinois :

d
A= DK/ ((z = ¢)").
i=1

Définition 4.12. La multiplicité de la racine ¢; € Z(I) est la dimension du
sous-espace vectoriel A; de A. Elle est notée ¢, (ou ;). La racine ; est dite
simple si u; = 1, et multiple si p; > 1.

Théoréme 4.13. La dimension de A est le nombre de racines (chaque racine
est comptée autant de fois que sa multiplicité) de I.

Démonstration. D’apres le théoreme 4.9, dimg A = 2?21 i O

Remarque 4.14. Le nombre d de racines distinctes de I est inférieur a la
dimension D de A. Si toutes ces racines sont simples, d = D. Ceci est le cas
si, et seulement si, I'idéal I est radical (voir l’exercice 4.7).

4.5. Idempotents de I’algébre A

D’apres le théoreme 4.9, il existe un unique (e, ...,eq) € A X -+ X Ay tel
que 1 =e; + -+ + e4 dans A. Nous avons

e1—|—-~-+ed51£12Ee%+-~-+e3+2 Z e;e;.
1<i<j<d

Comme les A; sont des sous-algebres de A et A; NA; = 0 pour ¢ # j, nous
déduisons que e? = e; et e; e; = 0 pour i # j. Les e; sont donc des idempotents
orthogonaut.
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Proposition 4.15. La sous-algébre A; de A coincide avec Ae;, et e; est son
élément neutre.

Démonstration. Soit a € A;. Puisque 4;NA; =0sii# j,a=aei+ - -+aeqg =
ae;. Réciproquement, si a € A, ae; € A; (car A; est un idéal de A). |

Si ¢; € Z(I), e;((j) est défini sans ambiguité, en posant e;((;) = e;(¢;), onr
e; est un représentant dans K[x| de e; € A.

Proposition 4.16. Les idempotents eq,...,eq de A vérifient
(1 sidi=j
el(cﬂ)_{ 0 siij.
Démonstration. Soit ¢ € {1,...,d}. Sid = 1l,e; = 1 et e1((1) = 1. Sup-
posons que d > 2. Pour chaque j # i, il existe ¢ € Q; tel que ¢(¢;) # 0

(car Z(Q;) = {G} #{¢} = 2(Qy)). Comme e; € A; = (0: Q;/I),qe; =0, et
ei(gj) =0. Ainsi, 1= 61(@) 4+ 4 ed(Q) = ei(Q). O

Remarque 4.17. Siles points de Z(I) sont simples, alors pour tout f € K[x],

d d
F=Y_fGei=) 1(f) e
i=1 i=1

Les idempotents e; jouent donc un role dual des évaluations 1¢;, c’est-a-dire
celui d’une base pour les polynomes d’interpolations aux racines (3, ..., (g de
lidéal 1.

Nous avons vu, dans la section 4.1, que dans le cas d’une variable et si toutes
les racines de I sont simples, les idempotents sont les polynomes d’interpola-
tion de Lagrange.

4.6. Description des sous-algebres A; de A
Considérons I'application linéaire surjective
Me, : A — A
a — ae;.
Son noyau permet de calculer la composante m¢,-primaire @; de l'idéal I.

Proposition 4.18. Le noyau de Me, est ker(Me,) = Q;/I.

Démonstration. L’application Me, est la projection de A= A; @ --- @ Ay sur
A;, donc
ker(Mei) = @j;ﬁi/‘j = (I : ﬁj#in)/I = Q,/I

85



M. Elkadi & B. Mourrain Résolution des systemes polynomiaux

Il en résulte que A; s’identifie & A/ker(Me,) = K[x]/Q;.
Corollaire 4.19. L’application linéaire

¢i : K[x]/Qi — A

a — ae;
est un isomorphisme d’algebres.

Nous déduisons de la proposition 4.18, I’algorithme suivant pour construire
la composante primaire @); de I associée & la racine (;.

Algorithme 4.20. COMPOSANTES PRIMAIRES D’UN IDEAL 0-DIMENSIONNEL.

ENTREE : Une base de A = K[x]/I et les tables de
multiplications.

1. Trouver les idempotents ej,...,eq.

2. Pour chaque ¢ € {1,...,d}, déterminer

i) La matrice de l’application linéaire M,,.
ii) Une base (pi1,...,Pi,p—p;) de ker(Ms,).

SORTIE : L’idéal I+ (pii,...,pi,p—p;) €St la composante primaire @Q;
de I.

Cet algorithme s’appuie sur la connaissance des idempotents. Nous allons
voir par la suite comment les obtenir.

Proposition 4.21. A; est un anneau local d’idéal mazimal (m¢,/1)e;.

Démonstration. D’apres le corollaire 4.19, il suffit de vérifier que K[x]/Q; est un
anneau local d’idéal maximal m¢, /Q;. Soit m/Q; un idéal maximal de K[x]/Q;.
Comme @; C m et m est maximal, /Q); = m¢; C m, et donc m¢, = m. O

Corollaire 4.22. Sia € A, alors (a — a((;))e; est nilpotent.

Démonstration. Puisque a — a((;) € me, /I, il existe alors un entier N tel que
(a— a(Q))N = 0 dans K[x]/Q;. D’apres le corollaire 4.19,

$i((a—a(c)™) = (a—a(&)Vei = ((a — a(G))e)™ = 0.
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4.7. Opérateurs de multiplication de A
Soit a € A. Intéressons-nous a 'opérateur de multiplication par a dans A
M, : A — A
b — Myb)=ab.

M, désigne sa matrice dans la base (x%),cp. L’endomorphisme transposé de
M, est

M, :A — A
A — MyA)=a-A=AoM,.
La matrice de M\a dans la base (d%),cp est la transposée de M,. Les opérateurs
M, et M, ont donc les mémes valeurs propres.

La résolution des systemes polynomiaux par des méthodes matricielles est
basée sur le résultat suivant :

Théoréme 4.23. Soit Z(I) = {(1,...,Cq} la variété définie par l'idéal I.
i) Sia € K[x], alors les valeurs propres de M, (et ]\/Za) sont a((1), ... a(lq)-

En particulier, celles de My,,i =1,...,n, sont les ©mes coordonnées des
racines 1, . ..,(4-
it) Si a € K[x], alors les évaluations 1¢,,...,1¢, sont des vecteurs propres

de M, associés respectivement auz valeurs propres a(Ci),...,a(Cq). De
plus, ils sont les seuls (& des scalaires prés) vecteurs propres communs d
tous les endomorphismes M,, a € K[x].

Démonstration. i) Soit i € {1,...,d}. Pour tout b € A,

o~

(Ma(lCi))(b) = 1Ci(a b) = (a(Cz) 1<i)(b)'

Ceci montre que a((1), .. ., a({yg) sont des valeurs propres de M, et ]\/L, les 1,
sont des vecteurs propres de ]\7& associés aux valeurs propres a((;), et qu'ils
sont communs a tous les endomorphismes Ma.

Montrons que réciproquement toute valeur propre de M, est de la forme

a(¢;). Pour cela, définissons
p(x) = ][ (a(x)—a(¢)) € Kx].
¢ez(I)

Ce polynome s’annule sur Z(I). D’apres le théoreme des zéros de Hilbert, il
existe m € N tel que p™ € I. Si I désigne I'identité de A, 'opérateur

p"(M,) = H (Ma - G(C) ]I)m

Cez2(I)
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est nul, et le polynéme minimal de M, divise [Teez(p) (T — a(¢))™. Par suite,
les valeurs propres de M, sont de la forme a(¢), ¢ € Z(I).

1) Soit A € A un vecteur propre commun & toutes les applications linéaires
My a € Kix. Siy = (71,...,7) € K" vérifie ]\/sz(A) = v A, pour i =
1,...,n, alors tout monéme x satisfait

—

(L, (A)) (%) = A x%) = 3A(),
Il s’en suit que pour tout o = (g, ..., qp) € N
AG) = 97987 A1) = A1) 1, (x%) |
c’est-a-dire A = A(1) 1,. Comme A € A =TI+ Alp) = A(1)p(7) = 0 pour tout

p € I. Puisque A(1) #0, v € Z(I) et 176./1. O

Remarque 4.24. Si a € K]x], alors ’ensemble de tous les vecteurs propres
de M, est UL (I :a—a(g))/I.

Le théoreme 4.23 et I'identité (4.1) permettent de calculer les racines de I
(par un seul calcul) si la base choisie (x%*),cp de A contient 1,21, .., Zy,.

Algorithme 4.25. CALCUL DES RACINES D’UN IDEAL RADICAL.

ENTREE : Une base (x*)acrp de A qui contient 1,71,...,7, et les
tables de multiplication. Soit a un élément de K[x] qui sépare
Z(I) (i.e. 1’application ( € Z(I) — a(¢) € K est injective).

1. Déterminer les vecteurs propres A = (Ag,Ay,...,Ap,...) de M,
dans la base (d%),cp de A.
2. Pour tout vecteur propre A, calculer ( = (ﬁ—é,,%)

SORTIE : Les points ( ainsi obtenus sont les zéros de I.

Remarque 4.26. Les vecteurs propres A dans cet algorithme peuvent se
calculer par des méthodes numériques. Pour un apercu de ces techniques,
consulter [GVL96].

Si I’idéal I n’est pas radical, cet algorithme produit les zéros simples de I,
mais les racines multiples nécessitent, comme nous allons le voir, une triangu-
larisation simultanée de matrices de multiplication.
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Exzemple 4.27. Calculons la matrice de multiplication par x1 dans A de
Uexemple 4.5,

1lxz = i,
T XTT = —x1x9+ x1+ 6
Tog XT1 = I1Z2,
59 2 )
T1xo X1 = —X1X9+ —2x1+ —=2To+ —

54 27 54°
Les matrices de My, et M, dans la base (1,x1,z2,x122) sont

1 5 25 5
0 5 0 5 00 =5 —5
55 5 55
N I T DU |00 -F -8
o 2 "t o2 &
0 0 0 27 54

0 -1 1 -1 01 5 2

Les valeurs propres de l’endomorphisme M\Il sont —% et %, leur multiplicité est
2, leurs sous-espaces propres respectifs sont les droites vectorielles engendrées
par Ay = (L, -3, 8, —35). A2 = (L, 3.5, 75)-

D’apres le théoréme 4.23, il existe deux racines (1,(a communes a f1, fa
telles que x1(C1) = C11 (resp. x1(¢2) = C21) est une valeur propre associée
au vecteur propre 1¢, (resp. 1¢,). Donc 1¢, et Ay (resp. 1¢, et Aa) sont liés.
Comme la base de A est (1, x1,x2,x122), les solutions du systéeme f1 = foa =0
sont (1 = (—%, %) et (o = (%7 %) Les quatriémes coordonnées des vecteurs Ay
et Ao (correspondent a xixe) sont bien le produit des deuziémes et troisiémes
coordonnées.

Remarque 4.28. Lorsque certains sous-espaces propres de M, sont de dimen-
sions au moins 2, les évaluations 1, sont des combinaisons linéaires des vec-
teurs propres de ces sous-espaces. Il est donc possible de paramétrer ces (; sans
pour autant les expliciter : si la dimension du sous-espace propre associé a une
valeur propre a(¢) est m > 2, et (Aq,...,A;,) est une base de celui-ci, d’apres
le théoreme 4.23, il existe (c1,...,cn) € K™ tel que 1¢ = ciAqy + - + ¢y,
Ainsi, ((“)acr = c1(A,0)acE+ -+ m(Ama)acE, 0t (Ajq)ack sont les coor-
données du vecteur propre A; dans la base duale (d%),cr de la base (X%)ackE
de A. Pour expliciter les zéros de I, nous utiliserons le fait que les matrices
Mgy, ..., Mg, commutent.

Proposition 4.29. Il existe une base de A dans laquelle les matrices T; des

opérateurs My, sont triangulaires. Et si tfl désigne le i€ élément de la dia-

gonale de Tj, alors Z(I) = {t; := (t%,i,...,t” ),i=1,...,D}.

1,0
Démonstration. Puisque My, , ..., M, commutent, ils se triangularisent dans
une méme base en Ty,...,T,. Pour tout p € I, la matrice de multiplication

89



M. Elkadi & B. Mourrain Résolution des systemes polynomiaux

par p dans A est M, = p(My,,...,Mz,) = 0. Donc p(Ty,...,T,) = 0, et le i®™¢
élément p(t;) de la diagonale de la matrice p(Ty,...,T,) est nul. Par suite
t;e Z(I),pouri=1,...,D.

Montrons que réciproquement tout élément de Z(I) est un point t;. Soit
I =37, Ma; une forme linéaire qui sépare Z(I). Les valeurs propres de
M; sont les termes diagonaux de la matrice °7_; A;T;, c’est-a-dire I(t;), i =
1,...,D. Soit ¢ un zéro de I. D’apres le théoréme 4.23, il existe ig € {1,..., D}
tel que I(¢) = I(ti,). Comme t;, € Z(I) et | sépare Z(I), { = t;,. O

La proposition 4.29 permet de résoudre les systemes polynomiaux.

Algorithme 4.30. CALCUL DES RACINES PAR TRIANGULATION SIMUL-
TANEE.

ENTREE : Les matrices M;, des opérateurs de multiplication par

les variables z; pour ¢=1,...,n dans une base de A.

1. Déterminer une décomposition de Schur de M., (i.e. trouver
une matrice unitaire P telle que T; = PMIIP_1 soit
triangulaire).

2. Calculer les matrices triangulaires T; :PMwinl, t=2,...,n.

SORTIE : Si tgi désigne le i°™® élément de la diagonale de T;,
alors
2(1) = {(t!

1,29 °

o 1),i=1,...,D}.

4.8. Décomposition des opérateurs de multiplication de A

Comme les sous-algebres A; de A sont stables par multiplication par les
éléments de A, et A;Aj = 0 si @ # j, les matrices des opérateurs M,, a € A,
se décomposent en blocs dans une base de A adaptée a la décomposition

A=A @D Ag.

Théoréme 4.31. Il existe une base de A dans laquelle tout endomorphisme
M, se décompose sous la forme

NL 0 a(G) ... x
, avec NZ: : ,i=1,...,d.
0 Ng 0 a(Gs)
Le bloc N correspond a la sous-algebre A;.

Démonstration. Pour chaque i € {1,...,d}, les opérateurs de multiplication
dans A; par les éléments de A commutent. Donc il est possible de choisir une
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base de A; pour que les matrices de multiplication N! par a € A, dans A;,
dans cette base soient triangulaires supérieures. D’apres le corollaire 4.19 et le
théoreme 4.23, la seule valeur propre de N’ est a(¢;). O

Nous déduisons le résultat suivant :

Corollaire 4.32. Si ji¢ est la multiplicité de la racine ¢ € Z(I), alors pour
tout a € A, nous avons

i) la trace de l'endomorphisme M, est tr(Ma) = 3 ccz(py Hca((),

i) le déterminant de l'endomorphisme M, est det(M,) = [Icez () a(C)Hs.

Remarque 4.33. Sur la diagonale de N) du théoréme 4.31, a(¢;) apparait
autant de fois que la multiplicité de ¢;. Cependant si a(¢;) = a((;) pour i # j,
la multiplicité de la valeur propre a(¢;) de la multiplication par a dans A est
plus grande que fi;.

4.9. Forme de Chow de l’idéal [

Le théoréeme de structure 4.31 permet de définir la forme de Chow de I.

Définition 4.34. La forme de Chow de l’idéal I est le polynéme homogéene
de K[u] = Kluo, . . ., up] défini par

C[(U)ZC](UO,...7Un): H (UO+C1U1+”'+Cnun)HC )
CeZ(I)
pe désigne la multiplicité de ¢ = (Ci,...,Cn)-

Proposition 4.35. La forme de Chow de I est le déterminant de la matrice
uol+uiMy, + - - - +upMy,, ot I désigne la matrice identité et My, la matrice de
multiplication par x; dans A (dans une base quelconque de A).

Démonstration. D’apres le théoréme 4.31, pour tout (ug, ..., u,) € K",
det(uol + uiMy, + -+ upMyz,) = detMugtus o1+ +un zn)
=[] (uo+Cur+-+ Gua).
CeZ(I)

Remarque 4.36. 11 est donc possible de déterminer la forme de Chow en
calculant les matrices des opérateurs My, , ..., M, , al’aide par exemple d’une
base de Grobner de I. Et si nous utilisons un algorithme de factorisation pour
décomposer le polynome det(uol + u1My, + « -+ + upMy, ) € K[u] en facteurs
linéaires (voir [CM93, CGO05]), les coefficients de ces facteurs permettent de
déterminer les racines de I.
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La partie sans facteur carré de Cr(u) est

Cr(u) Ciu)

— — e Couy) € Kul.
pacd (Cr(u), () (A, (0t G G € K

Elle est appelée la forme de Chow réduite de I.

4.10. Représentation univariée rationnelle

La représentation univariée rationnelle est la description des solutions d’un

systeme polynomial multivariable et O-dimensionnel f; = --- = f,;, = 0 a l'aide
des zéros d’un polyndéme en une variable et d’une application rationnelle. Nous
utiliserons, pour cela, la forme de Chow de I = (f1,..., fm)-

Théoréme 4.37. Soit A(u) un multiple de la forme de Chow réduite Cr(u).

Pour t = (t1,...,t,) € K" générique, nous écrivons
A
——————a+ ((0,1) + 1) =do(uo) + urdi(uo) + -+ + undn(uo) + 7(u),
pged (A, %)

avec do(up), . .., dn(uo) € Klug], pged(do(uo),do’(ug)) = 1, et le polynéme
r(u) appartient & Uidéal (uq,...,u,)? de K[u] = K[ug,...,un]. Alors pour
tout ¢ = (C1,...,Cy) € Z(I), il existe une racine {y de do(ug) telle que

do'(¢o) G —di(¢) =0, i=1,...,n.

Remarque 4.38. La proposition 4.35 donne un moyen pour calculer la forme
de Chow en utilisant les opérateurs de multiplication. Nous verrons, dans les
sections 6.4 et 10.3, comment obtenir un multiple de la forme de Chow en
utilisant les matrices des résultants ou les bézoutiens.

Le théoreme 4.37 décrit les éléments de Z(I), comme les valeurs des points
( d1 (uo) dn (uo)
do’(u0) """ 7 do’(uo)
Macaulay, qui I’a utilisée pour déterminer une décomposition primaire d’un
idéal (voir la note en bas de la page 88 de [Mac16]). Elle a été utilisé par la
suite par plusieurs auteurs (voir [ABRW96, Rou96, Rou99]). Sur I'exten-
sion de cette méthode au cas non O-dimensionnel, voir sous-secion 10.3.4 ou
consulter [EM99al].

) en certaines racines de do(ug). Cette approche remonte &

Pour montrer le théoreme 4.37, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.39. Soient A(u) et B(u) deuz polynomes de Klu] premiers entre
eur. Pour t = (t1,...,t,) € K" générique, Ao(ug) = A(ug,t1,...,t,) et
By(up) = B(ug, ti1,...,ts) sont premiers entre eux dans Klug).

Démonstration. Si 'un des deux polynomes ne dépend pas de ug, alors le
lemme est vrai pour tout ¢ € K". Sinon A(u) et B(u) sont premiers entre
eux dans (Kug,...,u,])[uo]. Il existe alors § € Kluy,...,u,] non nul, F €
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Klu], G € K[u] tels que F(u)A(u) + G(u)B(u) = §(uy,...,u,). Pour tout
t € K" vérifiant 6(t1,...,tn) # 0, Ao(up) et Bo(ug) sont premiers entre eux.
O

Démonstration. (preuve du théoréme 4.37) Décomposons A(u) sous la forme
Mw=( II oGt G )
CZ(CI!"‘vcn)eZ<I)

avec n¢ € N*, Tecz(py(uo + Grur + - -+ + Guun)™e et H(u) premiers entre eux.
Posons

d(u) Aw) - ( T (uo + G +-~-+Cnun))h(u) ,

 pecd(A(u), %(u)) CeZ(D)

ot [leez(n(uo + Grur + -+ + Cuun) et h(u) sont premiers entre eux. Soit
t=(t1,...,ty,) € K" et notons t = (0,t1,...,t,) € K*"!. Nous avons

< H ((t.€) +uo + Giw —|—-~~—|—Cnun))h(t +u)

cez()
= do(ug) + urdy(uo) + - - + updn(ug) + r(u) ,

d(t +u)

avec (t,() = t1¢1 +  + tnCn, do, - -, dyn € Klug], et r(u) € (ug,...,un)%
Développons h(t + u) sous la forme

h(t +u) = ho(ug) + urhi(uo) + - - - + uphn(ug) + s(u) ,

ot hg, ..., h, € Klug] et s(u) € (u1,...,u,)? Par identification

do(ug) = (H ((t,()—i—uo))ho(uo) , etpouri=1,...,n,

CeZ(I)
difug) = (Z CiH(<ta§>+U0))h0(U0)+( 11 (<taC>+UO)>hi(UO)-
CeZ(I) §&#¢ ¢eZ()
Ainsi,
do/(UO):( 3 H(<t,s>+uo))ho<uo>+( 11 (<t,<>+uo>)h0'<uo>.
CeZ(I) €#£¢ CeZ(I)

D’apres le lemme 4.39, si t € K™ est générique, les polyndmes hg(ug) et
[eez(r) ((t, ) + uo) sont premiers entre eux. Si (o = —(t,() est une racine de
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do(uO), alors ho((()) 7& 0, et

(@) = (IL(9~(t.0))holco)
§#C
dz(CO) = CZ(H (<t7£> - <t7C>)>hO(CO) , pour 1= 1; s, N
§#C

Supposons, de plus, que le vecteur générique t sépare Z(I). Alors

~ di()
= do’ (¢o)

pouri=1,...,n.
|

La représentation de Z(I) donnée par le théoréme 4.37 n’est pas minimale,
car les racines de dy(ug) ne définissent pas toutes nécessairement des zéros de
I. Nous venons de démontrer que la variété Z(I) est décrite seulement par les
racines de dy(up) qui n’annulent pas ho(up).

Nous déduisons de ce qui précede 'algorithme suivant :

Algorithme 4.40. REPRESENTATION UNIVARIEE RATIONNELLE (MINIMALE)
DES RACINES DE L'IDEAL 0-DIMENSIONNEL I = (f1,..., fm)-

ENTREE : Un mutltiple de la forme de Chow réduite A(u) de I.

_ Au)

1. Calculer d(u) = —F——————.

() pged (A(w), 22 (u))

2. Choisir t € K" générique (i.e. tel que le polyndme dy(up)
ci-dessus soit sans facteur carré) et développer d(t + u)
sous la forme

d(t +u) = do(up) + urdi(ug) + - - - + updp(ug) + - - -

3. Décomposer dy(up), puis garder ses facteurs irréductibles
P1,...,ps qui divisent les numérateurs des fractions
rationnelles

, dl(uO) dn(uo) i = m
fz<do/(uo)’m7dol(uo)> ’ Loooym.

SORTIE : La représentation minimale de Z(I) est donnée par

_ dy (o) dn (o)
(1. ps)(u0) =0, (dol’(uo) do’(uo))'
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Dans le cas ou le polynéme A(u) est exactement la forme de Chow Cr(u),
nous avons la proposition suivante :

Proposition 4.41. Avec les notations du théoréme 4.37, si A(u) = Cr(u) et
t sépare Z(I), alors il y a une bijection entre les racines de do(ug) et Z(I).

Démonstration. Voir ’exercice 4.13. a

Remarque 4.42. L’algorithme précédent fournit une autre méthode pour
résoudre le systeme f; = --- = f,, = 0, en résolvant une équation d’une
variable, puis en reportant ses solutions dans des fractions rationnelles. Cette
approche se préte bien a des calculs exacts et sur des nombres algébriques.
Elle peut étre utilisée deés que 'on dispose d’une base de A , par exemple via
une base de Grobner. 11 suffit alors de calculer les matrices de multiplication
M, pour ¢ =1,...,n, puis les premiers termes du développement de la partie
sans facteur carré de C;(t + u). Une alternative aux bases de Grobner pour
déterminer un multiple de la forme de Chow de I est I'utilisation des résultants
ou des bézoutiens (voir sections 6.4 et 10.3).

Une base de Grobner lexicographique fournit également une représentation
rationnelle de la variété Z(f1,..., fm) (voir exercice 4.15). Cette approche se
préte également a une arithmétique exacte ou avec des nombres algébriques,
mais se révele souvent plus cotiteuse que la méthode précédente. Pour avoir
plus de détails sur ces deux représentations, consulter [Rou96].

Nous avons vu comment résoudre le systeme f; = ... = f,, = 0 en calculant
les vecteurs propres des matrices M,,. Comparée a la représentation rationnelle
qui nécessite le calcul d’un déterminant, la méthode des vecteurs propres est
plus avantageuse (numériquement) si les coefficients des M,, ne sont connus
qu’avec une certaine incertitude.

Exemple 4.43. Reprenons l'exemple 4.5. La forme de Chow de (f1, f2) est

c = det(uoﬂ + uiM; + UQMQ)
2 1 1225 35 2 11
= —§u8uQu1 + ué + Sfluil + 1296161 + guoug + 8—1uQui’ - au?u%
35 4 4 107 2
—@ulug — §u0uzu% - §uou1u§ + 4u8u2 + 1—8u%u§ — §ugu§
la factoriLe polynome d est
" URE- RPN SR I 35
UY, UL, UD) = ———— U5 + —UUs + ——UF — ———UU] — ———UT.
T T 19962 T 18 0 736 0 324 01 324 !
Pour t = (0,1) (qui est ici générique), d((0,0,1) + (ug,u1,uz)) =
35 n 35 + 35 5 35 (385 4 35 ) 35 35 o n 1225 ,
— U+ —uf— ——u — g JUs — ——U Uy — —— U] + U3
48 718" 36 0 108 T \216 18 07 324 7 324 1T 1206 2
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Ainsi,
do(up) = ﬁ—kﬁu +§u2—§(u +1)<u +§)
T ™ 48 18 0 36 0 36\ 0 T2\ 0 T 2)
35
di(ug) = T
385 35
dQ(UO) = %—FEUO'

D’aprés la proposition 4.41, la représentation rationnelle minimale de Z( f1, f2)
est donnée par

( +1><u +3) 0 ( 1 11+12u0)
Uy - = == - :
0T 9\ 2 ’ 6 (14 uo) " 12 (1 + ug)

55)-

Donc les solutions du systeme f1 = fo =0 sont (—%, %), (

4.11. Nombre de racines réelles

Dans des domaines, tels que la robotique, la vision, la chimie, la biologie, les
statistiques ... la modélisation de certains problemes conduit a des systemes
polynomiaux a coefficients réels. Pour ces questions, seules les solutions réelles
ont une interprétation physique. C’est pour cela que nous allons nous intéresser
a la résolution algébrique réelle.

Soient fi,..., fm des éléments de R[x]. Supposons que la variété complexe
Ze={CeC": f1({) == fm(C) =0} = {C1,...,(q} soit finie. Le but de
cette section est 1’étude de la structure de Palgebre réelle Ag = R[x]/I, ou I
(resp. J) désigne I'idéal de R[x] (resp. C[x]) engendré par fi,..., fm.

L’algebre complexe A¢c = C[x|/J = Ar ®g C est munie (naturellement)
d’une conjugaison, qui fixe les variables x1,...,x, et conjugue les coefficients
complexes des polynémes. Ainsi, Ar devient ’ensemble des éléments fixes de
Ac par cette conjugaison. Le conjugué d’un élément a € A est noté a.

Soient (1, (y, ..., (s, (s les racines complexes non réelles de fi=--- = f,, =0,
et (2541, - - -, (g ses racines réelles.

Lemme 4.44. Si( € Z¢ et e¢ désigne l'idempotent associé a ¢, alors €, = ez.

Démonstration. 11 est facile de vérifier que XC = AZ’ et par suite e; € Af‘
D’apres le théoreme 4.9, la décomposition 1 = e¢, + -+ + e¢,, avec e¢, € Ag,,
est unique, donc €, = ez O
Soit ¢ € Z¢. Introduisons les notations suivantes :
1
ecp=ecter , ecg=c(ec—ep) , Agr=enAr -
Si¢ e ZcNR™, Ag]}g = eCAR~ Sic e Ze \R", eg’g = —e(r R
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Lemme 4.45. Si ¢ € Z¢, alors la sous-algébre A¢r de Ag contient e et
ecs. Bt de plus, ec i est son élément neutre.

Démonstration. Les éléments e 5 et e o de Ac sont fixes par conjugaison com-
plexe, ils appartiennent donc & Ag. Par suite A¢ g C Agr. Puisque e g € Ag et
ec R €3 = ec.g, nous déduisons que e¢ g € A¢ r. De plus, pour tout a € A¢ g,
ecna=a (car e%,% =ecn). a

Notons W un sous-ensemble de Z¢ qui contient un seul représentant par
classe de conjugaison des racines de I (i.e. W = {&1,...,&s, Cast1,---,C4}, avec

& €{G Gt pouri=1,....5).
Proposition 4.46. L’algébre réelle Ar se décompose en Ar = @¢ew A¢r.

Démonstration. D’apres le théoreme 4.9, Ac = ®eew(ec + ez) Ac. Comme
I’ensemble des éléments de Ac fixes par conjugaison est Ag, nous déduisons

la décomposition souhaitée pour Ag.
O

Considérons maintenant la forme linéaire
Tr: Ac — C
a +— Tr(a):=tr(M,),
ou tr(M,) désigne la trace de Popérateur de multiplication par a dans Ac.

Lemme 4.47. Sig € C[x] et ¢ € Z¢, alors Tr(gec) = pc 9(¢). En particulier
si h € C[x] et a € N\ {0}, alors Tr((x — {)*hec) = 0.

Démonstration. D’apres le corollaire 4.22, (g — g(¢))ec est nilpotent, donc

Tr((g —9(C))ec) = Tr(gec) — 9(¢)Tr(ec) = 0.
Puisque Ac = Bcez Ac, ¢ est 'unité de la sous-algebre As de Ac et ec A¢ =0
pour tout & € Zc\{C}, Tr(e¢) = dime(A¢) = pe. Ainsi, Tr(gec) = g(¢) pe. O

Pour tout h € R[x], définissons la forme bilinéaire
Sh : .AR X AR — R
(a,b) +— Tr(had),
ot Tr(hab) désigne la trace de opérateur de multiplication pas hab dans Ag.
La matrice de S}, est réelle symétrique, donc elle est diagonalisable sur R.
Les racines réelles de fi,..., f,, vont étre décrites a I’aide de la forme qua-
dratique @)}, associée a Sj. Le cas d’une variable a été étudié par Hermite,

Jacobi au dix-neuviéme siecle (voir [Kli72]). Le cas multivariable a été no-
tament étudié dans [PRS93, Ped96, BPRO03|.
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Nous rappelons que la signature d’une forme quadratique @ sur Ag est la
différence entre le nombre de valeurs propres positives et le nombre de valeurs
propres négatives de la matrice de @ dans une base quelconque de Ag. Le rang
de @ est le nombre de valeurs propres non nulles de la matrice de Q.

Théoréme 4.48. Soit h € R[x].

1) Le nombre de racines complexes distinctes ¢ de fi,..., fm telles que
h(¢) # 0 est égal au rang de la forme quadratique Qy,.

it) La différence entre le nombre de racines réelles distinctes ¢ de f1,..., fm
telles que h(¢) > 0 et le nombre de racines réelles distinctes € de f1, ..., fm

telles que h(§) < 0 est égale a la signature de Qp,.

Démonstration. Si Acr # Acr, alors Acr - Acr = 0. Par conséquent, la
matrice de ), dans une base de Ar formée d’éléments des sous-algebres A¢ r
est diagonale par blocs. Pour prouver le théoreme 4.48, il suffit donc de le faire
pour la restriction de @ a A¢r. Le rang (resp. la signature) de @} sera la
somme des rangs (resp. signatures) de ces restrictions. La restriction de Qp a
A¢r sera aussi notée Q.

D’apres la proposition 4.15, le C-espace vectoriel A a une base de la forme
{(x=0)%ec,i =0,...,uc — 1}, avec a; € N" et ag = 0.

Si ¢ = (, cette base est réelle et c’est aussi une base du R-espace vectoriel
A¢r. D’apres le lemme 4.47, la matrice de @, dans cette base est

(TT( (x — C)ai+o‘j heC))m:ov,,”qul = ( e g(o g ) ’

Le rang de @y, est donc 1 si A(¢) # 0 et 0 sinon. Sa signature est 1 si h(¢) > 0,
0sih(¢) =0, —1sih(¢) <0.

Si ¢ # ¢, nous déduisons la base réelle suivante de A¢ & Az = (e¢c + eE)A,
de celles de A¢ et Az,

((x— ()%ec + (X—E)O‘iez ) %((x— ()%ec — (X—Z)aiez), i=0,..., 0 — 1).

Cette famille est aussi une base du R-espace vectoriel A¢ g. D’apres le lemme
4.47, la matrice de @j dans cette base est

e (h(Q) +h(Q)  pet(h(C)—h(C) O 0
picH(R(C) = h(C))  —pe(h(C) +h(C)) O 0
0 0 0 0
0 0 Lo

Le rang de @y, est donc 2 si h(¢) # 0 et 0 sinon. Pour étudier sa signature,
posons a = R(h(¢)) et b = I(h(¢)) (la partie réelle et la partie imaginaire de
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h(¢)). Si ab = 0, la signature de Qj, est nulle. Si ab # 0, la signature @y, est la
signature de la forme quadratique

b \* 1
az2+2bxyfay2:a(x+fy) 77(a2+b2)y2,
a a

qui est encore nulle.

Par conséquent, le rang de @, (comme forme quadratique sur .A) compte
le nombre de racines complexes distinctes ¢ € Z¢ telles que h(¢) # 0, et sa
signature, la différence entre le nombre de racines réelles ¢ telles que h(¢) > 0
et le nombre de racines réelles £ telles que h(§) < 0. O

Le théoreme 4.48 permet de compter le nombre de racines dans une région
donnée (voir exercices 4.18, 4.19, 4.20). Ce qui est utile pour la localisation
des zéros d’un systeme polynomial avant de les déterminer numériquement.

Corollaire 4.49. Soient f1,..., fm € R[x].

i) Le nombre de racines complezxes distinctes du systéme fi =--- = f, =0
est €gal au rang de la forme quadratique Q1.
it) Le nombre de racines réelles distinctes de f1 = --- = f, =0 est égal a

la signature de Q1.

Algorithme 4.50. NOMBRE DE RACINES REELLES D’UN SYSTEME POLYNO-
MIAL.

ENTREE : Des polynémes fi,...,fm € R[x| définissant une variété
de dimension 0.

1. Déterminer une base (x%)qcp de R[x|/(f1,..., fm)-

2. Calculer la matrice symétrique (Tr(x*9))
s et son rang r.

apeE> S signature

SORTIE : Retourner
r=card{C € C": f1({) == fi(¢) =0},
s=card{ eR™: f1(&) =--- = fin(§) = 0}.

Exemple 4.51. Reprenons l'exemple 4.5 et calculons les matrices Q1 de Q1
et Qz, de Qg,. Par exemple

Tr(xy) Tr(z?) Tr(zize) Tr(x3zs)

Q. — Tr(z?) Tr(z3) Tr(x?z9) Tr(xizs)
T Tr(zixe) Tr(zizs) Tr(zizd) Tr(a:%x%)
Tr(x3xze) Tr(xixzs) Tr(x?xd) Tr(zix3)
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En utilisant les matrices My, et Mg, calculées dans Uezemple 4.27, Tr(l) =
4, Tr(z1) = trMg,) = 0,Tr(z2) = tr(My,) = 4, Tr(xz129) = Tr(Mz,Mz,) = %.
La forme linéaire Tr a pour coordonnées (4,0,4, %) dans la base duale de la
base (1,1, 22,21 x2) de A. Les coordonnées de la forme linéaire x1 - T'r dans
la méme base sont
2 4 2 4
(Tr(an), Tr(ad) Tr(ase), Triafen)) =" (4,0.4.5) = *(0.5.5.5).

Ce vecteur constitue la premiére colonne de la matrice Qz, . Les autres colonnes
de Qz, s’obtiennent par multiplication de ce vecteur par thl, tMIZ, ththm :

Ql = ) Qzl =

o = O
oo O
oS0
w
Hooo
kool O
Llools O ol
R|L ol olnono
00| . 00|00
SN

81
Le rang des deuz formes quadratiques Q1 et Q, est 2, leurs signatures respec-
tives sont 2 et 0. Ceci confirme que le systéme de l’ezemple 4.5 a deux racines
réelles distinctes et que leurs premiéeres coordonnées sont de signes opposés
(voir exemple 4.27).

4.12. Exercices

Ezxercice 4.1. Soient
ey z)=a® +y'+2° =1 et fole,y,2) =a® +y> + 22— 1
des éléments de K[z, y, z]. En utilisant un systéme de calcul formel, calculer :

1. La base de Grobner réduite de (f1, f2) pour 'ordre gradué lexicographique in-
verse x >y > z.

2. La base de Grébner réduite pour 'ordre lexicographique xz > y > z.

3. Que constatez-vous ?
Ezercice 4.2. Soit f(x) = (x+1)(z+2)...(z + 20).

1. En utilisant un systéme de calcul formel, trouver les racines du polynéme g(z) =

flx) + 1079219,

2. Comparer les racines de f(z) a celles de g(z).
Ezxercice 4.3. Soit Z une partie de K™ contenant d éléments. Montrer qu’au moins
une des formes linéaires x1 + iz + -+ +i" 12,,i =0,...,(n — 1) (;Z), sépare Z.
Ezxercice 4.4. Soient K un corps algébriquement clos et I un idéal 0-dimensionnel
de K[x].

1. Montrer que tout idéal premier propre de K[x] contenant I est maximal.

2. Si Z(I) = {C1, ..., Ca}, montrer que VI = me¢, N...Nmg,, olt m¢, désigne l'idéal
maximal de K[x] défini par la racine ¢;.
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3. En déduire une décomposition primaire de 1.

4. Montrer que cette décomposition est unique.
Exercice 4.5. Soit I un idéal 0-dimensionnel de K[x] et @1N...NQ, sa décomposition
primaire. Montrer que 'algebre K[x]/I est isomorphe a K[x]/Q1 x -+ x K[x]/Q,-.
Exercice 4.6. Un anneau artinien est un anneau dans lequel toute suite décroissante
d’idéaux est stationnaire. Montrer :

1. Un anneau A est artinien si, et seulement si, tout ensemble non vide d’idéaux
de A admet un élément minimal.

2. Dans un anneau artinien, tout idéal premier est maximal.
3. Dans un anneau artinien, il y a seulement un nombre fini d’idéaux maximaux.
4. Si I est un idéal de K[x] tel que le K-espace vectoriel K[x]/I est de dimension
finie, alors K[x]/I est artinien.
FEzercice 4.7. Radical d’un idéal 0-dimensionnel
Soit I un idéal 0-dimensionnel de K[x].

1. Montrer que le nombre de racines distinctes de I est dimg (K[x]/v).

2. Si f est un polynéme en une variable, f = #/ est sa partie sans facteur
! pecd(f, f7)
carré. Montrer que VI = I+ (fi(z1), ..., fa(zs)), ott (fi(z;)) = I NK[z;], pour

t=1,...,n.

Ezercice 4.8. Le but de cet exercice est de donner une autre construction des
idempotents (voir [GVRR97] pour plus de détails).

Soit I un idéal de K[x] tel que le K-espace vectoriel A = K[x]/I soit de dimension
finie. Notons Z(I) = {(1, ..., (4}

1. En utilisant les polynomes d’interpolation de Lagrange, montrer qu’il existe des
éléments p; de K[x] tels que p;((;) =1 et pi({;) =0sii #j.

2. Montrer qu’il existe des entiers positifs n; tels que p.* p?" elsii#j.

3. Prouver qu'il existe des polynomes a; tels que Z?:1 aip; —1el.

4. En déduire lexistence d’éléments ey, ..., e4 de K[x] qui vérifient

d

Zeizl, eie;=0sii#j, e?zei, e;(¢) =1

i=1
Exercice 4.9. Radical d’un idéal.
Soit I un idéal 0-dimensionnel de K[x]. Notons ei,...,eq (resp. me¢,,...,me,) les
idempotents (resp. idéaux maximaux) associés & Z(I) = {(1,...,Ca}-

1. Si Be = A¢c/ecmyg et B = ©eecz(r)Be, montrer que B = Ke; @ --- © Key. Puis
décomposer a € K[x] selon cette somme directe.

2. Prouver que V1 =1 + Docez(r) € M.

3. Si a € A¢, montrer que la forme linéaire a.Tr sur A est nulle si, et seulement
si, a € ecmg.
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4

5

. En déduire que VI =TI + &, ot € désigne 1'espace vectoriel engendré par {a €
K[x]/I : a.Tr = 0}.

. Donner un algorithme pour construire le radical de I.

Ezxercice 4.10. Donner un systéme f; = fo = 0 de K[z, y] tel que Z(f1, f2) soit finie

et p

our tout a € A = K[z,y]/(f1, f2), les sous-espaces propres de I’endomorphisme

transposé de la multiplication par a dans A soient de dimensions au moins 2.

Exercice 4.11. Soient f; = 2% — 322 + 22, fo = y — 2% + 1 des éléments de K[z, y].

1. Déterminer une base de I'espace vectoriel A = K[z, y]/(f1, f2)-
2. Calculer les valeurs propres de la multiplication par x dans A et leurs sous-
espaces propres.
3. Calculer les valeurs propres de la multiplication par y dans A et leurs sous-
espaces propres.
4. En déduire les solutions du systeme f; = fo = 0.
5. Trouver les sous-algebres locales A; de A.
Ezxercice 4.12. Soient f; = 2% — xy 4y, f» = 2%y — 2> — y? + y des polyndémes de
K[z, y].
1. Déterminer une base de l'espace vectoriel A = K[z, y]/(f1, f2)-

2.

4.

Quel est le nombre de racines réelles, puis complexes, communes aux équations
J1i=0,f2=07

. Calculer les valeurs propres des endomorphismes de multiplication par z,y, 2z +
3y dans A et leurs sous-espaces propres.

Déterminer Z(f1, f2).

Exercice 4.13. Montrer la proposition 4.41.

Ezercice 4.14. Soit I I'idéal de C[z1,x2, x3, 4] engendré par les 4 polynémes

fl = 21‘% -+ 2$22 + 21‘32 + 1'42 — X4 , f2 = 2$1£E2 + 21’2$3 + 21‘3$4 — X3,
f3 = 23123 + 23 + 22974 — T2 , f1 = 2w1 + 279 + 223 + 74 — 1.

Utiliser un systeme de calcul formel pour :

1.
2.

Calculer la base de Grobner réduite lexicographique avec z1 < zo < 3 < X4.

Déterminer le nombre de racines complexes (en tenant compte des multiplicités)
communes & f1, f2, f3, f1, le nombre de racines complexes distinctes communes a
f1, f2, f3, fa, et le nombre de racines réelles distinctes communes a f1, fa, f3, fa.

. Calculer les matrices des opérateurs de multiplication M, , My, , My, , M,.

. Résoudre f; = fo = f3 = f4 = 0 par la méthode des vecteurs propres, puis par
triangulation simultanée.

5. Déterminer la forme de Chow de I'idéal I.

6. Trouver une représentation univariée rationnelle des zéros de I.

. Comparer cette représentation avec la base de Grobmer lexicographique déja
calculée.
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Exercice 4.15. Soit I un idéal 0-dimensionnel et radical de K[x]. Supposons que z;,
sépare Z(I).
1. Montrer que la base de Grobner réduite pour l'ordre lexicographique z; < --- <
Ty est {x1 —g1(zn)s o, Tno1 — Gn-1(Tn), gn(xn)}, olt les g; sont des polynomes
de la variable x,,.
2. En déduire que la K-algébre K[x]/I est isomorphe & K[z,]/(gn(zn))-
3. Si J est un idéal 0-dimensionnel de K[x], est-ce que 1’on peut toujours trouver
un polynome d’une variable g tel que K[x]/J soit isomorphe & K[z,]/(g(xy)) ?
Ezxercice 4.16. Soient I = (f1,..., fm) un idéal radical et 0-dimensionnel, et a un
élément de K[x] qui sépare Z(I).
1. Si P(T) est le polyndme caractéristique de 'endomorphisme M, de multiplica-
tion par a dans A = K[x]/I, montrer que I’application

K1) — A
9(T) — g(a)
induit un isomorphisme entre K[T]/(P(T)) et A.
2. Soient g1, ..., gn des polynémes de K[T] tels que g;(a) = x; dans A. Montrer
que Z(f1,..., fm) = {(91(A), ..., gn(N)) : X est valeur propre de M,}.

Exercice 4.17. Calcul d’une représentation univariée rationnelle 4 partir
des traces.

Soient I un idéal 0-dimensionnel de K[x], C(u) sa forme de Chow et t = (to,...,ts)
un vecteur générique de K"*1,

1. Montrer que
do(UO) = C(t0+u07t17"'7t7’b) = H (t(<)+u0)u<a

CEZ(I)
do(up+€) = do(up) +e Z e (t(()—i—ug)‘“_l1_[(15(5)—5—110)”E +0(€%),
CeEZ(I) E#C
CZO(Uo;e.Z'i) = C(to+UO,t1,...,ti+E£L‘i,...,tn)
= do(uo)+e Y G (HQ) +u0)"™ T [T (HE) + o)™ +O(e2),
cez(I) E£C

ou t(g) :t0+§1t1 ++<ntn SIC: (Clv'--aCn)'
2. Quel est le coefficient de € dans do(ug + €) 7
3. Si d;(ug) désigne le coefficient de e dans dy(uo; ex;), montrer que
d

lim l,(u())
uo——1(¢) do’ (uo)
4. Montrer que ’on peut déterminer le polynéme dy(ug) en calculant les traces des
opérateurs de multiplication par les puissances de tg + tix1 + - -+ + t,x, dans

K[x]/I (en utilisant les relations entre les sommes de Newton et les fonctions
symétriques élémentaires des racines).
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5. En déduire que les polynémes do’(ug), dq(up), - - -, dn(ug) peuvent également se
calculer a partir de la forme linéaire T'r.

6. Donner un algorithme qui fournit une représentation univariée rationnelle des
solutions d’'un idéal 0-dimensionnel a I’aide de la forme linéaire T'r.
Ezxercice 4.18. Soient h, fi,..., fm € R[x]. Expliquer comment I'on peut obtenir
les nombres suivants :
1. Le nombre de racines réelles de fi,..., f; qui n’annulent pas h.
2. Le nombre de racines réelles £ de fi,..., fn, telles que h(&) > 0.
3. Le nombre de racines réelles de f1,..., f,, dans 'hypersurface {h = 0}.

Ezercice 4.19. Quel est le nombre de solutions réelles d’un systeme polynomial réel
a 'intérieur d’une boule euclidienne ouverte de R™?

Ezxercice 4.20. Etant donnés f1, ..., fn, € R[x].

1. Soient hy, he € R[x]. Quel est le nombre de racines réelles ¢ de f1,..., fm, telles
que hl(C) >0 et hg(() >07
2. Supposons n = 2. Quel est le nombre de racines réelles ( de fi,...,fm &

l'intérieur d’un rectangle de R??

3. Soient hy,...,hs € R[x]. Quel est le nombre de racines réelles ¢ de f1,..., fm
telles que hq(¢) > 0,...,hs(¢) >07
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Dans ce chapitre, nous étudierons la théorie des résultants dont le but est
d’étudier lexistence de conditions nécessaires (et suffisantes) sur les coeffi-
cients d’un systeme d’équations polynomiales pour que celui-ci ait des solu-
tions dans une variété algébrique donnée. Il faut donc éliminer les variables,
qui représentent les solutions du systeme, pour obtenir des conditions sur les
coefficients. Ce qui explique le nom de cette théorie dite de I’élimination.

Les premieéres contributions significatives dans ce sens sont sans doute dues
a Bézout [Béz79] et Euler vers 1756. Leurs travaux avaient pour but d’étendre
la méthode proposée par Gauss pour résoudre les systémes linéaires. D’autres
mathématiciens, comme Sylvester, Cayley, Macaulay, Dixon [Syl53, Cay48,
Cay65, Mac02, Dix08], se sont illustrés dans I’étude des résultants pendant
la seconde moitié du dix-neuvieme siecle et le début du vingtieme.

Apres une période sombre pour la théorie de I’élimination, lancée par André
WEeil, qui voulait tout simplement “éliminer 1’élimination”, cette théorie a
connu ces derniéres années un renouveau, dont I'un des pionniers est sans
doute J-P. Jouanolou [Jou91, Jou93a, Jou93b]. D’autres travaux ont suivi
[Cha93, GKZ94], et de nouvelles constructions dans le cas torique [Ber75,
Stu93, CE93|, résiduel ou sur une variété paramétrée [BEMOO], [ BEMO1],

. ont généralisé le résultant classique défini sur I’espace projectif P”.

Ce renouveau de I’élimination est lié a son impact en géométrie algébrique
effective et a ses applications dans différents domaines tels que la robotique
et la planification de trajectoires [Can88, RR95]|, la biologie moléculaire
[BMB94, EM99b], la conception assistée par ordinateur [BGW88, Hof89,
MD95], I'analyse de complexité [Ren92, Can93, Laz93, BPR97, SS95,
FGS93], l'algorithmique des systémes polynomiaux [Laz81] ...

5.1. Cas d’une variable

Dans un premier temps, nous allons étudier le cas d’'une variable et présenter
deux formulations pour la construction du résultant de deux polynémes.

5.1.1. Matrice de Sylvester. — Soient fo = coo + co,1Z + - - - + co,4, 0 et
fi=cpotciz+--+crg x4 deux polynémes d’une variable, & coefficients
dans un corps K, de degrés respectifs au plus dy et d;.

Notons Vg, Vi, V les sous-espaces vectoriels engendrés respectivement par
les sous-ensembles {1,z,..., 2471}, {1,z, ..., 2%} {1, 2,..., z%td—11 ot
considérons I"application linéaire dite de Sylvester

S:VoXVl — YV
(90,q1) — qofo+aqifi
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Sa matrice S dans les bases monomiales de Vy x V; et V est

do+dy
di—1 do—1

fO B fO fl ... oo fl

C0,0 0 0170 0 ;1C
S = . :

c : c di—1
0,0 1,0 x dO +d1
€o,do . C1,dq : xdl
0 Codo | O Cldy gdotdi—1
(5.1)

Cette matrice s’appelle la matrice de Sylvester de fy, fi. Elle est carrée et de
taille dg + dy (voir [Syl53]).

Proposition 5.1. Le déterminant de la matrice S est nul si, et seulement si,
les polynomes homogénéisés f(’f et flh ont une racine commune dans P*(K).

Démonstration. Supposons que fg” et fI' ont une racine commune ¢ € P'(K).
— Si cette racine est & linfini, c’est-a-dire que ¢ = (0 : 1), les coeflicients
co.do de fo et c14, de fi sont nuls, et clairement det(S) = 0.
-Si¢ ek,

(17 Ca ceey <d0+d1_1)s = (f0(<)> veey Cdl_lfO(C)a f1<<)7 Ty Cdo_lfl(g)) =0,

et dans ce cas aussi det(S) = 0.

Réciproquement, supposons que det(S) = 0.

—Sicogy = c1,4, =0, alors (0 : 1) est une racine commune & fhet f.

— Si I'un des coeflicients cg 4y, c1,4, n'est pas nul (par exemple coq, # 0
et donc deg(fo) = do), le développement de det(S) selon les dernieres lignes
donne det(S) = cg}d;deg(f ) det(S), olt S est la matrice de Sylvester de taille
do + deg f1 associée & fo (de degré dp) et f1. Comme det(S) = 0, il existe
deux polyndémes non nuls gg et q; tels que deg(qp) < deg(f1),deg(q1) < dp et
go fo + q1 f1 = 0. Ainsi, le ppem(fo, f1) est de degré au plus dy + deg(f1) — 1,
et donc le pged(fo, f1) est de degré au moins 1. Par conséquent, fy et fi ont
une racine commune dans K. O

Définition 5.2. Le résultant des polynomes fy et f1, en une seule variable
et a coefficients indéterminés, est le déterminant de la matrice S de Sylvester
de fo et f1. Il sera noté Res(fo, f1).
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Soit f1 € K[z] de degré dy. Si fo € K[z] est de degré dy < di, la matrice S
de Sylvester permet de trouver la matrice de 'opérateur
Mgy :A — A
a — afy

de multiplication par fy dans A = K[z]/(f,) dans la base {1,z,...,2%71}.
Pour cela, décomposons S en 4 blocs

A B
=(¢0)
ou A, B, C, D sont des matrices de tailles respectives dy xd1, d1 X dg, dyxd1, dg X dp.

Notons que la matrice D est inversible, puisque son déterminant est cf’dl # 0.

Proposition 5.3. La matrice My, de multiplication par fo, dans A dans la
base {1,x,...,xM "1}, est Mf, =A—BD'C.

. . A . _
Démonstration. Le bloc Sy = ( c ) représente fo, zfo,...,2M " fo de fo,

B P . _
alors que S; = ( ) représente les multiples fi,z fi,...,z%~1 f; de fi.

D

Pour calculer My, il faut réduire fo, z fo, . .. , 2%~ fymodulo f;. Laréduction
de ces multiples de fy par f1 consiste a soustraire des combinaisons des colonnes
de S; a celles de Sy, afin de transformer C en 0. Comme D est inversible, ceci se
traduit matriciellement par

(85)(3me)-("%°) -

Donc A —BD™'C = My,. O

Nous déduisons de la proposition 5.3, la formule suivante dite de Poisson.

Proposition 5.4. Si (1,...,(q, sont les racines de fi (chaque racine est
comptée autant de fois que sa multiplicité), alors

dy
det(S) = CLdldO H fO(CZ)
i=1
Démonstration. D’apres la décomposition (5.2) et la propositon 5.3,
A B I, 0 ([ Mg, B
CD -D7lc Iy, )\ 0 D)°

Ainsi, det(S)=det(My,) det(D) = c,4,% det(My,), et I'identité cherchée découle
du théoreme 4.23. |
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5.1.2. Matrice de Bézout. — Supposons ici que dy > dpy.

Définition 5.5. Le bézoutien des deux polynomes fy et f1 de K[x] est
fo(@) fi(y) — fi(z) fo(y)

®f0,f1(x7y) = r—y GK[:L’,y}.
Si Oy i (x,y) = Zf;al 0;(z)y' = Zg;;é 0;; 2y, avec 0; ; € K, la matrice de
Bézout de fo et fi est By, = (6i,j)0§i,j§d1—1-
Les polynémes 0y(x),...,04,—1(x), qui apparaissent dans la définition 5.5

sont de degrés au plus d; — 1.
La matrice By, r, est carrée, de taille dy et symétrique, car Oy, ¢ (z,y) =
O 4.1, (y, ). Elle est appelée matrice de Bézout de fo, f1.
Sipouri=0,...,di, Hy ;(x) = c1,4,—i+ - +C1,4 z est le 1™ polynome de
Hérnerassocié a fi = cio+ciz+- - ~+cl,d1xd1, la famille (Hy, o,..., Hyf q,-1)
est une base de I’espace vectoriel A = Klz]/(f1). Nous déduisons de 'identité
di—1 _
O1p(zy) = Hpya—im1(2)y' (5.3)
i=0

que le matrice By s, est inversible.
Il est également possible de construire la matrice de multiplication par fy
modulo f;, a l’aide des matrices de Bézout.

Proposition 5.6. La matrice de multiplication par fo, dans A = Klz]/(f1),
dans la base {1,z,..., 871}, est My, = Bfo’f1Bl_,}‘1'

Démonstration. Puisque
Jo(z) = fo(y)
x

Of.i(zy) = folx) + fi(2) —

= fo(x)(-)Lﬁ (l‘, y) - fl(x)gl,fo(x’ ) ) (54)

pour tout i = 0,...,d1 — 1, O 7,:(x) = fo(x)01 f i(x) dans A. Si pour
g € Klz], [0y.5,:] désigne le vecteur des coefficients de 6, ; dans la base
monomiale de A, ceci se traduit matriciellement par [0, 7, ;] = Mg, [01,7, 4], et
donc By, r, =My, By g, U

fily) — fi(z)
z—y

D’apres la symétrie des matrices de Bézout, nous avons ‘Mz, = BI_}IB Forf1

Corollaire 5.7. Le rang de la matrice By, s, est di — deg(pged(fo, f1))-

Démonstration. D’apres la proposition 5.6, By, r, et My, sont de méme rang.
En utilisant le théoréme 4.23, le rang de My, est la différence entre d; et le
nombre de racines communes a fy et f. |
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Proposition 5.8. Avec les notations précédentes

dy
det(Bro,z) = Eera, ™ [ fo(G) = Fera, ™" “Res(fo, f1).
1=1

Démonstration. Ce résultat découle de det(By f,) = icl,dldl, du théoreme 4.23
et des propositions 5.4, 5.6. O

Remarque 5.9. Il est donc possible de calculer le résultant Res(fo, f1) comme
déterminant d’une matrice construite a partir du bézoutien de fy et fi. Cette
formulation, légerement plus compliquée que celle de Sylvester, est plus an-
cienne, et elle est due & Bézout (voir [Béz79]). Son avantage réside dans le
fait que la taille de la matrice utilisée, pour exprimer le résultant, est dy, tan-
dis que celle de la matrice de Sylvester est dy + dj. Plus précisément, soient
Oo(z),...,0q,—1(x) les dy polynémes de degrés au plus d; — 1 qui apparaissent
dans la définition 5.5, et fo(x),... ,xdl_do_lfo(x) les dq — dg multiples de fy
(qui sont aussi de degrés au plus d; — 1). Soit Dy, ¢, la matrice dont les coef-

ficients sont ceux de 6p(z), . .., 04,_1(2), fo(x),..., 21 ~%~1 f3(z) dans la base
{1,..., 2471}
dy
90...90}0,1 fo...xdlidoilfo
1 €0,0 0
€T .
Dfo. = . €0,do 0,0 di
xdl—l O co,do

Proposition 5.10. Le déterminant de Dy, t, est exactement (au signe prés)
le résultant des polynomes fy et fi.

Démonstration. D’apres (5.3) et (5.4), pour tout i > dy, le coefficient 0;(z) de
y* dans Oy, 1, (z,y) est fo(x)Hf, d4,—i—1(x). Ainsi,

det(Bfo’fl) = det(Gg, ey Odo_l, Qdo, . ,Hdl_l)
= det(@o, . ,Gdo_l, fO(I)Hfl,dl—do—l(m)v ey fo(I)Hfl’O(ZL'))
= det(eo, e ,Gdofl, fo(.’)ﬁ) J}dl_do_17 ey fo(,’E)) chldl_dO
= icl’d1d17d0 det(DfO’fl).

Nous déduisons de la proposition 5.8 que det(Dy, r,) = +Res(fo, f1)- O

110



M. Elkadi & B. Mourrain Résolution des systemes polynomiaux

5.2. Cas multivariable

Maintenant nous allons nous intéresser a la généralisation de la notion du
résultant en dimension supérieure. Etant donnée une variété projective X de
PV de dimension n. Soit

fox) = 5% cojho (%)
fe(x) :
fa(x) = Z?io Cn,j Pn,j(X)

un systeme de n+ 1 équations, ol ¢ = (¢;;);,; sont des parametres et pour i =
0,...,m, les 1; j(x) sont des polynomes homogenes de degré d; et indépendants
des parametres c.

Le probléme de I’élimination consiste a trouver des conditions nécessaires (et
suffisantes) non triviales sur ¢ pour que le systeme f.(x) = 0 ait une solution
dans X.

Si le nombre d’équations est inférieur ou égal a la dimension de la variété
X, f.(x) = 0 a toujours des solutions dans X pour toutes les valeurs des
coefficients ¢, donc tout systéeme de ce type a une solution dans X.

5.2.1. Point de vue géométrique. — Supposons que pour tout ¢ = 0,...,n,
le point ¢; formé des coefficients de f; est non nul, donc peut étre vu comme un
élément de P¥i. Le probleme de 1’élimination qui consite & trouver les ¢ = (c; ;)

pour lesquels il existe x € X qui satisfait fo(x) = -+ = f,(x) = 0 se traduit
géométriquement par la projection de la variété
Wx ={(c,x) € P x ... x PP x X : fo(x) = - = fn(x) =0},

dite variété d’incidence, sur I'espace des parametres ¢ € PF0 x ... x Pk» . Nous
avons deux projections naturelles

(e, x) €Wy = cePPx...x P et
mp:(c,x) e Wx — x€X.

L’image m1(Wx) est précisément ’ensemble des ¢ pour lesquels fe(x) = 0 a
une solution dans X, et ma(Wx) est 'ensemble des solutions de ce systeme.

En général, la projection d’une variété algébrique affine n’est pas une variété
affine, comme le montre I’exemple de I'hyperbole {(z,y) € K : zy — 1 = 0}
qui se projette sur K\ {0}. Alors que les variétés projectives se projettent
sur des variétés projectives (voir [Har92, Sha74]). C’est pour cela que X est
supposée étre une sous-variété de PV. De plus X est supposée irréductible, car
sinon X = X; U...U X, ou les X; sont des sous-variétés irréductibles de X,
et Wx = Wx, U...UWx,. Il est donc possible de se ramener au cas ot X est
irréductible.
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La variété Wy qui est définie par des équations multihomogenes (i.e. ho-
mogenes par rapport & x et par rapport & chaque ¢;) est aussi une variété pro-
jective (voir exercice 5.7), donc 7 (Wx) est une sous-variété de P*o x . .. x Pkn,

Définition 5.11. Si Z = m(Wx) est une hypersurface, alors son équation
(unique & un scalaire prés) est appelée le résultant de fy, ..., f, sur X, et il
est noté Resx (fc) ou Resx (fo,---, fn)-

Donc Resx (fec) = 0 est une condition nécessaire et suffisante pour que le
systeme fc(x) = 0 ait une solution dans X.

Pour que Z = 71 (Wx) soit une hypersurface, nous allons imposer les condi-
tions suivantes :

Conditions 5.12.

- Pour tout point x € X et pour tout i =0,...,n, [';(x) :(wiaj(x))j:(),“.,ki
n’est pas nul.

- Pour des valeurs génériques des paramétres c, le systéme fo n’admet pas
de solution dans X.

La premiere condition sert a déduire les propriétés de Wy, et la deuxieme
est nécessaire si on cherche des conditions non triviales pour que le systeme
ait une solution.

Théoréme 5.13. Sous les conditions 5.12, Z = m1(Wx) est une hypersur-
face, et son équation Resx (f.), définie a un scalaire preés, est un polyndme
irréductible de Zlc].

Démonstration. Puisque pour tout x € X et tout ¢ = 0,...,n, [';(x) n’est
pas nul, w5 1(x) est un sous-espace linéaire de Pk x ... x P*» de dimension
Yoo ki—n—1. D’apres le théoréme des fibres (voir exercice 5.8), la variété Wx
est irréductible et sa dimension est > k;—1, donc sa projection Z = 7 (Wx)
est une variété projective irréductible de dimension au plus Y i~ k; — 1. Soient
U={cePox...xPk.vxec X f(x)#0} lecomplémentaire de Z, et
V T’ensemble des parametres ¢ pour lesquels le systeme f; =--- = f, =0 a
un nombre fini de solutions dans X. Nous avons U C V, sinon il existerait
ceUtel que Zx(f1,-,fn) = {x € X : fi(x) = -+ = fo(x) = 0} serait
de dimension au moins 1, et donc Zx(fo,- -, fn) de dimension au moins 0.
Puisque le complémentaire de U est de codimension au moins 1, U et V sont
denses dans PFo x ... x Pkn,

Considérons le sous-ensemble Wx N (V' x X) dense de Wx qui se projette
(par m1) sur Z NV. Comme pour tout ¢ € ZNV, Zx(f1,---, fn) est fini,
il en est de méme pour 7' (c) = {(c,¢) : ¢ € Zx(f1,---,fa) N Zx(fo)}.
D’apres le théoreme des fibres, Wx et Z sont de méme dimension, et Z est
une hypersurface de P*0 x ... x Pk». Comme Z est irréductible, son équation
Resx (fo,..., fn) = 0 lest aussi. Par ailleurs, les équations définissant W
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appartiennent a Z[c, x|, en utilisant la procédure d’élimination par un calcul
d’une base de Grobner (voir sous-section 2.6.4), nous montrons que Resx (fc) €
Z|c]. O

5.2.2. Matrices du résultant. — Nous allons nous intéresser aux méthodes
de calcul du résultant. Celles-ci s’appuient sur la construction de matrices
dont les déterminants fournissent le résultant ou un multiple de celui-ci. Ces
constructions sont aussi intéressantes, car elles permettent comme nous le
verrons plus loin, de résoudre les systemes polynomiaux.

Ces matrices peuvent étre groupées en deux familles, que 'on peut aussi
combiner :

— Les matrices de type Sylvester qui généralisent la construction de Sylves-

ter (donnée dans la sous-section 5.1.1) au cas multivariable.

— Les matrices de type Bézout qui généralisent la construction de Bézout

(étudiée dans la sous-section 5.1.2) au cas de plusieurs variables.

Les différentes méthodes de construction de ces matrices sont basées sur le
principe suivant : des polynomes h; dépendant des équations fy,..., f, sont
construits de maniére a s’annuler s’il y a une solution commune a fy,..., fn
sur X, et la matrice des coefficients des h; dans la base des monomes est
carrée et de déterminant non nul. Les déterminants de ces matrices sont des
polynoémes en les coefficients ¢ de fo,..., fn, qui s’annulent quand la sous-
variété {x € X : fo(x) = -+ = fn(x) = 0} est non vide, donc ils sont des
multiples du résultant.

Plus précisément, posons C' = Z][c| et considérons 'application C-linéaire

S: Wyx--xV,, — V (5.5)
m
(905"'7gm) = gzzgihia
=1

ou Vo,..., Vi,V sont des C-modules libres de type fini de C[x], et pour i =

07 sy M, hl € (f07 RS fn)C[X]
Soient v = (v1,...,vn) une base de V et w une base de Vj X -+ x Vj,.
Supposons que la matrice S de I'application S dans ces bases est carrée.

Théoréme 5.14. Si
1. pour tout i € {1,..., N}, v; est un polyndme en x,
2. il existe un ouvert demnse X° de la variété X tel que

VxeX° (v(z),...,on(z)) #0,

3. les conditions 5.12 sont satisfaites,
alors A(c) = det(S) est un multiple de Resx(fo, ..., fn)-
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Démonstration. Si la matrice S est toujours de rang < N (i.e. pour toutes les
valeurs des parametres c), son déterminant est nul et le théoréme est vrai.
Sinon S est génériquement de rang N. Notons

Z°={ceP x .. . xP 3 xec X fo(x) == fa(x) =0}.

Soit c¢g € Z° tel que A(cg) # 0. L’application S est alors surjective et
tout élément v; de la base v s’exprime comme combinaison des colonnes
de 8, c’est-a-dire comme élément de 1'idéal engendré par fy,..., f,. Comme
cg € Z°, il existe une racine commune ¢ a fo,...,f, dans X° et ainsi
v1(¢) = --- = vy(¢) = 0. D’apres 'hypothese 2, A(c) s’annule sur Z°, donc
aussi sur Z = Z° = Z(Resx (f)). Puisque Z est irréductible, A(c) est divisible
par Resx (f¢). O

Dans les exemples que nous considérerons, les conditions 1 et 2 sont claire-
ment vérifiées. Par exemple, si X = P", X° sera ’espace affine K", les éléments
de V seront les mondmes en o, ..., z, de degré v = >"7" jdeg f; —n, et zf est
celui qui ne s’annule pas sur X°. Dans le cas torique (voir sous-section 5.4),
X° sera I'image par une application monomiale de (K*)™ et les éléments de V'
seront aussi des monoémes qui ne s’annulent pas sur X°.

Remarque 5.15. Lorsque le polynéme A(c) défini dans le théoréme 5.14 est
non nul, son degré en les coefficients de chaque f; est supérieur a deg; (Resx (fc)).
S’il est possible de construire un déterminant A(c) dont le degré par rapport
aux coefficients de fy est exactement degy(Resx(f)), en permuttant 1'ordre
des f; dans cette construction, on peut obtenir Resx (fc) en calculant le pged
des déterminants A;(c) correspondants.

5.3. Résultant sur P"

Nous considérons ici le cas de X = P" et de n + 1 polynomes homogenes

fo(x) = > oot tan=do co,a(’ ... T
f.(x) : (5.6)
fn(x) = Zao+~-+an:dn C"vaxglo TR
de degrés respectifs dy, . ..,d,. Dans ce cas, I';(x) est le vecteur de tous les
monomes de degré d; en xq, ..., Ty.

Cette situation classique a été étudiée par Hurwitz, Cayley, Macaulay (voir
[Mac02, Hur95, vdW50, Cay48, Cay65]).

Les conditions 5.12 sont vérifiées, et d’apres le théoreme 5.13, Respn (fe) €
K][c] est défini, & un scalaire pres et il est irréductible. Nous le normalisons en
posant Respn (fe) € Z[c] et Respn (200, ... xdn) = 1.
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Définition 5.16. Un homomorphisme d’algébres ¢ : Z[c] — K (défini par
le choiz d’une valeur ¢(c; ;) € K pour tout i,j) est dit une spécialisation des
coefficients des f; dans le corps K.

Le résultant Respn (f) vérifie donc la proposition suivante :

Proposition 5.17. Le systéme fo =--- = fp, =0 a une solution dans P"(K)
pour une spécialisation des coefficients fo, ..., fn dans K si, et seulement si,
Respn (fo, ..., fn) = 0 pour cette spécialisation.

5.3.1. Matrices de Macaulay. — Nous allons étudier la construction de
Macaulay [Mac02] permettant de calculer Respn (f.). Nous donnons ici une
description dans le cas affine, c’est-a-dire en substituant xo par 1 et en posant
x = (x1,...,2y); sa transcription dans le cas homogene se fait facilement.
Soit v = 3", d; — n. L’ensemble x" des monomes en x de degrés au plus

S ; _ (vt
v est de cardinal N = ("").

Parmi les éléments de x¥', considérons ceux qui sont divisibles par xﬁ", et

notons leur ensemble par xi"xE". Parmi les monémes de x qui ne sont pas

dn

n

. . . o dn_
considérons ensuite ceux qui sont divisibles par x."7", et

divisibles par x el
En—1

L dn— . . .
désignons leur ensemble par z,"7'x . Ainsi de suite, nous construisons les
ensembles des exposants E,, . .., F1. Enfin, 'ensemble des monomes de x¥" qui

ne sont divisibles par aucun mf”,i =1,...,n, est noté x. Cet ensemble est
xFo ={aP...2f" : 0<a;<d;—1lpouri=1,...,n},

et son cardinal est [[%; d;. Par construction, x" est la réunion disjointe de
xdnxBn mflel, xFo,

Pour A C N”, <XA> désigne ’espace vectoriel engendré par les monomes de
x4 = {x%: a € A}. Construisons la matrice S de 'application

S (xFoy xox (xPny o (xT)
(QOﬂ"'7q’I’L) = Z%fla
i=0

dans les bases monomiales, qui est appelée matrice de Macaulay. Elle est in-
dexée par les monémes de x¥ pour les lignes et les monémes de x»U. .. Uxo
pour les colonnes, et elle est bien carrée de taille N.

Remarque 5.18. 1l est facile de voir que si fo =1, fi1 = xclh, ooy [ = et
si les éléments de xP0, ..., xP» xF sont ordonnés convenablement, la matrice
S est Iidentité. Donc en particulier, det(S) est un polynéme en ¢ non nul.

Proposition 5.19. Le déterminant de la matrice S est un multiple non nul
de Respn (fo, ..., fn), et son degré en les coefficients de fo est dy . ..d,.
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Démonstration. Nous déduisons du théoreme 5.14, avec X = P", X° = K" et

V = x", que det(8) est un multiple du résultant de fo,..., f,. Et comme le
nombre de mondémes dans Eg est d; . . . dy, et que det(S) n’est pas nul, Respn (f¢)
est bien de degré d; . ..d, en les coefficients de fp. O

Exemple 5.20. Considérons 3 coniques de P? (en posant xg = 1),

2 2
fo = coo+co1x1 + coam2 + co3T1” + coaT1T2 + Co5T2

2 2
fi = co+ciir+crez2+ 13717 + c1aT1T2 + €1 522

2 2
fo = ca0+c2171 + c22m2 + C2 3717 + CouT1T2 + C25T27.

L’entier v =4, et il y a 15 monomes de degrés au plus 4 en x1, x3,
2 .3 .2 3 4 .2 2 .3 3,.2,2 4
{1>$17$2,$1 .’EQ,.’I}l,.’I,'l,.’IJlfL’Q,fL’l.’I]Q,.’I]l,.’L'Q,$1$2,$2,$1x2,x1$2,x2}~

. _ 2 .2 _ 2 _
Ici nous avons Ey = {1,x1,x9, 129,27, 25}, B1 = {1, 21,22, x122, 25}, By =
{1, 21, x2, x122}, et la matrice S est

00 0 0 0 | c1o O 0 0 0 | o O 0 0 0 0
€o,1 0,0 0 0 1,1 €10 0 0 0 2,1 €20 0 0 0 0
co,2 0 c0,0 0 c1.2 0 c1,0 0 0 c2.2 0 c2.0 0 0 0
co,4 Co,2 Co,1 Co,0 | €C1,4  Cl2 €11 €10 0 C24 C22 €21 C20 0 0
co,3 Co,1 0 0 c1,3 c1,1 0 0 ci0 | c2,3 c2.1 0 0 c2.0 0
0 co,3 0 0 0 c1,3 0 0 c1,1 0 c2.3 0 c2,1 0
0 Cco,4  C0,3 €01 0 Ci,4 Ci13 C11 C1,2 0 C2,4 C23 C21 C22 0
0 0 0 co,3 0 0 0 c1,3 C1,4 0 0 0 c2,3 C2.4 0
0 0 0 0 0 0 0 c1s| O 0 0 0 cas O
co,5 0 co,2 0 c1,5 0 c1,2 0 0 Ca.5 0 c22 0 0 c2.0
0 Co,5  Co,4 €02 0 c1,5 C1,4 €12 0 0 Cca5  C24  C22 0 ca1
0 0 co,5 0 0 0 c1,5 0 0 0 0 c25 0 0 c2,2
0 0 0 cos| O 0 0 a5 O 0 0 0 cos 0  caa
0 0 0 Co,4 0 0 0 c1,4 c1,5 0 0 0 Cc2.4 c25 c2.3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 c2.5

Cette matrice est divisée en 3 blocs de tailles 4,5, 6, dépendant respectivement
des coefficients de fy, f1, fo. Aucun terme de la diagonale de S n’est nul, et
le déterminant de cette matrice est un polynome de degré total 15, contenant
37490 monomes, et son degré en les coefficients de fo est 4.

Proposition 5.21. Pour tout i € {0,...,n}, le degré de Respn(fc) en les
coefficients de f; est [, d;-

Démonstration. Nous montrons la proposition pour ¢ = 0 et la déduisons par
analogie pour ¢ = 1,...,n. D’aprés la proposition 5.19, deg(Respr (fc)) est au
plus Do = [[i% d;. En spécialisant Respn (f¢) pour le systéme

fo=a3 uomo + -+ upwn) , fr=aP -2l o, fo=aln —

ol les u; sont des parametres, nous obtenons un polynéme R(uo, ..., uy,) non
nul, et qui s’annule sur les Dy hyperplans : ug+u181+- - - +unép, ou §; désigne
une racine d;"“" de 1'unité. Le polynéme R (et donc Respn(f;)) est au moins
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de degré Dy en fo, et par suite deggy(Respn(fc)) = Do. O

Ceci permet d’obtenir le résultant Respn (f¢), comme pged des déterminants
des différentes matrices de Macaulay dans lesquelles on change 'ordre des
polynoémes fo, ..., fn-

Algorithme 5.22. CALCUL DU RESULTANT SUR P".

ENTREE : fo,...,fn des polynémes & coefficients indéterminés.

-- Pour ¢+ = 0,...,n, calculer le déterminant A; de la matrice de
Macaulay associé & (fi, .., fu, 0,5 fio1)-

-- Calculer le pged(Aog,...,A,) =Respn(fo,. ., fn)-

SORTIE : Respn(fo,..., fn)-

La construction précédente faite en degré v, peut s’étendre a un degré s > v.
Pour cela, posons

{ XE%S]] ={x%:|a| =s5—d; et aj <dj pour j > i},
x = {Xﬁ : |B| :S},

et considérons ’application
[s] [s] s
Sl B0y o (xXPT) (k) (5.7)

n
(qu"'7Q7L) = Zq:fz
=0

La matrice de S dans les bases monomiales est notée Sl

Proposition 5.23. Pour s > v =" d; —n, le déterminant de S¥*) est un

polynéme non nul, qui est divisible par Respn(fo,..., frn), et son degré en les
coefficients de fo est [y d;.

Démonstration. Le lecteur pourra faire la preuve en exercice en s’inspirant du
cas s = v et en utilisant le théoreme 5.14. O

Corollaire 5.24. Pour s > v =31 ,d; —n,

det(sSP) = Respn (fo, - - -, ) ABN(f1, o fa),
ot ABI(f1, ..., f,) est un polynéme en les coefficients de fi,..., fn.

Démonstration. Ce corollaire provient de la proposition 5.23 et du fait que
det(sl*!) et Respn (fo, ..., fn) ont le méme degré en les coefficients de fo. O
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5.3.2. Multiplicativité du résultant. —

Proposition 5.25. Supposons que fo = goho, ot go et hg sont des polynomes.
Alors

ReSP”(gOh07fla .. 7fn) = ReSP"<907f17 .. '7fTL)ReSP"(hO7f17 <. 7fn>

Démonstration. Notons ag (resp. bg) les coefficients de gg (resp. ho), et R
le polynéme de C = K|ag, bg,cq,...,c,] obtenu en substituant fy par gohg
dans Respn (fc). Pour toute spécialisation des coefficients de gy (resp. ho),
f1,. .., fn dans K pour laquelle ces polynémes aient un racine commune dans
P*(K), R = 0. Le polynéme R s’annule donc quand les polynémes irréductibles
R1 = Respn (90, f1,---, fn) et Ro = Respn(ho, f1,..., fn) s'annulent. D’apres
le théoreme des zéros de Hilbert, Ry et Ry divisent R. Comme R; et Ro sont
irréductibles, R = A R; Ry avec A € C. En comparant les degrés de Ry Ry et de
Respn (fe) par rapport aux coefficients des f; (proposition 5.21), nous déduisons

que A est constant. En spécialisant go = 2(°, ho = z('°, f1 = xih vy o= 2l
on trouve A = 1. O
5.3.3. Zéros a I’infini. — Pour tout h € S := K|z, ..., 2], notons h' le
polynéme h(0, 1, ..., Zy,).

Proposition 5.26. Nous avons Respn (29, f1,-- -, fn) = Respn1(fy , ..., f1).

Démonstration. Respn (29, f1,- .., fn) s'annule si la variété de P"~! définie
par fi',...,f,] est non vide, donc il est divisible par Respn—1(f] ..., f]).
Comme les degrés de ces deux résultants par rapport aux coefficients de chaque
fiyi=1,...,n, sont les mémes Respn (o, f1,. .., fn) = cRespn1(fy ..., £),
avec ¢ € K\ {0}. En spécialisant f; en x?ﬂi =1,...,n,ondéduit quec=1. O

5.3.4. Théoréme de Macaulay. — Pour m € N, notons S, 'espace vecto-
riel engendré par les monomes en xy, . .., x, de degré m. Pouri =0,...,n,d; =
deg fi, et v = >"1" ( d; — n. Considérons I’application K-linéaire
SZS,,,dO Xoee XSufdn — SV
(905--,qn) = qofo+ -+ qnfn
qui est la premiere application du complexe de Koszul en degré v.
Théoréme 5.27. L’application S est surjective si, et seulement si, le résultant

Respn (fe) n'est pas nul.

Démonstration. Si S est surjective, alors pour tout ¢ =0,...,n,z} appartient
a l'idéal engendré par fy,..., fn. Donc le systeme fy = ... = f,, = 0 n’a pas
de solution dans P, et d’apres la proposition 5.17, Respn (fc) # 0.
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Réciproquement, supposons que la variété projective définie par fy,..., f
soit vide. D’apres la proposition 3.57, le complexe de Koszul est exact. Plagons-
nous en degré v et calculons la dimension de I'image de S. Cette dimension est
donnée par une somme alternée de coefficients binomiaux, ne dépendant que
des degrés des f;. Elle peut donc étre calculée en considérant la spécialisation
fo = xgo, ooy fn = 29, Dans ce cas, tout monoéme de degré v est divisible
par au moins un xfh et S est surjective. Comme cette dimension est la méme,
I’application S est bien surjective. a

5.3.5. Théoréme de Bézout. — Nous montrons ici le théoréme classique
dit de Bézout, qui a été démontré par ce dernier dans le cas de deux variables
[Béz79]. Pour cela, nous donnons un premier résultat (également appelé
théoréme de Macaulay, voir section 3.3). L’anneau K[x] est muni de la gra-
duation par le degré (voir section 2.2).

Proposition 5.28. Soient f1,..., fn € K[x], et supposons que le résultant
Respn—1(t(f1),...,t(fn)) # 0. Alors {f1,..., fn} est une T'-base de l'idéal
I= (fla'”»fn)-

Démonstration. Décomposons f; en f; = t(f;) — r;. Nous allons montrer que
l'idéal £(I) est engendré par t(f1),...,t(fn). Sinon, soit h € I tel que t(h) &
(t(f1),.--,t(fn)). Il existe alors hq,..., h, € K[x] tels que

h=> hifi=Y hit(fi)— Y hirs.
iz1 iz1 i=1

Notons m le plus petit indice tel que hy, t(fn,) soit de degré maximum ¢
dans la décomposition précédente. Parmi tous les polynomes h € I tels que
t(h) & (t(f1),...,t(fn)), choisissons h tel que § soit le plus petit possible (et
pour ce degré, m soit le plus grand possible).

Comme t(h) & (t(f1),...,t(fn)), nous avons >.i  t(h;)t(fi) = 0. Les

termes t(f1),...,t(f,) n'ont pas de zéro dans P"~!, donc le complexe de
Koszul associé est exact. Nous en déduisons que t(hy,) €(t(fmt1)s---,t(fn))-
Il existe des polynémes homogenes a;, ¢ = m + 1,...,n, vérifiant t(h,,) =

> oima1 @i t(f;). Par suite,

h=> hifi— Y fiaifm+ >, fitifm
i=1

i=m+1 i=m+1
m—1 n n
= Zhifi+(hm_ Z aifi)fm"’ Z (hi+aifm)fi-
i=1 i=m+1 i=m+1

Nous avons réécrit h sous la forme h = Y1 h; fi, avec
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— soit max; deg(i{ifi) est plus petit que 6,
— soit le premier indice ol ce maximum est atteint, est plus grand que m.
Ceci contredit 'hypothese faite sur h, et donc t(I) =(t(f1),...,t(fn))- O

Corollaire 5.29. Si Respn-1(t(f1),...,t(fn)) # 0, alors les deuz K-espaces
vectoriels K[x]/(t(f1),-..,t(fn)) et K[x]/(f1,..., fn) sont isomorphes.

Démonstration. Ce corollaire provient de la proposition 2.12. O

Ce résultat peut s’interpréter géométriquement en terme d’une déformation.
En effet, posons pour t € [0,1],9; = fl(t,x1,...,2,),i = 1,...,n, on fI
désigne le polynéme homogénéisé de f;, et A; algebre K[x]/(g1,- .., gn). Nous
avons Ay = K[x]/(t(f1),...,t(fn)), et A1 = K[x]/(f1,-..,fn). En faisant
varier ¢ entre 0 et 1, nous passons « continuement » de Ag a A1, et dimg Ay =
dimg A;.

/
/’
\//.

N

|
—

t=0 t

FIGURE 5.1. Deformation et suivi de racines.
Ezemple 5.30. Considérons fi = 23 +a3 —x1, fo = 23 — 23 — x2. Nous avons
t(f1) = 23 + 23,t(f2) = 23 — 23, et t(I) = (23,23). Une base de l’espace
vectoriel K[z, zo]/t(I) (et de K[z, xo]/I) est {1,x1,x2,x122}. Les matrices
de multiplication par x1 et par xo modulo g; = fi(t,x1,x2),i = 1,2, sont

00 0 0 00 0 0
w |10 3t 1 W st 5t?
o 00 it 12| 7 " 10 it 1
01 0 3t 01 0 -3t
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Leurs coefficients sont des fonctions (polynomiales) continues de t sur [0, 1].

Théoréme 5.31. Soient fi,..., fn des polynomes de K[z1, ..., x,] sans zéro

a Vinfini. Alors dimg (A) = [[1—; d;.
Démonstration. Comme Respn—1(t(f1),...,t(fn)) # 0, d’apres la proposition
3.57, le complexe de Koszul est exact et la dimension de ’espace vectoriel
Ao = K[x]/(t(f1),...,t(fn)) ne dépend que des degrés de t(f1),...,t(fn)-
En calculant cette dimension pour t(f;) = x?i,i = 1,...,n, nous obtenons
dimg (Ag) = [Ii- d;, et nous déduisons du corollaire 5.29, que dimg(A) =

=1 i O

Rappelons que d’apres le théoreme 4.13, dimg A est exactement le nombre
de zéros communs a fi,..., fy.

Corollaire 5.32. Soient fi,..., fn des polyndmes homogénes de K[zo, . .., zp]
ayant un nombre fini de zéros dans P™. Alors ce nombre de zéros (comptés avec
multiplicités) est [iq deg(f;).

Démonstration. Quitte a faire une changement linéaire de variables, supposons
que les f; n’ont pas de zéro commun a l'infini et appliquons le théoreme 5.31. O

5.3.6. Structure des matrices de résultant. — Intéressons-nous a la taille
des matrices de résultant. Le tableau suivant donne la taille des matrices de
Macaulay pour une forme linéaire fj et des polynoémes f1, ..., f, en n variables
de degré d, et la borne de Bézout d"” (qui majore le nombre de solutions du

systeme f; =--- = f, =0).

n\d 2 3 1 5 6 7
) 1 9 6 25 36 19
10 21 36 55 78 105
3 8 27 64 125 216 343
35 120 286 560 969 1540
4 6 81 256 625 1296 2401
126 715 2380 5985 12650 23751
5 32 243 1024 3125 7776 16807
462 4368 20349 65780 169911 376992
B 64 729 2096 15625 16656 117649
1716 27132 177100 736281 2324784 6096454
7 128 2187 16384 78125 279936 823543
6435 170544 1560780 8347680 32224114 99884400
s 256 6561 65536 390625 1679616 5764801
24310 1081575 13884156 95548245 450978066 1652411475
0 512 19683 262144 1953125 10077696 10353607
92378 6906900 124403620 1101716330 6358402050 27540584512
10 1024 59049 1048576 9765625 60466176 282475249
352716 | 44352165 | 1121099408 | 12777711870 | 90177170226 | 461738052776

Ce tableau montre que les tailles des matrices de résultant sont tres grandes
pour des petites valeurs de d et n. Par conséquent, I’application de ces outils est
limitée. Cependant, ces matrices sont structurées et creuses (voir [MPRO3]).
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comme le montre la figure 5.2. Le développement actuel de méthodes per-

FIGURE 5.2. Matrice de Macaulay pour 6 quadriques dans P°.

formantes pour les matrices creuses permet de traiter en un temps raison-
nable des matrices de taille 10°, ceci relance I'intérét de cette approche (voir
[BMP98, MP98|).

Nous décrivons ici une structure par blocs, qui résulte de ’analyse des degrés
des polynomes dans la matrice S¥! de la construction (5.7) de la sous-section
5.3.1. Cette matrice se décompose sous la forme

A B

sl = c 5 , (5.8)

ou les colonnes de ( A ) représentent les multiples de fy et celles de ( ﬁ )

C
ceux de fi,..., fn. Les lignes de (A B ) sont indexées par les monomes
[s] . .
:UgOXEO . Nous reviendrons sur cette structure un peu plus loin.

. X B .
Intéressons-nous & la structure du bloc Tls) = ( D ) .Pouri=1,...,dy—1,
[s] ~ s ;.
notons xi~ I’ensemble des monomes de x* de degré i en xg et
[s] [s] _ [s]
I = xI\ (Ufio IxFi y e xF0).

R [s] o
Les monomes de x'™* sont donc divisibles par mgo. Notons LES] le sous-espace

vectoriel de <XE£S]> X +e X <XE’[1S]> des éléments de la forme x{(qi,. .., dn), ou
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les ¢; ne dépendent que de x1,...,z, et L[j] une base complémentaire de celle

de LBS] + -4+ Lgo]fl' Nous avons alors la décomposition de TIs! suivant les
puissances décroissantes de xg :

W e b
g x "o Uy Udy—1 Uo
Tl = ’ Y (5.9)
FCEZ]_I Sdsofl,dofl Sdsofl,o
F[s] 0 S[S]
0 0,0
Avec ces notations, B = (Uy Ug,—1 --- Up).

Les blocs Sgsl] ne font intervenir que les coefficients des fiT (la composante
de degré 0 en z( dans f;).

Lemme 5.33. Pouri=20,...,dy— 1, nous avons Sﬁ = S[S_i](fl—r, cee fJ)

Démonstration. Pour ¢ = 0,...,dyp — 1, les monomes de Fi[s] sont de la forme
xéxﬂ avec |B| =s—i et x? ne dépend que de z1,...,x,. Comme s —i > v =
Z?Zl dj —n, x? est divisible par au moins un x?j,j =1...,n. Soit jp 'indice
. i . ey . d;
maximal d’un tel a:;-lj . Nous avons une décomposition unique x” = :cjgo X%, avec
aj < dj pour j > jo, et nous en déduisons que x* € E][-Zfi]. Les coefficients
de Sl[sl] ne dépendent que de fi,..., f,], et cette matrice correspond donc & la
matrice de Macaulay de fi',..., f,] en degré s — i. O

Ezxzemple 5.34. Soient
fi = 2l —maotai+ta+aa+1,
fo = 2x% + 2x129 + 2x§ + 221 — 229 + 2.

La matrice S associée a une forme linéaire générique fo et f1, fo est

S:=mresultant ([u[0]+ul1]*x[1]+ul2]*x[2],f1,f2], [x[1],x[2]]):

L’ensemble des monémes qui indexent la matrice S est

F 2 3 .3 2 2 2
x" = {1, 9,1, X122, T122%, X2", X1, X1 " T2, 27, 217}
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Comme dg = 1, et Fy = {x13, 21202, 21222, 223}, nous obtenons

w 0 0 O0]1 210 0 0 0
w u 0 O] 1 21 0 2 0
w 0 wg O] 1 -2/ 0 1 0 2
0 U U1 U -1 2 1 1 -2 2
| 0w 0 O[T 2[T 0 2 0
o 0 w 0|1 20 1 0 -2
0 0 0 0]0O O]1 0 2 0
0 0 0 w|0 0]-1 1 2 2
0 0 0 uwl|O0 01 -1 2 2
o0 0 0lo olo 1 0o 2
Ainsi,
w 000 1 2 00 0 0
A | @ v 0 0 p_| I 2 10 20
w0 w0 [P 1 201 0 2
1 2 1 1 -2 2
0 U2 Ul UQ
0 up 0 0O 12 1 0 2 0
00 0 0 12 0 1 0 -2
c_| 0 000 o001 0 20
oo o0owl| """ loo -1 1 2 2 |°
0 0 0 wu 00 1 -1 2 2
00 0 0 00 0 1 0 2
1 0 20
v 102 0 . 12 o 1 1 2 2
" lo10 —2) "1 2) 007 1 122
0 1 0 2

3]

La matrice Sy est bien celle associée a flT =212 — zox1 + 222, fZT =222+
2x129 + 2 3722.

5.3.7. Matrice de multiplication. — Reprenons la construction de la ma-

trice S donnée dans la sous-section 5.3.1, pour des polynémes fy,..., f, de
degrés dy,...,d,. Notons I = (f1,..., fn) et A=K[z1,...,2,]/]. L’ensemble
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FEy C F permet de décomposer S en 4 blocs :

Ey Fy...E,
Ey A B
S = (5.10)
G C D '

Les colonnes de < A ) représentent des multiples de fo, et celles de ( g ) des

C
multiples de f1,..., fn.

Proposition 5.35. Si det(D) # 0, alors xF0 est une base de A.

Démonstration. Construisons la matrice S associée a fy qui est un polynome
générique de degré dg et f1,..., fn € K[z1,...,2,] fixés de degrés dy, ..., d,.
Comme la matrice D est indépendante des coeflicients de fy, et elle est

. . , . A
inversible, tout x“fy, avec a € Ey (représenté par une colonne de ( c )) se

réécrit modulo I (en considérant une combinaison de colonnes de ( D ) en

une combinaison de monémes de x%0. En effet,

(é 5) (—D]I_lc> z(A_BOD_IC). (5.11)

Si fo est spécialisé en x;, nous voyons que tout produit d’un élément de B =
(xF0) par une variable x; se réécrit dans B modulo I. Comme 1 € B, nous
montrons par récurrence que tout polynéme de K[x] se réécrit dans B modulo
I, donc x0 est une partie génératrice de A, et dimg(A) < |Eo| = [T, d;.

Montrons maintenant que x0 est une base. D’apres (5.9), la matrice D peut
s’écrire, par permutation de lignes et de colonnes, sous la forme

V+ *

(vl
Sdo—1,dg—1

0 st}
D’apres la proposition 5.19 et le lemme 5.33, pour tout ¢ = 0,...,dy — 1,
det(D) qui est divisible par det(S%) =det(SVU(f,..., £])), est un multiple
du résultant Respn-1(f],..., f,]). Comme det(D) # 0, f,..., f,] n’ont pas
de racine commune dans P*~! et d’aprés le théoréme 5.31, dimg A = [T, d;
et x0 est bien une base de A. a
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Proposition 5.36. Si det(D) # 0, alors la matrice de multiplication par fy
dans la base x de A est Mg, = A —BD~!C.

Démonstration. Comme x7 est une base de A, pour calculer M o> DIOUS mul-
tiplions chaque x® € xF0 par f; et réduisons le produit modulo l'idéal I =
(f1,--., fn) en une combinaison de monomes de x*0. Ceci consiste & rajouter

é ) une combinaison de celles de ( ﬁ ) Ce calcul se fait

explicitement par la relation (5.11), et donc My, = A —BD™!C. O

a une colonne de (

Ezxzemple 5.37. Considérons le systeme

fi = 1323 4 8xyxo + 423 — 8z — 829 + 2,
1
fa = $%+$1$2—$1—6

de lexemple 4.27. La matrice de Macaulay associée a fo = ug + uy x1 + usg T2,
f1, f2 (les monoémes de degrés au plus 3 sont 1,19, 21,11 T, 1 T3, T3, 23 19, 23,
22, 23) est

|S:=mresultant ([u[0]+u[1]*x [1]+u[2]*x[2],f1,£2], [x[1],x[2]])

w 0 0 02 0 0 —-§ 0 0
u uw 0 0[-8 2 0 0 —% 0
Ul 0 Uuo 0 -8 0 2 -1 0 —é
0 uwr ue uw| 8 -8 =8 1 -1 0
s_| 0 0 0 w|0 8 4 0 1 0
00 0 0f0 0 13 0 0 1
0 0 0 w|0 13 8 0 1 1
0O 0 0 0/0 4 0 0 0 0
0 0 wg 0|13 0 -8 1 0 -1
0O up 0 0|4 =8 0 0 0 0

Le déterminant de la sous-matrice D de S est inversible, et d’aprés la proposi-
tion 5.85, {1,x1,x9,x1 2} est une base de A = K[z1,x2]/(f1, f2). La matrice
de multiplication par fo dans A dans cette base est

uschur (S,4);

25 1 5 5
Uuo —5q U2 § U1 —ﬁu2+5—4u1
us Uy + 2u9 0 %ug—l—%ul
5 55 55
Ul — U2 U + Uy —37 U2+5jU1

0 Uq-f—%ﬂg Uy — Ul U9+ 2u2 — ug
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Son déterminant est

1
206 (610 +2m + Tug)? (6up — 2uy + Hug)? .

Les racines de fi = fo = 0 sont (1 = (%,%) et (o = (f%,%), et elles sont
doubles.

5.3.8. Formule de Poisson. — Le résultat suivant est la généralisation a
I’espace projectif P” de la proposition 5.4.

Théoréme 5.38 (Formule de Poisson). Soient fi,..., fn € Klz1,...,y)
de degrés dy, ..., d, tels que Respn—1(f{,..., f1) #0. Alors

RGSPn(fo,---,fn) )
(Respn—1(fy ..., fnT))dO

Démonstration. Considérons la matrice de Macaulay S associée a fy, ..., f, et
supposons que det(D) # 0. Dans ce cas, d’apres la proposition 5.36,

S }El O == Mf() B .
—-D7"'C I 0 D

En utilisant les propositions 5.19 et 5.21,

det (Mfo ) =

det(8) A
det(M¢.) = = Respn e In) T/
et(tyo) det(D)  OF (for--of )det(D)
ou A ne dépend que des coefficients de fi,..., f,. Par spécialisation de f en

le polynéme constant 1, nous obtenons

A d A T Tydo
1 = ———Respn(z° = ———Res
det(D) P (IO 7f17 afn) det(D) (fl ) afn) )
d’apres les propositions 5.25 et 5.26. Ceci montre la formule de Poisson pour
tout systéme pour lequel det(D) # 0. La formule dans le cas général s’obtient
par déformation de f1,..., f, en des polyndémes dépendant d’un parametre tel
que det(D) # 0 et par passage & la limite. O

5.3.9. Formule de Macaulay. — En analysant la matrice S, nous allons
voir comment obtenir le résultant, comme le rapport de det(S) par un mineur
de 8. Cette formule est diie & Macaulay [Mac02].

Pour tout G C FI¥l, notons E¢ Iensemble des monomes x% tels que a; €
Ei[s] et xfi x% € G pour un ¢ € {1,...,n}. Nous associons alors & G la sous-
matrice de SFI, notée Sg], dont les lignes sont indexées par G et les colonnes
par Eg.
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[s]

L’ensemble D deb monémes de xI™* qui sont divisibles par deux mondémes

de la forme x ‘et x , avec i # j, sont appelés dodus par Jouanolou [Jou91].

Théoréme 5.39 (Formule de Macaulay). Pour tout entier s > v =

" odi —m, nous avons

det(sl*!
Respn (fo, .-+, fn) = %
det(Sp)

Démonstration. D’apres le corollaire 5.24,

det(s(fo, .., fn)) = Resen(fo, -, f)API(f1,. o, f).
En particulier, et en utilisant les propositions 5.25 et 5.26,
det (SN2, fio o fu)) = Respn (@, froos fu) AL(F1, o f)
= Respor(f] ..., LR ABFL 1),

Par ailleurs, pour fy = :1:30, les blocs A =1 et C = 0. La décomposition (5.9)
et le lemme 5.33 impliquent que

do—1
det (SP(a, f1, o, fu)) = A (fry- oo fu) [T det(SPI0T o 1)),
i=0
ot Ay(f1,..., fn) est le déterminant du bloc V4 dans (5.9). Ce déterminant
est aussi le mineur de S(fi, ..., f,) associé aux mondmes divisibles par ac et
I'un des xf" pouri=1,...,n.
Un raisonnement par récurrence permet d’affirmer que pour ¢ = 0,...,dp—1,

s—i>pu=>1",(d—1)+1, et donc

det (SETI(AT L AT) = Respoot (F) o, )AL oo f),
s

ot Ai(fy', ..., f7) est le mineur de S associé aux monomes de F;” | divisibles
par deux monomes distincts x et xk , pour j,k=1,...,n. Nous avons donc
do—1 do—1
[T det(S¥ (Ao 1) = Respar (£, oo £ TT AlhTs -0 £7)-
i=0 i=0
Par identification, nous déduisons que
do—1
A(fla"'vfn) = A+(f17""fn) H Al(flTava)
i=0
est bien le mineur associé & tous les monémes dodus de x*, d’apres la forme
(5.9) de la matrice D. O
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Exemple 5.40. Les monomes qui indexent les lignes de la matrice de Macau-
lay dans lexemple 5.20 sont x3, x3x1, v3w0, 2323, 2322, 2073, o3 T023 10, 27,

2373, xow123, 0TS, ¥373, 123, ¥5. Les mondémes dodus sont xix?, x3x3, iz,
et le mineur dont le déterminant apparait au dénominateur de la formule de

Macaulay est
€13 €23 €20
c15 c25 0 .
0 0 25

5.3.10. Matrice de Bézout a plusieurs variables. — Comme dans le cas
d’une seule variable, la matrice de Bézout a plusieurs variables peut étre uti-
lisée pour construire le résultant sur une variété (voir théoreme 5.56).

Six=(r1,...,2n) €ty = (y1,...,Yn), notons
X(0) = (T15 -5 Zn)y - X@) = Yls o Yir Tit1 -+ 5 Tn)s o3 X = (Y155 Yn),s
et pour tout f € K[x] et tout j € {1,...,n},
f(x@)) — f(x-1))

Yj —

Définition 5.41. Le bézoutien de n + 1 éléments fo,..., fn de K[x] est le
polyndome de K[x,y]| défini par

0;(f)(x,y) =

fn(X(0)) Fn(X(n))
H?:1(yi*l”i)

Le bézoutien est un polynéme en x et y de degré au plus > i deg(f;) — n,
qui peut s’écrire sous la forme

e(f()a R fn)(xa Y) = Zel,j Xaiyﬂj7
i,J

@(fow"afn)(X?y) =

avec 0; ; € K, oy € N*, 3; € N”. Apres avoir ordonné les monodmes (par exemple
selon l'ordre lexicographique avec 1 > -+ > x, et y1 > -+ > y,), la matrice
des coefficients (6; ;) ; s’appelle la matrice bézoutienne de fy,. .., fn, et elle
est notée B(fo,. .., fn)-

Exzemple 5.42. Sin = 2, fy = ug + u1 x1 + ug 2, avec ug,ui,us des pa-
ramétres, fi =9r3+4x3—2, et fo = 6x1200—1. Le bézoutien O(fo, f1, f2)(X,y) =

[(12u1 + 9 ug)yr — duryz + 54 uoyr”] + [Sug + 54 uoyr + 54 uryi® 1 + [—4wy
+(—24up — 12u2)y2 + 54u2y12] xo + [—24 up — 24 ugys — 24 uqy1] z92.
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La matrice bézoutienne

0 12u1 +9ue  —4up ddug
Bfo. f1. ) = 9 us 54 ug 0 54 uy
—4uy — 12ug 0 —24ug 54ug
—24 ug —24uq —24 ug 0
5.3.11. Quelques premiéres propriétés du bézoutien. — Nous donnons

quelques propriétés élémentaires du bézoutien et nous verrons d’autres au
chapitre 10.

Proposition 5.43. Posons f = *(fo,---sfn) et Gz(f') =0;(f0),--.,0i(fn)),
pouri=1,...,n. Alors
G(f()a ceey fn)(xa Y) = ‘?(X)v 91(?)(}(7 y)a ) on( )(X7Y)|
= ‘f(y)’el(f)(xv y)v s ven( )(Xa Y)|

Démonstration. Nous vérifions facilement que pour f € K[x],

Fx@) = f(x©) +01(f) (y1 —21) + - +0:(f) (yi —25) , i=1,...,n.

Il en résulte que

f
f

O(fo,- -, fa)(x,y) = [E(x(0)), 1 () (x,¥), - -, On(F) (x, 7). (5.12)
En utilisant
f(x@) = i1 () (@it —yir) - +0(f)(@n—yn) + f (X)) » 1 =0,...,n—1,
nous obtenons

®(f07 EN) fn)(X7 y) = |f(x(n))7 el(f)(xvy)7 EE) en(f‘)(xv }’)‘ (513)

O

Comme 'application © est K-multilinéaire, il suffit de la définir sur les mono-
mes de K[x].

Proposition 5.44. Soit x* = x1" ... x5, Pouri=0,...,n, notons f(x(;) =

C(f1(XGiys - -5 fa(x))- Alors

‘x‘flf(x(n) =y E(x), - 2 E (X)) — yf{"f(x(n,l))‘

@(Xaafh"'afn): Hn 1(y_x)
Démonstration. Si m(x(;)) = yi'" ... ylizgt . agr, i =0,...,n, nous avons
m(x) - mlxe) ' s Lo 1 ‘
= || mxw) | fxo) £(x(m))
‘ f(x0) o f(xm) g (@) Wﬁ;) m(x<(n>))
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En soustrayant la i°™¢ colonne de la (i + 1)*™¢, i = 0,...,n — 1, dans le
dernier déterminant, 'identité précédente devient

m(x). .. m(x )‘ fx@)  f(x@) f(xm) f(x(nl))‘
©))--- (n) m(x(l)) m(x(o)) sy m(X(n)) m(x(nil)) .

En réduisant au méme dénominateur la premiere colonne, nous obtenons

w52 -apm ([T mixa))
i=2
o a f(x f(x f(x(n f(x(p_
x ) 21 £(x)) — 91 f(x(0)), m((><((22)))) - m((;(ll))))’ T m((x(m)))) - m((x((nfll)))) ’

et en itérant nous arrivons a

‘x(lylf(x(l)) - yfélf(X(O))v T 755%"f(x(n)) - ygnf(x(nfl))‘ .

Proposition 5.45. Pour toute application f = (fo,--, fn), ©(fo, .-y fn) =
:f()@(lafla"'7fn)+f1®(f0717f27"'afn)+"'+fn®(f07"'afn—1a1)'

Démonstration. En développant le déterminant (5.12) par rapport & la premieére
colonne, nous avons

Ofo, s ) (%, y) = fo(X)Mo(x,y) + -+ + fu(x) Mn(x,y),

olt M;(x,y) est le mineur de la matrice (61(f)(x,y),...,0,(f)(x,y)) sans la
(i + 1)*™¢ ligne. Ce mineur s'obtient en prenant f; = 1 dans la formule
précédente. Ainsi, nous obtenons I'identité de la proposition 5.45. m

Nous déduisons immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 5.46. Pour tout fo € K[x], nous avons
Z) e(foa sy fn) = fO(X) 9(13 flv ceey fn) dans K[X7y]/(f1(x)7 sy fn(x));
i) O(fo, .-, fn) = fo(¥)O, f1,..., fu) dans K[x,y]/(f1(y), -, fu(y))-
Démonstration. i) découle directement de la proposition 5.45, et i7) provient

du calcul de ©(fo, ..., f,) modulo ((f1(y),-.., fa(y)), apres le développement
du déterminant (5.13) par rapport & la derniére colonne. a

5.3.12. Méthodes hybrides. — Nous allons décrire d’autres matrices, qui
fournissent également des multiples non triviaux du résultant sur P". Ces
matrices combinent des blocs de type Macaulay et d’autres de type Bézout.
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5.3.12.1. Jacobien et résultant. — La construction de Macaulay pour le résult-
ant projectif se fait en degré v = Y. degf; — n, assez élevé pour que
génériquement tous les monoémes de ce degré soit dans ’espace vectoriel des
polynémes engendré par fo, ..., fn et de degré v, noté (fo, ..., fu)p-

Pour trouver des matrices de tailles plus petites que celle de Macaulay et
qui fournissent le résultant il faut se placer en degré u < v. Dans ce cas, tous
les monomes de degré u ne sont pas dans (fo,..., fn)[#] et il faut compléter
cet espace vectoriel par un ensemble de générateurs qui permette d’engendrer
tous les mondmes en degré u, dans le but d’appliquer le théoreme 5.14.

Si g = v — 1, par un calcul de la fonction de Hilbert en utilisant le com-
plexe de Koszul, nous déduisons que lorsque Respn (fo, . - ., fn) # 0, le quotient
K[zo, .- znljy/(fo, - - -, fn)ju est de dimension 1, et nous verrons au chapitre
9 que ce quotient est engendré par le Jacobien de I'application (fo, ..., fn) ou
@(1, f()7 ey fn)(xo, ceey Ipy 0).

Soit wp un générateur de ce quotient, et considérons 'application

S=1 . (XE([JV711> X oo X (XELV71]> xK — <XF[V_1]>

n
(QOa"'vq’er)‘) = Zquz“i’AwOv
=0

. . [v—1] .. .
oupour i =0,...,n, x¥% ={x:lal=v—1—dja; <djsij>i}et

xFU = {(xP |8 =v—1}.

Proposition 5.47. Le déterminant de Uapplication SV~ est divisible par
Respn(fo,- -+, fn)-

Démonstration. Ce résultat provient du fait que si fy, ..., f, ont une racine
commune dans P, le polynome wq s’annule aussi en cette racine. O

Ezxemple 5.48. Considérons un systeme de 3 coniques :

_ 2 2 2

fo = co0r0” + co, 1701 + Co220T2 + Co3T1° + Co4T1T2 + Co5T2
2 2 2

f1 = c1,0m0” + c1,1%071 + €1,2T0T2 + 13717 + €1,4T1T2 + C1,5T2
2 2 2
fa2 = €2,0m0” + c2,1%0%1 + C22T0T2 + 23717 + C2.4T1T2 + C2,5T2°.

En degré = 3, la matrice de SBI est la matrice de

(zofo, z1 fo, x2.fo, To f1, 21f1, T2 f1, 20 fo, 21 fo, T2 f2, Jac(fo, f1, f2))
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dans la base des 10 monomes de degré 3 en xg,x1,T2 :

CO,O 0 0 CI,O 0 0 02,0 0 0 AwOS
co1 co0 O e co 0 c21 e 0 Ay,
cog 0 cop ci2 0 cro c22 0 ca0 Agg2g,
c3 c1 0 c3 a1 0 ez cn 0 Agge
Co4 €02 Co,1 C14a Ci2 Ci,1 C24 C22 C271 Azozlzz

Co,3 0 0 C1,3 0 0 C2.3 0 Aw13

co4 o3 0 ca az 0 ca o3 Ay,

cos Coa 0 ci5 cia 0 cas caa Agig,e

0 0 €o,5 0 0 C1,5 0 0 C2.5 AZQ:a

co5 0 co2 5 0 c2 c25 0 coo Agge

0t Axa est le coefficient de x* dans Jac(fo, f1, f2). Comme le déterminant de M
est de degré 4 en les coefficients de chaque f;, c’est exactement Respz(fo, f1, f2).

5.3.12.2. Méthode de Dixon. — Nous allons étendre la construction précédente
en diminuant le degré p et en choisissant des polynémes provenant du bézoutien
pour compenser cette diminution du degré. Cette extension est due a A.L.
Dixon pour deux variables (voir [Dix08]).

Pour simplifier sa description, supposons que fo,..., f, € K[x] (en posant
2o = 1) sont de méme degré d, et notons

A(x,y) =0(fo,..., fn)(Xy) = Z v wa(x).
B

Le degré total (en x,y) de A(x,y) est au plus (n + 1)d — n, et son degré par
rapport a x est degy(A) <nd—n (de méme deg,(A) <nd—n).

Si ¢ vérifie fo(¢) = -+ = fn(¢) =0, alors A((,y) = 0, et donc ( est aussi
une racine de chaque wg(x).

Soit (¢, u,v) € N3. Pour construire Respn (fo, . . ., fn), nous allons utiliser

o u coefficients wy (x),...,w,(x) de A(x,y), avec deg(w;) < n(d—1) —t,

e pour chaque i = 0,...,n, v multiples x* f;, ..., x* f; de f;, avec |a;| <
n(d—1)—t—d.

Ces polynomes seront exprimés dans la base des monomes de degrés au plus
n(d —1) —t, ce qui fournit une matrice M ayant u + (n + 1)v colonnes.
Nous considérons 'application

S (xPo) x - x (xPn) x K* —  (xF)

n
(q07"'7qn7)\1)"'7)\u) = qufl+>\lwl++)\uwu,
=0
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ol (sz{> est l'espace vectoriel engendré par les monomes de degrés au plus
t —deg f;, et (x ,) celui engendré par les monomes de degrés au plus t.

Comme A est multilinéaire par rapport aux coefficients c¢; de chaque f;, si
cette matrice est carrée, son déterminant, lorsqu’il n’est pas nul, est de degré
u+v par rapport a ¢;. Pour que ce déterminant soit le résultant de fy,..., fa,
il faut qu’il soit homogene de degré d™ par rapport a c; pour i =0,...,n.

Le nombre de monoémes nécessaires pour décomposer un polynéme de degré
n(d —1) —t en n variables est N = (" ‘i_t), la taille de la matrice M.

Par conséquent, les conditions suivantes doivent étre vérifiées :

d—t
u+(n+1)v<n > , utv=d"
n
ou encore
nd—t nd—t
—d" 1)d™ —
v:%eN , u:(n+) (”)EN.
n n

Pour que les mondmes x% (choisis pour construire M) soient tous distincts et
de degrés au plus k =n(d — 1) — d — t, il faut aussi que

v < (k—l—n)
n

Puisque génériquement la dimension de l'image de la restriction de S &
(xP1) x .-+ x (xPn) ne dépend que de n et d, en spécilisant fo en 1 et f;
en xf pour i = 1,...,n, nous déduisons que la dimension de ’espace vectoriel
(xF0) fo + Kwy 4 - - - + Kw,, est la méme que celle de

By=x*:0<q<d-1,|a|<n(d—1)—t).

C’est aussi le degré du déterminant de S en les coefficients de fy. Donc le
cardinal de {x* : 0 < a; < d—1,|a| < k} doit étre exactement d", ce qui
implique que n(d — 1) —t > n(d — 1), c’est-a-dire t = 0.
Nous obtenons ainsi les contraintes :
k+n
0O<u , k=(m-1)d-1)—-1 , 0<v< ( + >
n

Le tableau suivant représente, en fonction de n et d, les valeurs de (v, u, N),
et quand les valeurs sont dans N,

nd —dn .
o U= (. 21 est le nombre de polynémes w; provenant de A(x,y),
e v = d" — u est le nombre de multiples de chaque f;,
o N = ("% est la taille de la matrice dont le déterminant est le résultant.
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n\d| 2 | 3 1 5 6 7 8 9
3 6 | 10 | 15 | 21 28 36 45

2 1| 3 6 10 | 15 21 28 36
6 | 15 | 28 | 45 | 66 91 120 | 153
4 8 | 12 | 15 | 16 14 8

3 4 | 19 | 52 | 110 | 200 | 329 | 504
20 | 84 | 220 | 455 | 816 | 1330 | 2024

Pour n > 4, une telle construction n’est pas possible.

Exemple 5.49. Considérons 4 quadriques dans P3 (en posant xg = 1) :

fo = mP+a®+az? -2 -1

fi = 10x1x90+ 102123 — 1029 — 20
fo = 3x12—3x22+3x32+3x3

f3 = 1lzize — 1lzy23+ 112093 — 33

La méthode de Dizon conduit a exprimer les polynomes

W0,0,0, W1,0,0, W0,1,0, W0,0,1, fi> T1.fi, T2 fi, w3 f3 , pour i =0,1,2,3,

dans la base des 20 monomes de degrés au plus 3 en x1,x2,x3. Nous obtenons
une matrice 20 x 20, dont le déterminant est de degré 8 en les coefficients de
chaque f;, qui est bien (au signe preés) le résultant Resps(fo, f1, f2, f3).

La méthode de Dixon a aussi ses limites, comme le montre le tableau
précédent. Une construction généralisant cette méthode existe, elle est dite
de Morley (voir [MC27, Jou91, DDO00)).

5.4. Résultant torique

Le résultant torique [GKZ94, CE93, CLO97] est un cas particulier du
résultant, sur une variété paramétrée, étudié dans [Bus0la] et [BEMOO].

Les variétés toriques forment une classe intéressante de variétés projectives
qui admettent une paramétrisation rationnelle. Leurs constructions prennent
en compte les monoémes qui apparaissent effectivement dans les équations, ce
qui d’un point de vue pratique peut se révéler tres intéressant.

Nous donnons la définition des variétés toriques dites mormales dans la

litérature [Ful93]. Considérons A = {ayg,...,any} C Z" et la paramétrisation
oa: (K" — PV
t=(t1,...,tn) +— (£¥° .-tV

Notons 7 'image de o, et 74 = 7§ son adhérence dans PV. La sous-variété
projective 74 de P™ est appelée la variété torique associée a A.

Cette construction de 74 est invariante si les «; sont remplacés par «; +
avec 3 € Z", car ceci revient & multiplier toutes les coordonnées par t? et ne
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change pas le point projectif (t®0 : ---: t*N). La variété torique ne dépend
donc que de la géométrie relative des exposants «g, . . ., .

La paramétrisation o 4 peut étre utilisée pour construire un résultant, appelé
résultant torique, qui permet d’exploiter les monoémes qui apparaissent dans
fos .-, fn- Le but est de trouver des conditions sur les coefficients ¢ = (¢; ;)
pour que le systeme

fo(t) SRy co 09
fe(t) : (5.14)
Falt) = it cnyton
ou les o;; € Z", ait une solution dans une « certaine variété projective ».
On pourrait considérer la variété torique associée & tous les exposants «; ; et
chercher les conditions sur ¢ pour que ce systeme ait une solution dans cette
variété. Ceci permettrait de définir une notion de résultant mais ne fourni-
rait pas une équivalence entre 'annulation de ce résultant et I'existence d’une
solution dans T4 (voir exercice 5.3). Pour cela nous construisons la variété to-
rique associée a la somme de Minkowski des ensembles d’exposants de chaque
équation, i.e. I’ensemble

A:{a07j0+a1,jl+--~+an1jn:Vi:O,...,n,ji:O,...,ki}.

Pour i = 0,...,n, rappelons que le support A; de f; est ’ensemble des expo-
sants des monomes qui apparaissent effectivement dans f;.

On peut montrer 'existence du résultant torique sous la condition suivante
(voir [CLO97]).

Proposition 5.50. Supposons que le Q-espace vectoriel de Q™ engendré par
A soit de dimension n. Alors il existe un polyndme Resa,. . a, (fc), appelé
résultant torique, tel que Resa, . a,(fc) = 0 si, et seulement si, fo a une
solution dans la variété torique T4.

Exemple 5.51. Considérons le systeme

f1 = cootita + co1t1 + coate +co3
fo=crotita +ci1t1 +crate + 13
f3 = c20,t1% + ca1ta? + conth + co0ts + C23.

Les enveloppes convezes des supports des f; sontrespectivement et leur somme de
Minkowski est La variété torique associée a A est paramétrée par les monomes

t1a? 11303 112"t M, 11307 12003, ity
t1h 1%, 1% it 1t 13 Pt ite® 103 1 tite, 1%t e, L

Définition 5.52. Le volume mixte de n polytopes convexes Aq,..., A, de
Z", est noté VM (A;,..., Ay), c’est le coefficient de A1 ...\, dans le volume
du convexe A\ A1+ -+ A\ Ay, 0U A1, ..., N\, sont des nombres positifs.
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=ah

FI1GURE 5.3. Supports des polyndmes.

A

FIGURE 5.4. Somme de Minkowski des supports.

Ezxzemple 5.53. Un calcul simple montre que dans l'exemple précédent
VM(A1, Ag) =2, VM(Ay, Ag) = VM(Az, A3) = 4.

Théoréme 5.54. Supposons que chaque A; engendre Q" comme Q-espace
vectoriel et que A = Ao @ --- D A, engendre Z™ (comme Z-module). Alors le
degré de Rest, par rapport auzx coefficients de chaque f; est

VM(A(], . ,Az;l,AiJrl, . ,An)

Démonstration. D’apres 'exercice 5.9, le degré de Resy, par rapport aux co-
efficients de f; est le nombre de racines de f; = 0, j # i, dans T divisé
par le degré d’une fibre générique de 71. Comme AZ = 7™, le degré de cette
fibre est 1. D’apres le théoreme de Bernstein (voir exercice 5.10), le nombre
de solutions fy = -+ = fi.1 = fix1 = -+ = fn = 0 est génériquement
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VM(AO,...,Aifl,Ai+17...,An). O

Le résultant torique peut étre construit a partir d’une matrice similaire a
celle de Macaulay. Elle est extraite de la matrice de 'application suivante :

S (xFoy s (xPry o (x)
(G0 an) — > aifi,
i=0

ouE =4 ® DA 1 OAin DDAy et A=D]_(A;

Des constructions explicites [CP93], ou implicites [EC95] ont été pro-
posées pour obtenir une matrice carrée extraite de la matrice de S et dont
le déterminant est un multiple non nul de Res7,. Comme dans le cas de Ma-
caulay, il est possible de construire une matrice dont le déterminant est du
bon degré par rapport & fy (& savoir le volume mixte de Ay,...,4,), ce qui
permet de déduire le résultant par permutation des indices et par un calcul de

pgcd.

Ezxzemple 5.55. Reprenons les mémes polynomes que dans l’exemple 5.51.

S:=spresultant ([£f0,f1,£2], [t[1],t[2]]1);

0,3 0 0 0 C1,3 0 0 0 0 23 0 0
Co,2 €0,3 0 0 €12 (€13 0 0 0 C22 0 0
0 0 0,3 0 0 0 C1,3 0 0 0 23 0
co1 0 co2 co3|cin 0 c12 a3 0 |co1 co2 23
0 0 Co,1 0 0 0 C1,1 0 C1,3 0 C2,1 0
g.— | o coa 0 cp2lcpo a1 0 ca2 0 | 0 co1 c22
’ 0 €0,0 0 0 0 C1,0 0 0 0 0 0 C2.1
0 C€0,2 0 0 0 C1,2 0 0 0 2.1 0 0
0 0 coo con1| O 0 cap c1 c2lco 0 con
0 0 0 €0,0 0 0 0 C1,0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 C1,1 0 C20 0
0 0 0 0|0 0 0 0 co|l 0 0 e

La factorisation de det(8) fournit :

’factor(det(S)); ‘

4. 2. 2 3 2
c1,3¢2,0(co0"c1,1°c1,3%ca3¢21 — 200 Co3C1,17C1,3¢1,0C2,1C23 + -+ ).

Le dernier facteur contient 325 monémes, et il est de degré 4 = VM (Az, As) =
VM(A1, As) en les coefficients de fi1, et fo et de degré 2 = VM (A1, As) en
les coefficients de f3. C’est donc le résultant torique de f1, fo, f3.
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5.5. Résultant et bézoutien

Dans cette section, nous allons voir comment calculer un multiple non trivial
du résultant sur une variété projective X en utilisant la matrice bézoutienne.

Théoréme 5.56. Supposons que les conditions 5.12 soient satisfaites. Alors
tout mineur mazimal non nul de la matrice bézoutienne B(fo, ..., frn) est divi-
sible par le résultant Resx (fo,-- -, fn)-

Démonstration. D’apres la proposition 10.19 du chapitre 10, tout mineur maxi-
mal A non nul de B(fo,..., f,) est divisible par det(Mg,) dans K[co], ou

K =K(ci,...,cn) et c; désigne les coefficients de f;. Comme det(My,) s’annule
si fo a une racine commune avec fi,..., f, dans K, ce polynome de K [co]
est divisible par le polynéme irréductible Resx (fo, - .., fn). Il existe alors des
polynémes D et N tels que lon ait dans K]cy, ..., ¢y,

A D(cq,...,cp) =Resx(fo,--., fn) N(co,...,Cpn).
Comme Resx (fo, ..., fn) est irréductible et ne divise pas D(cy,...,c,) qui ne
dépend pas de cy, il divise A. a

Exemple 5.57. Calculons le « résultant » (en un certain sens) du systéme
fo=co0+coiti + co2to
fi=cro+ ciats + craty + c13(t> +85) + cra(tf +£3)°
fo=ca0+ o1t + conta + caz(t1? + t3) + coa(t] + 3)%

La matrice bézoutienne B(fo, f1, f2) est de taille 12 x 12, et son rang est 10.

Son (unique) mineur non nul de taille 10 se factorise en

]melim([fo,ﬂ,fz],[t[l],t[Q]]); \

3
co1 (—crac23 + c1.3¢24)
2 2)2
(co1€1,4C2.2 — €0.1€1,2C2.4 — €2.1€C0.2C1 4 + €1,1C0,2C2.4) (60,2 + o1 )
4. 4. 4 2. 2. 4 4 4. 4. 4
(60,1 c1,0°C2,4” +2c01%copc10 C24” +Co Cr o Co 4" + 0 )

Pour décrire un de ces facteurs comme résultant sur une variété X, nous
considérons ’application

v:K? — K3
(ti,ta) > (ty,to, 12 +13).

L’adhérence de son image v(K?) dans P3(K) est une quadrique d’équation
tots — (7 +t3) = 0.

Considérons maintenant la variété torique T4 associée a A = AgD A1 D Ao,
ot A; désigne le support de fi pour i = 0,1,2. Soit U = v~ 1((K*)3) Uouvert
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de K2, tel que poy définit une application de U dans Ty. Si Q est I’adhérence
de son image dans Ty, les conditions 5.12 sont vérifiées. D’aprées le théoréme
5.56, Reso(fo, f1, f2) divise un mineur maximal de B( fo, f1, f2)-

Comme pour des équations génériques fo, f1, fo, le nombre de racines dans

Z(fo, f1), Z(fo, f2), Z(f1, f2) est4, Resg(fo, f1, f2) est bien le dernier facteur,
de degré 4 en les coefficients de chaque f;. Il contient 1011 mondmes.

5.6. Exercices
Ezxercice 5.1.

1. Soit f € R[x]. En utilisant un systéme de calcul formel, deviner la signature de
la forme quadratique associée & la matrice By s (par rapport aux zéros de f).
En suite prouver ce résultat.

2. Si f € C[x] et f est son polynémes conjugué, montrer que la matrice iB 1.7 est
hermitienne. Puis, de la méme fagon que précédemment, deviner la signature
de cette matrice.

Ezercice 5.2. Soient fo = ug +uiz, et fi = 23 — x? — 22 — 3.
1. Calculer le résultant de fo, fi.
2. Quelle est la matrice de multiplication par fy dans K[z]/(f1)?

FEzxercice 5.3. Soit le systéme

fo= co,oz2 +co12x+co22y
fo{ fi=cozt+aiztey
fa=c0zt+c21T+ 2y
1. Déterminer la variété d’incidence Wx = {(c,x) € P2xP? xP? x X : f,(x) = 0},
ou X =Pletx=(z:9y:2).
2. Décomposer Wy en composantes irréductibles.
3.SiU={x=(x:y:2) € P?: 2 # 0}, montrer que Wx coincide au dessus de U
avec la variété d’incidence Wy associée au systeme
co,0 +¢co1t1 +co2t2

c10tci1ts +cerots
C2,0+ Cc21t1 + co2ta.

4. Montrer que Wy est une composante irréductible de W.

FEzxercice 5.4. Retrouver les matrices de Sylvester et de Bézout de deux polynémes
en une variable a partir de la construction faite dans la sous-section 5.2.2.

Ezercice 5.5. Nous allons voir que si la matrice S de application (5.5) est de rang
N — 1, alors il y a une seule solution au systeme fo = ... = f, =0, qui s’exprime de
maniere rationnelle par rapport aux coefficients des polynémes f;,i =0,...,n.
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1. Soit 8" = {p1,...,pr} C K[x] et S’ la matrice des coefficients de ces polynomes
dans la base des monémes x* avec || = N. Les lignes de cette matrice sont
indexées par les monomes x¥', et les colonnes sont les vecteurs de coefficients
des éléments de S’ par rapport aux monémes de x%.

Pour tout A C F, on note 8y la sous-matrice des lignes de 8’ indexées par
les monémes x?. Montrer que si A C F est de taille 7 — 1,

aceF\A

appartient & 1'idéal engendré par les éléments de S’.

2. On se place dans le cas affine d’une seule variable, ol fo = 2 —1et f; = 2% —1.
— Déterminer x*, la matrice de Sylvester et son rang.
~ Si A ={2?% 23 2"}, que devient 'expression (5.15) dans ce cas ?
3. Soit S C K[x] et S la matrice de leurs coefficients dans une base x de N = |F|
monomes. Soit K la matrice N x § des coefficients d’une base de ker(S*). Montrer
pour tout A C F de taille § + 1,

Z :I:det(KA\{xu})xo‘ (516)
acA
appartient a 'idéal engendré par les éléments de S.
4. Quel est le noyau de S* dans I'exemple précédent fo =22 — 1, f; =2 — 1?7 Et
si on choisi A = {1,z}, que devient I’expression (5.16) ?

5. Soit S la matrice de application linéaire (5.5). Supposons que ker(S*) soit de
dimension 1 et que {1,z1,...,z,} C xF. Soit S’ une matrice construite & partir
de colonnes de S et de méme rang » = N — 1 que S. Pour tout a € F', notons
Vxe = det(8%, (,;)- Montrer

— ker(S*) est engendré par v = (v1,Vg,,..., Vg, ,...), avec vy # 0,
- (fo,..., fn) =m¢ avec ¢ = (v‘fl‘,...,vjf),
- v= vl(Ca)aeF-

6. Appliquer le résultat précédent au cas précédent fo = z? — 1, f; = 2% — 1.

Ezxercice 5.6. Construction algébrique du résultant sur P".

Soit

_ X «
fo= ZaeNn;M:do Ci,aX

fe(x)
_ X e
fm = ZaeN":M\:dm Ci,aX

un systeme de m + 1 polyndémes homogenes en les variables x = (xq,...,zy), a
coefficients indéterminés.

Une forme d’inertie est un élément de (K[c])[x] qui s’annule sur la variété d’inci-
dence Wpn.

1. Si m < n, montrer que toute forme d’inertie de degré 0 en x est nulle.
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2. Dorénavent m = n. Pour chaque i € {0,...,n}, notons ¢; ¢ le coefficient de xg
dans f;, fi = fi — ciﬂoxgﬂ le vecteur des coefficients des monoémes de f; est ¢;,
¢, = (¢0,6), et ¢ = (co,...,cp). Considérons 'homomorphisme d’anneaux

o:Kc][zo,...,xa] — Kc][xo,. .., z][xy"]

défini par o(c;0) = ,L;’ et o(c; ;) =0sisij#O0.
zy'
3. Montrer que 'idéal Z des formes d’inertie est le noyau de o.
4. Montrer que Z est un idéal premier.

5. Montrer que h € (K[c])[x] est une forme d’inertie si, et seulement si, il existe
v € N tel que a¥h € (fo,..., fn), pour un i € {0,...,n}.

6. Montrer que Upen((fo,-- - fn) : 2") NK[c] = (Respn (fc)).
7. En déduire un algorithme pour calculer le résultant Respr (f;).

Ezxercice 5.7. Plongement de Segre.
1. Soient (m,n) € (N*)2 et N = (m + 1)(n + 1) — 1. Montrer que
®:P"x Pt — PN
(o) s Tms Y05 -y Un) — (xiy;:i=0,...,m,j=0,...,n).
¢ est une application.

2. Montrer que si V est une variété de P™ xP™ (i.e. 'ensemble des points de P x P™
qui sont solutions d’une famille finie de polynémes homogenes en (xo, ..., Tm)
et homogenes en (Yo, ..., yn)), alors ¢(V) est une variété projective de P.

3. Généraliser ce résultat a un produit d’espaces projectifs P™0 x ... x Pn,

Ezxercice 5.8. Théoréme des fibres.
Soient V' et W des variétés projectives, et f : V — W une application surjective.
1. Supposons que V et W sont irréductibles. Montrer les propriétés suivantes :
— dimV >dim W,
— Soit w € W. Si Z est une composante irréductible de la variété f~1(w),
alors dim Z > dimV — dim W,
— Il existe un sous-ensemble ouvert non vide U de W tel que pour tout
w € U,dim f~1(w) = dim V — dim W.
2. Supposons que la variété W est irréductible. Montrer que si toutes les fibres
FYH(w),w € W, de f sont irréductibles, alors la variété V est aussi irréductible.

Ezxercice 5.9.
1. Considérons dans P!, le systeme fy = cp 022 + co12%, f1 = ¢1,072 + 1,123, Pour
i = 0,1, notons par deg, (Respi(fo, f1)) le degré du résultant en les coefficients
de fi. Calculer Respi(fo, f1) et déduire deg; (Resp: (fo, f1))-
2. Avec les notations de la section 5.2, supposons que pour i = 0,...,n, I'; est
injectif et que génériquement les polynomes

Jac(f17 .. -7fi717fi+17~ . '7fn)7f17~ . '7fi71>fi+17- . ‘7fn
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n’ont pas de zéro commun. Si d est le degré d’une fibre de m; et D; le nombre de
racines d’un systeme générique f; =--- = f;_1 = fiy1 =--- = fn = 0, montrer
ddeg;(Resx) = D;.

Ezxercice 5.10. Théoreme de Bernstein.
On considere un systeme d’équations

fl = EaleAl Cay £
f : (5.17)
f’n = Z(L,LEA,L Cap, ton
ot = (ty,...,tn), et pour i = 1,...,n, A; C Z" est 'ensemble des points entiers

d’un polygone convexe. Le but de cet exercice est de démontrer le théoreme suivant :
Le nombre de solutions dans T™ = (C*)™ d’un systéme générique de la
forme (5.17) est VM (Aq,..., Ay).

Notons L(Aj,...,A,) le nombre de solutions dans 7" d’un tel systeme générique.
Si 'ensemble A C Z™ des points entiers d'un polygone convexe est fini, et o € Z",
on note my(A) = mingea(ala), A* = {a € A|(o, A) = mqy(A)}. Pour tout f €
Clt*] = C[ty, %, eyt i] et a = (ag,...,a,) € Z", f désigne le coefficient de la
plus petite puissance du parameétre u dans f(u®'ty,...,u%t,).
1. Montrer que support(f*) C (support(f))a.

2. Montrer que si @ = (a1,0,...,0) avec oy # 0, alors f est un polynéme en
ta,...,tn, & multiplication par un monéme pres. Montrer que ceci permet de
définir L(Ag, ..., AS).

3. Montrer que pour tout r € A il existe H, (1) tel que Hy(r) e = (afr) — mqa(A),
ou e = min{(a|r) — my(A) #0:r € A}
Soit r € A1, et considérons le systeme f*
for = s AN
fs,i - fz 5 i:2,...,n.

Nous allons étudier les branches solutions de f* de la forme

a(s*er, ... 82 ) (1 + e(s)), (5.18)
avec a = (a1,...,a,) € T", A > 0 et lim,_,g€e(s) = 0.
4. Montrer que par un changement de variables, on peut supposer a = (1,0, ..., 0),
ma(A;) = 0pour i = 1,...,n, et f| = s~ i 4+ f) avec H = H,(r), et que
a = (ag,...,a,) est solution du systéme f&=--- = f* =0.

5. Montrer que si f générique, f{*(a) # 0. En déduire que A = 77, et afl + f{*(a) = 0.

6. En déduire que le nombre de branches de la forme (5.18) est majoré par
H,(r) L(AS,..., AD).

7. Montrer que par le changement de variables ¢; = U1$%7t2 = U, ...,ln = Uy,

on obtient un systeme fs en u, dont le nombre de solutions pour s = 0 est
génériquement H,(r) L(AS,..., A%).
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8. Montrer que pour un choix générique du systeme f, f.=0na que des solutions
simples isolées dans 7" pour s = 0 et qu’il existe une branche solution de f; = 0
passant par ces points.

9. En déduire que L(AS, ..., A%)H,(r) est exactement le nombre de branches so-
lutions de f,(¢y,...,t,) = 0 de la forme (5.18).

10. Montrer que pour ’ensemble A des points entiers d’un polygone convexe et
re A, Hy(r)VM(A®, ..., A%) est n! fois le volume de la pyramide de base A*
et de sommet 7.

11. En déduire que

> Ho(r)VM(A®,...,A%) = VM(A,..., A),
acE
ou E est U'ensemble des directions o € Z" telles que ged(ay, ..., a,) = 1.
12. Montrer, en reprenant la définition du volume mixte, que si Ay, ..., A, sont des

convexes de Z™ et r € Ay, on a
> Ho(r)VM(AS,... AS) = VM(A,..., Ay)
ackE
et conclure par induction sur la dimension.
Ce résultat peut étre amélioré, en montrant que le nombre de solutions isolées du
systéme (5.17) dans T™ est majoré par le volume mizte VM (Ay, ..., A,). Pour plus de

détails, voir [Ber75], [Kus75], [Kho78]. Ce théoréme porte aujourd’hui appellation
BKK (Bernstein, Kushnirenko, Khovanski).
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Nous allons voir dans ce chapitre, des exemples pratiques d’utilisation des
résultants. L’intérét de ces derniers est de fournir, sous de bonnes conditions
de généricité, des formulations matricielles qui permettent de transformer la
résolution d’'un systeme non-linéaire en un probleme d’algebre linéaire. Ces
formulations sont continues par rapport aux coefficients des équations et donc
peuvent s’appliquer avec des coefficients approchés. Elles peuvent étre uti-
lisées de la fagon suivante : une analyse tenant compte de la géométrie du
probléme étudié permet de choisir le résultant le mieux adapté. Lors de I’étape
de résolution, les parametres sont instanciés, puis un solveur numérique (par
exemple un calcul de valeurs et vecteurs propres) est utilisé. Cette approche
est particulierement intéressante quand le systeme algébrique obtenu doit étre
résolu pour un grand nombre de jeux de parametres. La premiere étape (choix
de la formulation du résultant) est effectuée une fois pour toute, et la deuxieme
(la résolution numérique) peut souvent s’appliquer avec l'arithmétique sur
les nombres flottants implentée dans les processeurs de nos ordinateurs, ce
qui la rend tres efficace. Les méthodes décrites ci-apres s’appliquent pour les
différentes matrices des résultants étudiées dans le chapitre précédent.

6.1. Intersection de deux courbes planes

Considérons deux courbes planes C; et Co données par les équations

d1 d2
Aly) = a(@)y' =0 et fa(z,y) = bi(z)y' =0,
=0 =0

avec a;(z) € K], bi(z) € Klz],aq,(xz) # 0,aq,(z) # 0. Comment peut-on
calculer les points d’intersection de C; et Co 7 On cherche donc les couples
(z,y) tels que fi et fo s'annulent simultanément. Ainsi, le déterminant de la
matrice de Sylvester S(x) des polynomes f1 et fa, vus comme éléments de

(K[2])[y],

ao(x) 0 b()(l‘) 0
S(z) = aogm) : bo(.sc)
Qd, (x) : bdz ('T)
0 ' adl.(x) 0 . bdQ.(a?)

est nul pour tout (z,y) € C; N Ca. Nous avons donc
(1,y,...,y"1 T s(z) = 0.

Réciproquement, si det(S(xz)) = 0, d’apres la proposition 5.1, soit les po-
lynémes ag, (z) et bg,(x) sont identiquement nuls, soit il existe y tel que
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filz,y) = fa(z,y) = 0, et ainsi le point (z,y) est commun aux courbes C;
et Co. Nous avons donc la proposition suivante :

Proposition 6.1. Si les polyndmes ag, (z) et by, (x) sont premiers entre-eut,
alors det(S(zg)) = 0 pour xg € K, si et seulement si, il existe yo € K tel que

f1(zo,y0) = f2(x0,y0) = 0.

Démonstration. Les coefficients dominants aq, (), by, () de f1, fo € (Kz])[y]
ne s’annulent pas simultanément et donc det(S(z)) = 0, si et seulement si, il
existe yo tel que f1(zo,y0) = f2(20,y0) = 0. O

Remarque 6.2. Si les polynomes fi et fy sont premiers entre-eux, on peut

toujours se ramener au cas ol aq, (x) et bg,(x) sont aussi premiers entre-eux.
+1

En effet, soit A € K. En remplacant y par dans fi(z,y) et fo(x,y), puis

en réduisant au méme dénominateur, nous obtenons deux polynomes fl (z,9)
et fg(;my) de degrés d; et da en y tels que leurs coefficients dominants (vus
comme éléments de (K[z])[y]) soient &21 () = fi(z,\) et 52‘2 () = fo(z, N).
Donc, si f1(z,y) et fo(x,y) n’ont pas de facteur commun dans K]z, y], alors
pour A € K générique, f1(x, ) et fo(z, ) n’ont pas de racine commune.

Soit ¢ une abscisse qui annule det(S(z)). Les vecteurs propres généralisés
associés a la valeur propre (, i.e. les vecteurs A qui vérifient S(¢)* A* = 0,
correspondent aux formes linéaires qui s’annulent sur les polynomes

f1(<7y)7yf1(47y)a s 7yd2_1 f1(<7y)7f2(<>y)7yf1(<=y)7 s 7yd1_1 fl(C7y)

Plus précisément, les coefficients de A sont les coordonnées de ces formes dans
la base duale de la base (1,7, ...,y%+9~1) L'espace vectoriel engendré par
ces formes linéaires est donc I'orthogonal de I'idéal (f1(¢,y), f2(¢,y)), engendré
par pged(f1(¢,y), f2(¢,y)), en degré < dy +dy — 1.

Si ce pged est de degré 1, 'espace propre est engendré par I’évaluation 1,
correspondant & la racine du pged(f1(¢,y), f2(¢,y)). Dans ce cas, 'ordonnée
1o s’obtient en calculant par exemple le rapport de la premiere et la deuxieme
coordonnée du générateur de cet espace propre.

Si pged(f1(¢,y), f2(¢,y)) est de degré d > 1, le rang de S(¢) est dy +do — d
et le noyau de S(¢)* est engendré par d formes Aq, ..., A;. Nous pouvons alors
calculer les solutions communes & f1(¢,y) et f2(¢,y) de la fagon suivante : si
a et b sont deux entiers positifs, notons A, _; la matrice (Ai(yj))
d—l)

1<i<d,a<j<b’
Comme (1,...,y est une base de lespace vectoriel quotient de K[y] par
(pged(f1(¢, ), f2(¢,v))), la matrice Ay q—1 est inversible. Remarquons que
Ay . g se déduit de Ay g1 par la transposée de la matrice de multiplication
par y modulo pged(fi(¢,y), f2(¢,y)). Les valeurs propres généralisées de la
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matrice Ay, g —y Ao, 4—1 correspondent donc aux ordonnées des points de
C1 N Cy. Ceci conduit a l'algorithme d’intersection suivant :

Algorithme 6.3. INTERSECTION DE DEUX COURBES PLANES.

ENTREE : Deux polyndmes f| = Z;‘to ai(z)y’ et fo = Zfio bi(x)y' de
K,y
1. Tester si pged(ag (@), bg,(z)) # 1.
- Si c’est le cas, choisir A au hasard, et réappliquer
(1) aux numérateurs des fractions rationnelles obtenues
en remplagant y par % dans fi(z,y) et fo(x,y).
2. Calculer la matrice de Sylvester S(z) de fi, f2, vus comme
éléments de (Kiz])[y].

3. Calculer les valeurs propres généralisées (correspondant
aux abscisses des points d’intersection des courbes
Ci = {fi(z,y) = 0} et Co = {fa(x,y) = 0}) et les vecteurs
propres généralisés de S(x)*A =0.

4. Pour chaque valeur propre ( de multiplicité d, déterminer

les matrices Ag 41 et A; 4 & partir des vecteurs propres
A1,...,Ay; puis calculer les valeurs propres généralisées de

Ar..da—YAo,.. a1
correspondant aux ordonnées des points de C; NCs.

SORTIE : C1NCs.

Ezxemple 6.4. Considérons les deux courbes Cy et Co définies par chacune des
deux équations :

f1=1400y* — 160 y22? + 16 2* + 160 y?x — 3223 — 50y + 6 2% + 102 + 2,
o=y’ —yr+a’ - g — g

La transposée de la matrice de Sylvester de f1, fa € (K[z])[y] est

’ S:=transpose(sylvester(C1,C2,y));

400 0 1 0 0 0
0 400 —x 1 0 0
az(z) 0 12—gm—% —z 1 0
S(z) = 2 _ 6 1
0 as(z) 0 - 3T — 15 —x 1
ag(x) 0 0 0 xz—%z—ﬁ —z
0 ao(x) 0 0 0 127%1/7%

ot ag(x) = 162" — 3223 + 62% + 102 + 2, et ay(x) = —160 2% + 160z — 50.
Le déterminant R(x) de S(z) se factorise sous la forme
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‘ R:=factor(resultant(f1,f2,y));

R(x) = (1242% = 1212 — 4) (1242 — 2012 — 4) (42 — 5)*

Les racines du premier facteur de R(x) sont

’xO:=[solve(op(1,R))] ;

121 5 121 5
0= {278+§8”665 248~ 248 665}

oy 121
L’espace propre associé a 555 + 248 V665 est engendré par le vecteur

’ kernel (subs(x=x0[1] ,sylvester(f1,£2,y))); ‘

80352563 30041729 /paE 16352053 262683 /aaE
<_293162506240 ~ 7320062656000 v 665, Tis31068800 T 11821068800 ¥ 009
_ 134467 _ _ 8317 /GGE 5580 47 Eo_ 47 /665
T9066540 — 55537300 V 005 133765 + Teare0 V065, — 35 — ag5 V665 1)
Les monomes sont ordonnés ici par degré décroissant, ’ordonnée du point

d’intersection des deux courbes C1 et Co est en avant derniére position. Le
premier point d’intersection est donc

121 5 47 1
(515 * 215 V0 535 ~ 121 V%)
Le deuzieme point s’obtient par conjugaison c’est
121 665 1 —
(% 248 " 1210 665)'

Nous procédons de méme pour le second facteur de R(x) et obtenons les deux
points suivants

201 7 ~—— 111 11 201 ﬁm 11
(QTS“L% 865 918 T 1220 86)’ (% 248 1240 865)

Considérons maintenant la racine double { = 0 de R(x) L’espace propre as-
socié a cette valeur propre est engendré par les deux vecteurs propres

’K:= kernel (subs(x=0,sylvester (f1,£2,y))); ‘

(1,0,16,0,256,0) , (0,1,0,16,0,256).
La matrice de multiplication par y modulo pged(f1(0,y), f2(0,y)) est

M:= matrix([op(K)]1);
evalm(submatrix(M,1..2,4..5)&* inverse(submatrix(M,1..2,5..6)));
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0 15
10 )
Ses valeurs propres sont y = j:i, ce qui donne les deux points d’intersection
(0, —%)7 (0, i) Au dessus de ¢ = 0, nous avons donc deuz points distincts de
C1NCs.
Considérons maintenant ( = g, Uautre racine double de R(x). L’espace
propre associé a cette racine n’est engendré que par un seul vecteur

K:= kernel(subs(x=5/4,sylvester(f1,f2,y))); ‘

(0,0,0,0,0,1).
Nous déduisons directement ’ordonnée y = 0 du seul point d’intersection cor-
respondant a x = g, a savoir (%70). Ceci est en accord avec le tracé (heureu-

sement!) : Le point (2,0) est de multiplicité 2 dans C. Le facteur x est de

— —
e \\
1 // \\
o / | —
~ P
~ / A
. y / )
. os] .
=1/ e /
~— ,/ / 7
~_ ( s
~_ \ /o
~ [ L
{08 06 04 02 9] 02 04 06 08 |X/5 14 6 18 2
_ \ / S
— ///\ _ - "/ \ ~
0.5 g
_ .
- ~
e ~
— \\\

FIGURE 6.1. Intersection de courbes planes par projection.

multiplicité 2 dans R(x) mais le point calculé en x = % est de multiplicité 1
dans C1 N Cy.

6.2. Résolution de systémes surdéterminés

Considérons un systeme surdéterminé de m équations f; = --- = f,, = 0
en n variables x = (z1,...,2,) (c’est-a-dire m > n). Supposons qu'’il ait au
moins une solution. Ce type de systémes est fréquent, par exemple dans des
problémes de calibration (en vision par ordinateur, en robotique), ou chaque
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mesure fournit une ou plusieurs équations sur des parametres que I’on cherche
a calculer. Le nombre d’équations (lié au nombre de mesures) peut étre aussi
grand que I'on veut mais le systéme a une solution (ou éventuellement un petit
nombre de solutions).

Nous allons voir que les matrices des résultants permettent de résoudre ces
systémes dans les bons cas, correspondant & un petit nombre (& préciser) de
solutions. Comme dans la sous-section 5.3.1, considérons ’application linéaire

S:(xFy xox (x5  (xF)

m
(@1 am) — Y G fi (6.1)
i=1
et sa matrice dans les bases de monoémes. Cette matrice (qui généralise celle
de Sylvester) se divise en blocs Sy, ..., S, (chaque S; ne dépend que des coef-
ficients du polynome f; et il est constitué de |F| lignes et | F;| colonnes). Nous
pouvons également considérer des matrices S combinant Si,...,S,, avec des
colonnes des bézoutiens de n + 1 polynomes parmi fi,..., fm.

Supposons par la suite que Z(f1,...,fm) # 0 et que les co-
lonnes de la matrice S représentent des polynomes de l’idéal

(fla“'afm)-

Nous allons montrer comment calculer les solutions de f; = --- = f,;, = 0 par
des outils d’algebre linéaire.

6.2.1. Cas ou dim(ker(S*)) = 1.— Ce cas correspond souvent & une si-
tuation générique parmi les systeémes surdéterminés ayant une solution. Ceci
implique, d’apres ’exercice 5.5, que le systeme n’a qu’une solution projective.

Algorithme 6.5. RESOLUTION D’UN SYSTEME SURDETERMINE AYANT UNE
SEULE SOLUTION PROJECTIVE.

ENTREE : Un systéme surdéterminé f; = --- = f, = 0 ayant une
seule solution projective. Supposons deg(fi) > --- > deg(fm) et
posons v = deg(f1) + - + deg(fus1) — .

1. Poser xP = {x%:|a| <v—d;},i=1,....,m, et xI'={x":|a] <v}.

Calculer la matrice S de 1’application linéaire (6.1).

2. Résoudre le systéme linéaire S'wv = 0 et vérifier que
1’espace vectoriel des solutions est engendré par un seul
vecteur v = (Vq)acF -

v v
SORTIE : La solution (ﬂ,..., In
Vi Vi

) du systéme f; =---= f, =0.
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Ezxemple 6.6. Une ville contient un dédale de rues et de maisons, ainsi
qu’une grande tour cylindrique bien wvisible que l’on cherche a localiser de
maniere précise afin de cartographier la zone. Des visées a partir de points
précis d’une rue permettent de calculer les coordonnées d’un certain nombre
de droites horizontales tangentes a la tour.

C’est une adaptation d’un probléme, apparaissant dans ’ccuvre mathémati-
que chinoise dite des neuf chapitres, datant du premier siécle avant notre ére
et dant laquelle la tour est remplacée par les murailles circulaires d’une ville.
Ce texte décrit des procédures mathématiques que l'on appellerait aujourd’hui
algorithmes.

Comment peut-on déduire la position exacte de cette tour cylindrique?
Un calcul simple montre que la condition pour qu’une droite L d’équation
lhx+loy+lyp =0 soit tangente a un cercle C' d’équation cg (132 + y2) — 201 —
2coy+c3 =0 est

—l12022—l22612+2 l1lacico+2 lglicoer +2 lglacoces —|—ZO2C()2—|- (l12 + 122) cocs = 0.
Supposons que les visées se font avec des droites

Li:x+1,

Ly:x+y+vV2+1,

L3 12 + Y,

Ly:x—+3y—2—1/3,
qui correspondent aux cercles (ot nous avons posé co = 1)

S 02272614*6371,

Sy : 6127261624*6224* (72\/572) c1 + (72\[72) CQ+20372\/773,

Ss : 012—4024—63—4,

Si:3e1® +2V8eies+eo? + (44 2V3) e+ (-4VB —6) cotdes —4V3 - T.
Un premier essai, en considérant tous les multiples de degrés au plus 2x4—3 =
5, conduit a une matrice de taille 56 x 80 et de rang 51. Puisque les polynomes
51,592,853, 54 sont de degré 1 en c3, nous ne multiplions les polynémes que par
des monoémes en c1,co, le degré critique est donc v =2 x 3 —2 = 4. Dans ce

cas, nous avons une matrice de taille 21 x 24 dont les lignes sont indexées par
les mondomes

’K:=koszul(S, [c[1],C[2]1,4);

4 .3 2.2 3 .4 2 2 .3 .2 2

(02 ,C27C1,C27C17, C2C1 7, C1 7, C3C27, C3C2C1,C3C17, C27, C27C1, C2C17,
3 2 2

1%, e3ca, c301, 022, cacr, 012, c3, ¢a, 01, 1)

Le noyau de la transposée est bien de rang 1, et il est engendré par le vecteur

‘ kernel (transpose(K)) ;
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(1a0a0a0707070707 _1a0a0a0a0705 17070707 _1’0’ 1)

qui correspond au vecteur de mondémes ci-dessus évalué en (0,—1,0), c¢’est-a-
dire au cercle solution

(2> +y°)+2y=0

de centre (0,—1) et de rayon 1.

La proposition 5.5 montre de plus que l’idéal engendré par les 4 équations
est l'idéal mazimal définissant la solution affine (0,—1,0). Remarquons par
ailleurs, que le systéme a une deuziéme solution projective (0:0:0 : 1) qui
est a l'infini et qui ne correspond pas a un « vrai » cercle. Les matrices de
résultant projective (telles que celles de Macaulay) auront les deux évaluations
correspondantes dans les noyaux de leurs transposées. FElles ne pourront donc
pas étre utilisées directement comme nous l'avons illustré sur cet exemple.

6.2.2. Cas out dim(ker(8%)) > 1.— Dans ce cas aussi nous allons montrer
comment résoudre le systeme surdéterminé f; = ... = f,,, = 0 par des tech-
niques d’algebre linéaire similaires a celles décrites dans la section 4.7.

Pour cela, si deg(f;) = d;,i = 1,...,m, supposons dy > -+ > dp, > 0 et
notons v = dy + - -+ + dy41 — n. La matrice S de l'application (6.1) est celle
des coefficients des multiples monomiaux, de degrés au plus v, des polynémes
fi,. s fm. Comme la variété Z(fi,..., fm) est finie, d’apreés [Laz81], ces mul-
tiples engendrent 'idéal I = (fi,..., fn) en degré < v. Nous déduisons que
ker(S*) représente les éléments I en degré < v.

Soit M une matrice s X r de rang r, ot r = dim(ker(S*)) et s le nombre de
lignes de 8, telle que S*M = 0. Les lignes de M sont indexées par un ensemble
de monémes noté x". Pour tout sous-ensemble x¥ de x¥', notons Mg la sous-
matrice de M indexée par les éléments de x¥.

Proposition 6.7. Supposons que la variété Z(f1,..., fm) soit finie. Alors
tout sous-ensemble x¥ de taille r = dim(ker(S*)) tel que det(Mg) # 0 est une
base de ’espace vectoriel K[x]/(f1,.- -, fm)-
Démonstration. La matrice M est celle des coefficients (restreints & x/') d'une
base de I, dans la base duale de la base des mon6mes. Comme Mg est inver-
sible, nous pouvons construire par des combinaisons linéaires une base (Ay)ackE
de I telle que Ay(x?) = 0 si a # B et Ay(x*) = 1. En d’autres termes,
(Ao)ack est la base duale de la base (x%),cr de K[x]/I. O
La matrice des coefficients, de la base duale (Ay)acp de T T restreints & x¥'
est MMEl, et Mg est la matrice de passage de la base de I'T, représentée par les
colonnes de A, a la base duale.
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Proposition 6.8. Soit E un sous-ensemble F' tel que Mg soit inversible et
ixP = xF c xF pour i = 1,...,n. Alors la transposée de la matrice de

multiplication par x; dans la base x¥ est MF = MEZ.M;Jl.

Démonstration. La transposée MF est aussi la matrice de multiplication par x;
dans la base duale de la base x de K[x]/I. Comme M;' est la matrice des
coefficients de (Ag)ger, nous avons

Mg = (Ap(@ix®)), sep = (4 (03) (X)) o gep-

Par ailleurs, MY (Ag)(x*) est le coefficient de x* dans Mf(Ag). Nous déduisons
que
-1
M = (M (AB) (X)), peps = i MG

a
Ceci permet de déterminer les solutions de f; = --- = f,, = 0 de la fagon
suivante :
Algorithme 6.9. RESOLUTION D’UN SYSTEME SURDETERMINE.
ENTREE : Un systéme surdéterminé f; = --- = f,, = 0 qui définit un

nombre fini de points.
1. Calculer la matrice S des multiples de fi,..., [, en degré
< v assez grand (par exemple v = >.*, deg(f;) —n). Notons x
1’ensemble des mondmes qui indexent les lignes de S.

F

2. Calculer une base du noyau de S’ et noter M la matrice de
ses coefficients.

3. Choisir (si il existe) un sous-ensemble F de F tel que Mg
soit inversible et z;xF C xI, pour ¢ =1,...,n.

4. Calculer les vecteurs propres communs aux matrices M} =

Mp Mgl i=1,...,n.
SORTIE : Les racines de f; = -+ = f,, = 0 que 1’0on déduit des
vecteurs propres communs a MY ... ME (théoréme 4.23).

Exemple 6.10. Intéressons-nous au calcul des points singuliers de la courbe

d’équation

f(z,y) = 2t +22y?4+1.828427124 22 —2.0 y* +1.171572876 4> —0.171572876 = 0.
s . . . L. F)

C’est-a-dire auzx points (x,y) de cette courbe qui vérifient f, := %(x,y) =

0 et f,:= g—g(x,y) = 0. Le systéme f = fo = fy, = 0 n’a pas de solution

eracte, mais a des solutions pour des valeurs légérement perturbées des co-
efficients. Nous allons donc calculer des pseudo-points singuliers (des points
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singuliers pour une perturbation des coefficients de la courbe {f(z,y) = 0}).
Pour plus de detail sur les techniques numériques (telles que le rang approché,
noyau approché, SVD, ... ), consulter [GVL96].

Calculons la matrice des multiples de degrés au plus 7 de f, fz, fy :

S:=matrixof ([f,x*f,...y 3%f,
fx,xxfx, ..., y 4xfx, fy,xxfy, ..., y 4x*fyl,
[[1,x,y,x72,x*y,y"2,x73, ... ,y"°711);

C’est une matrice 36 x 40 de rang approché 34, et les valeurs singuliéres sont :

11.18421173, 11.01360011, 10.87157972, 10.48016693, 9.690300714,
9.057315333, 8.742977272, 8.685704609, 8.661226442, 8.601716952,
8.457298544, 8.375382556, 8.207092070, 7.879082075, 7.770171363,
7.312368269, 7.191386199, 6.806597091, 6.460557009, 6.220509809,
5.406503538, 4.536335156, 4.510944070, 4.243772777, 3.852704145,
3.619811374,1.912050412, 1.080047522, 1.043128432, 0.5625242171,
0.5587213274, 0.5383043943, 0.4210174726, 0.3395543133,
0.0000000002480291661, 5.690925483 x 10~ 6.
Le quotient A =Kz, y]/(f, fz, fy) est de dimension 2 (donc la courbe a deux
points pseudo-singuliers). Nous calculons un noyau approché de la transposée

de S (par SVD), et obtenons

K — 1 0 0 0 0 0.2928932190 ---
“\0 0100 0 e )

Les monémes qui indezent les colonnes de ce noyau sont {1, z,y, 22, vy, y?,...}.

Et comme la sous-matrice
Y 10
o1

des colonnes indexées par (1,y) est inversible, (1,y) est une base de A (par
contre (1,z) ne lest pas). La matrice de multiplication par y est obtenue en
extrayant de K, la matrice My indexée par les monémes {y,y*} (les colonnes
3 et 6 de K) et en calculant

1 0

Les valeurs propres de M, sont (0.5411961003, —0.5411961003). Pour obtenir
la matrice de multiplication par x, un calcul similaire en prenant les colonnes

indexées par {x,zy} donne
" 0 0
“\oo)

Ceci montre que = est dans l’idéal engendré par f, fz, fy et que les deux points
pseudo-singuliers sont (0,+0.5411961003).

1 0 0.2928932190
M, = MO M = .
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6.3. Résoudre en ajoutant une forme linéaire générique

La proposition 5.36 permet de calculer la matrice de multiplication par fy
modulo fi,..., f, (dans le cas ou le bloc D est inversible); ’ensemble des
monémes x0 est alors une base de 1'algébre quotient K[x]/(f1,. .., f.) (pro-
position 5.35). Ceci est aussi valable pour toute autre matrice de résultant
telle que celle du résultant torique. En utilisant cette matrice de multiplica-
tion, nous pouvons résoudre le systeme f; = --- = f,, = 0 par les méthodes
présentées au chapitre 4, ce qui conduit a ’algorithme suivant :

Algorithme 6.11. RESOUDRE EN AJOUTANT UNE FORME LINEAIRE.

ENTREE : Un systéme fi=---= f, =0.
1. Choisir une forme linéaire fy= ugo+uixi+---+u,x, au hasard.
2. Calculer la matrice S du résultant de fy,..., fn, puis
décompose la en 4 blocs comme dans la proposition 5.36 :
A B
=1 ¢ D

3. Vérifier que D est inversible. Si ce n’est pas le cas,
s’arréter et annoncer °‘‘systéme non-générique’’.

4. Résoudre le systéme f; = --- = f, = 0 & partir de la matrice
M7, = A — BD!C de multiplication de fy modulo fi,..., fn,
en calculant ses valeurs propres et vecteurs propres (voir
chapitre 4).

SORTIE : Les solutions de fij=---= f, =0.

La matrice de multiplication par fy est une fonction continue en les pa-
rameétres des équations f1,. .., fn sur ouvert det(D) # 0, donc cette méthode
peut étre utilisée en pratique avec des coefficients approchés.

Par ailleurs, dans certains problémes, il n’est pas nécessaire de savoir cal-
culer My, mais seulement de pouvoir la multiplier par un vecteur. Voir par
exemple [BMPO0O]. Pour calculer My, v, il suffit :

1. de calculer w =Cv,
2. de résoudre Du = w,
3. de calculer Av — Bu = Mg, v.

Ces opérations peuvent se faire de maniere efficace en exploitant la structure
(creuse) des différents blocs A, B, C,D, ce qui fournit une multiplication rapide
par fy modulo fi,..., fn.
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De méme, si My, est inversible, il est possible de calculer M;()l v efficacement
en exploitant la structure de S. En effet,

s_ (A B)_ A—-BD!C B I 0
~\c D) 0 D p-lc 1)’
et

Silz(—D]Elc 51))<(A_B%71C)71 Dil):<(A_Bl:1C)il I)

Pour calculer M;Ol v, il suffit de résoudre

(a)=(s)

et déduire u = MJTOI v. Ces propriétés, ainsi que le caractére creux de la matrice,
sont exploités dans [BMPO0O], pour mettre en place des méthodes itératives
(basée sur la méthode de la puissance [Wil65]) permettant de sélectionner la
(les) racine(s) du systeme f; = --- = f, = 0 minimisant |fy|, sans avoir &
calculer toutes ces racines.

Ezxemple 6.12. Considérons les polynomes
A=z +2® —1/521—1 et fo=21 42139 — 25" — 1/2

de Clz1,x2], et cherchons la racine (x1,x2) de fi = fo = 0 pour laquelle
|zo| est minimale. Nous calculons la matrice S du résultant de xa, f1, f2 et

e /

FIGURE 6.2. Intersection de courbes planes et méthode itérative.

appliquons litération ci-dessous sur la transposée de S. Nous obtenons alors
le vecteur propre de Mgw pour lequel |zo| est minimale, ¢’est-a-dire 'évaluation
au point solution correspondant :
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iter:= proc(u) local i,v;
v:= linsolve(transpose(S), [op(u),0$6]);
[v[il$i=1..4]1/vI[1]

end:

[1,3,.5,1];for i to 10 do iter(%): od:

[1 , 3 , 0.5 , 1 ]
[ 0.9999999999,- 0.6451612901,-0.0741935483,- 0.2225806451]
[ 1.0 ,— 1.274828458 , 0.2145780667,- 0.1384374623]
[ 0.9999999998,- 0.7519886970, 0.1173629411,- 0.1496176172]
[ 0.9999999999,- 0.9895914293, 0.1737396589,- 0.1306502597]
[ 0.9999999997,- 0.8426120371, 0.1424691542,- 0.1409862539]
[ 1.0 ,— 0.9236216483, 0.1600252209,- 0.1348391774]
[ 1.0 ,— 0.8761508124, 0.1498504018,- 0.1384050751]
[ 1.0 ,— 0.9031275086, 0.1556404095,- 0.1363644712]
[1.0 ,— 0.8875316212, 0.1522966791,- 0.1375433204]
[1.0 ,— 0.8964629541, 0.1542117142,- 0.1368677727]

Nous observons une convergence (linéaire) vers le vecteur 1¢, qui fournit
¢ = (—0.8964629541,0.1542117142). La derniére coordonnée —0.1368677727
est approximativement le produit des deuxr précédentes. Cette méthode peut
étre accélérée en remplagant dans l’itération, fo par fo — o, ou o est une
bonne approximation de la valeur propre. Voir [Wil65] pour ces techniques
de décalage dans les méthodes de puissances inverses.

6.4. Calcul d’une représentation univariée rationnelle

Considérons une forme linéaire fo = ug + uyx1 + -+ + uy, x, dont les co-
efficients sont des indéterminées. Supposons dans un premier temps que le

systeme f1, ..., f, est générique pour la formulation de Macaulay. D’apres le
corollaire 5.11 et la proposition 5.19, le déterminant de la matrice de Macaulay
associée a fo, ..., fn est un multiple de la forme de Chow
C(Ll) = H (’LLO+C1’LL1 + .- +Cnun)MC,
CEZ(f15e0fn)

ou p¢ désigne la multiplicité de la racine (. Ceci est également vraie pour
le résultant torique ou pour le résultant généralisé [Bus0la]. En calculant
le déterminant ou un mineur maximal de la matrice correspondante, nous
obtenons un multiple de C(u). Nous pouvons alors déduire une représentation
univariée rationnelle des solutions en utilisant les résultats de la section 4.10,
ce qui conduit a l’algorithme suivant :
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Algorithme 6.13. CALCUL D'UNE REPRESENTATION UNIVARIEE RATION-
NELLE.

ENTREE : Un systéme fi = --- = f, = 0 de n équations en n
variables, ayant un nombre fini de solutions.

1. Soit fo = ug + u1x1 + -+ + upx, une forme linéaire dont les
coefficients sont des indéterminées. Calculer une matrice
de résultant adaptée au systéme fo,..., fn.

2. Calculer un multiple de la forme de Chow C(u) en prenant le
déterminant (ou un mineur maximal) de cette matrice.

3. Appliquer 1’algorithme 4.40 pour déduire une représentation
univariée rationnelle.

SORTIE : Une représentation univariée rationnelle des solutions
de fi=...=fp,=0.

Nous verrons au chapitre 10, que la matrice bézoutienne de fy,..., fn, per-
met aussi de calculer une représentation univariée rationnelle des points isolés
de la variété Z(f1,..., fn), méme dans le cas ol celle-ci n’est pas finie.

6.5. Résoudre en « cachant » une variable

Dans cette section, nous allons décrire une méthode de résolution d’un
systeme polynomial basée sur les formulations de résultants. Cette méthode
s’applique & un systeme de n équations en n variables et consiste a « cacher »
une variable, par exemple x,, (¢’est-a-dire considérer z,, comme un parametre).

Considérons un systeme de n équations fi,..., f, a n variables x1,...,x,
que nous écrivons sous la forme

filx) = Z0416/11 Car (Tn) y*' =0
: (6.2)

fn(x) = ZaneAn Can (Tn) Yy =0

ot Ay, ..., A, sont des sous-ensembles de N1 c,, (zy,), ..., Cq, (z,) sont des
polynémes en z,, et y = (z1,...,ZTn_1).

Nous sommes dans une situation ou nous pouvons appliquer les construc-
tions de résultants, et obtenons un polynéme R(z,) en z, (éventuellement
nul, suivant la formulation choisie).

Soit ¢ = ((1,- - -5 Cn—1, Cn) une solution de fi = -+ = f,, = 0. En substituant
X par G, dans (6.2), ((1,...,(u—1) est une solution du systéme obtenu, donc
R(¢n) = 0. Ainsi, le polynéme R(x,) s’annule en les n'*™ coordonnées du

systeme f; = --- = f, = 0. Cette propriété est vraie pour tout résultant, sur
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une variété projective, défini & partir du systéme (6.2), comme par exemple le
résultant torique (associé aux supports A;) ou pour le calcul par des bézoutiens.
Dans un souci de simplification, nous ne considérons ici que le cas du résultant
projectif.

Le polynome R(x,) peut s’annuler pour d’autres valeurs que les derniéres co-
ordonnées des solutions du systéme (6.2). En effet, il se peut que pour certaines
valeurs de x,,, ce systéme ait une solution a U'infini (aprés homogénéisation par
rapport aux variables y = (21,...,2,—1)) qui ne donne pas une solution du
systeme affine (6.2).

Définition 6.14. Pour tout élément f € K[x] := K[z1,...,zy], t(f) désigne
la composante homogéne de plus haut degré de f, vu comme polynéome en

X1,...,&p—1 G coefficients dans K[zy].

Nous avons donc la propriété suivante, similaire a celle en une variable (voir
proposition 6.1) :

Proposition 6.15. Si le polynéme R(x,) n'est pas nul, alors sa partie sans
facteur carré R(xy,) est le produit de

R%(x,) = H (Tn — Cn)
CEZ(f1ynfn)
par la partie sans carré d’un générateur du saturé

Klzpn) O (E(f1)s -, t(fn)) = (1, -y Tn1)).
par (T1,...,Tn-1).
Démonstration. Nous avons vu que R(z,) s’annule en les n'®™* coordonnées
des points de la variété Z(f1,. .., fn). Par définition du résultant projectif (voir
théoréme 5.17), les autres racines de R(x,) correspondent aux
valeurs de x, pour lesquelles le systéme (6.2) a des racines & l'infini (par
rapport aux variables y = (21,...,2,-1)), ¢’est-a-dire des racines communes
at(f1),...,t(fn). Ces valeurs de z,, sont les racines d’un générateur de I'idéal
d’élimination

Klzn] 0 ((E(f1), -5 t(fn) (21,0 2n1)"),

qui correspondent & la projection de Zpn—24x (t(f1),...,t(fn)) sur K. O

Signalons que les variétés algébriques de PF(K) x K¢, sont celles de KF++1
définies par des polynomes qui sont homogenes en les k+ 1 premieres variables.
Ezxzemple 6.16. Considérons le systeme

fi=z17023 — 1
2 2, 223
fo=x1°T3 + w223 + 73
f3 = X129 + £C22 + xox3 — x1T3 — 2.
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Le calcul du résultant de f1, fa,, f3 € (K[zs])[x1, x2] par la formule de Macau-
lay fournit

’ factor(det (mresultant ([f1,f2,£3], [x1,x2]))); ‘

x35 (x3 — 1)3 (.1337 + 41‘36 + 11 .1335 + 21 3;‘34 + 15 .’L‘33 + 20.1232 + 2523 — 25) .
Le premier terme x3° a pour racine x3 = 0; il correspond au cas ot

t(f1) =z1a2ws , t(fo) =tz +a23as , t(f3) =122+ 23

ont les racines projectives communes (1:0) et (1: —1).
Les autres facteurs ont pour racines les troisiémes coordonnées des 10 ra-
cines de fi = fo = f3 =0.

Nous avons aussi le corollaire suivant :

Corollaire 6.17. Supposons que R(x,) ne soit pas identiquement nul et que
la variété de P"=2 x K définie par t(f1),...,t(f.) soit vide. Alors R((,) =0,
si et seulement si, ¢, est la n'®™° coordonnée d’une solution du systéme (6.2).

Démonstration. Ceci découle du fait que dans ce cas, R(x,) = R°(x,,). O

La condition Zpn-2y, g (t(f1),...,t(fn)) = 0 se teste en vérifiant que le pged
dans K[z,] de tous les mineurs maximaux de la matrice de Papplication linéaire
(6.1) associée a t(f1),...,t(fn) est 1. Sila variété Zpn—2,k (t(f1),-..,t(fn)) est
constituée d’un nombre fini de points, il est toujours possible de se ramener
A cette condition par changement de variables dans P*~2 x K. Sinon, il faut
essayer une autre formulation de résultant.

Pour utiliser cette approche, le résultant R(x,) ne doit pas étre identique-
ment nul. Il est donc important de choisir a cet effet la variable « cachée » ou
le type de résultant que 1’on va utiliser pour résoudre le systéme polynomial.

Une fois que les derniéres coordonnées des solutions de (6.2) trouvées, nous
pouvons calculer les autres a partir de la matrice du résultant. Pour cela, il
suffit de calculer les vecteurs A vérifiant A* - S(¢,) = 0, ol ¢, est une racine
de R°(xp,).

Si ce noyau est de dimension 1, le vecteur A est (& un scalaire pres) l'eva-
luation du vecteur des monomes indexant les lignes de S. Nous pouvons ainsi
trouver les coordonnées (i, ..., (,—1 en examinant ces monomes.

Si la dimension de ce noyau est plus grande que 1, nous cherchons les autres
coordonnées comme dans la section 6.1 par des calculs de valeurs propres sur
des sous-matrices des coefficients d’une base de ce noyau (voir algorithme 6.3).

Le calcul des racines ¢, de R(z,) et des vecteurs A tels que

S(G) A =0 (6.3)
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peut se faire en une seule étape. Supposons que
S(zp) = Sqx? +Sq_1287 1 + -+ + 80,

ou les matrices S; sont a coefficients constants de méme taille. Résoudre le
systéme (6.3) revient a résoudre le probleme de valeurs propres et de vecteurs
propres généralisés

o I - 0 st 0 -+ 0

6' : -z, 0 ' Co w = 0.
0 I P A
S - Siy Si 0 0 s

Ceci conduit a 'algorithme suivant, similaire a celui de la section précédente :

Algorithme 6.18. RESOUDRE UN SYSTEME EN « CACHANT » UNE VARIABLE.

ENTREE : Un systéme polynomial f; = --- = f, = 0 avec f; €
Klz1,...,zp].
1. Calculer la matrice S(z,) du résultant de fi,...,fn €
(K[xn})[xl, ce ,xn_l] .
2. Vérifier que det(S(zy)) # 0. Si ce n’est pas

le cas, s’arréter et annoncer ¢

non-satisfaisant’’.

‘projecteur en z,

3. Calculer les valeurs propres généralisées (correspondant
aux coordonnées z, des solutions) et les vecteurs propres
généralisés de la transposée de la matrice S(z,).

4. Notons A la matrice des coefficients d’une base de ces
vecteurs propres. Pour chaque valeur propre (,, déterminer
un sous-ensemble B des mondmes indexant les lignes de A
tel que Ap soit inversible.

5. Puis déterminer les valeurs (j,...,(,—1 telles qu’il existe
un vecteur propre commun w vérifiant

(AxigfciAB)W:(), pourizl,...,nfl.

Les valeurs propres ((i,...,(,—1) sont les n — 1 premiéres
coordonnées des solutions du systéme considéré.

6. Vérifier que les points ¢ = ((1,...,(,) sont solutions de f; =
o= fr,=0.
SORTIE : Les solutions de fi =---= f, =0.
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Exzemple 6.19. Reprenons l'exemple 6.16 pour lequel le déterminant de S(x3)
n’est pas nul. Nous allons calculer les valeurs propres et les vecteurs propres
généralisés de S(x3)* A = 0.

Pour x3 = 1, le noyau de S(1)* est engendré par les vecteurs

(Oa 13 1; 0707070707 17 1a Oa Oa 03 17 1) )
(15 1707 1707 27 37 _1a 07 1) 27 1707 _17 2) 9
(0,-1,0,0,1,—1,-2,2,0,—1,-1,0,1,1,-2).

Les monomes indezant les colonnes de S(1)* sont
2 2 2 2 3 2 2 3.3 .3 4 4
(1,$2,]}1,I1$2,$2,$1,$11‘2,1‘1xQ,.'L'lZ’Q,xl$2,$1$2,$1,$2,$1,$2)~

Prenons B = {1,x1,z2} et les sous-matrices Ap, Ny, B, Nz, B -

Delta0:= submatrix(Delta,1..3,[1,3,2]);
Deltal:= submatrix(Delta,1..3,[3,6,4]);
Delta2:= submatrix(Delta,1..3,[2,4,5]);

ainst que les matrices My, et My, de multiplication par x1 et xg :

M1:= evalm(inverse(Delta0O) &* Deltal);
M2:= evalm(inverse(DeltaO) &* Delta2);
0 1 01 1
Mpy=1]1 -1 0|, Mpp=| 0 0 1
0 1 0 1 0 -1

Les vecteurs propres de Mi, et My, sont

eigenvects(transpose(M1));
eigenvects(transpose(M2));

{1,1,(1, 1, D)}, {-1,2,(1,-1,-1)} et {1,1,(1,1,1)},{-1,2,(1,—-1,-1)}.

Les deux vecteurs propres communs a My et My, sont (1,1,1) et (1,—1,—-1).
Ils fournissent les coordonnées x1 et xo (lues en geme o4 38me i ordonnées
des wvecteurs propres normalisés) des deux solutions aux dessus de x3 = 1,
a savoir (1,1), et (=1,—1). Le dernier point étant de multiplicité 2, comme
on le voit sur la coupe rs = 1 : Pour les autres racines du facteur de degré
7 de det(S(x3)), les espaces propres sont de dimension 1 et nous déduisons
directement les solutions des coordonnés des vecteurs propres.
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FIGURE 6.3. Intersection de courbes planes en des points multiples.

Pour x3 =0, une base du noyau est donnée par les lignes de la matrice

coo0oo0oo0o01o0oo0o1 0 -1 0 =100
At 000000100 O0O O O O0 00O
0o 0oo0000O0OO0OO0O-1 0 -1 0 10
0o o0o0o000O01O0O0O O O O 00O

La premiére coordonnée (correspondant au monome 1) est nulle pour tous les
vecteurs propres, donc x3 = 0 n’est pas la projection d’une solution affine du
systeme f1 = fo = f3 = 0. En effet, 1 est toujours dans une base d’un quo-
tient Klz1, v2]/(f1(21, 22, (3), fo(w1, 22, G3), f3(w1, 22, G3)) (0t ¢ = (C15€2:G3)
est une solution de (6.2)). On doit donc pouvoir choisir 1 comme élément de
B et extraire une matrice inversible Ag de A contenant la ligne de A indexée
par le monome 1, dans le cas ot (3 est la projection d’une solution du systéme
(6.2). Ici ce nest pas le cas, car tous les coefficients sont nuls.

6.6. Probleme d’implicitisation

Nous avons vu que certaines variétés algébriques de K™, peuvent étre décrites
par une représentation dite paramétrée de la forme

Al t)
! fo(tl, .. 7tm)

fn(t.lv e 7tm
fo(tl,... )

Ty =
stm
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ou fo,..., fn € K[t1,...,tm] (voir exercice 2.16), et par définition que toute
variété algébrique a une représentation dite implicite V = Z(g1, ..., gs), avec
J1s---,9s € K[xq,...,z,]. Chacune de ces deux représentations est utile, par

exemple la paramétrée permet de générer facilement des points (donc de tra-
cer V), alors que I'implicite est plus pratique pour tester Pappartenance d’un
point a V' ou de déterminer son lieu singulier. Le procédé de conversion d’une
paramétrisation d’une variété algébrique en une représentation implicite est
connu sous le nom de I'implicitisation. Cette conversion est utilisée dans cer-
tains domaines pratiques, ot les objets géométriques sont souvent donnés par
leurs paramétrisations, pour effectuer des opérations de base comme 'intersec-
tion de deux variétés ou la détermination du lieu singulier d’une variété. Par
exemple pour intersecter deux variétés paramétrées Vi et Vs, on calcule une
représentation implicite de V7 dans laquelle on substitue la paramétrisation de
Va.

Le probleme d’implicitisation peut se résoudre en utilisant les bases de
Grobner (voir exercice 2.16), mais une telle solution n’est pas satisfaisante
d’un point de vue pratique. Une alternative basée sur des techniques matri-
cielles plus stables numériquement est 'utilisation des résultants.

Algorithme 6.20. EQUATION IMPLICITE D’UNE HYPERSURFACE.

ENTREE : Une paramétrisation rationnelle d’une hypersurface (H)
de K"

£ = (.. tn1) (%(t),...,%(t)).

1. Construire le systéme

fi(t) — 21 fo(t)

fn(t) — Tn fO(t)'
2. Par un calcul de résultant, éliminer les paramétres t dans
ce systéme pour obtenir un polyndme résultant R(xi,...,Z,).

SORTIE : L’équation implicite de 1l’hypersurface (H).

Il est clair que le résultant du systeme fi(t) —z1 fo(t), ..., fu(t) —xn fo(t)
donne un multiple (ou une puissance) de 1’équation implicite de (H). Mais ce
résultant peut étre identiquement nul, si la paramétrisation admet des points
bases (c’est-a-dire des racines communes aux polynomes fy, ..., f,). Dans ce
cas d’autres types de résultants peuvent étre construits pour contourner cette
situation (voir [BEMOO], [Bus01b] pour certains types de points bases).
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Ezxzemple 6.21. Soit la surface paramétrée

rP—t*—1  3rt+ri4+342t—r 1

Ty Y r(r2—1) -
Sid=r3—r, considérons
pr=de+r{t>—r2+1), pp=dy— (3 +2t+3rt+1r>—7), p3 = dz+ (1 —7?).

Le calcul du bézoutien de p1,pa,ps (vus comme polyndmes en r,t et a coeffi-
cients dans K|z, y, z]) donne

mbezout ([p1,p2,p3], [r,t]):
factor(lasts(ffgausselim(")));

7522(734222 + 4/ +222y72y724x+z4x3+z4x2 — 24462322 —622 +
22202 — 2223 — 1222 + 11 2% + 1220 — 6 2 22 —62—3:E2+3a:+$3).

Le facteur 2> est un terme parasite, l’équation implicite de la surface pa-

ramétrée est le second facteur, qui est un polynome de degré 7.
Le résultant projectif de p1,p2,p3 est identiquement nul, puisque cette sur-
face admet des points bases.

6.7. Exercices

FEzxercice 6.1. Soient f; et f5 les deux polynémes suivants
f1 = 1322 4+ 8xy29 + 422 — 871 — 819 + 2
fzzw%+I1$2—$1—%
1. Si fo = 1421 — x2, déterminer la matrice de Macaulay de fo, f1, f2 € K[z1, 23]

2. En déduire une base de l'espace vectoriel K[x1, z2]/(f1, f2), ainsi que la matrice
de Multiplication par fy dans cette base.

3. Quelles sont les racines du systeme f; = fo =07

Ezercice 6.2. Calculer le(s) pseudo-point(s) singulier(s) de la courbe d’équation

22y +xy? —1.08866y% +2z = 0.

Exercice 6.3. Soit

it
d(t)
)

d(t)
une courbe algébrique plane telle que pged(f, g,d) = 1.

1. Montrer que 1’équation implicite de C est donnée par le résultant de Sylvester

de F(t) := f(t) — xd(t), G(t) := g(t) — yd(t) € (K[z,y])[1]-
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2. Notons 2 = {¢ € K(y) : G(¢) = 0} et considérons P(z,y) = [[,cz F(a) €
K(y)[z]. Montrons qu’il existe u et v dans K(y)[t] tel que ud +vG =1 et

P(z,y) = ([] d@) @™ +o1(m) 2™+ + om(v)),
aeZ

ot m = max(degg,degd), et pour tout i = 1,...,m,0; est la i®° fonction
symétrique élémentaire de {f(a)u(a) : a € Z}.
3. Montrer que les coefficients o7, ...,0,, de P(z,y) se calculent & partir des co-

1
efficients de — dans les développements de Laurent des fractions rationnelles

[¥all
Y& oy o

G

4. Montrer que ’équation implicite de C est la partie sans facteur carré du numéra-
teur de ™ + o1(y) 2™ L+ - + om(y) € K(y)[z].

5. Quel est 'intérét de cette méthode de calcul de ’équation implicite de C en la
comparant a celle de calcul direct du résultant ?

6. Quelle est ’équation implicite de la courbe suivante

2 —2t+3 t?—1

[ - - 9
Bri—2 YT B2

Ezxercice 6.4. Soit V une variété algébrique de K™ donnée par la paramétrisation

rationnelle
_ — fl fn
&= (1, ) (—f0<t>,...,—f0(t>>.

1. Montrer que la variété V est irréductible.

2. Si V est une hypersurface (c’est-a-dire m = n — 1), montrer que si cette pa-
ramétrisation n’admet pas de points bases dans P"(K), alors une puissance de
I’équation implicite de V' peut étre obtenue en calculant le résultant projectif
de

f1(e) =z fo(t), .-, fult) — znfo(t) € (Klzo, ..., zn])[tr, -, tn—1].
3. Déterminer I’équation implicite de la surface paramétrée

ts+ s 2 +s s24+t+1

o242 4ts T 7 s24t24ts T T 2442 4ts

4. Peut-on obtenir cette équation implicite en utilisant les bézoutiens ?

Ezxercice 6.5. Soit S une surface rationnelle dans K2 donnée par la paramétrisation

ot = (t1,t2) — (%(t),...,%(t)).

Nous supposons que les polynomes fy, ..., f3 sont de degré < d et qu’aucun polynéme
L ; =2 .
de degré > 1 ne les divise simultanément. Nous notons B C K I’ensemble des points
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bases b € B, vérifiant fo(b) = 0,..., f3(b) = 0. Pour b € B, on note uy(u,v) la
multiplicité locale en b du systeme

{ ug fo(ti,ta) + - +usfa(ti,t2) =0
vofolty,t2) + -+ +v3fs(ty,t2) =0

1. Montrer que pup(u,v) est génériquement constant. On note i cette valeur.

2. Montrer en utilisant la définition 3.48 du degré et le théoreme de Bézout 3.48,
que la variété algébrique paramétrée par o est de degré

SdQ*ZﬂIr

beB

FEzxercice 6.6. Développée d’une courbe.
Soit C une courbe plane définie par f = 0.
L’équation de la normale en un point lisse (u,v) de C est notée Ly (x,y) = 0.
1. Sit est un parametre local en (u,v), montrer que la dérivée de I’équation de la
normale
oL
(“g;,v(i)) (z,y) =0
peut s’érire sous la forme A(u,v)z + B(u,v)y — C(u,v) = 0, out A, B,C sont
des fonctions polynomiales en u et v.

2. Montrer qu’en éliminant les parametres (u,v) du systéme

flu,v) =0
L(u,v)('7:7y) =0
A(u,v)x + B(u,v)y — C(u,v) =0

on obtient un multiple de I’équation implicite Af(z,y) = 0 de I’enveloppe des
normales de C.

3. Déterminer et tracer la courbe Af(z,y) = 0 dans le cas de la conique f(z,y) =
3y% + 22 — 1.

Ezxercice 6.7. Courbes (resp. Surfaces) paralléles a une courbe (resp. sur-
face)
i) On cherche & déterminer ’ensemble O4(C) des points (z,y) & distance donnée d
d’une courbe C définie par f(u,v) = 0.
1. Montrer qu’un tel le couple (z, y) est caractérisé par I'existence d’un point
(u,v) qui satisfait
f(u,v) =0
(2~ w2+ (y— ) —d =0
d 3
(z —u) D—i(uw) + (y —v) D—z(uﬂ)) =0

2. Comment peut-on trouver O4(C) ?

3. Déterminer et dessiner O;(C) dans le cas de la cubique C définie par
flu,v) = 0% —ud.
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ii) Expliquer comment peut-on construire 'ensemble O4(S) des points (z,y,2) a
une distance donnée d d’une surface S définie par f(u,v,w) = 0 en utilisant une
approche similaire a la précédente dans le cas d’une courbe.

iii) Déterminer O;(S) dans le cas de la surface définie par

flu,v,w) = 2u® + 02 +w? - 2.

Ezercice 6.8. Médiatrice de deux courbes (resp. surfaces)

i) Le but de cet exercice est de déterminer la médiatrice M(Cy,C2) de deux courbes
C; et Co définie par fi(u,v) =0 et fa(u,v) = 0, c’est-a-dire Pensemble des points
(z,y) équidistants de C; et Cs.

1. Montrer que 1'équation de M(Cy,Cs) est obtenue par 1’élimination des
variables w1, v1, ug, vo dans le systeme suivant :

fl(ul,vl) =0

f2(u2,U2) =0

(ur — )% + (01 —y)* = (ug —2)* = (v2 —y)* = 0
(up — x)%(ul,m) + (1 fy)aa—f;(ul,vl) =0

(ug — 1’)%(1&2,1}2) + (vg — y)%—;(uz,vg) =0.

2. Calculer la médiatrice des deux courbes définies par u? —v° et u2+2v% —1.
3. Interpreter chaque facteur de cette médiatrice.

ii) Appliquer la méme approche pour construire la médiatrice de deux surfaces
données par fi(u,v,w) = 2u? +v? +w? — 2 et fo(u,v,w) =u—2v + 3v + 2.
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Dans ce chapitre, nous allons étudier les formes linéaires sur 'anneau des
polyndmes, c’est-a-dire les éléments du dual de K[x]. Un théme de recherche
connaissant depuis quelques temps des développements intéressants consiste
a représenter les polynémes comme des « algorithmes » calculant une valeur
en un point. On considere alors ’évaluation des polynémes en un point. Cette
évaluation est une forme linéaire particuliere. Nous voulons étendre donc ici ce
point de vue en nous intéressant systématiquement aux propriétés des formes
linéaires sur les polyndmes.

7.1. Dualité et systémes inverses

Dans cette section, nous allons décrire le dual de ’ensemble R = K[x] des
polynomes en x, vu comme espace vectoriel sur K.

7.1.1. Dualité et séries formelles. — Nous noterons R I’espace vectoriel

dual de R. Une forme linéaire « simple » de R est 1'évaluation en un point
ceKm,

1. R —- K
p = 1¢(p) = p(Q).
Pour tout multi-indice o = (o, ..., a,) € N™ on peut aussi considérer la
forme linéaire
5? R — K

p = 6(p) =95 -0y (P)(Q);

ou J,, désigne la dérivation par rapport a la variable x;. Nous notons, d; ¢ = 8?,

avec a; = 1 et aj = 0,j # i. Avec ces notations, ¢ = 67 -+ 0, %.

Exemple 7.1. Pour( = (1,1) e R? et p = 2®+22y—-3y*+r—y+1 € Rla,y],
1e(p) = 175?’2)(19) = —6.

Pour tout f € Klz1,...,2,], notons (d¢(f))aenn les coefficients de f dans
la base ((x — ¢)*)aenn. On a alors

fx) =) dg(f)x—Q)",
aeN?
ou (x — ) = [[ivq(z; — ). Notons que si la caractéristique de K est nulle,
&= d‘f‘lc e dgfc = ﬁ ¢ = % 6¢. Pour toute forme linéaire A sur R, on
a donc

A(f) = ) Mx=¢)")dg(f).

aeN”?
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Par conséquent,
A= Y Alx - 0% de.
acNn
Ce qui nous permet d’identifier A avec la série formelle 3 cnn A((x—()*)d¢ €

K[[di,...d]]. Sila caractéristique de K est 0, cette identification est réalisée
par le développement de Taylor en (.

A= 30 A= Q) = 08 € Rl bl
aENn :

Lorsque ¢ = 0,dg sera noté d®. Par la suite, nous noterons également d¢ (p) =
(A%, p)c.

Exzemple 7.2. Considérons Uapplication linéaire A : p € Rlx] — f()?p(x)dx.
2 i 2it1
Comme [y x'dr = 55

la forme :

(1 € N), nous pouvons réécrire A en série formelle sous

2i+1 )

20
A= iad =23

i>0 i>1

oud :p— 71,81(;0)(0) est la forme linéaire qui donne le coefficient de x* d’un
polynome p.

Via ce formalisme, l’algébre K[[01¢, ..., 0nc]] des séries formelles (ou opéra-
teurs différentiels « en ¢ » a coefficients dans K) ou K[[d1 ¢, ...d, ]| s'identifie
d R. Cette identification est réalisée par le développement de Taylor en (.

On vérifie facilement que

om0 { S35

La base (df)aen» de R est donc la base duale de la base monomiale ((x —
)*)aenn de R. Voir [EmsT78] pour plus de détail.

Remarquons que I'on peut aussi choisir comme base de ]3% (1¢)cep ou P est
un ensemble infini de points convenablement choisis.

A partir de maintenant, nous allons identifier R avec Kldic,...,dncl]
(resp. = K[[01,¢,...,0nc]] si car(K) = 0). Les formes linéaires seront donc
vues comme

— des séries formelles en di¢,...,d,¢,

— ou méme comme des opérateurs différentiels au point ¢, qui sont des séries

formelles en 01 ¢,..., 0.

On notera aussi leur espace K[[d¢]] (resp. K[[0¢]] si car(K) = 0). Lorsque
¢ = 0,K[[d¢]] sera noté K[[dy,...,d,]] (resp. K[[d1,...,6,]]) ou K[[d]] (resp.
K[[0]] si car(K) = 0).
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7.1.2. Dualité et dérivation. — L’espace vectoriel R est muni d’une struc-
ture de R-module de la facon suivante : Vp € R, VA € R, on définit p - A
par

p-A:R — K
q — Apg).

Montrons que cette opération correspond dans K[[d¢]] & des dérivations. En
effet, on a par récurrence sur a € N*,

05, ((wi = G p) = a 07 (p) + (2 — G) 05, (p).
Ce qui implique que
(zi — G) - ¢ (p)

5&((xi — G p)
= b LT O ()
= 05,.()(p)-

Donc la multiplication par z; —(; dans R agit sur les éléments de KI[d¢]] comme
une dérivation par rapport a la variable d; ¢.

Nous vérifions également que la multiplication par x; — (; dans R agit sur
les éléments de K[[d¢]] comme la multiplication par « I'inverse de la variable
d; ¢ ». En effet, comme d? = 5 5?, on a

o i—1 qo n
(v, = G)-dg = dif---diy di - dy
et x; — (; est « équivalent » a dz_g‘l Ce qui explique 'appellation de systeme
inverse [Mac16].

Exemple 7.3. Dans K|x1,z2], 71 -d3dy : p € Klxy,22] — le coefficient de
x%xz dans x1p, c’est donc le coefficient dida(p) de x122 dans p. On a bien
x1 -didy = dytd3dy = dido.

7.1.3. Changement de base. — Décrivons ici, comment on peut passer des
opérateurs différentiels en ¢ aux opérateurs différentiels en un autre point.
Pour simplifier la présentation, nous supposons que car(K) = 0.

Définition 7.4. Notons
1 (e gyei
ACo) = Y —cos
al
aeN™

Nous allons définir I'isomorphisme entre K[[0¢]] et K[[0]]. Tout autre chan-
gement de points induit le méme type d’isomorphisme (& translation pres).
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Théoréme 7.5. L’isomorphisme de passage de K[[0¢]] a K[[d]] induit par
Uisomorphisme entre R et K[[0¢]] et celui entre R et K[[0]] est donné par
K]l — K[[d]]
6¢ = 0UA(G9).
Démonstration. Pour tout p = Y ,cnn PaX™ € R et tout 5 = (B1,...,0,) €
N", notons p(#) = 6511 <O (p) = X penn p&ﬂ)xa. On a donc

Tn

o =m0 = Y A= ey o)

aeNn aeNn ° a€eNn
1
= (X S0P ENQ) = (672, 9) ).
aeNr 7
Ce qui montre que 6? = 0P A(¢,6) dans K[[0]]. ]

Notons que

A6.Q) = ) ¢a”

aEeN?
mais, comme d*d® = (azﬁ) d*t8 ona dg # d* 3, cnn (*d®, au sens habituel
du produit des séries. De ce point de vue, I'utilisation des séries en ¢ est donc
plus naturelle, et a relier avec les transformées de Fourier.
7.1.4. L’orthogonal d’un idéal. —

Qéﬁnition 7.6. Pour tout idéal I de R, on définit le sous-espace vectoriel de
R suivant : N
I*={AcR; Vpel, A(p)=0}.

Pour tout sous-espace vectoriel D de ]?2, on définit le sous-espace vectoriel de
R suivant :
Dt ={peR; YA e D, Alp) =0}.

L’espace vectoriel I est appelé dans la littérature le systéme inverse de T
(voir [Mac16]).

Remarque 7.7. L'orthogonal d'un idéal I de R n’est pas un idéal de K[[d]].

Exzemple 7.8. Dans K[z1, 23], D := (1,01, 02,8102) est lorthogonal de I’idéal
I= (LL‘%,LE%)
Les éléments de I+ peuvent se voir comme des formes linéaires sur A = R/I.
La projection 7 : R — A induit une application
T & le\ — It
A — Aom.
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Proposition 7.9. L’application 7, est un isomorphisme entre I+ et A.

Exemple 7.10. Dans 'exemple précédent, K|x1,xa]/I a pour base {1,x1, x2,
x1x9} et la base duale s’identifie a {1,081, d2,0102}.

Dans la suite, on identifiera de méme I avec A. Le systeme inverse I+
est stable par dérivation. En fait, il y a une correspondance entre les idéaux
de R et certains sous-espaces vectoriels de K[[d¢]] stables par dérivation et
fermé pour la topologie (41,¢, ..., dn ¢)-adique, que nous rappelons en terme de
convergence des suites. Pour cette topologie, une suite (A;);en converge vers A
ssi pour tout k € N, il existe Iy € N tel que pour ! > lp, Aj—A € (d1¢,- .., 6n’<)k.
Voir [Mal85].

Théoréme 7.11. Les idéaur de R sont en bijection avec les sous-espaces
vectoriels de K[[0¢]] stables par dérivation et fermés pour la topologie (1 ¢, . ..,
On.¢)-adique.

Voir [Ems78]. Cette bijection consiste & prendre l'orthogonal dans le dual
et dans le bidual, c’est-a-dire ’espace lui-méme. Pour tout idéal I de R et pour
tout sous-espace vectoriel fermé D de R, on a en effet les propriétés

11 11
I——=1, D—=0D.
Nous donnons quelques propriétés directes des systemes inverses.

Proposition 7.12. Soient I et J deux idéaux de R, alors
~IcJeJtcrt
~(InnHt=1t+J*t
-+ Nt=1tnJt.

Définition 7.13. Nous dirons qu’un sous-espace vectoriel L de R est stable
siVA € L,
x;-Ae (L), pouri=1,...,n.

Nous avons vu que la multiplication d’'une forme linéaire par une variable
s'interprete comme une dérivation dans ’espace des séries formelles associé.
Cette définition nous permet d’énoncer facilement le résultat suivant :

Lemme 7.14. D = {Ay,...,Ap} est stable, si et seulement si, D+ est un
idéal.
Démonstration. Supposons D stable. Soit p € D+. Pour tout i = 1,...,n,
j=1,....D, 0onaAj(zip) = zi - Aj(p) = Xiq Nijade(p) = 0 (N € K).
Ce qui montre que 'espace vectoriel D est stable par multiplication par les
variables z;. C’est donc un idéal de K[x].

Inversement, supposons que D+ soit un idéal. Pour tout p € Dt et i =
1,...,n, z;p € D* et donc pour tout j = 1,...,D, Aj(zip) = x; - A(p) = 0.
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Ceci nous montre que z; - A; € D+ + = (D) (voir théoreme 7.11). O

Par le théoreme 7.11, les espaces stables de R sont de la forme It pour I
idéal de R.

Ce qui nous conduit a la définition d'un systéme inverse engendré par des
formes linéaires :

Définition 7.15. Soient Ay, ..., A; € K[[é¢]], on note
((A1,...,Ag)),

le systéeme inverse engendré par Aq,...,Ns. C’est le sous-espace vectoriel de
K[[o¢]] engendré par les éléments A; et toutes leurs dérivées.

Exemple 7.16. Dans K[x1, 23], le systéme inverse engendré par d3d; + da
est

(d1d3 + da,d3,dids + 1,dy,d, 1) = (d1d3 + da,d3,d1d2, dy,da, 1).

7.1.5. Division d’idéaux.— Certaines propriétés des idéaux, difficiles a
décrire ou a calculer dans R, se traduisent particulierement bien sur les sys-
témes inverses. La division en est un exemple.

Proposition 7.17. Pour tout Ay,..., Ay € K[[0c]], et p1,...,pt € R,
<<A1,~~-aAs>>L C(p1sespe) = <<Pj 'Ai>>1l§i§s,1§jgt

Démonstration. Comme ((Aq,...,A))" est un idéal de R,

Pe <<A13 e 7AS>>J_ : (pla D apt) < V], Dy Pc <<A15 v 7As>>l
& Vi,j,¥Q € R, Ai(p; PQ) =0
& Pellp- ANt
O

Exemple 7.18. Dans K[z, x3), si D = ((d2d; + da)) alors D+ : (x1,12) =
<<d%7d1d2 + 1>>L = <<d%’ dld?>>L = ('r%’xlw%v‘r%)'
7.1.6. Elimination de variables. — La projection ou l’élimination de va-
riables est un deuxieéme exemple de propriétés qui se traduisent bien sur les

systemes inverses. Soit r € {1,...,n}; pour tout idéal I de R, o.(I') =
{o,(A) = A(dy,...,d,,0,...,0);A € I*}. Pour tout idéal I C R,, I =
[FAK([dy,...,d,]], ot I+  K[[dy, ..., d]].

Proposition 7.19. Pour tout idéal I de R, (I N R,) " = o, (I).
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Démonstration. Comme Ry = ((dyy1,...,dy)),
(INR)Y = (INR)*NR,=I*+R"NR,
(I + ({(dysr, ..., d))) N Ry = o (I7).

Exzemple 7.20. Dans K[x1,x5], si D = ((d3d; + da)) alors
D NKay] = (d1, 1) NK[zy] = (23).
7.1.7. Equations différentielles et systéme inverse. —

Proposition 7.21. Soit I = (p1,...,ps) un idéal de R ; alors son systeme
muverse

I+ = {A € K[[6J); pi(Ci+ 05,51 Cn + 05, )(A) = 0,1 < i < s}
Démonstration. Nous avons vu que si A € K[[o¢]], (zi — ;) - A = 05, .(A). Donc,

pour tout P € R,P-A = P((1+ 05, .,---,Cn + s, .)(A). Ceci montre que
A € It siet seulement si Vg€ R, Vi=1,...,s,

Apiq) = pi- AMq) = pi(C1 + s, 5+, Cn + 05, ) (N)(q) = 0.

O
La proposition permet de voir la résolution de systemes d’équations différent-
ielles & coefficients constants et la réduction modulo un idéal de R comme le
méme probléme. Voir [Ped96] & propos de cette remarque, que nous illustrons
par un exemple :

Exemple 7.22. Considérons le systéeme différentiel
9?2 9?2
{ 79~ 7o =0 (7.1)
82
26— ¢=0.
Nous cherchons les solutions dans l’espace des séries formelles. Dans le con-
texte précédent, ¢ € K|[[01,02]] est donc un élément du dual de R = K[z1,x2)
out =081 et s = o sont les variables duales de x1,x2. Le systéme précédent
se traduit par
{ fi-9=0
fa-9=0
ou fi = x? — 2% et fo = x179 — 1. La série formelle ¢ est dans l’orthogonal de
I =(f1, f2), ou encore dans le dual de A = K[z1,23]/(f1, f2). Ce quotient est

de dimension 4 (par le théoréme de Bézout, car il n’y a pas de zéro d l'infini),
et les zéros sont

1= (L 1)a G2 = (_17 _1)7 (3= (i7 _i)7 1= (_i?i)'
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Le dual est donc ’espace vectoriel engendré par 1¢,, 1¢,, 1¢;, 1¢,, c’est-a-dire
par
exp(01 + 02), exp(—d1 — d2), exp(idy — id2), exp(—idy + id2).
En revenant a notre probléme initial (c¢’est-a-dire en remplagant 61 part et do
par s), nous voyons que les solutions de (7.1) sont de la forme
¢ =Mch(s+1t)+ Aash(s+t) + A3cos(s —t) + Mg sin(s — t),

7.1.8. Passage du systéme inverse au quotient. — La construction d’une
base de I+ peut se faire facilement si on sait réduire tout polynoéme en une
forme normale modulo I. Les éléments du systéeme inverse de I ont la méme
valeur sur tous les éléments qui se réduisent & un méme terme. Soient I un
idéal de R et (x¥)qcp une base de A = R/I. Alors pour tout monéme x7, il
existe des scalaires uniques (A ), tels que

x? =3 Aapx* el (7.2)
acl
Proposition 7.23. La famille
@+ > Aasd)acr
BEN\E
forme une base du systéme inverse de I.

Démonstration. Soit (Ay) C A (que Ion identifie avec I1) la base duale de
(x*) C A. Les éléments A, s’écrivent sous la forme

Aa = Z HB,a dﬁvﬂaﬂ e K.
BeENn

D’apres les relations (7.2), pour 8 ¢ E on a
Ha,p = AOC(Xﬁ) = Z )‘o/,ﬁ Aa(xa/) = )\a,ﬁ-
a/

Par ailleurs, pour 8 € E, on a jiq 3 = Ag(x®*) =1si f = a et 0 sinon. a

Exemple 7.24. Considérons les polynomes fi = 22 — 1,fo = 23 — 211 €
K[z1, z2]. Une base de A = K[z1,22]/(f1, f2) est {1, 21,29, 21, 22}. Si nous

construisons la matrice

1000101020
01 000O02¢00O0®O0°TGO0
00100O0OO0O1O0TGO
00010O0O0OO0O0 2

correspondant aux coefficients des formes normales de

2 .2 .3 .2 2,3
1,.’1}1,3}2,.’1}1 L2, X1, Lo, L1, L1T2,L1L, T,
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Les lignes de cette matrice correspondent respectivement auz coefficients dans

A, A Ay, Mgy o € K[[d1, da]] des termes
17 dl» d?a dl d?a d%v d%v disa d%an dldgv dga e

Ceci nous conduit a une méthode effective pour calculer les premiers termes
du développement de A, si nous savons calculer les relations (7.2). Ceci est
possible si nous avons une méthode de normalisation sur la base (X%).cp
modulo I. C’est le cas par exemple quand on connait une base de Grobner
(g1,---,9s) del'idéal I, pour un ordre monomial <. La base (x%),cg sera alors
Pensemble des monomes en dehors de l'initial m<(I) de I. Nous appelerons
fonction de normalisation N sur (x“),er modulo I, la projection de R sur
(x*)ock parallélement a I.

Algorithme 7.25. BASE DUALE DE LA BASE (x%)qcp DE R/I.

ENTREE : Une fonction de normalisation N sur (x%)ucp modulo I.
Pour tout x° de degré <k avec f ¢ F,

Calculer N(x%) =Y, cp Aasx”;

Pour a € E, A, = A, +)\a75dﬂ ;
SORTIE : Les termes de la base duale A, jusqu’au degré k.

Nous venons de voir comment passer d’une base du quotient a sa base duale.
Cette construction peut se reformuler a ’aide de ’objet suivant :

A= > x*®d
aeN”
I'élément diagonal de K[[x, d]]. Pour p € R, on définit A(p) = 3 cnn x*d*(p),
et pour A € R, A(A) =Y enn A(x¥)d®. On vérifie que
A(p) =p, MA) = A

Nous nous plagons dans le cas ot A est un K-espace vectoriel de dimension
finie.
Proposition 7.26. Les propriétés suivantes sont équivalentes

1. Il existe une décomposition de A sous la forme
o0
A ::jz:cu<® b;
i=1

ot les familles (a;) et (b;) sont linéairement indépendantes sur K avec
- aj €I pour j > p,
7b¢€ILp0u7"1§i§,u.

(@i)1<i<p est une base de A .

2.
3. (bi)1<i<p est une base de I+,
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Si ces points sont satisfaits, alors (a;)1<i<, et (bj)1<i<u sont des bases duales.

Démonstration. Supposons que A se décompose suivant 1. Puisque (a;) en-
gendre K[x] (comme K-espace vectoriel), (a;)1<i<, engendre A.
Nous avons de plus b;(A) = b; = 4_; bi(a;) bj; ceci implique
bi(aj) = 6;j pour 1 <4,j < p, (7.3)

ol d;; est le symbole de Kronecker. Par conséquent, (a;)1<i<, est libre dans
A. En effet, si 'y N € I, alors b;(3; Nyag) =0 et Ay =0 pour 1 <1< p.
Ainsi (ai)1<i<p est une base de A. La relation (7.3) montre que (b;)1<i<, est
la base duale de (a;)1<i<, et les points 2 et 3 sont vérifiés.

Supposons maintenant que le point 2 soit vérifié. Alors il existe une famille
libre (a;);>, C I telle que I'espace vectoriel engendré par (a1, ..., au, Gui1,---)
soit une base de K[x]. Ceci permet de réécrire A sous la forme

o
A= a; @b+ Y a; @b,
i=1 J>p

avec les (b;) linéairement indépendants. Soit (b;)1<i<, C I L la base duale de
(%‘)151'5“. On a alors

ce qui montre le point 1.

Si le point 3 est vérifié, alors on choisit pour (a;) la base duale de (b;) et on
utilise le 2. a
Cette propriété peut étre utilisée dans les deux sens. Si nous savons réduire
tout mondme & une forme normale (par exemple, en utilisant une base de
Grobner) alors nous pouvons calculer une base du systéme inverse (au moins
en tronquant & un certain degré). Inversement, si nous connaissons le systéme
inverse alors nous pouvons construire les générateurs de 'idéal. Nous illustrons
ceci sur deux exemples tres simples, ol les éléments du systeme inverse sont
des polynomes en d.

Exemple 7.27. Nous considérons l’idéal I engendré par

pri=y — a2, pri=yt - ot py=at

Pour construire I+, nous utilisons les relations xy = 2° = y? = 2* = 0 modulo
I et 22 =y — p1. On réécrit A sous la forme
A = d&+ad) +yde+22di+ -
= d’4a2d; +ydo+ (y—p1)di+---

d’+a2d; +y(dy+d3)+---
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les points de suspension --- désignant des éléments de I ® R. Les produits
tensoriels sont implicites dans cette notation. Donc I+ = (dg + d?,d;,d% =
((d2 +d})).

Exemple 7.28. Nous considérons le systéme inverse
((d} +d3 + didy))

qui est engendré (comme K-espace vectoriel) par les éléments Ay = d3 +d3 +
didy, A; = di + do, Ag = d°, et nous voulons construire 1idéal I. On réécrit
A sous la forme

A = d%+zd;+ydy+22d? +2yd;dy + 92 dE + -
= Ao+ x (A —dy) +ydo+ 22 (Ay —d3 —didy) +zyd; dot+y>d3 + -
= Ao-i—xAl+m2A2—|—(y—x)d2+(xy—ac2)d1d2+(y2—x2)d%+---

On voit donc que
((df +di + dido))t = (z —y) + (2,9)°,
et que (1,z,22) est une base du quotient A.

Dans le cas ou A est un espace vectoriel de dimension finie, la structure
multiplicative du quotient peut se retrouver directement, comme le montre la
proposition suivante. Soit (131, ... ,IA)N) une base de I’espace vectoriel I+. Pour
tout k € {1,...,n},

s, (bi) = D Mby A e
j=1

Notons M}, la matrice ()\ﬁj)lgi,jgu .

Proposition 7.29. Les matrices My, 1 < k < n, sont les matrices de multi-
plication par xy, dans A dans la base duale de (b;)1<i<p-

Démonstration. Soit (by,...,b,) la base duale de (by, ..., b,) dans A. Le coef-
ficient d’indices 4, j de la matrice de multiplication par z, dans A dans la base
(b;) est donné par

bi(zpbj) = (1 -0:)(bj)

m

182



M. Elkadi & B. Mourrain Résolution des systéemes polynomiaux

7.2. Systéme inverse d’un point isolé

Nous nous plagons dans le cas ou I'idéal I définit un point isolé ¢ € K", et
nous notons me l'idéal maximal définissant . Dans cette section, nous allons
décrire une méthode permettant de calculer la structure locale de I en (.

7.2.1. Points isolés. — Caractérisons dans un premier temps, les systémes
inverses de points multiples.

Proposition 7.30. Supposons que I soit m¢-primaire; alors It c K[o¢].

Démonstration. Puisqu’il existe un entier N tel que mév clcme(x—=()*el
deés que |a| =a; +---+a, > N. Soit A € I+, alors

A= Y A0
aeN":|a|<N
O
Dans ce cas, les éléments du systeme inverse de I sont des polynémes en d¢.
De plus, A = R/I est de dimension finie p sur K (ot u est la multiplicité de
la racine (), par suite I+ est un espace vectoriel de dimension .
Ceci établit une bijection entre les idéaux m¢-primaires et les sous-espaces

vectoriels de K[o¢], stables par dérivation et de dimension finie (voir [Ems78],
[Mac16][p. 65], [Gr670]).

7.2.2. La composante m¢-primaire. — Dans la pratique, il est rare de trai-
ter directement un idéal m¢-primaire; on a souvent affaire a des idéaux dont
une composante est m¢-primaire. Nous allons voir comment on peut isoler
cette composante, c’est-a-dire oublier le reste de la variété.

Théoréme 7.31. Soit I un idéal de R et Q¢ sa composante m¢-primaire que
l’on suppose isolée. Alors

(I NK[5]) " = Q.

Démonstration. Notons Dy = I N K[d¢] ; nous allons montrer que Dy = Qé‘.
On a Qé‘ C It (car I C Q) et Qé‘ C K[é¢] (d’apres la proposition (7.30)),
par suite, Qé C I+ NK[é;]. Pour montrer I'inclusion inverse, nous utiliserons
les deux propriétés suivantes :
— La composante m¢-primaire ()¢ de I est 'ensemble des polynomes f de
R tels qu’il existe g € R avec fg € I et g(¢) # 0 (voir [AMG9]).
— Pour tout A € K[d¢] et tout g € R,

(g- M) = 9G4+ o, )A)(S) (7.4)
g(OAf) + (g = g(O)G + s, (o, G+ 05, (A (S)
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Montrons par récurrence sur le degré de A (en d¢ = (d1¢,...,0n,¢)) que D¢ C
Q¢
Si A € D¢, est de degré 0, alors A est, a un scalaire pres, I’évaluation en (.

Pour tout f € Q¢, g € R tels que g(¢) #0et fge I, A(fg) =0= f(()g(C),
donc A(f) = f({)=0,et A € QCL.

Supposons maintenant que tous les éléments de D¢ de degré < d sont dans
Qé‘. Soit A € D¢ de degré d; d’apres la formule (7.4), pour tout f € Q¢, g € R

tels que g(¢) #0 et fg €I,
A(fg)= 0= g(OA(f) + (9= 9(C))(C1+ s, (-1 Cn+ 05, )(A)(S)
= g(QA(f) +p(f),

p=1(9—9())C+ . ¢+ 0, )(A) est de degré < d en o¢ et p € D¢
(car D¢ est stable par dérivation). Par hypothese de récurrence, p(f) = 0. Il
en découle que A(f) =0, et A € Qé‘ O
i(;it N € N tel que mév C Q¢ alors le degré des éléments de D, est au plus

Définition 7.32. On appelle l'indice de nilpotence de Q¢ l’entier N¢ égal au
mazimum des degrés des éléments de De.

On vérifie facilement que N est le plus petit entier IV tel que
N

En effet, pour tout A € D, de degré N, il existe un monéme m = (x — () de
degré N¢ tel que A(m) # 0, donc mévc ¢ Q¢. Par contre, pour tout monéme
m = (x —()“ tel que |a| > N¢ et tout A € D¢, A(m) =0, donc (x —()* € Q¢,
ce qui implique que méVCH C Q.

Théoréme 7.33. Soient I = (p1,...,ps) un idéal de R ayant une composante

isolée Qo en 0, et q1,...,qs des polynomes homogénes de degré > Ny + 1.
Supposons que

I~:(P1+Q1a-~-aps+Qs)

soit zéro-dimensionnel. Alors I a pour composante mg-primaire isolée Q.

Démonstration. Notons p; = p; +¢;,1 <i < s. Un élément A € K[do] est dans
I+ (vesp. 1) ssi pour tout a € N*, A(x®p;) = 0 (resp. A(x®p;) =0),1 <i <
s. Or si le degré de A est < Np + 1,

A(x® pi) = A(x pi).

Donc I+ et I+ coincident Jusqu’au degré Ny + 1. Par conséquent, il n’existe
pas d’élément de degré exactement Ny + 1 dans [ L (car Ny est lindice de
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nilpotence de Qy), et n’a donc pas d’élément de degré > Ny (car I est stable
par dérivation). Il en résulte que

It NK[&] = I NK[d)].

Comme les zéros de I sont isolés (car Z(I) est de dimension 0), il découle du
théoreme 7.31 que Q est aussi la composante primaire de I & l’origine. O
La composante primaire Qo en 0 reste inchangée par déformation en degré
suffisamment élevé. Ceci est vrai par translation en tout autre point ¢ de K™.

Théoréme 7.34. Soit I un idéal de R définissant des points isolés 1, ..., s ;
alors

t=Qta - ®Qy,

ot Q; est la composante m¢,-primaire. De plus, pour tout élément A de I+, il
existe des polynomes en 61,...,0, uniques A1, ..., A,, tels que

A= A(6) G, (75)
=1

Démonstration. Comme I = Q1N ---NQs, I+ = Qf + -+ + Q<. De plus,
pour ji,...,5p € {1,...,n} et i # ji,...,jp, Qi +(Qj; N---NQj,) = R, donc
Qi N ( j‘l + -4 Qj;) = R' = {0} et la somme ci-dessus est directe. Un
élément de I+ est donc une somme de polynémes de dérivations aux points
¢i,1 < i < s. En utilisant I'isomorphisme (7.5), on obtient la décomposition
(7.5). O

7.2.3. L’anneau local par intégration. — Soit I un idéal de R et D = I'-N
K[4] le systéme inverse de la composante primaire isolée au point ¢ = 0. Notons
K[d]4 ’ensemble des polyndmes en ¢ de degré au plus d et Dy = D NK[d],.
Nous allons voir comment on peut construire Dy & partir de Dy_1. Ainsi si les
éléments de I s’annulent en 0, Dy est engendré par 6% (69 est la forme linéaire
telle que 6°(p) = p(0)) et il sera alors possible de construire tous les D; par
récurrence.
Notons pour p € K[(S],pwi:() =p(61,.-.,0i-1,0,841,...,0p).

Définition 7.35. On appelle i-primitive de p € K[d] (sans terme constant),
le polynome q, noté [;p, tel que 05, = p et q6,=0 = 0.

Les éléments de Dy_1 sont les dérivées des éléments de Dy ; donc pour obte-
nir les éléments de Dy, I'idée est d’intégrer les éléments de Dy_1. La construc-
tion de Dy & partir de Dy_1 est basée sur le théoréme suivant.
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Théoréme 7.36. Supposons que l’idéal I soit engendré par py,...,pm et
d > 1. Soit (by,...,bs) une base de Dy_1. Les éléments de Dy sans terme
constant sont les A de la forme

S
A= ZA}/lbj\ézzo,...,an:o (7.6)
=1

z S
+Z/\?/bj|53:o,...,5n:o+--~+Z)\§l/bj . MeK,
=1 72 = n

tels que
L. 2;21 Aé?@ézbj - Z§:1 /\é‘aékbj =0pourl <k<l<n,
2. A(pi) = 0 pour 1 <i <m.

Démonstration. Soit A € Dy sans terme constant. Il se décompose de maniere
unique en

A :A1(51,...,5n)+A2(52,...,5n) ++An(5n),

avec tous les monomes de A; € K[0;, ..., 0,)\K[0j41,...,0y]. Alors [; 0s,(A;) =
Comme 95, (A) = 85,(A1) € Dg—1 = (b1,...,bs), il existe des scalaires A\ €
K tels que

AL :/aél(Al):ZA}/bj.
1 o h

Considérons maintenant 9s,(A) = 9s,(A1) + 05,(A2) qui est dans Dy_4. 1l
existe alors )\? e K,1 <75 <s, tels que

ZA?/bj —/852(A1)
o e 2

S
Z)‘?/bj - (Al - A1‘52:0)a
IS

car [,05,(A1) est la partie de Ay qui dépend de d3. Par suite

S S
At o= YN [bilsao+ 202 [0y
j=1 j=1

Posons 09 = A1 + Ag. Le méme calcul appliqué a 95, (A) donne

S
Az = Z)‘?/P)bj — (02 — 02]55=0)
j=1

Mzé%@ﬂ
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et
S
A+A+A3 = Z )\]l /1 b;16,—0.50—0
j=1
S S
+Z/\?/bj‘63:0 +3 Aj”-/bj.
Jj=1 2 j=1 3
Par récurrence, on obtient la formule (7.6) et pour tout k,1 € {1,...,n}, les
relations
S
op=MAN+--+A.= Z )\} /16]'|52=0,...,6k=0
j=1
5 S
2N /bj|63:0,...,5k:o o) N /bj (7.7)
Jj=1 2 j=1 k
et

Al = Z)\é /lbj — (O'Z,1 — Ulfl|61:0)- (7.8)
j=1

Le point 2 est une conséquence directe de A € I, Montrons maintenant
que le point 1 est vérifié. Nous utilisons, 95, A; = 0 pour k < [. D’apres (7.8),
05, Ay = 0 entraine

S
dOAL /ZaEkbj = 05, (011 — 01-1]5,=0)-
i=1

En dérivant 'égalité précédente par rapport & J;, et en utilisant 0, (07—1) =
05, (ok) (pour k < 1), 05, (ok) = 351 )\z? b; (d’apres (7.7)), on obtient

S S
> X0s,b; — > Neds,b; = 0.
j=1 j=1
Réciproquement, supposons que A soit de la forme (7.6), que les conditions
1, 2 soient satisfaites et montrons que A € Dy. Cet élément se décompose
en A=Ay + -+ Ap avec Ay = 377 )\;? Jibj — (Ok—1 — Ok—1l5,=0) €t o =
A+ -+ Ak, 1 < k < n (avec o9 = 0). Nous avons la relation (7.7) par
récurrence. Puisque A vérifie 1, d’aprés ce qui précede, Os, (A;) = 0 pour
k<letA; € K[d,...,d,]. Par construction, A; n’a pas de terme constant et
appartient donc a K[d;, ..., 0,] — K[dj41, ..., 0n].
La formule (7.7) implique

S
O5 A=Y Mbj€Dgq, 1<k <n. (7.9)
j=1
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Comme Dy 1 est stable par dérivation, toutes les dérivées de A sont dans
D4_1. La dérivation correspond a la multiplication sur les polynémes, donc si
A(p;) = 0,1 <4 < n, alors A(p;q) = 0, pour tout ¢ € R, et A € I+ a
La condition 1 traduit seulement le fait que les dérivations 05,1 < i < n,
commutent ou de maniére équivalente que la multiplication dans A est com-
mutative.

Ezemple 7.37. On considére le point isolé 0 € K? du systéme
p1 =22 x% + 5:5%, p2 = 2x12m2 +5:c‘21.

Pour tout i,7 € N, on note 5? = %ag On vérifie facilement que I+ contient
1,01, 02, 6%,0102,03,83, 63. Pour trouver les autres éléments de D, on intégre
ceuz-ci swivant la formule (7.6) en ne gardant que les éléments qui apportent
de nouveaux termes

A = A1 67 4 Xa 6309 + A3 0102 + X\a 65 4+ X5 6569 + N6 0105, \; € K.
Les conditions A(p1) = A(p2) = 0, entrainent que
A= A\(267 —5810%) + Xa(285 — 50755)
Un nouvel élément de I+ sera (d’aprés le théoréme précédent) de la forme

A = \6) + Xo(20162 — 56163) + A3(285 — 5203) et ses dérivées doivent étre
dans l’espace vectoriel engendré par les éléments précédents, ce qui impose que

A=X(56202-207 —26835), AeK.

Une nouvelle intégration ne fournit pas d’autre élément dans D qui est alors
engendré par

1,01,02,68%,0102,683, 6%, 03,
261 —508103,205 — 56269,56%03 — 207 — 263

Ceci nous montre que le dual de R/Qy et donc R/Qq sont de dimension 11.
Le point 0 est donc de multiplicité 11.

7.2.4. L’algorithme. — Ceci nous conduit naturellement & un algorithme
qui construit étape par étape, les générateurs de D. Nous obtiendrons par la
méme occasion la structure du quotient, c’est-a-dire les matrices de multipli-
cation par les variables x; ou les matrices de dérivations par 95,1 <1 < n.

188



M. Elkadi & B. Mourrain Résolution des systemes polynomiaux

Algorithme 7.38. STRUCTURE LOCALE D’UN POINT MULTIPLE.

ENTREE :

(p1y---,pm) € R™ et ( € K" tels que I = (p1,...,pm) & une
composante m¢-primaire isolée (.

> Dy:=1; d :=0; s9g := 1; test := vrai;
Pour k de 1 a n faire U*[1] := [0];
> Tant que test faire
1) S := systéme d’équations 1,2 en L
2) résoudre le systéme S;
3) $8’il n’y a pas de nouvelle solution alors test := faux
sinon
soit (01,...,05) une base des nouvelles solutions

telle que 65k (51) = Zjil >\j7sd+i bj H
Sd+1 =84+ S;
Dd+1 Z:Dd,51,...,5s:b1,...,b
Pour k de 1 & n faire

Pour i de sg+1 & sgy1 faire

Uk[l] = [)\1’2', ceey )\sd,i} H
di=d+1;
> Dy et Uk pour 1 <k <n;

Sd+1 ?

SORTIE :
Une base B de Qé dans K[0;] et les matrices de multiplication
par xx — (x dans B.

7.2.5. Analyse de la complexité. — Nous détaillons ici ’analyse de com-
plexité de l'algorithme précédent. Une étape importante de cet algorithme
est le point (2) que nous allons étudier de plus prés. Supposons que nous
soiyons au rang d et que nous ayons calculé une base b1, ..., b,, de Dg. Posons

Uk = (uf )1<ij<sq tel que

Soient vy = (AL,..., AL )),1 <1< n, des vecteurs tels que V = [vy,...,v,] soit
une solution du systéme 1, 2 du théoréme (7.36). Les équations 1 se réécrivent
sous la forme

Ugv—Uv, =0, 1 <k<l<n.
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Les équations 2 correspondent a

[A,..., AV =0,

ou les matrices A, ..., A, sont de taille m x s; et font intervenir les coefficients
des pi,...,pm. Le systeme général est donc de la forme

r U, Ui T

Un _U2
Un —Un-1
Un—1 -Up
V=0,
Unfl —Un-2
U, -U;
A . A, |

ol les blancs désignent des 0. C’est un systeme linéaire de taille (37 (n —
1) sq + m) X nsq. Pour résoudre ce systéme, nous supposons de plus que les-
pace vectoriel engendré par les lignes des U; est inclus dans celui engendré
par les lignes de U,. On peut toujours s’y ramener en prenant pour U, une
combinaison linéaire générique des matrices Uy, ..., U, (i.e. on remplace z,
par une combinaison linéaire de x1,...,x,).

Par élimination de Gauss entre les lignes ol intervient U, et les autres,
on remplace les lignes U,_1v1 — Uyv,—1 = 0 par un systeme de la forme
Win—1v, =0, ot Wi ,_1 est une matrice de taille s4 X s4. Le méme type de
calcul sur les autres § (n—1) (n—2)+m blocs non-nuls permet de transformer le
systeme en un systéme de taille (3 n (n—1) s4+m) x sq de la forme W . v, = 0.

Comme cette matrice est élargie de sq—sg_1 a chaque étape de I’algorithme,
on peut supposer que la triangulation des matrices U, et la réduction ci-
dessus sont faites jusqu’au rang sg_1. Le nombre d’étapes nécessaires pour les
réductions supplémentaires est donc majoré par k (3 n (n—1) +m) x s2x (sq4—
s4—1) (k est une constante). Pour obtenir les nouvelles solutions du systéme
W .v, =0, il faut au plus &' (31 (n — 1) sq +m) X sq(sq — Sq—1) opérations
arithmétiques supplémentaires (k' est une constante).

Le nombre total d’opérations pour I’étape 2 est donc majoré par O(n?u® +
mpd)ou p—1=s,—50=(51—50)+ -+ (5, — 5,_1).

Voir aussi [MMM95] pour une autre approche.
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7.3. Interpolation

Les problémes d’interpolation sont au cceur de beaucoup de méthodes (mul-
tiplication rapide de polynoémes, approximation par des fonctions polyno-
miales, splines, ...). Par essence, ce sont des problemes qui font intervenir
la dualité, comme nous allons le détailler dans cette section.

7.3.1. Les polynomes de Lagrange en une variable.— Un probleme
d’interpolation consiste & reconstruire une fonction a partir de ses valeurs
en certains points. Dans le cas classique, étant donnés d + 1 points distincts
to,...,tq € K, et des valeurs vy, ...,vq, on cherche un polynéome p de degré
< d tel que p(t;) = v; ou encore tel que

lti(p) = U, i:O,...,d.

L’unique solution a ce probleme est donnée par

d
p=Y_ viet),
i=0

ol f
ei(t) =]] PR tjl
T
est le i€ polynéme de Lagrange. Il vérifie

1sii=y
Li(ej) = { 0 sinon
et les familles (e;); et (1¢); sont donc duales I'une de lautre. Résoudre ce
probleme d’interpolation peut aussi s’interpréter comme la résolution du sys-
teme linéaire suivant :

1 ty ... t871 Do (o

1 tg ... tgfl Pd—1 Vd—1

La matrice ci-dessus V' = (1(t?))o<i j<d—1 est la matrice de Vandermonde
des points tg,...,t3—1. C’est aussi la matrice de 14,,...,1;, , dans la base
duale d’ de la base des monomes. Les coefficients des polynémes de Lagrange
dans la base des monomes s’obtiennent a partir des colonnes de l'inverse de
cette matrice.

Généralisons cette construction. A la place des évaluations, nous pouvons
considérer des formes linéaires quelconques A;, supposées indépendantes. La
matrice correspondante est notée V = (A;(t/))o<i j<d—1- Si V est inversible,
nous pouvons construire la base duale de A; en inversant V : notons e; le
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polynoéme dont les coefficients dans la base monomiale correspondent a la i°*¢

colonne de V!, On a alors
Aj(ei) = di
et (ej)o<i<d—1 est donc la base duale de (A;)o<i<4—1. Une solution du probleme
d’interpolation
Ai(p):Ui,i:O,...,d—l (710)

est alors
d
p(t) =Y viei(t).
i=0

Supposons ici que t-A; € <Aj>j:0,4..,d71~ Nous pouvons alors caractériser toutes
les solutions du probleme (7.10). En effet, de I'hypothése précédente, nous
déduisons (voir lemme 7.14) que D+ = {p € K[t]; A;(p) =0, i =0,...,d— 1}
est un idéal de K[t], donc principal. Pour calculer son générateur g, nous
procédons de la fagon suivante :

Remarquons d’abord que g est de degré d car K[t]/D+ = K[t]/(g) est une
algebre quotient dont le dual (A;)j—o,.. 4—1 est de dimension d.

Par ailleurs, le vecteur [go,...,g4—1,1] des coefficients de g = go + -+ +
ga—1t?%1 4+ t% est dans le noyau de
Ao(1) -+ Aot
V= : f
Ay (1) - Aga(t?)

En multipliant & gauche cette matrice par V") nous ne changeons pas le
noyau et nous obtenons donc

1 0 —go
VTRV = , :
0 I —ga-1
Ce qui nous donne les formules :
[gilosica—1 = =V [Ai(t")]o<i<a—1

Ezxzemple 7.39. Un exemple d’un tel probléeme est le probleme d’interpolation
d’Hermite :

p(l)(ti) =, 1=0,...,k,i=0,... e
Les formes linéaires A; sont les

di, 1=0,....k,i=0,....e

MW Pour toute matrice M inversible, M ~® est la transposée de l'inverse de M
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Remarquons que
l l -1
t'dti :tidti+di s
ce qui nous montre que cet espace de formes linéaires est stable par dérivation
et que son orthogonal I(A) est un idéal engendré par le polynéme g = go +
st g1 T 4 2? tel que [gilo<i<d—1 vaut

1ty - tgfl tg
0 1 (d_ 1) tg*Q dtg_l

0~ 0 (d=1-(@d—k)ty ™ @t

1oty - a1 a1
_ -1
0o 1 - (d—1)ti3 dtg—y
i ' ' ' d—kg_1—1 d! kg
[0 - 0 ([d=1)-(d=ka)tg T || @keoyte
7.3.2. Le cas de plusieurs variables. — Nous pouvons généraliser cette ap-
proche au cas de plusieurs variables. Considérons D formes linéaires Aq,...,Ap

indépendantes de K[x]. Le probléme d’interpolation consiste, étant données D
valeurs v;,7 = 1,..., D & calculer les polynémes p € K[x] tels que

Az(p) = vy, ’i:17...,D. (711)

Le cas classique correspondant au cas d’évaluations A; = 1¢, en des points
G €K™ (i =1,...,D) sera détaillé dans les sections suivantes. Le cas général
correspond & des conditions tangentielles (sur les dérivées) en des points (;,i =
1,...,d, les A; étant des fonctions de dérivations en (;. Ce probléme est
également appelé probleme d’interpolation d’Hermite.

Exzemple 7.40. Un tel probléme est défini sur K[z1,x2], par exemple, par
(L,p)0,0) = v1, (d1,p)(0,0) = v2, {d2,P)(0,0) = V3,
(Lp)a,1y = va, (d1,p)1,1) = vs, (d],p)1,1) = V6,
v; €K, p € K[xy, z2].
Pour A = {A4,...,Ap}, nous noterons aussi
I(A) = {p € K[x]; tel que A(p) =0, YA € A}

si A est stable. Nous allons décrire la structure du quotient K[x]/I(A).
Pour tout ensemble de monémes x¥ = {x* ..., x*P}, notons

A(xP) = [Ai(x)]1<ij<b-

Ces matrices généralisent les matrices de Vandermonde aux cas de plusieurs
variables [MP0O].
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Proposition T7.41. Supposons que les formes linéaires A;,i=1,...,D, sont
indépendantes et notons A = {A1,...,Ap}. Alors, x est une base de R/I(A)
si et seulement si V = A(xP) = [Ai(x*)]i=1,..D, acE est inversible.

Démonstration. Comme I(A)~ = (A) est un espace vectoriel de dimension
D (les formes linéaires A; étant supposées indépendantes), R/I(A) est un es-
pace vectoriel de dimension D. L’ensemble de monémes x¥ est une base de
R/I(A) siet seulement si les vecteurs des valeurs des formes linéaires A; sur ces
mondmes sont indépendants, c’est-a-dire ssi la matrice A(x?) est inversible. O

Supposons connu un tel ensemble x¥ tel que A(XE ) soit inversible. Construi-
sons alors (e;(x)) € K[x],j =1,..., D tels que

Ai(ej) = bi ;-

Le vecteur des coefficients de e; dans la base des monomes (x*!,...,x*P) est
donné par la i®™¢ colonne de V1 = A(xF)~L.

Proposition 7.42. L’unique solution a support dans <XE> du probleme d’in-
terpolation (7.11) est

D
p= Z v; €;(X).
=0

Démonstration. Le polynome p = 22 v; e;(x) vérifie Aj(p) = v;. Comme
xP est une base de K[x]/I(A), c’est 'unique polynoéme & support dans (x)
vérifiant ces contraintes. O
Les autres solutions du probléme (7.11) sont de la forme p+I(A). Remarquons
également que nous avons

D
I(A) = (x" = 37 Ai(x") ei(x), 5 € N").
=0

7

7.3.3. Une base d’interpolation. — Nous considérons toujours ici le cas
général d’un ensemble de D formes linéaires indépendantes Aq,...,Ap, for-
mant un sous-espace stable. Pour résoudre les problemes d’interpolation, nous
avons besoin de connaitre un ensemble x” = {x*, ... x*P} formant une base
de I(A). Nous allons voir ici comment le construire algorithmiquement. L’idée
simple a la base de cet algorithme est de construire, de maniere incrémentale,
cette base en partant du monéme 1, en multipliant par les variables x1,...,x,
et en testant 'indépendance dans K[x]/I(A) des nouveaux mondmes, que I'on
rajoute, en leur appliquant les formes linéaires A.

Pour tout polynéme p € K[x], notons A(p) = [A1(p),...,Ap(p)] et pour
tout ensemble de polynémes M, notons MT = MUz MU - Uz, M.

194



M. Elkadi & B. Mourrain Résolution des systemes polynomiaux

Algorithme 7.43. BASE D’ INTERPOLATION ET RELATIONS.
ENTREE : Le systéme inverse A, M := {1}, L := {A(1)}, B := {1},
G:=1{}.
1. Calculer M := M\ M.
2. Tant que M # (), pour tout mondme t € M,
(a) calculer A(m),
(™) 8i A(t) € (L) = (A(m1),...,A(my)), c’est-a-dire s’il

existe a; € K tels que

A(t) = Z a; A(mz),

rajouter T:t*Z?ﬂ a;jmj & G et enlever t de M.
(c) Sinon rajouter A(t) & L et t & B.
(d) Calculer M := M\ M.

SORTIE : L’ensemble B est une base de K[x]/I(A) et G 1’ensemble
des relations permettant de réécrire tout polyndéme de B™ dans

(B).

Cet algorithme s’arréte nécessairement car ’ensemble des mondémes B est
tel que A(B) est de rang |B| < D. Il ne peut donc croitre indéfiniment. Par
construction, I'ensemble B est connexe & 1 (tout monéme de m est connecté
a 1 par un chemin de multiplication par les variables restant dans B). Si
B est de taille D’ < D, tout monéme de BT se réécrivant dans B modulo
G C I(A), nous obtenons une partie génératrice B de K[x]/I(A) de taille
D' < D = dimg(K[x]/I(A)), ce qui est contradictoire. Quand l'algorithme
s’arréte, B est donc un ensemble de D mondmes indépendants de K[x]|/I(A),
c’est-a-dire une base. De plus, les relations G permettent de réécrire tout
monodéme de Bt dans (B).

Exzemple 7.44. Soient ¢ = (0,0),¢ = (1,0) € K%, A = {1¢,,1¢,,d0"}. A
la premiere étape, nous calculons

A1) =[1,1,0].
A la deuziéme étape, M := {x1,x2}
A(z1) =[0,1,1], A(z2) = [0,0,0],
et G :={xs}, B:={1,21}, M :={x1}. A Uétape suivante,
A(a1) = [0,1,0], A1 22) = [0,0,0],
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et G = {xg, 2172}, B = {1,21,23}, M = {2?}. Enfin la derniére étape
donne

A(x?) = [Ov 1, 0]7 A(l‘% x?) = [07 0, O]a
et G :={xg, x119, 23 — 23}, B:={1,21,23} et M := {}.

Nous obtenons ainsi la base d’interpolation B = {1,x1, 23} et lidéal (2o, 35—
x2) associé auz points (0,0) et (0,1) de multiplicité 2.

Cet algorithme peut étre optimisé de plusieurs fagons. Si nous voulons cal-
culer une base de Grobner pour un ordre donné, nous trions également les
monodmes de M suivant cet ordre et nous ne considérons dans M™ que les
monomes en dehors de I'initial de G. Les relations de G ainsi construites for-
meront alors une base de Grobner réduite.

Dans le test d’appartenance & (L) et le calcul des a; (étape 2.b), l'utilisation
de la triangularisation partielle de L permet de répondre de maniere rapide
(en O(|L|?)) & ce probleme. Ce qui conduit & une complexité globale en O(D?)
opérations arithmétiques.

Remarquons aussi que le calcul de A(z;m) peut se faire facilement dans
certains cas (par exemple, pour des évaluations) & partir de A(m).

Nous allons maintenant détailler ces constructions dans le cas d’un probleme
d’interpolation en des points simples.

7.3.4. L’interpolation en des points simples. — Nous considérons ici les
D formes linéaires d’évaluation A; = 1¢, en les points Z = {(;,...,(p} C K™.
Nous cherchons & répondre au probléme d’interpolation (7.11).

Pour cela, nous supposons connu un ensemble x7 = {x*,...,x*P} tel que
A(xF) soit inversible et nous construisons les D polynomes e;(x),...,ep(x) €
K[x] tels que

Ai(ej) = by,

en inversant la matrice V = A(x%).

Définition 7.45. Pour tout ensemble Z = {(1,...,(p} C K", nous notons
Z(2) lidéal des polynémes s’annulant en ces points.

Proposition 7.46. Les (e;)i=1,...p forment un systéme d’idempotents ortho-
gonauz de K[x]/Z(Z).
Démonstration. Comme 1¢,(e;) = d; 5, on a pour tout 4,5,k € {1,..., D},
~ 1 (ef —e;) =0,
B 1Ci(ej ek) =0,J 7é k,
- ICi(Z]D:l €j — 1)=0.
On en2déduit les égalités suivantes dans Az = K[x]/Z(Z) :
— e; — ej =0,
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-yl e=1,
et (ej)i=1,..p est bien un systéme d’idempotents orthogonaux de K[x]/Z(Z).
O

Proposition 7.47. L’idéal Z(Z) est radical.
Démonstration. En effet,
I(2) ={p e K[x|;p(¢:) =0, i=1,...,D}
= I({G, -, Cp}) = IV(IZ({G, -+, ¢p})))
= VTG o)) = T(2),

d’apres le théoreme des zéros de Hilbert. |

Proposition 7.48. Soient U et V C U deux sous-ensembles de K.

IU = V) =Z(U) + (3 es(x)) = Z(U) + D _ (ey(x))-

beV beV

Démonstration. Comme eze, = 0si a # a’ et €2 = e, modulo Z(U), on a bien
K[x]/(Z(U) + (D_ es(x))) = Kx]/(Z(U) + ) _ (ep(x)))-

beV beV

Par ailleurs, remarquons que pour tout U, K[x]/Z(U) = $qcv{eq) et donc que
K[x]/(Z(U) + Y _(es(x))) = Bacv-v{ea) = Kx]/Z(U — V),
beV

d’onu I’égalité entre les idéaux. O

Proposition 7.49. L’idéal Z(U) est engendré par au plus n+ 1 polynémes.

Démonstration. Pour ¢ = 1,...,n, notons p;(z;) le polynéme de 'idéal Z(U),
de degré minimal et qui s’annule sur toutes les i¢“™® coordonnées des points de
U. Les points de W = Z(p1,...,pn) sont sur une grille contenant ’ensemble

U. Notons V =W — U. D’apres ci-dessus, on a donc
IU)=I(W —V)=Z(W)+ (D ep(x)) = (p1(21), -, Pal@n), Y _ ep(x))
beVv beV

qui est bien engendré par au plus n 4+ 1 polynoémes. a
Cette proposition nous dit que tout ensemble de points dans un espace de
dimension n peut étre défini par n + 1 équations.

Pour plus de détails sur ces idéaux de points, voir aussi [Rob00], [LasO01].
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7.3.5. Relations entre coefficients et racines. — Nous considérons ici
encore D points distincts Z = {(1,...,{p} de K". Notons Az = R/I(Z)
Panneau quotient de K[x] par Z(Z) (I'idéal des polynémes s’annulant en Z).
C’est donc un espace vectoriel de dimension D dont une base du dual est la
base des évaluations (1@.)1‘:1’,“,1) en les points (;.

Notons (x%);=1,..p une base du quotient Az. Nous savons alors (proposi-
tion 7.41) que le déterminant

a1 PP ap
1 1
Ve(2)=| :
ai PPN ap
D D

n’est pas nul. Ce déterminant généralise le déterminant de Vandermonde en
une variable [MP0O0]. Nous allons nous en servir pour décrire les idempotents
de Az. Pour cela notons

a]‘ DY (XD
1 1
G G
Vip(Z,%) = | XM . xOP
107 o
G o GAa
a1 ap
o (B

Proposition 7.50. L’idempotent de Az associé a la racine (; est

‘/i,E(Z7 X)

ei(Z,x) = VE(Z)

Démonstration. Nous vérifions que €;(Z x) est une combinaison linéaire des
monomes (x%*);=1 . p formant une base de Az telle que

—e;(Z,x)((j) =0sii#j,et

elZ0(G) = 1.
Ceci caractérise le polynéme de l'espace vectoriel (x*);—i . p définissant
I'idempotent de Az associé a (. a
Ces matrices de Vandermonde généralisées vont nous permettre également de
calculer explicitement la forme normale d’un polynéme. Notons

Q(X) X% ... x9D
Ro(2.x) = Q(:Cl) 1 1:
Qo) ' - B

198



M. Elkadi & B. Mourrain Résolution des systemes polynomiaux

Proposition 7.51. La forme normale de Q dans la base (xF) de Az est

1

Nox)=Q — mRQ(Z,x). (7.12)
Démonstration. Remarquons que Rg(Z,(;) =0 pouri=1,...,D et donc que
Rp(Z,¢) = 0 dans Az. De plus, en développant le déterminant suivant la
premiére colonne, %RQ(Z,X) = Q(x) — Ng(x) ot Ng(x) € (x*)i—1,..D-
Nous en déduisons donc que Q(x) = Ng(x), c’est-a-dire que Ng(x) est la
forme normale de @ dans la base (x¥) de Az. O

La formule (7.12) est, en un certain sens, une généralisation en plusieurs
variables des relations entre les coefficients et racines. En effet, appliquons-la
pour une variable, d points de K, Z = {z1,...,24} € K, et Q = z¢. Nous
obtenons

1 ! i i
mRQ(Z,x) = H(z —z) =z ;(—1) Si(2)z

i

ol
1 zp---270 gL 0l
1 zg---251 zzl"'l . zg_l 25
Si(zl,...,zd) = a1
1 21 2]
d—1
1 Zd ... Zd

est la i®™° fonction symétrique des racines. En effet, c’est une fonction symé-
trique en zy, ..., z4, de degré 1 en chaque z; et de degré total d —i. C’est donc

Ui(zl, .. .,Zd) = Zjl<"'<jd—i 2T PR

7.3.6. La méthode de Weierstrass. — Nous venons de voir comment,
étant donnés D points Z = {(3,...,(p}, calculer la forme normale d’un po-
lynéme et les idempotents associés a ces racines. Cependant en pratique, c’est
généralement le probleme inverse qui nous intéresse, a savoir, déterminer les
racines a partir de la forme normale d’un certain nombre de polynémes. Nous
cherchons donc D points Z = {(1,...,(p} C K" tels que pour tout Q,

1
VE(Z)

Qlx) - Ro(Z,x) = No(x). (7.13)

Supposons que nous cherchons a calculer les points distincts et simples Z =
{C1,...,(p} définis par les n équations f1(x) = 0,..., fn(x) = 0. Supposons
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également connue une base x¥ = {x®1,... x*,} de A = K[x]/(f1,..., [n) =
Az. Pour chaque i = 1,...,n, nous avons Ny,(x) = 0 et chaque relation
Fi(0) — e Ry (0,%) =0
i(x) — —— Re(u,x) =
T V() TR

impose D relations en u, vérifiées pour u = (. Comme u dépend de n x D
coordonnées, nous obtenons donc un systeme Fr(u) = 0 (avec f = (f1,..., fn))
a n x D contraintes en les n x D inconnues u. Nous allons, dans un premier
temps, lui appliquer la méthode de Newton pour calculer localement les racines
a partir d’'une approximation. Le nouveau point apres une itération de la
méthode de Newton en u est donc :

v i=u— Jg ()" Fr(u),

sous réserve que la matrice jacobienne Jg, de F¢ par rapport & u soit inversible.
Dans le cas d'une variable (u = {u1,...,uq} avec u; € K), ceci nous conduit
a la méthode de Weierstrass [Wei03] (énoncée sous la forme qui suit par
Durand-Kerner [Ker66, Dur68)). L'inverse du Jacobien peut étre calculé
explicitement et 'itération s’écrit, composante par composante,

e — W)y p (7.14)
Hj;éi(ui )

Cette méthode et ses généralisations (Aberth [Abe73]) sont a la base d’une

méthode de résolution de polynémes en une variable trés performante [Bin96].

Nous allons voir comment généraliser cette méthode en plusieurs variables.
Notons Fg(u,x) = Q(x) — #(u) Rg(u,x). Nous cherchons donc & vérifier

I’ensemble des n x D contraintes en u, induites par les polynémes Ry, i =

1,...,n.

Proposition 7.52. Pourk=1,...,n,

O 5 (Fp,)(u, x) = O, (Rfk)(u7uj)euj(u7x)'

1
Ve(u)
Démonstration. Pour tout polynéme @ € K[x], nous avons

1 s, (RQ) (1, x)

auu (FQ)(u,x) = _maui,j (RqQ)(u,x) + Vi (u)2 Rg(u,x). (7.15)
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Considérons en particulier

Q(X) X x*P
Q(u;—1) u;ly u;h
9, (R - ‘ ;
s (BRI =1y (@) aryul ™™ apu;” "
Q(uiy1) uh u
Q(up) wp oo

Nous avons alors d,, ;(Rq)(u,u;) = 0 pour tout k # 4. D’apres la formule
(7.15), nous avons de méme J,, ;(Fg)(u,u;) = 0 pour tout k # i. De plus

0:,;(Q)(wi) ay u' o apjut
Q(ul) u‘fl e utl)éD
11.47 ll(?;] N uQ'éD
1 i :
Q(uiy1) ufl, . ',
Q(UD) u%l e u%D

= —81;]- (RQ)(U, lli),

ou n; est le j®me vecteur de la base canonique de K". D’apres (7.15), nous
avons aussi
8£ i (RQ)(U, ui)
Oy, .(Fp)(u,u;) = —4———=,
ul,_j( Q)( ’ Z) VE(u)
Remarquons de plus que

auz‘,jFQ)(uvx) = 6Ui,j(Q(X)_NQ(u’X))
= _aui,j(NQ)(u7X)

et que Oy, ; (Fg)(u,x) est une combinaison linéaire des monoémes x“!, ..., x*P.
Le polynéme 0y, ,(Fg)(u,x) s’annule en tous les points ug, k # i, vaut
BZ 5 R bt 2 A~ ’ .
% en u; et a le méme support que e;(u,z). On en déduit donc
que

an (RQ)<U7 ui)

aui,j (FQ)(u’X) - VE(u)

ei(u,x).
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O
Nous allons maintenant pouvoir calculer explicitement I’itération de Newton
appliquée a Fy. Pour cela, notons

1 8981 (Rf1)(u7 ui) U aﬂﬁn (Rfl)(u7 ui)

Ve(u)

A (F) (u) = : :
Oz, (Ryp, ) (w,w;) -+ O, (Ry,)(u, )

Théoréme 7.53. L’itération de Newton, appliquée au systéme Fg(u,x) = 0
est donnée, composante par composante, par

fi(ui)
u;::ui—Ai(Ff)(u)fl ,t=1,...,D.
fn(ui)
Démonstration. Calculons le vecteur t = (t; j)1<i<n,1<j<p Vérifiant
JFf (u) t = Ff,

et correspondant a la correction appliquée a u dans l'itération de Newton :
u=u-t.

L’équation ci-dessus se traduit en terme de polyndmes en x (obtenus en
regroupant les coefficients par « paquets » de taille D) par

Zzauu ka (u,x)t zj—ka(u x), k=1,...,n.

i=17=1
D’apres la proposition 7.52, nous déduisons pour tousk =1,...,n,l=1,..., D
que
n D
Zzauu(ka)(“ ul) ka(u ul) 0
i=1j=1
n D 1
= 0z, (Ryp,) (0, w) ej(u, wp) ¢ 5 — fr(w)
;; Vi () Tk j
o1
frng 6 . R il —
; Vi () o (R ) (0, w) £ — fr(w)
On a donc
14 f
A(Fe) | 2 =1t |
tn,l fn



M. Elkadi & B. Mourrain Résolution des systemes polynomiaux

ou encore que

fi(w)

fn(ul)

pour I =1,...,D. Ce qui acheve la démonstration du théoreme. a

ty = (t1gs o tng) = Ay (Fr) (0) 7!

Dans le cas d’une variable x et d’un polynome f de degré d, nous avons

d d
Ry(u,x) = [[(wi —wy) [[(z —uy) = Vi _sa(a) [[(z—uy)
i<j j=1 j=1
et
Ai(Fp)(n) = ﬁ[az(Rf)(ui)]
d
= |0 [ [I(z—w) | ()| = |T](wi —uy)
j=1 J#

Nous retrouvons donc bien litération de Weierstrass (7.14). Pour plus de
détails, voir [Rua01] ou [MRO02].
7.4. Exercices
E=xercice 7.1. Calculer une base de 'orthogonal de I'idéal (z1,...,z,)2.
FEzxercice 7.2. Calculer la composante primaire a ’origine de
I= (23 —xy23, o1 +3).
Ezercice 7.3. Soit S la surface de C3 définie par f(z,y,z) = 2% — y° — y? 22

1. Calculer le systéme inverse (0,0,0) de I'idéal I engendré par
f(.%', y7 Z)7 amf(x’ y7 Z)7 6yf(x7 y7 2)7 azf(x7 y7 Z)

2. Montrer que I contient une composante immergée en (0, 0,0).

3. Montrer que le systéme inverse en (0,0, 0) est engendré par un élément.

Ezxercice 7.4. Passage de ’homogeéne a 1’affine.
Soit Ry = K|z, ..., x,] Vanneau des polynémes en n + 1 variables, & coefficients
dans un corps K de caractéristique 0, et o I’application

c:Ry — R
p(zo, ..., xn) — p(lyze,...,Zn).

o
Rappelons les notations suivantes : edo = Y . d, avec df(p) = —(p)(0). Pour
tout A € Ry, nous notons [A]y la composante homogene de degré d de la série A.
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. Montrer que ¢ induit une application injective o* de R dans ﬁo.

. Soit J un idéal homogene de Ry et I = o(J). Montrer que

o (It) c J*.

. Montrer que 'image par I’application o, d’un élément d™, m € N”, de la base

duale des monomes est
0. (d™) = d™e,

. Notons [0, (I1)]. le sous-espace vectoriel de }/EB engendré par toutes les compo-

santes homogenes [A]q pour A € o.(I*). Montrer que [o,(I+)]. est stable par
dérivation.

. En déduire quil existe un unique idéal homogene J dans Ry tel que J+ =

[0 (T )]s

. En utilisant le fait que J est homogene, montrer que J*- C o,(I*) C J+. En

déduire que J C J.

7. Montrer que o(J) = 1.

8. Montrer que (J : 29) = J.

9. Montrer que J est le plus petit idéal de Ry stable par division par zq et tel que

10.

o(J)=1.

En déduire que pour tout idéal homogene J de Ry, on a
(J :a5)t = [ePa(I) ]

avec (J:x3) ={p€e R;AN €N, z{'pe J}.

FEzxercice 7.5. Produit scalaire apolaire. Soit K un corps de charactéristique 0
et R=K[zy,...,z,]. Dans cet exercice, pour a € N™ nous notons 0% = 6?0,”"0). Soit
Rpg l'ensemble des polynomes de degré d de R, pour d > 0. Pour tout polynéme de
la forme p = >~ pa X%, (a € N", p, € K), on note p(d) = > pa 6%. Pour p,q € R,
notons (p, q) := p(d) - q.

1.
2.

Pour o, 3 € N avec |a| = || = d, calculer (x*,x").
Montrer que I'application
(p.q) = (p.q) :==p(d) - q
définit une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée sur Ry. Ce produit sca-

laire est appelé produit scalaire apolaire. Nous notons p+ = {q € Riag; (p, q) =
0}. Si ¢ € p*, on dira que p et g sont apolaires.

. Pour a = (ay,...,a,) € K", notons l,(x) = a1 1 + - - + a, x,. Montrer que

(p,13) = d! p(a)

. Montrer que pour toute matrice g € Sl,(K), de déterminant 1, et pour tout

P,q € Rjggona
(9-p,9-9)=p.q)
o g -p(x1,...,xn) =0(g- (1,...,2,)).
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Ezxercice 7.6. Probleme de Waring. Nous reprenons les notations de ’exercice
précédent. Nous allons nous intéresser au probleme suivant :

Décomposer un polynome de Riq sous la forme
p=MIU + N

avec A1, ..., A\ € K, ay,...,a, € K" et r minimal.

1. Montrer que p*~ D {g € Ryaq;q(a;) =0, pour i =1,...,7}.

. Considérons ’application

¢T;]K”><~~-><]Kn — R[d]
(aty...,ap) +— lgl+--»+l,‘i_.

Nous notons 7 le plus petit ~ pour lequel im(¢,) = Rjg. Montrer que T est le
plus petit r tel que 'image de application différentielle d¢,(ay, ..., ax) est R,
pour (ay,...,a,) générique dans K™ x --- x K".

. En déduire que 7 est le plus petit r pour lequel

d—1

d—1 d—1 d—1
Tily, s mple Tl mal

engendrent Rg), pour (a1,...,a,) générique dans K™ x ... x K".

4. En déduire un algorithme probabiliste pour calculer 7.
5. Calculer 7 pour n = 2,d = 2,3,4, n = 3,d = 2,3,4, n = 4,d = 2,3,4, en

utilisant cet algorithme.

. Montrer que p € Rq vérifie

(poaly ) == (paaly ) =0
si et seulement si p(a) = d1p(a) = --- = dpp(a) = 0 (pour a € K™).

. En déduire que 7 est le plus petit r pour lequel il n’existe pas de polynéme

p € Rjg) non-nul tel que p et ses dérivées 9;p s’annulent en 7 points génériques
ai,...,a, de PP

Exercice 7.7. Sécantes de la variété de Veronese. Nous reprenons les notations
des deux exercices précédents et supposons de plus que K est algébriquement clos.
Nous notons Vi I'ensemble des polynémes non-nuls de Rjg de la forme 14 pour a €

K" —

{0}. Soit
Vii=8MW)={peRy; p=vi+---+v,, avecv; € Vi,i=1,...,7}

et V,. son adhérence.

1.

Montrer que V; est une variété algébrique projective (fermée) de P(Ryq)).

2. Quelle est la dimension de V; ?
3.
4

. Montrer que pour d =2 et n > 0, V; est ’ensemble des formes quadratiques de

Calculer les équations de V; pour n = 2,d = 2.
rang 1.

Montrer que pour d =2 et n > 0, V. est 'ensemble des formes quadratiques de
rang .
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Montrer que V,. est 'ensemble des points de R[4 sur des espaces linéaires en-
gendrés par r points de V;.

7. Calculer 'espace tangent en un point de V,. dans Rg).

8. Montrer que

10.

codim(V;) = dim{p € Rig; p(a;) = dip(a;) = --- = Opp(as),i =1,...,n},
pour des points génériques ay,...,a, de P" 1
Trouver un exemple de valeur de n et d pour lequel
dim(V,) # min{n,r x (n —1) + (r — 1)}
Montrer que V& = Rig).
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Le but de ce chapitre est d’introduire les algebres de Gorenstein. Puis de
mountrer que si I est un idéal de K[x] = K[z1, ..., z,] engendré par n équations
ayant un nombre fini de solutions, alors 'algebre K[x]/I est de Gorenstein.
Ces algebres apparaissent dans beaucoup de probléemes pratiques.

8.1. Algebres de Gorenstein

Dans un premier temps, nous rappellerons quelques propriétés de structure
pour l’étude des algebres de Gorenstein. Tout au long de cette section, A
désigne une K-algebre commutative, unitaire, de dimension finie D, A son
dual (i.e. I'ensemble des formes linéaires sur A) et Homg (A, A) I'ensemble
des applications K-linéaires de A dans A. On munit A d’une structure de
A-module : si (a,A) € Ax A,

a-A : beAd — (a-A)(b) =A(ad) e K.

A ®g A a aussi une structure de A-module : pour tout (a,x) € A x A Qg A,
a-z=(a® 1)z
Le noyau de 'application

Zai@)biEA@KA — ZaibieA (81)
% %

est noté D. Il est engendré, comme A-module, par les éléments de la forme
a®1—1®a, avec a € A.

De plus, I'addition et la multiplication conférent une structure d’anneau a
ARk A.

8.1.1. Isomorphisme entre Annyga(D) et Homa(A, A). — L’application
K-linéaire

> :A@g A — Homg(4, A)
z — 2" :AcA — (1oMN@)ecA

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En effet, supposons que > ne soit pas
injectif, et soit « un élément non nul de ker(r). Cet élément peut s’écrire sous
la forme x = 377 ;1 a; ® bj, avec (a;) et (b;) deux familles de A linéairement
indépendantes sur K. Ces familles de vecteurs étant libres, on peut trouver
A € A tel que A(by) = 1 et A(bj) = 0 pour tout j # 1. Cela contredit la
définition de la famille libre (a;), puisque 2”(A) = > ; a; = 0. Donc > est
injectif. Et comme A est un K-espace vectoriel de dimension finie, > est un
K-isomorphisme.

On peut considérer, de la méme fagon, l'action de la forme linéaire a gauche,
c’est-a-dire z9(A) == (A ® 1)(z).
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Maintenant, on va se limiter aux éléments de 'ensemble Homy (A, A) des
applications A-linéaires de A dans A. Cet ensemble est muni d’une structure
naturelle de A-module : pour tout (a, f) € A x Hom4 (4, A),

a.f + AeA — (a-f)(A)=a(f(A) € A
Par ailleurs, Anngga(D) = {vr € Ak A : 2§ = 0,¥d € D} hérite d’une
structure de A-module induite par celle de A @k A.
Théoréme 8.1. L’application > induit un isomorphisme de A-modules entre
Annyga(D) et Homa (A, A).
Démonstration. Soit x =337, 1 a;®b; € A® A. On a
2z € Annpga(D) <= Yac A, z(a®1-1®a)=0
& VacA, Zaai®bj :Zai@)abj
0. 0.
= VaecAVA€ A Y Abjaa; =Y ((a-A)(b;))a;
i, ]
— VaecA, VA€ A, a(a®(A) =2"(a-A)
<~ 2" € Homy(4, A).
Ainsi, Homy (A, A) et Anngga(D) sont A-isomorphes. ad

Exemple 8.2. Si A = K[z]/(z?), lespace vectoriel A ® A = K[z,y]/(2?,9?)
a pour base (1,x,y,xy), et le noyau D de Uapplication (8.1) est le A-module
engendré par x — y.

Soit u € Annaga(D). Il existe alors (c1, ¢z, Cy, Coy) € K* tel que uw = ¢ +
Czx + cyy + Cayxy et (x —y)u = 0. Par conséquent, c; = 0, ¢, = Cy, €t
U=C&+ Y+ oy = (cz + Cayx)(x+y). Donc Annyga(D) est le A-
module engendré par x +vy. La matrice de la forme linéaire u”, dans les bases

(1,2) de A et (1,z) de A, est
U= < 0 ¢ )
Cx Cry
Tout élément A € Hom (A, A) est de cette forme. En effet, soit
M= ( C1i €Lz )
Ca:,i Ca,z
la matrice de A dans les bases (1,%) et (1,z). Comme zA(%) = Az - Z),

w(c1s + Cop) = ez = A(L) = (¢34 ¢ q7)

c’est-a-dire ci=0etcz=c,3. Ainsi, M est du méme type que U.
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8.1.2. Caractérisation des algebres de Gorenstein. — Le théoreme sui-
vant donne une caractérisation des algebres de Gorenstein, que 'on peut trou-
ver dans [Kun86] et [SS75] pour des structures plus générales. Dans le cas
d’une K-algebre A de dimension finie D, sa preuve est plus simple.

Théoréme 8.3. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Homa(A, A) (et Annaga(D)) est un A-module libre de rang 1.

2. A et A sont A-isomorphes.
3. A est un A-module libre de rang 1.

4. Il existe une forme linéaire T sur A telle que la forme bilinéaire
(a,b) e Ax A — 7(ab) €K
soit non-dégénérée (i.e. si pour tout a € A, T(ab) =0, alors b= 0).

5. Il existe un élément A = Y2 a; @ b; € Annaga(D), avec (a;) et (b;)
des bases de A.

Démonstration.

1= 2. 8i (A) est une base du A-module Hom (A, A) libre de rang 1, alors
A est un A-isomorphisme entre A et A.
Supposons que A ne soit pas surjective. L'image de A est donc un idéal [
strictement inclus dans A. L’algebre A se décompose en une somme directe de
sous-algebres locales A; et la trace de I dans I'une de ces sous-algebres locales
(disons A;,) n’est pas cette algebre locale entiere. Nous avons donc I C m;,, ot
m;, est 'idéal maximal de A;,. Comme m% = 0 pour N assez grand, il existe
a# 0 € Atel que a-I =0. Ceci implique que a-A = 0, et contredit le fait que
(A) est une base de Hom (A, A). Ainsi, A est un isomorphisme (compatible
avec les structures de A-modules) entre les deux espaces vectoriels (de méme
dimension) A et A.
2= 3. 5i A est un A-isomorphisme entre A et A, alors A est un A-module
libre de base T = A71(1).
Pour tout A € A, on pose by = A(A). Puisque A(A —by -7) =0, A = by - 7.
Donc (1) engendre le A-module A.

Soit @ € A tel que a -7 = 0. Comme a = A(a-7) =0, A est un A-module
libre de base (7).
3= 4. Si(7) est une base du A-module A\, alors la forme bilinéaire définie
par {a,b) = 7(ab) est non-dégénérée.
Soit b € A tel que (a,b) = 7(ab) = 0,Va € A. Alors la forme linéaire b- 7 = 0,
et par suite b = 0.
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4 = 5. Etant données deuz bases (a;) et (b;) de A, duales pour la forme
bilinéaire non-dégénérée associée o . Alors A =32 a; @ b; € Annaga(D).
Pour tout 4,5 € {1,...,D}, (a;,b;) = 7(aibj) = d;; (0;; est le symbole de
Kronecker). Donc

Mo

D

VaeA, a = ZT(aia) by = 7(b; a) a;.
i=1 i=1

D’apres la formule précédente, pour tout a € A,

D D D
Zaai@)bi :Z(ZT(aaibj)aj) ® b;
=1

i=1 Vj=1

(e®1)A

D D D
= ZCLJ‘® T(aaibj)bi:Zaj®abj:A(1®a).
j=1 i=1 j=1

Comme le A-module D est engendré par les éléments de la forme a®1—1®a,
avec a € A, A € Annyga (D).

5= 2 SiA=YP 6,0 € Annaga(D), avec (a;) et (b;) des bases de A,

alors A” définit un A-isomorphisme entre A et A.
D’apres le théoreme 8.1, A” € Hom4(A, A). Comme (a;) et (b;) sont des bases
de A, 'image im(A”) = A, et Papplication K-linéaire A” est bijective.
2= 1. Si A est un A-isomorphisme entre A et A, alors (A) est une base du
A-module Homy (A, A).
Soit 7 = A~1(1) € A. Pour tout H e Hom (A, A), on pose h = H(7) € A.
D’apres la preuve 2 = 3 ci-dessus, A = A - 7. Comme

Yac A, Ha-7)=aH(T)=ah = (hA)(a-T),
H = hA. Donc (A) engendre le A-module Hom (A, A). De plus, si a€A
satisfait aA =0, (aA)(1) = A(a-7) = a(A(7)) = a = 0. Ainsi, Homy (A, A)
est un A-module libre de base (A). O

Définition 8.4. Une K-algébre A de dimension finie qui vérifie une des asser-
tions du théoréme 8.3 est dite de Gorenstein. La forme linéaire T est appelée
résidu de A.

Ezxzemple 8.5. On désigne par 1 la forme linéaire

p € Klzy,z9,23) — p(0) € K,
et pour tout (i,m) € {1,2,3} x N par 0/ la forme linéaire
o p
ox;™

p € Kloy, 22, 23] (0) K.
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Si T =02+ 63 + 63, alors

1’1'7':251 s xQ'T:252 5 £C3-’7':2(53, $%'T=$%-T:$§-T:21.
Pour tout autre monéme m non constant, m-t = 0. Donc les polynomes ortho-
gonaux aux formes linéaires ci-dessus (c’est-a-dire les éléments feK[x1, xa, x3]
tels que (m-7)(f) = 0, pour tout monéme m € K[z1,x2,x3]) sont de la forme
a(z? — 23) + b(x? — 23) + cx129 + dT173 + e T2w3+ des termes de degrés au
moins 3, ou a,b,c,d, e sont des constantes. Cet ensemble est l’idéal

2 2 2 2
I = (2] — 3, 7 — T3, T1x2, T1T3, T2 x3).

L’algébre A = K|x1,x9,23]/I est de Gorenstein. En effet, une base de A est
{1,21, 2, 23, 2%}. Les formes linéaires T, x1 - T, T2 - T, T3 - T,27 - T sont K-
linéairement , donc elles forment une base du K-espace vectoriel A. Ainsi, tout
A€ A séerit A = at+px1-THy v THS 3 TN 22T, avee (o, 5,7, 6,1m) € K°.
Par conséquent, le A-module A est engendré par 7. De plus, si a € A vérifie
a-17=0, alors (x - 7)(a) = 0 pour tout x € A, et par suite a = 0. Donc A est
un A-module libre de rang 1 et de base (7).

Cet exemple d’algébre de Gorenstein est non intersection compléte (i.e. le
nombre de générateurs de I n’est pas €gal au nombre de variables de l’an-
neau K[z1,x9,x3]). On verra que toute algébre intersection compléte est de
Gorenstein.

Le procédé décrit dans cet exemple permet de construire des algebres de Go-

renstein : étant donné un polynéme T en §; = 6%1’ B I o %, on construit
Uidéal I de Klxq,...,xy] orthogonal & T et d toutes ses « dérivées ». L’algébre
quotient K[x1,...,x,]/I ainsi obtenue est de Gorenstein.

Ezxzemple 8.6. Soit A = K[z1,x2]/(22, z122,73). Une base de A est {1, 1,72}
Sa base duale est {1,01,02}. Pour tout 7 € A, les formes linéaires x1-7 et xo-T
appartiennent au sous-espace vectoriel de A engendré par 1, car x; - 0; =1 et
x;-0; = 0 pour i # j. L’espace vectoriel A -1 est engendré par {r,1}. Donc
A-T# A pour tout T € /Al, et par suite A n’est pas de Gorenstein.

8.1.3. Formules de représentation dans A.— La forme bilinéaire non-
dégénérée, définie dans le théoreme 8.3 par (a|by = 7(ab), vérifie

W(a,b) € A2 (alb) = 7(ab) = (a-7)(b) = (&) (a)) (b).
Proposition 8.7. Soit "2, a; ® b; une décomposition de A € Annga(D),

ot la famille (a;) est libre sur K. Alors D' = D = dimg A, (a;) et (b;) sont
des bases de A duales pour la forme bilinéaire non-dégénérée (| ).

Démonstration. Soit (b;)1<i< pr la plus grande famille libre extraite de (b;)1<i< pr
(aprés avoir réordonné les b;). Pour tout i€ {D” + 1,..., D'}, il existe des
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11

scalaires o; ;j non tous nuls tels que b; = ZJD:1 a;;b;. Alnsi,

D// D//

A= Z(a]+ Z a”az)®b —Za ® b;.

i=D"+1

La famille (a )1<J< pr est libre et engendre 'espace vectoriel A (car A” est un

isomorphisme de A sur A), donc c’est une base de A. Ainsi, D” = D = D’ et
(b])1<]<D est aussi une base de A.
Soit (b;) la base de A duale de (b;). Alors Ab(bj) D: bj(bi)a; = aj, et

ajlbi) = ((A")7Hay)) (b:) = bj(bi) =

hj(
Donc les bases (a;) et (b;) sont bien duales pour (). O

Ceci conduit a des formules d’interpolation ou formules de traces ou encore
a la formule de Cauchy pour le résidu 7 (voir [GH78]) :

D

VacA,a= Z alb;) a Z ala;) b;. (8.2)

i=1 i=1
On déduit de la non-dégénérescence de la forme bilinéaire associée au résidu
7 de A, la formule de dualité : si a € A,

at1=0 < a=0. (8.3)
On peut également associer a 7 la forme quadratique @,

aceA — Qa)=7(aa)= (ala) e K.

La matrice de @ dans la base (b;); est ({b;|b;)); ;. En utilisant la formule de
représentation (8.2),

A= Z <bi|bj> a; @ aj.

1<ij<D

Si le corps K est ordonné, la signature de la forme quadratique @ est un
invariant de A utile pour la résolution polynomiale (voir section 4.11).

La forme bilinéaire symétrique ( | ) permet également de relier ’annulateur
et lorthogonal d’un idéal :

Proposition 8.8. Soit J un idéal de A. Alors l’orthogonal de J pour la forme
bilinéaire non-dégénérée définie par T coincide avec Anna(J).

Démonstration. Soit a € A. D’apres la formule de dualité (8.3),
a € Anny(J) < VgeJ ag=0
< VgeJ Vbe A, (aglb) ={algb) =0
< VheJ, {(alh) =0.
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8.2. Passage du local au global

Toute K-algebre finie A est isomorphe & un anneau quotient K[x]/I, ol I est

un idéal 0-dimensionnel (exercice 8.1). Si ey, ..., ey désignent les idempotents
de A (voir section 4.5), alors d’aprés théoreme 4.9,

La partie A; est la sous-algebre de A engendré par ei (theoreme 4. 15) Il en
résulte de (8.4), la décomposition suivante du dual A = A; @ --- & Ay.

La restriction d'une forme linéaire A € A A A; s’identifie & Al =e;-A€e A.
Par conséquent, tout A € A sécrit sous la forme A = Ele e A= Ele A

Proposition 8.9. Soit A €¢ A® A. Alors A € Annaga(D) si, et seulement
1,

A=A+ + Ay,
ot A; = (e;®e;)A € Anng,ga,(D;), et D; désigne le A;j-sous-module de A;®A;
engendré par {a; ® 1 — 1 ® a;, a; € A;}.
Démonstration. D’apres (8.4), tout A € A® A = @¢

de maniére unique sous la forme A = Z i1 Qij, avec A;j € A; ® Aj.
Si A € Annaga(D), alors

§j=14i ® Aj se décompose

(e ® 1A = ZA]@]—AI(X)Q]C ZAzka
j=1

car A;-Aj =0sii # j. Ils’ensuit que A; j = 0sii # j, et A=Ay 1+ +Ag4,
avec A;; = (e; ® €;) A € A; ® A;. De plus, comme A € Anngga(D),

We{l,...,d} , Va; € A; , (a¢®1—1®ai)A:0:(a¢®1—1®ai)Am~.

Donc Am‘ S AnnAi®Ai (Dl)
Réciproquement, soit A = Zle A, € A® A, avec A; € Anng,ga,(D;),
i=1,...,d. Montrons que A € Ann g (D). Pour cela, il suffit de vérifier que

Vi=1,...,d, Va; € A; , (ai®1—1®ai)A:0.
Comme pour tout ¢ # j, A; - Aj = 0, nous avons bien

(ai®1—1®ai)A:(ai®1—1®ai)Ai:0.
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Corollaire 8.10. Un élément A = Zszl ap®by, € Annaga (D), ot (ag)1<k<D
(resp. (bg)1<k<p) est une base de A, si et seulement si, pour tout i =1,...,d,

i
A; = (ei [ ei)A = Z Q4 k X b@k € AnnAi@)Ai(,Di),
k=1

avec (a; k) 1<k<p, (resp. (bik)i<k<p,) est une base de A;.

Proposition 8.11. L’algebre A est de Gorenstein, si et seulement si, ses
sous-algébres locales A ..., Ag sont de Gorenstein.

Démonstration. D’apres la proposition 8.9,
AnnA®A(D) = @;izlAIlnAi(gAi ('Dl)

Soit A € Anngga(D). Alors A = Y4 | Ay, avec A; € Anngga,(D;). 11 est
facile de vérifier que (A) est une A-base de Annyga(D), si et seulement si,
(A;) est une A;-base de Anny;ga,(D;), pour tout i =1,...,d. O

En résumé, si l'algebre A est de Gorenstein et 7 est un résidu de A, alors
T; = €; - T est un résidu pour la sous-algebre locale A; de A, appelé « résidu
local » de A. Et 7 = Zle 7; est dit « résidu global » de A. Pour une approche
analytique de ces deux notions consulter [GH78], [AVGZ86|.

Exzemple 8.12. Exemple d’algébre locale de Gorenstein : considérons l’algebre
locale Ay associée a l'idéal engendré par

pl:2aclycg—|-£’)rﬂjl , p2:2x12$2+5x%
(voir sous-section 7.37). Le dual de Ay a pour base
{1,dy,ds,d?,d1dy, d3,d?,d3,2d] —5d,d3,2d3—5d?d,, 5d3d3—2d5 —2d3}.

Ao est une algébre de Gorenstein, car .//4\0 est engendré par la forme linéaire
5d2d3—2d}—2d3] et ses dérivées. Calculons un générateur de Ann g, .4,(Do)-
Le bézoutien de p1,pa est (voir définition 5.41)

A = 10x2° + 25213 203 4+ (10223 + 25213 @2) y2? 4+ (1022 + 25213 222) yo
+ (25217 22% — 41 22?) y1 + (—4 w2 + 2521 222) Y12 g2 + (25217 22? — Ay 22) Y1 Y2
+ (10212 + 2521 %) 112 + (10222 + 25 213) 92 + (25223 + 10 21%) 413
+2521% y1y2® + 2521 Y12 y2® + 25217 zoyr 2 + 2522 1B yo + 25y oy
+ 2521 22 y22 y12 + 1021 y14 + 25y13 y23 + 10y15.
1l existe des scalaires a; tels que la forme linéaire

T = (AD)_l(l) =oa1l+azd; +azds +ag d12 +as d22 + ag di da +047d23 + ag d13
+ a9 (5d1 d22 — 2d14) —+ a10 (5d12d2 — 2d24) + a11 (5d12d22 — 2d15 — 2d25) .
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Comme pour tout A € .Zl\o, A(A"(7) — 1) =0, nous obtenons

7200111 —1= 7200{9 = 7200410 = 10ag = 10047 = 1250{11 74016 = 10&5 +25a8
=104 +25a7 = =20 g + 625 190 = 625 g — 203 = —20 a1 + 125 a6 = 0.
Ainsi,
625 25 1 1 1
T=——— fd1d2—7d12d22+*d15+*d25‘
64 16 4 10 10
La valeur de T en le Jacobien

Jac(p1,p2) = —12 212 292 + 40 25° 4+ 40 21° + 400 12 29>

de (p1,p2) est 11. C’est la multiplicité de 0 € Z(p1,p2) (i.e. la dimension
du K-espace vectoriel Ap). Une base de Ay est donnée par des mondmes (en
nombre minimal) qui permettent (par multiplication) d’obtenir, & partir de T,
les autres éléments de la base duale, c’est-a-dire

2 2 3 .3 4 .45
{1, 22, 21, 27, 21 20, 23, T3, 27, T3, T7, 27 }.

8.3. Suites régulieres et suites quasi-régulieres

Nous rappellerons ici les notions de suites régulieres (voir sous-section 3.3.1),
suites quasi-régulieres, et quelques unes de leurs propriétés dont nous aurons
besoin dans la suite. Pour plus de détails, consulter les chapitres 6 et 7 de
[Mat80]. Dans cette section, A désigne un anneau commutatif et unitaire.

Définition 8.13. Une suite {a1,...,an} d’éléments de A est réguliére si
1) Uidéal (a1,...,a,) # A,
ii) a1 n’est pas un diwiseur de zéro dans A, et pour tout i € {2,...,n},a;
n’est pas un diviseur de zéro dans Uanneaw A/(ai,...,a;—1).
L’exemple le plus simple d’une suite réguliere dans anneau K[z, ..., ;]
est {x1,...,z,}.

La manipulation de ces suites n’est pas facile, car elles ne sont pas stables par
permutation, comme le montre 'exemple simple suivant : {z, y(1—x), z2(1—2x)}
est réguliere dans K|z, y, 2], tandis que {y(1 — x),2(1 — z),z} ne est pas,
puisque z(1 — z) est un diviseur de zéro dans Kz, y, 2]/ (y(1 — x)).

Nous avons vu le lien tres étroit entre les notions de suite réguliere et de
complexe de Koszul (voir la sous-section 3.3.1).

Remarque 8.14. Le radical de Jacobson RJ(A) de A est lintersection de
tous les idéaux maximaux de A.

Si a est un élément de RJ(A), alors 1+ a est inversible dans A. Sinon, 1+a
appartient a un idéal maximal m de A, ce qui n’est pas possible puisque a € m.

Lemme 8.15. (Lemme de Nakayama) Si M un A-module de type fini tel que
RJ(A)M = M, alors M = {0}.

216



M. Elkadi & B. Mourrain Résolution des systemes polynomiaux

Démonstration. Soit {x1,...,x,} un ensemble minimal de générateurs de M
(i.e. aucun sous-ensemble strict de {z1,...,z,} n’engendre le A-module M).
Sir>1, 21 = a1x1 + -+ + ayz,, avec a; € RJI(A). Donc (1 — aq)z1 =
asxy + -+ - + arx,. D’apres la remarque 8.14, 1 — ay est inversible et M peut
étre engendré par les r — 1 éléments xo, ..., x,, ce qui contredit ’hypothese
faite sur {x1,...,2,}. Ainsi, r =0 et M = {0}. O

Lemme 8.16. Soit {a1,...,a,} une suite réguliere de A. La suite obtenue en
permutant deuzr éléments consécutifs a;,a;+1 est réguliére, si et seulement si,
a;+1 n'est pas un diviseur de zéro dans A/(a1,...,a;—1).

Démonstration. 1l faut montrer que 1’élément a; n’est pas un diviseur de zéro
dans A/(a1,...,a;-1,,a;+1). Soit a € A tel que aa; = bja; + -+ + bi_1a;,-1 +
biy1ai41, avec b; € A. Comme a;41 n’est pas un diviseur de zéro dans I’anneau
A/(a,...,a;), il existe des ¢; dans A qui vérifient b1 = cia1+- - - +ca,. Par
suite, a;(a — ¢;a;+1) € (a1,...,a;-1) et a € (a1,...,a;—1, Qiy1)- O

Proposition 8.17. Soit {a1,...,an} une suite réguliére d’éléments de A
contenue dans RJ(A). Alors toute permutation de {ai,...,an} est réguliére.

Démonstration. 1l suffit de montrer qu’une transposition qui permute deux
éléments consécutifs a;, a;4+1 est réguliere. C’est-a-dire d’apres le lemme 8.16,

a;4+1 nest pas un diviseur de zéro dans A/(ay,...,a;—1).

Notons M = Anny(a,,....a;_,)(@i+1), et montrons que M = {0}. Soit a € M.
Comme a; 41 n’est pas un diviseur de zéro dans A/(ay,...,a;), a = bja;+---+
bia;, avec b; € A. Par suite, agjt1 = biarai11 + -+ - + biajaip1 € (a1,...,ai-1)
et bjai+1 € (a1,...,a;—1). Donc b; € M, M C (a1,...,a;)M C RJ(A)M, et
d’apres le lemme de Nakayama, M = {0}. O

Corollaire 8.18. Dans un anneau local, toute suite obtenue en permutant les
éléments d’une suite réquliere est réguliere.

Nous allons introduire une notion plus faible que celle d’une suite réguliere,
qui ne dépend pas de l'ordre des éléments.

Définition 8.19. Une suite {a1,...,a,} de A est dite quasi-réguliére si
i) L'idéal (ay,...,an) # A,
it) Pour tout idéal mazimal m contenant (ay,...,a,), la suite {aj,...,a,}

est réguliere dans le localisé Ay de A par m.

Une suite réguliere est en particulier quasi-réguliere, mais la réciproque
n’est pas toujours vraie, comme le montre la suite quasi-réguliere (mais non
réguliere) {y(1 — ), 2(1 — ), 2} de K[z,y, z]. En effet, le seul idéal maximal
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contenant {y(1—x), z(1—x),x} est m = (x,y, 2), et dans K[z, y, z]m, {y(1—2) =
y,2(1 — z) = z, 2} est réguliere.

Proposition 8.20. Les polynomes fi,..., fn de K[zy,...,x,] forment une
suite quasi-régquliére, si et seulement si, la variété qu’ils définissent est discreéte.

Démonstration. Cette proposition découle des exercices 1.17, 3.4 et 3.5. O

Proposition 8.21. Si{ai,...,as} est une suite réguliere de A, alors le pre-
mier module des syzygies de (ai1,...,as) (voir définition 2.13) est engendré
par les relations élémentaires :

O’Z'J‘:(0,...,0,7aj,0,...,O,CLZ',O,...,O),].§i<jSS.

Démonstration. Montrons la proposition par récurrence sur lentier s (voir

aussi le théoreme 3.54). Pour s = 1, la proposition est vraie. Soit o= (b1, ..., bs)
un élément du premier module des syzygies de (a1,...,as) € A% : > 1 a;b; =
0. Comme {aj,...,as} est une suite réguliere, by = ;;} cja; avec ¢; € A.

On en déduit une relation
s—1
g — Z Cj0js = (dl, AN 7dsfl, 0)
j=1

entre (ay,...,as—1). Nous concluons donc la preuve, en utilisant ’hypothese
de récurrence. O

8.4. Théoréme de Wiebe

Le théoreme de Wiebe établit le lien entre deux suites quasi-régulieres liées
par une transformation matricielle.
Soient p1,...,Pn,q1,---,qn des éléments d’'un anneau B tels que

n
Vi € {17...,’17,} s qi:Zai,jpj y Qg € B.
Jj=1

Supposons que {p1,...,pn} et {q1,..., ¢} soient deux suites quasi-régulieres.
Notons A le déterminant de la matrice (a; ;)i<ij<n,q (resp. p) l'idéal de B
engendré par q1, ..., ¢, (resp. p1,...,pn) et A Panneau quotient B/q.

Théoréme 8.22. (Théoreme de Wiebe)
1. La classe de A dans A est indépendante du choiz des a; ;.
2. Anny(AA) =pA.
3. Anny(pA) =AA.
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Démonstration. On peut supposer que I’anneau B est local, sinon on localise
B par un idéal maximal contenant q et 1’égalité dans les localisés impliquera
I’égalité dans B.

1. Soit ¢; = Z;;l b; jpj, 1 < i < n, avec b; ; € B, une autre décomposition.
On va montrer que det(a; ;) = det(b; ;) dans A. Pour cela, soit ig € {1,...,n}.
On va le faire pour la représentation intermédiaire

n n
ViFio, ¢ =Y aip; et g, = big ;-
i=1 i=1

Le cas général suivra de proche en proche, en changeant a chaque fois la forme
d’un ¢;. La matrice (b; ;) a donc les mémes lignes que (a; ;) sauf celle d’indice
ig. La regle de Cramer appliquée au systeme

n n
Viio, Y aigpj =, et Y (aig;—biyi)p; =0,
j=1 j=1

fournit p;(det(a;;) — det(bij)) € (q1,-- -, Gio—1,Gigt15---,qn); 1 < j < n. En
particulier,

Gio (det(ai,j) - det(bl,j)) S (Qh s Qig—1,Gig 41y - - - 7QTL)

D’apres le corollaire 8.18, g;, est un non-diviseur de zéro dans I’anneau quotient
B/(Qla vy Qig—15Gig+1y - - - QR)a donc on a

det(a; ;) — det(bi ;) € (q1,- -+ Gig—15Qio+1>---»qn) C 4.

Pour les points 2 et 3, les inclusions p A C Annyg(A A) et AA C Anny(p A)
proviennent de p;A € ¢,1 < i < n (régle de Cramer). La preuve des deux
inclusions inverses se fera par récurrence sur n.

Sin =1, les deux inclusions sont immédiates. Soit n > 2. Et posons B; =
B/(p1)7 p/ = (p27'--7pn)7 q, = (QZ7"‘7qn)7 B' = B/q/ et A" = Bl/ql =
B/(p1,42,---,qn) = B'/(p1). Dans By, nous avons ¢; = 3.7 5 a;;p;. Si A" =
det(a; j)2<i j<n, alors pour tout j € {2,...,n},p;A" € (g2,...,qn). 1l existe
un élément de la forme p; + Y1 5 a;p; qui est non-diviseur de zéro dans B’
Sinon, tous les p; sont des diviseurs de zéro dans B’ et ¢q; aussi, ce qui contredit
Ihypothese. Quitte & remplacer p; par p1 + Y i—9 a;p;, ON peut supposer que
p1 est non-diviseur de zéro dans B’ = B/(q2, ..., qs). Donc {q2,-..,qn,p1} est
une suite réguliere de B.

D’apres la regle de Cramer, Ap; = Aj1q1 4+ -+ Ap1qn, ot A;q est le
cofacteur de a;1. Dans B', Ap; = A’ ¢ (car A’ = Ay ). Par conséquent, si
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e désigne la multiplication par a, le diagramme suivant est commutatif :

0
!
0 — B/p=Bify 5 A =B/(p1,q.....qn) D Annpg,)(p)
l’i‘A l#q1
0 — B/q o Bl gz, dn)
U
Anngrg,)(p)

2. D’apreés ’hypothese de récurrence Anny/ (A’A’) = p’ A’) donc pas est
injectif. Les morphismes p,, et jg, sont aussi injectifs car p; et g1 sont non-
diviseurs de zéro dans B’. Soit m € B/p tel que pua(m) = 0. Comme le
diagramme précédent est commutatif et jq, o pas est injectif, m = 0. Ainsi
Papplication pa est injective, et par suite Anng(AA) C pA.

3. Montrons maintenant que

tipy (Annps gy (p)) = pg, (Anng /) (p))- (8.5)

Soit m € Annpr (4, (p). Pour tout p € p, il existe m1 € B’ tel que mp = qim;.
En particulier, mp; = g1mo, avec mo € B’. Donc ¢1p1mi = mp1p = q1map.
Comme ¢; est un non-diviseur de zéro dans B’, map = pymq. Par suite, ma €
Anng /) (p) et mp1 = qrma € pg, (Annps ) (p)).

Réciproquement, soit s € Annpgr/(,,)(p). Pour tout p € p, il existe s; € B’
tel que sp = p1s1. En particulier, s ¢, = p152, 82 € B’. De la méme facon que
ci-dessus, comme p; n’est pas un diviseur de zéro dans B’, s3 € AnnB//(ql)(p).

Donc sq1 = p152 € pip, (Annp g, (p)).
D’apres ’hypothese de récurrence,

im(par) = A"Ay = Anng(p') = Annps ) (p)-

On déduit alors de (8.5) que im(pua) = AA = Annpr /4 (p) = Anna(p). O

8.5. Intersection complete

Définition 8.23. Les éléments f1,..., fn de K[x] = Klz1,...,2,] forment
une intersection compléte si la variété algébrique Ze(f1,..., fn) est discréte
(ou encore 0-dimensionnelle).

D’apres le théoréeme 4.3, la K-algebre A = K[x|/(f1,--., fn) est de dimen-
sion finie.
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Pour tout fy € K[x], rappelons (voir sous-section 5.3.10) que

fo(x) O1(fo)(x,y) -+ On(fo)(x,¥)

O fo,enfn (X,Y) = :fl(X) gl(fl):(X7y) 9n<f1):(x7y) (8.6)

f0) 0(f)Gy) o Oa(f)(xY)

ou

(fz)(x y) fl(ylv'"?yj—hxja"'?xn) - fl(yla -vyj7$j+1,~--a$n).
Tj— Y
On pose Ag, ¢, =O1f  f. = det(ﬁj(fi))1<ij<n (ou encore A si fi,..., fn

sont fixés et qu'il n’y a pas de risque de confusion). On rappelle que le A-
module D, noyau de 'application

Zai®bi€A®A — ZaibiEA

est engendré par les éléments de la forme a ® 1 — 1 ® a,a € A.
Proposition 8.24. Annyg (D) contient A.

Démonstration. Si on remplace les f;(x) par les f;(y) dans la premiére colonne
de (8.6), Oy,,....(x,y) ne change pas. En développant ce déterminant suivant
la premiere colonne, on obtient

Ofonfn(x¥) = Jo()AXY) + [1(x) A1, ¥) + -+ + fu(X) An(x,y)
= Joy)Axy) + fily) Au(x,y) + '+fn(}')An(X7Y)7
avec Aj(x,y) € K[x,y]. On déduit que fo(x)

Ax,y) = fo(y)A(x,y) dans
A® A. Cest-a-dire que (fo ® 1 —1® fy) A = 0, pour tout fy € K[x]. Donc
Ae AnnA®A(D). a

Proposition 8.25. Si les polynomes fi,..., fn € K[x] = K[z1,..., 2] for-
ment une intersection compléte, alors A =K[x]|/(f1,..., fn) est une K-algébre
de Gorenstein, et A" réalise un A-isomorphisme entre A et A.

Démonstration. Notons B = K[x] ® A, p (resp. q) I'idéal de B engendré par
dr; = x;—y; (vesp. dfi = fi(x)— fi(y)),i=1,...,n. L’anneau B/q = AQk A,
et I'idéal de A @k A engendré par les éléments de q est exactement D.

La suite {dz1,...,dz,} est réguliere dans K[x,y]|. Et comme {fi,..., fu}
est quasi-réguliere dans K[x] (proposition 8.20), {df1,...,df,} Pest aussi dans
B (voir exercice 8.7). Ces deux suites sont liées par

dfi = 60i(f1)dz1+---+0,(f1) dzy,
dfe = O1(fa)dwr + -« + On(f) dn.
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D’apres le théoreme de Wiebe, on a

(1) Anngga(D) = A(A® A),

(2) Annaga(A) =D.
Le point (1) montre que A est un générateur de Annyg (D). Et d’apres (2),
sia € A vérifie a- A =0, alors a® 1 € D. Donc a = 0 (en remplacant y
par x). Ainsi, (A) est une A-base de Ann g 4(D), qui est bien un A-module
libre de rang 1. Par ailleurs, comme A € Anngg4(D), la preuve de 5 = 2 du
théoréme 8.3 et la proposition 8.7 impliquent que A" est un A-isomorphisme
entre A et A. O

Pour une autre preuve de la proposition 8.25, voir [BCRS96] ou exercice
8.10.

8.6. Exercices

Ezxercice 8.1. Montrer que toute K-algebre de dimension finie est isomorphe a une
algebre quotient K[x]/I, ou I est un idéal 0-dimensionnel.
Exercice 8.2. Soient ai,...,a, des éléments d’'un anneau A.

1. Supposons que a; = b;c;, avec (a;,b;) € A2
i) Montrer que si les deux suites

{a17 ce 7ai—17b’i7 i1y -, an} et {ala ey @1, Ci A1y e ey an}
sont régulieres, alors {a1,...,a;-1,a; = b;¢;,a;11,...,a,} Vest aussi.
ii) Montrer que si {a1,...,a,} est une suite réguliere et
(al, e ,aq;,l,b,,;7ai+17 .. .,an) # A,
alors {a1,...,a;-1,b;,a;11,...,an} est réguliere.
2. En déduire que si la suite {a,...,a,} est réguliere et (mq,...,my,) € (N*)",
alors {af"',...,al'"} est aussi réguliere.
Ezercice 8.3. Soit {aj,...,a,} une suite réguliere d'un anneau A. Si I désigne
l'idéal de A engendré par ai,...,a,, montrer que I/I% est un A/I-module libre de
rang n.
FEzxercice 8.4. Soient ay,...,a, des éléments d'un anneau A et I l'idéal qu’ils

engendrent. On définit le A/I-homomorphisme d’algebres
f: (A/I) [1,...,2n] — Gri(A) = @neN(I”/I”'H)
x, — aelll 2,
1. Etablir par récurrence sur n, que si {ai,...,a,} est suite réguliere, alors f est
un isomorphisme.

2. Montrer que f est un isomorphisme, si et seulement si, {ai,...,a,} est une
suite quasi-réguliere.
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Exercice 8.5. Soit A un anneau noethérien. Etant donnés des éléments ay,...,a, de
A, et notons I I'idéal qu'ils engendrent. Supposons que pour tout ¢ € {1,...,n — 1},
Panneau A; = A/(ay, ..., a;) est séparé pour la topologie I-adique (i.e. Nken (IkAi) =

{0}).
Prouver que la suite {ai,...,a,} est réguliere, si et seulement si, elle est quasi-
réguliere.

Ezxercice 8.6. Soient ay,...,a, des éléments d'une K-algebre locale A tels que
A/(a1,. .., am) soit de codimension c. Montrer que pour des valeurs génériques (\;;) €
Ke™, {ZT:1 Aijaj,i=1,...,c} est une suite réguliere de A.
Ezxercice 8.7. Montrer :

1. {1 —y1,...,%n — yn} est une suite réguliere de K[x,y].

2. Si{f1,..., fn} est une suite quasi-réguliere de K[x], alors

{fl(x) - fl(Y)a RS fn(x) - fn(Y)}
est quasi-réguliere dans K[x,y]/(f1(y),--.. fn(¥))-
Ezxercice 8.8. Soient fi,..., f, des polynomes de K[x] qui définissent une variété
discrete Z. Supposons que 0 € Z et notons Ag 'algebre locale associée a 0. Montrer
que si d est convenablement choisi, et f; = 2¢4 f;, pouri = 1,...,n, alors Af],m,fn =
aly, . 5, dans Ay ® A, olt a est un élément inversible dans Ao.

Ezercice 8.9. Soit A= K][zy,...,2,]/Q une algebre locale de Gorenstein, d’indice
de nilpotence N.
1. Montrer que dimg(A) < n(N —1).

2. Est-ce que cette inégalité est vérifiée si A n’est pas de Gorenstein ?

Ezxercice 8.10. Soient fi,..., f, des éléments de K[x]| qui définissent une variété
discrete Z.
1. Si f; = xfl — ri(x), avec deg(r;) < d;, i = 1,...,n, déterminer la matrice de

Ay, 1.0 dans les bases xP de A et xZ de A. Puis en déduire que Palgébre
A =K[x]/(f1,..., fn) est de Gorenstein.

2. Supposons que 0 € Z, et posons ﬁ = x’ij + fi, avec d convenablement choisi.
Montrer que dans Ay ® Ao, 0:i(f;) = 0:(f;) et 0;(fi) = 0;(f:) sii # .

3. Prouver que Ap est une algebre de Gorenstein. Puis en déduire qu'il en est de
méme pour A.

FExercice 8.11. Algébre Gorenstein homogeéne de dimension 0. Soit I un
idéal homogene de R = K[z1,...,zy].
— Montrer que si R/I est de dimension 0 et Gorenstein, alors il existe A € K[0]
homogene tel que
(ANt =1.
— Montrer que le degré de A est le maximum des degrés des éléments d’une base
de R/I.
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— Montrer inversement que si A € K[J] est homogene de degré d, alors A € K[J]
homogene pour I = ((A))~*.

Ezercice 8.12. Réduction des variables. Soit K un corps, R = K[z1,...,z,] et
R|q) le sous-espace vectoriel des polynémes de degré d. Soit S = K[0] = K[01, ..., 0p].
Nous nous intéressons au probleme suivant :

Pour f € Ryq), trouver un nombre minimal de formes linéaires Iy, ..., 1,
et un polynome g € K[y, ..., y.]jq tel que
flxy,...,zr) =g, ..., 1)

Nous noterons N,(f) ce nombre minimal. Les formes linéaires Iy, ..., [, sont appelés
les variables essentielles.

Soit f € Rpg. Notons Cy = (01f,...,0nf) C Rpg—yj et ry = dimCy. La matrice
des coeffcients de 91 f, ..., 0, f dans la base des monomes de degré d — 1 est appelée,
la premieére matrice catalecticant de f.

1. Montrer que si Iy, ..., sont des variables essentielles de f, il existe n—r formes
linéaires L1 = a1,101 + -+ + a1.n0ns -y Ly = @y 101 + -+ + Gp—rnOy €
Spyy = K[0]py telles que L; - l; =0 pouri =1,...,7,j=1,...,n—r.

2. En déduire que
a;101(f) + -+ a; n0n(f) =0,

et que 7y < N(f). Par la suite, pour L = a101 + - -+ + a,0,, nOUS noterons

L-f=a10i(f) + -+ ann(f) € Rjg—-
3. Montrer L = a0y + -+ + a,0, € S vérifie

O f+ - 4+ aOnf=0

si et seulement si pour tout multiple A € K[J] de L de degré d, L - f = 0.

4. Soit (L1, ..., Ly—r,) une base des éléments L de S de degré 1 tels que L- f = 0.

Montrer qu'il existe un changement de variables linéaire transformant x4, ...
sTpenly,...,l, tel que L; - l; = 1si4i = j et 0sinon, pour 1 < i < n—ry,
1<j<n.

5. Montrer pour toute combinaison linéaire A de multiples de degré d de Lq,...,
Ly r;,onal-f=0.
6. En déduire f € K[l,,—r 41, ...,1n] et que rp = Ne(f).
Ezercice 8.13. Nous reprenons les notations de I'exercice précédent. Soit f € Rjq.

1. Notons ({f)) le systeme inverse de f engendré par f et ses dérivées itérées, dans
R. Soit J = {A € S;A-{{f)) = 0} = ((f))*. Montrer que A = S/J est une
algebre de Gorenstein homogene de dimension 0.

2. Montrer que L1,...,Ln—r, € J et que A = K[Vl,...,Vrf]/j pour r formes
linéaires indépendantes Vi,...,V; € Syj et pour un certain idéal homogene J
de K[V4,...,V;,] engendré par des polynémes de degré > 1.

3. Montrer que (L1,..., Ly—r;, Vi,..., Vo) = Sy et que Ay = (Vi, ..., V).

224



M. Elkadi & B. Mourrain Résolution des systemes polynomiaux

4. Notons f((4=1) Tespace vectoriel engendré par les dérivée d’ordre d — 1 de f.
En déduire que dim((f(4=)L)y =n —r; et que f(4=1) est engendré par les
variables essentielles Iy, ..., 1.
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Dans ce chapitre, nous allons définir le résidu d’une application polynomiale
f=(f1,..., fn) de K[x], dont la variété Z(fi,..., fn) est discrete. Puis, nous
donnerons quelques exemples et propriétés de ce résidu.

Tout au long de ce chapitre, F' désigne 'idéal de K[x] engendré par fi, ..., fn,
et A la K-algebre finie K[x]/F.

9.1. Définition du résidu et premiers exemples

Posons dx = (z1-y1, ., Tn—yn) et df = (f1(x)=f1(¥);- - -, fa(X) = fu(¥))-
Soit ©f une matrice & coefficients dans K[x,y] qui vérifie df = O¢dx, et Af
son déterminant. D’apres le chapitre précédent, A est de Gorenstein (i.e. A et
A sont A-isomorphes via A¢g”). Ceci permet de définir le résidu associé a f :

Définition 9.1. Le résidu de Uapplication polynomiale £ est l'unique forme
linéaire ¢ sur K[x] qui vérifie

i) VheF, 7¢(h) =0,

ii) Af"(g) — 1€ F.

La forme linéaire 7¢ est donc l'image réciproque de 1 par l’application
lindaire Ag” : A — A. Il dépend des listes de polynémes (f1,..., fn) (et pas
seulement de l'idéal F') et de variables (x1,...,zy).

Pour calculer explicitement 7¢, on peut utiliser le bézoutien défini dans
la sous-section 5.3.10. Et si on dispose d’une forme normale N dans A (i.e.
une projection de K[x] sur une base (b;);=1,..p de A), on déduit 'algorithme
suivant :

Algorithme 9.2. CALCUL DU RESIDU VIA UNE FORME NORMALE.

ENTREE : f = (f1,.--,fn) une application polynomiale telle que le
K-espace vectoriel A = K[x]/F soit de dimension finie D, et un
algorithme de forme normale N dans A.

1. Calculer le bézoutien Of(X,y).

2. Normaliser O¢(X,y) en X et y :

D D
@f(X, y) = ZZ Gi_j bl(X) bj(y) s 91‘7]' c K.

i=1 j=1
3. Soit u le vecteur des coordonnées de 1 dans la base (bi)i:LMD de
A. Résoudre le systéme linéaire en t : (;;)t =u.

SORTIE : Pour tout h € KJx], dont les coordonnées de la forme normale
sont (hi,...,hp), on a

D
Tf(h) = Zti h;.
=1
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9.1.1. Résidu d’une application en une variable. — Soit f = fyz¢ +
<+« + fq € Klz] de degré d. L’espace vectoriel A = K[z]/(f) a pour base
(1,z,...,291). Le bézoutien de f est
Fla) — fly -1 d—1 o
Ag(z,y) = <3:)—y() = Zaz’Hd—l—z‘(y) = Z H(z)y™ ", (9.1)
i=0 i=0

ou les Hj(y) = fo Y4 fry Tt fj sont les polynomes de Hérner associés
a f. La matrice de A; dans la base monomiale de A est

fa-1 - Jo

fo 0
Cette matrice a une structure particuliere (les coefficients qui se trouvent sur
les différentes « diagonales » sont égaux). Une telle structure est dite de Hankel.

La famille (Hy_1, ..., Ho) forme une base de A duale de (1, z,. .., 2% 1) pour
la forme bilinéaire non-dégénérée définie par le résidu 74 (voir proposition 8.7).
Comme A (77) — 1 € (f), et deg(Af”(7)) < d — 1, nous avons

d—1 d—1
AP ()= 1= rp(Haa )2’ 1= 74(y" ) Hy(z) =1 =0.
i=0 =0

Donc 74(Hg—1) = forp(z®t) =1, et 74(?) = 74(H;) = 0 pour 0 < i < d — 2.
D’apres la définition de 7y, si h € K[z] et r = rg_1x% 1 4+ ...+ ry désigne le
reste de la division euclidienne de h par f, alors

Tr(h) = 1(r) = rg1 Tp(2t) = ij—;l (9.2)

7¢(h) est aussi le coefficient de Hy_; dans la décomposition de 7 dans la base
de Horner de A.

Remarque 9.3. En analyse complexe d’une variable, on définit

3
2im Je(e)
ot C(¢) est un petit cercle autour de (.
Et si C est un cercle entourant toutes les racines de f et r le reste de la

resj: Clz] — C

g = resylg)i= Y wes($) = 2

CeZ(f) CeZ(f)

9(z)
Ok

s
division de g par f, en utilisant la formule de Stokes et en développant ? au
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voisinage de 'infini, on obtient

res f 2@7r f 2z7r f (9)

9.1.2. Résidu d’une appllcatlon a variables séparées. — Pour chaque
ie{l,...,n},s0it fi = fio %+ -+ fia;, € Klz;] avec fio # 0. Le bézoutien
de f = (f1,..., fn) est

di—1 )
Af:Afl' Afna Af—le 1d—ljyz ZH,]xz zll]

Les H;j,j = 0,...,d; — 1, sont les polynomes de Horner correspondant a
fi € K[z;]. Par conséquent,
n d;—1 ,
Ap = ) leh cemn? Hygy -5y (1) - Hid,—1-j, (Yn)
1=1 j;=
n d;—1 ] ,
= > Z Hyjy (1) Hp, () n @170y S,
1=1 j;=
Une base B de l’espace vectoriel A = K[x]/F est
B:{xlal...l’na" :0< a1 <dy ,...,OSOLn<dn}.

Une autre base de Aest H={Hyp,...Hyp, : 0< 1 <di,...,0 < By < dn}.
D’apres la proposition 8.7, ces deux bases sont duales pour le produit scalaire
(a,b) — 1¢(ab) défini sur A.

Comme A¢”(7¢) — 1 € F, nous déduisons que AfD(Tf) =1 et par suite

Te(x*) =0 si x*e€ B\ {1’1 A
hi=l g dal) — (9.3)
fro-- fao

Tf(.%‘l .. T

De méme
{ Te(Hiay - Hpg,) =0 si x*€ B\ {z@71.. 2,971},
e(Hi g1 Hpg,—1) = 1.
Par conséquent, le résidu 7¢ se calcule de maniere séparée, c’est-a-dire
Viat,...,on) € N mp(21™ o, ) = 74 (1Y) .. op, (27). (9.4)
Remarque 9.4. Soit h € K[x]. Le résidu 417_”@%")(h) est le coefficient de

(11
111,91 dans h : c’est la formule habituelle de Cauchy (voir [GHTS]).

Dans la pratique, pour calculer des résidus multivariables, on se ramene,
comme nous le verrons plus tard, via la loi de transformation (voir section
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9.2), au cas des applications & variables séparées (donc & des calculs de résidus
en une variable).

9.1.3. Déformation du cas monomial. — On se place dans le cas d’une
application f = (f1,..., fn) de la forme

Vie{l,...,n}, fi=x;% —g; , avec degg; < d; . (9.5)
Ce cas généralise le précédent. Une base du K-espace vectoriel quotient A est

B={x1" ...z, : 0 < o < d;}.

C’est la méme que dans le cas de Iapplication (z1%,...,z,%). Pour calculer

la forme normale d’un polynéme dans cette base, il suffit de remplacer, tant
que 'on peut, 2;% par g;. Notons (B) le sous-espace vectoriel de K[x] engendré
par B. Cette réduction modulo f1,..., f, fournit une projection de K[x] sur
(B) suivant l'idéal F'.

Soit ¢ une nouvelle variable et 'f; € K[t][x1,. .., x,] Phomogénéisé de f; par
rapport & t. Le polynome 'f; = x;% —t§;, avec §; € K[t][z1,...,x,]. Nous
avons °f; = % et 'f; = fi . Si 'f désigne Dapplication (1, ..., f,), alors

Atf:Axd +tR1+~"+tsRs,
ou les R; sont des éléments de K[x, y| de degrés au plus > "1 (d;—1)—1 =v—1.

Proposition 9.5. Le résidu de Uapplication (9.5) est donné par
i) ¢ =0 sur F,
i) T = Tya sur (B).

Cette proposition définit bien 7¢, car K[x] = (B) ¢ F.
Démonstration. D’apres la définition 9.1, il suffit de vérifier que la forme
linéaire 7 ainsi définie vérifie Af”(7) — 1 € F. En effet,

AP (1) = Aya”(T) + RI%(7) + -+ - + R (7).

Comme K[X} = <B> 83 F7 Rl(x,y) = bi(xa y) + Qi(x7y)7 avec degy(Qi) <v,

bi(xay) = Zoz aia(x) bla(y)7 bia S <B>a deg(bla) <V, q € (fl(Y)» 7fn(y))
D’apres la définition de T,

AP(T) = A" (1) +017(7) + - + 07 (7)
= AXdD(TXd) + le(TXd) + 4 bSD(TXd) =1.
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9.1.4. Résidu dans le cas de racines simples. — On se place dans le cas
ol toutes les racines du systeme polynomial f; = --- = f, = 0 sont simples

(ie. ¥C € Z = Z(fi,.... fn), Jace(C) #0).
Si ¢ € K™, 1, désigne I’évaluation au point ¢ (i.e. Iapplication a — a(()).

Proposition 9.6. Si les racines communes a f1,..., fn sont simples, alors

1
S

= Jace(¢)'

Démonstration. Soit (¢, &) € 22, avec ¢ # . Comme f(x)—f(y) = O¢(x,y)dx,
G-&
@f(Cag) = 07
Cn - gn
et Ag(¢,€) = det(0¢(¢,€)) =0. De plus si ¢ € %, A¢(¢, ¢) = Jace(€) # 0.

Puisque la famille (1¢)¢cz forme une base de A, il existe des scalaires (¢¢)cez
tels que 77 = Ycezcc e, et AfP(me) — 1 = Yrez ccAp(x,¢) — 1 € F. Ainsi,

pour tout ¢ € Z, (A¢®(1¢) — 1)(¢) = ccJace(¢) =1 =0, et ¢¢ =

Jace(C)
Corollaire 9.7. Si f; = a;121+ -+ + @i nTn + Gipt1,1 = 1,...,n, alors
—1 1
Tf = )
det(aij)i<ij<n
ou C est l'unique racine commune & f1,..., fn-
Af(X, C)

Remarque 9.8. Les polynoémes , ¢ € Z, sont des polynémes d’inter-

Jace(€)

polation aux points ¢ € Z :si (¢¢)¢cz est une famille de scalaires, un polynéme
de “petit degré” (i.e. au plus Y i, deg fi—n), qui vaut c¢ en ¢, pour tout ¢ € Z,

est
>

ez

Ag(x, C
Jace (¢

Cette expression généralise, a plusieurs variables, la formule d’interpolation
de Lagrange. En fait, ceci permet de retrouver explicitement les idempotents
(voir section 4.5) associés aux racines simples d’une application polynomiale.

Proposition 9.9. Soitf = (f1,..., fn) une application polynomiale qui définit
une variété discrete Z. Si ( € Z est une racine simple, alors l'idempotent as-
Af(xv C)

socié a ¢ est e¢ = ———=.
Jace ()
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Démonstration. D’apres la proposition 8.24, pour h € K[x], nous avons dans

A, Ag(x,O)h(x) = Ag(x,¢)R(¢). Donc
Af(X, g)Af(Xa C) = Af(X, C)Af(Ca () = Af(xv C) JaCf(C) P

c’est-a~dire ecz = e¢. De plus, si m¢ est I'idéal maximal définissant ¢, mees = 0.
Il en résulte que e est bien I'idempotent associé a (. |

9.2. Lois de transformation

Les lois de transformation donnent le lien entre les résidus associés a deux
applications polynomiales liées par une transformation matricielle. Ces lois
sont cruciales pour les calculs des résidus.

9.2.1. Loi de transformation usuelle.— Soient f = (f1,...,f,) et g =
(91,---,9n) deux applications polynomiales qui définissent des suites quasi-
régulieres de K[x]. Supposons

n
Vi e {1,...,7’),} , §i = Zaijfj y Qg S K[X]
j=1
Notons A la matrice (a;;), ¢ (resp. 7g) le résidu de f (resp. g).
Théoréme 9.10 (Loi de transformation usuelle).
VheK[x], 1¢(h) = 1g(hdet A).

Démonstration. Notons F' (resp. G) l'idéal de K[x] engendré par fi,..., fn
(resp. g1,...,9n). D’apres la définition 9.1, il suffit de vérifier

VheF, tg(hdetA) =0, et A¢"(detA-75)—1€ F.

L’identité de Cramer fournit f;detA € G,i = 1,...,n. Si h € F, alors
hdet A € G, et Tg(hdet A) = 0.
Par construction f(x) — f(y) = ©¢ dx, et det(Of) = A¢. Il en résulte
Ogdx = g(x)—gly) = A(x)f(x) — A(y) f(y)
— Aly) (Ex) — £(y)) + (A(x) — A(y)) £(x)
= (A(y)©¢ + B)dx = 6dx
avec B = (bij)1<i j<n, €t bj; est un élément de l'idéal F de K[x,y] engendré
par f1,..., fn. Posons A = det ©. Nous avons

A —det(A(y)©¢) = A — Ap det A(y) € F.
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D’aprés le théoreme de Wiebe, A —Ag € (g1(x) — g1(¥), - -+ gn(X) — gn(¥))-
Donc A®74 — Ag"7g € G. Par conséquent, A®7, — 1 € G. Ainsi,

Afb(detAﬂ'g)fl = (AfdetA( )) Tg — 1
= (Ardet A(y) —A) rg + A1y —1 € F.

d

On peut trouver une autre preuve de la loi de transformation basée sur un
argument de perturbation dans [GH78], [AVGZ86|,  BGVY93]. L’intérét de
cette loi réside dans le fait que ’on peut ramener le calcul des résidus multiva-
riables a un calcul de résidus en une variable. En effet, comme la variété définie
par fi,..., fn est discrete, il est possible de trouver, dans ’idéal engendré par
les f;, des polynémes g1, ..., gy tels que g; € K[z;]. D’apres le théoreme 9.10
et la formule (9.4), les calculs des résidus se ramenent & une seule variable.

Les corollaires suivants sont des conséquences immédiates du théoreme 9.10.

Corollaire 9.11. Le résidu 1¢ est une fonction alternée des composantes

Fiyeers fo de £

Corollaire 9.12. Soientf = (f1,..., fn) et g = (91,. .., gn) deuz applications
polynomiales. Si £ et £ xg := (f191,-.., fngn) définissent des suites quasi-
réguliéres, alors T¢ = g1... gnTrig-

9.2.2. Loi de transformation pour les résidus itérés. — Cette loi per-
met de calculer les résidus itérés d’une application polynomiale en fonction de
ceux d’une autre, liées toutes les deux par une transformation polynomiale.

Théoréme 9.13 (Loi de transformation pour les résidus itérés). Soient
f=(f1,...,fn) etg=1(91,-..,9n) deuz suites quasi-régulicres telles que

n
ViE{l,...Jl}, gi:Zaijfj y aijEK[X].

Alors pour h € K[x] et m = (my,...,my) € N", nous avons

1 kzn
()= Y H”—ﬂ)

k11+-+kp1=m1 i=1 kin!

kln+"'+knn:mn

k,.
T, ki1+-+kin+1 K+ +hnn+1 hdet(aij) || ai]“ .
(91 yeesdn ) -
1<i,5<n
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Cetteregledetransformation est due A Kytmanov [Kyt88]. Sapreuveoriginale
est fausse. Elle a été corrigée dans [BY99], [BH98|. Pour la démonstration de
ce résultat, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 9.14. Sim = (m1,...,my) € N", alors Tgmi1 = Tymi1 ¢y,

Démonstration. Soit h € K[x]. En utilisant les identités
A =y (i) ) Y Xy 1<i<n,
Ji=0
la loi de transformation usuelle, le corollaire 9.11 et ’exercice 9.4, on obtient

T

ym+1,f_y(h) = Tym+1 gm+1 (h H ( Z fimi—ji (X) yfl))
=1 7;=0
= Z Tym+1 (yj)Tfj+1 (h) = Tfm+1 (h)

J=(g1,e+,Jn) ENT
0<ji<m;

d

La preuve de la loi de transformation pour les résidus itérés est basée sur
I’application de la loi de transformation usuelle.
Démonstration. Posons A = (a;;). En utilisant le lemme précédent et la loi de
transformation, nous obtenons
Tfm+1 (h) = Tym.«#l’f_y(h) = Tym+1’g_Ay(h det A).

Si (Ay)p;) désigne la i®me composante du vecteur Ay, la loi de transformation
appliquée aux identités

|m|
m m|+1 m|—k; ki .
A" = ()™ (g - Ay X g (A 1<i <,
k;=0
fournit

Tym+1,g—Ay(h det A)= Z Tym+1 glm|+1 (h(det A)(H glmlfki)(Ay)k>.

k=(k1,....kn)EN" i=1
0<k1 ooy <[]

La formule cherchée découle directement de 1’égalité précédente, des identités

. (kit + -+ 4 kin)! _ v
(@iy1 + - + aimyn) i = Z %,—M(ailyl)k” (i),
(kilv'” ,kin)GN" 41 e Rgn-
ki1 t-tkin=Fk;
de la loi de transformation usuelle et du calcul des résidus d’une application
a variables séparées. |
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9.2.3. Loi de transformation généralisée. — Le but de cette sous-section
est de présenter la loi de transformation généralisée pour les résidus, due a
C.A. Berenstein et A. Yger [BY99]. Celle-ci généralise la loi usuelle (théoréeme
9.10). Nous verrons plus tard comment 'utiliser pour construire un algorithme
de calcul des résidus multivariables d’une application quelconque.

Théoréme 9.15. [BY99] Soient f = (fo,..., fn) €t g = (g0,--.,9n), avec
fo = go, deuz applications de K|xo, ..., x,] qui définissent des variétés algébri-
ques affines discrétes. Supposons qu’il existe des entiers positifs m; et des
polynémes a;; tels que

ViE{l,...,n} s fg“gi:Zaijfj. (9.6)
j=1

Alors 7 = det(a;;).7 .
f (aij) (frrttmntt g1 gn)

Démonstration. Soit un entier N > |m| = my+- - -+m,,. En multipliant I'iden-

tité (9.6) par év_mi et en utilisant la quasi-régularité de la suite £V, f1, ..., fx
(proposition 8.20, exercice 8.4), on déduit qu’il existe des b;; € K[zo, ..., zy)
tels que
gi = biofY Mo+ binfi+ - Fbinfn , 1<i<n. (9.7)
La loi de transformation usuelle implique que 74 = (det C').7 i+l ol
0 9. e dn
fo'tbin .. fytbin
c=| s

f(;nnbnl fgnnbnn

Quitte & prendre des combinaisons linéaires convenables de f&, f1,..., fn &

coefficients constants, on peut supposer que cette suite est réguliere (exercice
8.6). Si on multiplie I’égalité (9.7) par f;" et on soustrait 'identité (9.6) du
résultat, on obtient

bio fV ™ 4+ (fibiy — ain) 1+ -+ (F7bin — @in) fn = 0.

Ainsi, l’élément (bzof(;nl, ff)ﬂ’bn — Qgly .- -, fénlbm — am) de (K[Io, ey .Z‘n])nJrl
appartient au premier module des relations de (f&, f1,. .., fn) (voir définition
2.13). D’apres la proposition 8.21, cet élément est une combinaison linéaire
coefficients polynomiaux des relations élémentaires de Rel(f3, f1,..., fa)

oi = (fi,0,...,0,—f,0,...,0), 1<i<n, et

O'jl:(0,...,O,fl,0,...,O,—fj,O,...,O) , 1<j<i<n.
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Donc si L; est la ieme ligne de la matrice C' — (asj)1<i j<n, O peut trouver g;;
et giji € Kzo, ..., ] tels que

n
Li = (fg""bi1 — @ity - - -, fy " bin — ain) = ZQij‘}j + Z Qiji0ji 5
i=1

1<j<i<n

ou ¢; et Gj sont les projections respectives de o; et oj; sur les n dernieres
coordonnées. Par conséquent det C' — det(a;j) est une combinaison linéaire,
a coefficients dans Klzg,...,2,], de déterminants dont les [ (1 < I < n)
premieres lignes sont de la forme &; ou 6 et les n — [ dernieres sont de
la forme (f3""bi1,- -, f§ *bin). Pour finir la preuve du théoréme, montrons que
det C' —det(a;;) appartient & I'idéal engendré par f(‘)mlﬂ, g1, -+, gn. Pour cela,
il suffit de le faire pour les déterminants de la forme

fin o —fu

mil

f() bi] M

mil

. f]’ e _f»”
£ 4

minfl minfl

fo i e e ]y

Si C; désigne la ieme colonne de D;, en remplagant formellement C; par

0

bin—lvn

f? fn 1 0
OrL+ 20+ 4+ C = m, ,
TR fi fi fo " (giy — iy 0f3)

’m'infl

fo " (Giny = bin_03Y)

on a bien D; € ( (l)m|+1,g1, ey Gn)-

O

Dans le cas ou my = -+ = m,, = 0 et fy = zg, la loi de transformation
généralisée n’est autre que la loi de transformation usuelle.

9.3. D’autres exemples de résidus
Tout au long de cette section, v = > ;(deg f; — 1).

9.3.1. Résidu d’une application homogene. — On suppose ici que fi, ..
frn sont homogénes et définissent seulement Uorigine dans K.

)
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Théoréme 9.16 (Macaulay). Tout monéme de degré au moins v + 1 est
dans lidéal F de K[x] engendré par fi,..., fn.

Démonstration. Le bézoutien A¢(x,y) de £ = (f1,..., fn) est homogene de
degré v en x,y. Il se décompose sous la forme

Ar(x,y) = Y x*waly), (9-8)

ol (x%),cp est une partie libre de A et deg(w,) = v — |a.

D’apreés la proposition 8.7, la famille (x%),cg est une base de A = K[x|/F,
formée de monémes de degrés au plus v. Donc tout monome x” de degré au
moins v+ 1, se réécrit dans cette base (modulo I'idéal F') en un reste . Comme
I'idéal F est homogene, r = 0, et x° € F. O

Voici une autre fagon d’énoncer ce résultat : la fonction de Hilbert de A est
nulle & partir du degré v + 1.

Le théoreme de Macaulay permet, en utilisant la loi de transformation
usuelle, de ramener le calcul du résidu de f a un calcul plus « simple ».

Algorithme 9.17. RESIDU D’UNE APPLICATION HOMOGENE.

ENTREE : f = (f1,-..,fn) une application polynomiale dont
les composantes f; sont homogénes et telle que la variété

Z(f1,.--, fn) ={0}.
1. Calculer v:=) 1 ;degfi—n.

2. Déterminer les polyndémes homogénes a;; de degrés v + 1 —deg f;
tels que

n
Vie {1,...,TL}, IZ-V+1 = Zaijfj
j=1

(théoréme de Macaulay). Cette identité peut s’écrire sous
la forme d’un systéme linéaire dans lequel les inconnues
sont les coefficients des ayj.

SORTIE : Pour tout h € K]x],
7¢(h) = Tyw+1 (hdet(a;;)) = coefficient de ...z, dans hdet(a;;).

Proposition 9.18. Pour tout monéme m de degré # v, 1¢(m) = 0.

Démonstration. Puisque les f; sont homogenes, A¢”(7¢) = 1. En utilisant la
décomposition (9.8), on déduit que 7¢(w,) = 0 pour tout |a| # 0.
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D’apres la proposition 8.7, (Wq)acp est une base de A. Donc tout monome
m de degré au plus v — 1 se réécrit dans cette base en une combinaison des
w, tels que degw, < v —1, c’est-a-dire des w,, avec « # 0. Ainsi, 7¢(m) = 0.

Par ailleurs, on a vu que si m est un monéme de degré au moins v+ 1, alors
m € F, et par suite 7¢(m) = 0. O

Comme conséquence du théoréme 9.16, on obtient la solution du probleme
de Bézout effectif en I'absence des zéros a l'infini, avec de “bonnes bornes”
pour les degrés des quotients (voir la remarque 2.30).

Corollaire 9.19 (Nullstellensatz homogene). Soient f1,..., fo+1 € K[x]
sans racine commune dans K. Supposons, de plus, qu’ils n'ont pas de zéro
commun & Uinfini. Alors il existe g1, ..., gnt1 € K[x] tels que

l=qfi+  + gnt1fnt1,
deg(gifi) < X! deg fi — n.

Démonstration. Notons "f; le polynoéme homogénéisé en . D’apres le théoréme
9.16, il existe des polyndémes homogenes A; de degrés Z;‘ill deg f; —n —deg f;
tels que

" deg fi—n

o = A4+ A Mo
Le corollaire s’en suit par substitution de xy par 1 dans cette identité. O
9.3.2. Résidu d’une application sans zéro a l’infini. — On considere
maintenant une application polynomiale f de composantes f1, ..., f, sans zéro

a 'infini. Ce cas est important, car la situation d’une application quelconque
qui définit une variété discrete s’y ramene par des calculs de résultants (voir
[Yuz84)).

Dans ce cas, il existe des polynomes homogenes p; de degrés d; = deg f; et
des g; de degrés au plus d; — 1 tels que f; = p; — g; et la variété Z(p1,...,pn) =
{0}. Notons p = (p1,...,pn), P l'idéal de K[x| engendré par pi,...,pn, et
g = (g1,-..,9n). Nous allons établir le lien entre 7¢ et 7p.

D’apres la proposition 5.29, les K-espaces vectoriels K[x]/F et K[x]/P sont
isomorphes. Soit B une base de K[x|/F' formée d’éléments de degrés au plus v
(théoreme de Macaulay). Si (B) est le sous-espace vectoriel de K[x] engendré
par B, alors K[x] = (B) @ F. On peut donc réduire modulo F, tout h € K[x]
en un élément de (B) (en substituant p; par g;).

De la méme facon que dans la sous-section 9.1.3, on a le résultat suivant :

Proposition 9.20. Si lapplication f est sans zéro a linfini, alors
i) e =0sur F,
i) ¢ = Tp sur (B).

239



M. Elkadi & B. Mourrain Résolution des systemes polynomiaux

Démonstration. Voir exercice 9.12. O

Théoréme 9.21 (Euler-Jacobi). Soit f une application polynomiale sans
zéro a Uinfini. Si h est un polynéme de degré au plus v — 1, alors 1¢(h) = 0.

Démonstration. Le polyndme h se réduit modulo F en r € (B) de degré au

plus v — 1. D’apres les propositions 9.20 et 9.18, 7¢(h) = 7¢(r) = 7p(r) = 0. O
Nous allons donner une formule explicite pour 7¢ en fonction des résidus

itérés de p.

Théoreme 9.22. Le résidu de l'application £, sans zéro a linfini, est

TF = Z gﬁ.Tpﬁ+1. (9.9)
ﬂGN"

Démonstration. Tout élément | de K[x] s’écrit sous la forme | = ap®, avec
a € K[x] et @ € N". Donc

> mpealg’) = Y mpseanlag’) = Y men(ag?).

BENT B—aeN™ BENT

Sil=rf; =r(p;— gi), alors

Z Tpﬁ+1(lgﬂ) = Z (Tpﬁ+1(7“pi qﬁ) - pﬁ+1(7“9i qﬁ))
BEN” BeNn
= Z Tpa+1(T gi qﬁ) — Z Tpa+1(T gi qﬂ) =0.
BeNn BeNn

Par linéarité,

Z gﬂ.Tng =0 sur F.
BEN?

Soit h € K[x]. En utilisant la décomposition K[x] = (B) ® F, h = b + e, avec
b € (B) et e € F. Par suite,

Z Tph+1 (hgﬁ) = Z TpB+1 (bgﬁ) = Tp(b) + Z TpB+1 (bgﬁ)'
BeN? BeNn BeN\{0}

Comme degb < v et degg; < d; — 1, si B # 0, alors deg(bg?) est inférieur
(B1+1)dy+ -+ (Ba+1)d, —n — 1. Et d’apres la proposition 9.18,

> men(bg’) =0.
pen\{0}

D’apres la proposition 9.20, 3 gcnn Tpe+1(h g’) = 1p(b) = 7¢(b) = ¢(h). O
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Remarque 9.23. La formule d’Euler-Jacobi (théoreme 9.21 ou proposition
9.18) implique que la sommation dans 1’égalité (9.9) est finie :

VheKx, m(h) = 3 oo (hg”).
BeN™:Y " | Bi(deg fi—deg gi)<degh—v
En analyse complexe, 'identité (9.9) consiste a développer en série « sous
I'intégrale » le noyau qui apparait dans la définition du résidu (voir BGVY93]).
Des connections ont été établies dans [CDS96], entre ce développement et la
mise sous forme normale d’un polyndéme via une base de Grobner. Ici, nous
les explicitons en montrant simplement que ce développement n’est qu’une
« réécriture » dans un procédé de réduction par les polynémes initiaux.
Sip; = xfi,i =1,...,n, la formule (9.9) n’est d’autre que le développement
en série de 'exercice 9.2.

9.4. Résidu et résolution algébrique

Soient f1,..., fn des polynémes de K[x] qui définissent une variété discrete
Z={¢,...,¢4} Nous allons voir comment le résidu 7¢ permet de trouver Z.

9.4.1. Trace et résidu. — A chaque élément a de A, on associe l'opérateur
de multiplication

M, A — A
b — My(b) = ab.
On définit 'application Tr sur A par Tr(a) := tr(M,), ou tr désigne la trace

d’un endomorphisme. Tr est donc une forme linéaire sur A, et comme A est
de Gorenstein, il existe un unique a € A tel que Tr = a - 7%.

Proposition 9.24. On a Tr = Jact - 5.

Démonstration. On sait que le bézoutien A = Zle a;®b; € A® A, avec (a;)
et (b;) des bases duales pour 7¢ (théoréme 8.3 et proposition 8.25). Il est clair
que Ag(x,x) = Jace(x) = XL, a;b;.

Soit a € A. D’apres la formule de projection (8.2), ab; = Y% (ala;b;)b;. 1l
en résulte que la trace de M, (calculée dans la base (b;)) est

d d
Tr(a) = Z<a|aibi> = Tf(dZQibi) = 1¢(a Jacg) = (Jacs - 7¢)(a).
i=1

i=1

Corollaire 9.25. Si le corps K est de caractéristique nulle, alors

dimK A= Tf(JaCf).
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Démonstration. En effet, dimg A = Tr(1) = (Jace - 7¢)(1) = 7¢(Jace). O

9.4.2. Bases de A et A. — D’apres le théoreme 4.13 et le corollaire 9.25, le
nombre de racines communes a f1,..., f, (en comptant les multiplicités) est
D =dimg A = Tf(JaCf).

Comme 7¢ définit un produit scalaire non-dégénéré sur .4, nous pouvons
tester si un ensemble {xai}izl,_,,7 p de monomes forme une base de A.

Algorithme 9.26. DECIDER SI {x*},—1 . p EST UNE BASE DE A.

ENTREE : Les valeurs du résidu 7 sur x%7% pour i=1,...,D.

1. Calculer la matrice Q = (Tf(Xai+aj))1<ij<D.

2. Tester si () est inversible.

SORTIE : La matrice () est inversible ssi {x%*};—; p est une
base de A.

Ceci permet également de construire une base de A.En effet, si {x%}i=1, . p
est une base de A, alors {x% - 7¢};=1 . p est une base de A (car la matrice @
définit ci-dessus est inversible).

La base {wq, }i=1,..,p de A, duale de {x*};—; _ p pour le produit scalaire
associé a ¢, peut se calculer en inversant () : wq, = Zle Dij X%, ou p; j est
le coefficient de la matrice Q~! d’indice (4, ).

En pratique, on peut construire une base de A par « inspection », en com-
mengant par 1, et rajoutant les monémes un apres I'autre, jusqu’a ’'obtention
d’une matrice @ inversible.

9.4.3. Opérateurs de multiplication. — Soit {x“};—; _p une base de A
et {Wai}i:LMD sa base duale pour 7. D’apres la formule (8.2) p. 213, pour
tout a € K[x],

a= Tr(ax¥) wq, = Z Tr(a Wq, ) X¥.

D D
=1 i=1

7

La matrice de multiplication par a, dans {x“};—1 _p est

M, = (Tf(a x%i Waj))1<i i<D .

Il est donc possible de résoudre le systeme f; = --- = f,, = 0 (voir section
4.11).
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9.4.4. Trace et fonctions symétriques des racines. — On fixe un indice
i€ {1,...,n}, et on suppose que la caractéristique de K est nulle. D’apres la
proposition 9.24,

Sj = mi(x? Jace) = Tr(z’) = Q7+ +(pi’

ou Ci,-..,(p, sont les iemes coordonnées des racines (i,...,(p. Désignons
par o1, ...,0p les fonctions symétriques élémentaires de (1 4,...,¢(p,; (i.e. 0; =
Y1<iy<<i;<D CLir - - - CDyi; ), le polynéme d’une variable

A(T)=(T = C14)... (T =Cps) =TP = TP~ 4. + (=1)Pop

s’obtient en utilisant les formules de Newton :

-1 k—1
o = %(Sk — 1Sk 1+ -+ (=) lop_181) , 1 <k < D.
Le résidu 7¢ permet donc de déterminer les A;(T),1 < i < n, et de déduire les
iemes coordonnées des solutions de f; =--- = f, = 0.

Il est également possible de donner une représentation rationnelle des zéros
communs & f1,..., fn.

9.4.5. Résidu, résultant et jacobien. — Soient f1, ..., f,, des polynomes a
coefficients indéterminés ¢ = (¢;5)1<i<n,1<j<N,, homogenes en X = (x1,...,Ty)
de degrés respectifs dy,...,d, :

n—1

d; — 1
fiEK[Ci’j,lgjSNZ'HZ'17...,$H] , avec Ni: <n+ ' )

Nous allons établir le lien entre le résultant Respn—1(f) € K]c], le jacobien de

Papplication £ = (f1,..., fn), et le résidu 7¢ € K[x]. Notons K le corps des
coefficients K(c).
Rappelons que 7¢(x*) = 0si |o| # v =d; + -+ dyp — n (proposition 9.18).

Proposition 9.27. Si a € N" vérifie |a| = v, alors

ay h‘a (C)

= m , avec ha(c) € K[C]

Te(x
Démonstration. Comme Respn-1(f) est une forme d’inertie de l'idéal F' =
(f1,.-, fn), d’apres le théoreme de Macaulay 9.16,

Respn—1(f) x* € Anngpe /p (21, ., 20)).

Le bézoutien Af est homogene en (x,y) de degré v. Il se décompose sous la
forme

Ap(x,y) = Y wa(x)y* , avec degwy = v — |al.
[0
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Puisque f est homogene, A¢¥(1¢) = 1 = 7¢(wp). Le théoreme de Wiebe ap-
pliqué au systeme f;(x) = >°7_; 0;;(x,0) zj,i = 1,...,n, implique que

AnnK[qx]/F((a?l, o @y)) = (det(845(x,0)) = (Wo(x)). (9.10)
Il existe alors hq, € K|c] tel que Respn—1(f) x* — ho(c) wo(x) € F. Ainsi,
Respn-1(f) 7¢(x%) = ha(c) 7e(wo) = ha(c).

O
Nous avons
dimg (K[x]/F) = [ deg f; = 7¢(Jacy). (9.11)
i=1
Ceci montre, en particulier, que Jace # 0 modulo I'idéal F.
Proposition 9.28. Soient f1,..., f, des polynomes homogénes a coefficients
indéterminés c. Alors
n
Jacg — (H degfi)wo eF.
i=1
Démonstration. Nous déduisons des identités d’Euler
deg(fi)fi = ijafl ,i=1,...,n,
. T 5
j=1
et la formule de Cramer que Jace € Anngpe x/p((21, ..., 2n)). D’apres (9.10),
il existe h € Klc] tel que Jace(x) — h(c)wo(x) € F. En utilisant (9.11),
7 (Jace) = h(c)7e(wo) = h(c) = [[}1; deg fi. O

Nous allons donner une application de ces outils a une question, démontrée
partiellement dans [Net00], et sous forme technique dans [Spo89]. Nous sa-
vons que si Respn-1(f) # 0 (c’est-a-dire si f = (f1,..., fn) ne définit que
Porigine), alors le résidu de f est bien défini et son Jacobien n’est pas nul
dans K[x]/F'. Nous allons montrer la réciproque de ce résultat dans le cadre
homogene. Pour le cas affine ou local, voir [Vas98] et [Hic00].

Proposition 9.29. Soit f = (f1,..., fn) une application homogéne de l'an-
neau Klx1,...,2y]. Si Respn-1(f) = 0, alors Jace appartient o l'idéal F en-
gendré par fi,..., fn.

Démonstration. Comme Respn—1(f) = 0, les f; ont une solution commune dans
P"~1. Quitte & faire un changement de variables, nous pouvons supposer que
cette racine est (0:...:0:1).
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D’apres la proposition 9.28, en spécialisant les coefficients ¢ en ceux de
fis-os fu, Jace — ([Ti2; deg fi)wo € F. Puisque f;(0,...,0,1) = 0, pour tout
1=1,...,n,

01f1(x,0) ... On-1fi(x,0) M
WO(X) = Af(X,O) = n 0
0 a(x.0) .. Oy 1fu(x,0) I 0:Tn)
Tn
et il en résulte que Jace € F. 5

9.5. Résidu local et socle

Notons m I'idéal maximal définissant 0, K[x]o = {% g, h € K[x], h(0) # 0}
le localisé de K[x] par m, et Ag = K[x]o/Fo, Fp étant 'idéal de K[x]y engendré
par F.

En appliquant les résultats des sections 8.1, 8.2, 8.4, 8.5, nous obtenons le
résultat suivant :

Théoréme 9.30. Soit £ = (f1,..., fn) une application qui définit une suite
quasi-réguliére dans Uanneau local K[x]g. Alors Ag® est un Ag-isomorphisme
entre Ay et Ay.

Sif=(f1,...,fn) est une suite quasi-réguliere de K[x], et Qg la composante
primaire isolée de F associée & 0, Ay = K[x]o/F) s'identifie 3 K[x]/Qq et Ay &
un sous-espace vectoriel de K[9] (I’ensemble des polynémes en les dérivations
1, ..., 0 (corollaire 4.19 et proposition 7.30).

Définition 9.31. Le résidu local de £ = (f1,..., fn) au point 0 est ['unique
forme linéaire T¢ o sur Ao qui satisfait

Z) Tf,o(F()) = 0,

ZZ) AfD(Tf,O) — 1€ Fp.

Dans le cas ou K = C, ce résidu coincide avec le résidu analytique défini par
I'intégrale d’une n-forme méromorphe sur un cycle autour de 0 (voir [GHTS],
[BGVY93]).

Puisque :4\0 = Q(J)- est un Ap-module libre engendré par 7¢ g, le systeme
inverse de Qo est engendré par le résidu local et ses dérivées : Qf = ((7¢,0))-

Connaissant le systeme inverse donné par la méthode proposée dans la sous-
section 7.2.4, il est facile de construire le résidu local.
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Algorithme 9.32. RESIDU LOCAL.

ENTREE : £ =(f1,...,fn) une suite quasi-réguliére de K[x]o.

1. Construire une base {fi,...,5,} de 1’espace vectoriel
F+NK[0] comme dans la sous-section 7.2.4.

2. Résoudre le systéme linéaire suivant dont les inconnues
sont les scalaires A :

n
BJ(Z/\ZAfD(ﬂl)—1> =0, 1<j<p.
=1

SORTIE : T¢o = Y11 N

Définition 9.33. On appelle socle de Ag ’idéal
Anny,(m) ={f € Ap: zif =0,Yi=1,...,n}.

Le socle de Ajg est aussi (Qp : m)/Qp. Comme Qg est engendré par le résidu
local, d’apres la proposition 8.8,

Anny,(m) = {g € Ao : 7r,0(gm) = 0,Ym € m}.

Or (Qo : m)* = ({(x1-7,...,2,-7)) est un espace vectoriel de dimension y— 1,
avec p = dimg(Qg ). Par suite, K[x]/(Qo : m) est un K-espace vectoriel de
dimension g — 1. Nous déduisons de la suite exacte

0 — (Qo: m)/Qo — K[x]/Qo — K[x]/(Qo : m) — 0
que Ann4,(m) = (Qo : m)/Qp est une droite vectorielle.

Proposition 9.34. Si K est un corps de caractéristique nulle, alors le socle
de Aqy est engendré par le jacobien de f.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que Jacy est un élément non nul de Anny4,
(m). D’apres la proposition 9.24, pour tout p € K[x], 7¢ o(pJace) = Tr(p).
Si p est de la forme x;q, les valeurs propres et la trace de 'opérateur de
multiplication par p dans Ay sont nulles. Donc

VgeK[x], Vi=1...n, 7ro(ziqJace) =0.

Comme la forme bilinéaire définie par le résidu est non-dégénérée, x; Jacg €
Qo, et Jace € Ann g, (m). Par ailleurs, 7¢(Jacg) = dimg(A) # 0, donc Jacg #Z 0
dans Ay (corollaire 9.25). O
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9.6. Quelques applications du résidu

9.6.1. Théoréme de Bézout. — On va établir le théoreme de Bézout, lor-
sque la caractéristique de K est nulle, en utilisant la loi de transformation pour
le calcul du résidu.

Théoréme 9.35. Siles polynémes f1, ..., fr, n'ont pas de zéro a Uinfini, alors
dimg (K[x]/F) = deg fi . ..deg fn.

Démonstration. Si p; désigne la partie homogene de plus haut degré de f;,
d’apres 'identité d’Euler,

_Im op1
(deg f1)p1 = Txlzl+"'+%xn

_apn Opn,
(deg fn) pn = 87331$1+"'+87xn$n-

La loi de transformation usuelle, le corollaire 9.25 et la proposition 5.29 im-
pliquent que

[[degsi = (H deg fi)TX(l) = 7p(Jacp)
i=1 i=1

= dimg(K[x]/P) = dimg (K[x]/F),
ou P est I'idéal de K[x] engendré par py, ..., px. O

Théoréme 9.36. Soient f1,...,f, des polynomes homogénes de K[xg, . .., x|,
qui définissent une variété discréte de P™. Alors le nombre de racines com-
munes & f1, ..., fn dans P (en comptant les multiplicités) est : deg f1...deg f.

Démonstration. Choisissons les coordonnées homogenes (zo, . . ., z,) pour que
I’hyperplan & l'infini {9 = 0} ne contienne pas de racine commune a f1, ..., fn,
et posons g;(x) = fi(l,21,...,2,). Comme g1,...,g, n'ont pas de zéro a
I'infini et deg g; = deg f;, d’apres le théoreme 9.35,
card{a € P"(K) : fi(a) =0,i=1,...,n}
= card{beK":g;(b)=0,i=1,...,n}
dimg (K[x]/(g1,...,9n)) = deg fi...deg fp.

O

Théoréme 9.37. Soient fi1,..., fn des éléments de K[x| qui définissent une
variété discréte Z. Alors le cardinal de Z (en comptant les multiplicités) est

au plus deg fi . ..deg fp.
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Démonstration. Soient ¢ € K et m € N. Posons

d i+1 .
prdes fit +fzm , =1,

fei=cuz; Lo, M.

D’apres le théoreme 9.35, pour ¢ # 0,

dimK[x]/(fe1,- -, fen) = (mdeg f1 +1)...(mdeg fr + 1).

Les solutions du systéme f.1 = -+ = f.,, = 0, paramétrées par c, définissent
(mdeg f1 +1)...(mdeg f, + 1) branches de courbes pour ¢ # 0.

Considérons maintenant dans ce dernier systéme, ¢ comme une nouvelle
variable et plagons nous en projectif. Comme c’est un systeme a n équations
dans P"*!, chaque composante de I’ensemble des solutions est au moins de
dimension 1. Comme pour ¢ # 0, I’ensemble des solutions est de dimension 1,
chaque solution isolée py du systeme fo1 =0,..., fo,, = 0 est sur une courbe
du systeme de P"*! (py ne peut pas étre sur une composante de dimension
plus grande de ’hyperplan ¢ = 0).

Orsic=0, fo; = f{", et le nombre de branches passant par py est m"™.

Par ailleurs, nous avons vu que pour ¢ # 0, le nombre total de branches
(mdeg f1+1)...(mdeg f,, + 1). Si Z est ensemble des points isolés py pour
¢c=0, m"cardZ < (mdeg f1 +1)...(mdeg f, + 1). En choisissant lentier m
suffisamment grand, on obtient cardZ < deg f ...deg f. o

9.6.2. Formule de Weil. — La formule de Weil est une généralisation de la
formule de Cauchy (voir remarque 9.4). C’est une formule de représentation
avec un reste, de tout polyndéme dans un idéal donné. Elle peut se substituer a
I’algorithme de division multivariable. C’est aussi la clé de la division effective,
avec un « bon controle » des degrés et des coefficients des quotients (pour plus
de détails, consulter [ BGVY93], [Elk93], [E1k94]).

Proposition 9.38. Pour tout h € K[x|, on a

h(x) — (h(y)As(x,¥)) ¢ € F.

Démonstration. D’apres le corollaire 5.46,

On fr,nfa (X, ¥) = h(x) Ar(x,y) = h(y) Ar(x,y),

modulo l'idéal de K[x,y] engendré par les f;(x) et f;(y). Dans A, nous avons

(h(y)Ae(x,y))" (7¢) = h(x) (A¢(x,5)"(75)) = h(x).
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Théoréme 9.39 (Formule de Weil). Pour tout h € K[x]| et tout multi-
indice B = (b1, .., 0n) € N, nous avons

h(x) = > (h(y)A¢(%,¥)) Tpatr £O(x)

a=(ai,....,an)EN?:0<a; <31
modulo Uidéal (f', ..., fo).

Démonstration. Pour tout 1 =1,...,n,
) =) = () - fHiy) > T ).
0<a;<B;—1
Si O(f, B) désigne la matrice diagonale dont I’élément diagonal d’indice i est
Yo<ai<pi—1 fi (x) /7 (), alors

n

det(@(f,ﬂ>):Af<x,y>H( ) fﬁi(x)f{’i-l-“%y)).

i=1 *0<a;<B;—1

D’apres la proposition 9.38, le théoreme 8.22 et le corollaire 9.12, modulo
( :{317"'7‘)0’]’/[],3")7

hx) = (h(y)Ags(x,y)) 7es

n

(r@arey) [IC X 6 w))

i=1 0<a;<@;—1
>
S (ry) Ay o) o £
aeN™: 0<q;<B;—1

Z (h(y)Ag(x,¥)) Tpasa £(x).

aeN": 0<a; <B;—1

La formule de représentation suivante :
hx)= Y (h(y) A¢(x,y)) Tpass £2(x)
aeNP

peut étre obtenue dans le complété F-adique de K[x]. Pour plus de détails,
consulter [Lip87], [BGVY93|, [BH99|.

9.7. Exercices

Ezxercice 9.1. Soient m et n deux entiers positifs.

i) Supposons que m > n. Calculer > 1 (—1)° (m)
i
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ii) Supposons que m — n est un multiple de 2. Montrer I'identité

m S = S (L )

Exercice 9.2.

1. Soit f(x) = fox™ + -+ + fm, un élément de 'anneau des polyndémes en une
variable K[z]. Notons (d%);cw la base de K[x], duale de la base (z?);eny de K[z].
Montrer que le résidu 7y s’identifie & I'élément de KJ[[d]] (I'espace des séries

formelles en d) donné par le développement en série de
d! dm! 1
— = = dm 4.
fd=t)  fot+frid+- A+ frnd™  fo

2. Solent f;(x) = z"" — gi(x),degg; < m;,i = 1,...,n, des éléments de K[x].

Montrer que le résidu 7¢ s’identifie & la série formelle de K[[dy, ..., d,]] obtenue
par développement de
— — —1 —
dll...dnl _ d;nl dwn ! _dmlfl dmn71+_“
n _ - . - et n
[ fild™) - T (0= digd ) '
3. Etablir que pour h € K[x], 7¢(h) est le coefficient de ="~ *... z7»~1 dans la
fraction rationnelle
hott . .g
> T

aeN":|a|<degh—mi--—mp—n

4. En déduire que la fraction rationnelle St admet un développement en
1--+-Jn
série de la forme

Z M+r, avec r ¢ Kz, ...,z 1].

« rrn
aeNn

Ezercice 9.3. Désignons par 7 la projection de ’espace des polynéomes de Laurent
(ee. Kz, 27t o2, 2, Y]) sur Kz, ..., @)
1. Vérifier, dans le cas d’une seule variable z, que les polynémes de Horner
Hi(z) = my(z7 " f(z)), i=0,...,d— 1.
2. Soient fi(x) = 2% — g;(x),degg; < di,i = 1,...,n, des éléments de K[x]. Si
(Wq)a est la base duale de la base
{zf" . apn 0<a; <d;—1,i=1,...,n}

de K[x]/(f1,-.., fn) pour le produit scalaire défini par 7¢, montrer que

wo = (xg ).
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Ezxercice 9.4. Soient f et g deux applications polynomiales de K[x] qui définissent

des variétés discretes. Montrer que pour tout (a, 8) € (N")2,
T(f,g) (Xayﬁ) = Tf(xa)Tg(yﬂ)~

Ezercice 9.5. Solent fi,..., fn—1,F,G des éléments de K[x] tels que les suites
{f1,- s fa-1, F} et {f1,..., fa—1, G} soient quasi-réguliéres. Supposons que le corps
K est algébriquement clos et que les polynémes f1, ..., f,—1, F, G n’ont pas de racine
commune.

1. Montrer qu’il existe U,V € K[x] tels que V F + U G — 1 appartient a I'idéal de
K[x] engendré par f1,..., fn_1.

2. Etablir la formule suivante :

T(fiyeersfn—1,FG) = U- T(f1yeosfr—1,F) +V- T(f1yesfn-1,G) -

FEzxercice 9.6. Soit f une application polynomiale qui définit une suite quasi-réguliere.
Sim € N", prouver que Tgm+1 = Ty (p_y)m+1.
Ezxercice 9.7. Soit
c: K" — K"
x — o(x)

une application polynomiale bijective. Supposons qu’il existe une matrice U(x, y) telle
que 7(x) — o(y) = U(x,y) (x — ), avec det (U(x,y)) € K\ {0},
1. Donner des exemples d’une telle application.
2. Si f définit une variété discréte, montrer que pour tout h € K[x],
(h) = —milhoo™)
= — o .
Too det(T) 07
Ezercice 9.8. Soit f = (f1,..., fn) une application de K[x] = Klz1,...,z,] sans
zéro a 'infini.

1. Si "f; désigne 'homogénéisé de f; par rapport & xo, montrer que

"fi 10 - @ fi
h.fn 0o - 1 gn fn
o — 1 o - 0 1 To — 1
ou les g; appartiennent & K[z, z1,...,zn].

2. Etablir que pour tout o € N tel que |a| > v = S deg fi — n,
Tf(xa) = T(h'f1,...,hfn,z!;"*"*l) (Xa).
3. Que peut-on conclure ?

Exercice 9.9. Soient fi,...,fn-1,9 € K[z1,...,2,-1]. Supposons que la suite
{f1,- s fa=1, fn = Ty — g} est quasi-réguliere dans K[x] = K[z1,...,zy].
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1. Prouver que pour h € K[x],

Tf(h) = T(f1,esfn-1) (h(xla o 7'1‘77,—179(:617 .. '7zn—1)))'

2. Soient f1,..., fn—1 des éléments de K[x] = K[z1,...,z,], et f, =z, — g, avec
g € Klzy,...,2p-1]. Si f = (f1,..., fn) définit une suite quasi-réguliere dans
K[x], montrer que pour tout h € K[x],

we(h) = 72 <h(x1, o ay gl ,l-n,l))).

ouf=(fi(z1, . ... Tn-1,9), -, fo—1(T1,. .., Tn-1,9))-

Ezercice 9.10. Soit f = (f1,..., fn) une application polynomiale qui définit une suite
quasi-réguliere de K[x]. Notons K le corps des fractions rationnelles K(yi, ..., yn), et
df Dapplication (f1(x) — f1(y),. .., fn(x) = fu(y)) de K[x]. Montrer que si h € K[x],
alors h(y) = (h(x)A¢(x,y)) Tat.

Ezxercice 9.11. Soit K un corps de caractéristique zéro. Si f définit une variété
affine discrete, montrer que son résidu est un opérateur différentiel de degré v =
>or_, deg fi — n et & coefficients constants (cq)q, ¢’est-a-dire

TF = E 0% , cq €K
aeN:|a|=v

Ezxercice 9.12. Prouver la proposition 9.20.

Ezxercice 9.13. Soit f = (f1,..., fn) une application sans zéro & infini. Notons
v=>y" degf; —n.
1. En utilisant le théoréme de Macaulay, montrer qu’il existe g1, .. ., g, dans I'idéal
engendré par fi,..., fn, de la forme g; = xé’“ + 74, avec r; € K[x] de degré au
plus v.

2. Donner un algorithme, basé sur ’algebre linéaire, pour calculer 7¢.

Ezxercice 9.14. Considérons les trois surfaces réelles suivantes
TP+ 3 ken Qg Y 2F =0,
Y2+ D ke bigra'yl 2F =0,
24 Y jirca Cipt'y’ 2 = 0.
Supposons qu’elles se coupent en 27 points de R?, et soit (A, B,C) € R3.
1. Calculer la somme des carrés des distances de (4, B, C') aux 27 points communs
a ces trois surfaces.
2. Est-ce que le résultat dépend de tous les coefficients a;j, bijk, ciji 7
Ezercice 9.15. Soit f = (f1,..., fn) une application de K[x| qui admet 0 comme
racine isolée.

1. Prouver que l'indice de nilpotence de la composante isolée g, de l'idéal en-
gendré par f1,..., fn, associée a 0 est égal au degré de 7¢ o en les dérivations.
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2. Soit (m;); une famille de monémes de K[x] telle que (m;.7¢,0); forme une base
de Qg . Montrer que (m;); est une base de Ajy.

3. Donner une procédure qui permet de construire une base monomiale de Ag a
partir du résidu local.

Ezercice 9.16. Soit f une application de K[x] qui admet 0 comme racine isolée. Mon-
trer que le socle de Ay est engendré par tout mondme de K[x], obtenu en substituant
dans un mondéme du résidu de degré maximal les dérivations 9; par les z;.

Ezxercice 9.17. Relations entre coefficients et racines (pour plus de détails,
consulter [GLGV98]).

Le but de cet exercice est d’étudier le lien entre les coefficients et les puissances
des racines des polynémes P; de la forme

Pi(x) =z + Ri(x), 1<i<n, avec degR; <e;.
Les éléments P; peuvent s’écrire sous la forme
Pi(x) = Z Cim X", Cim, €C,

[m;|<e;

oll Ci(0,....e5,...,0) = Ly Ciym, = 0 81 |my| = e; et my # (0,...,¢€4,...,0).
Pour a € N7,
Sa = Z Ca7
CEZ(Py,....,Pp)

la somme de Newton d’indice a. Dans la sommation ci-dessus chaque racine est répétée
autant de fois que sa multiplicité. Si a € Z", on définit

n
— «
Sa - Tw(ll17Pl,m,zﬁ"iPT,,(JaCP x ) ’
a;” = max(0, —a;), ;7 = max(0,;),at = (1", ..., anT), 0" = (17, ..., a7 ) et

=04 —a_.

1. Vérifier que les deux définitions coincident pour oo € N™.

2. Déterminer S(g,.. oy en fonction des degrés ey, ..., e, de P, ..., P,. Monter que
si a € Z™\ {0}, |a| = 0, alors S, = 0 (on pourra utiliser la formule d’Euler-
Jacobi).

3. Soit & € Z" : |a| < le|],e = (eq, ..., e,), montrer que pour 3 = —«

_ (xfﬁPl ... P, Jacp) = Se_o+

T .-
mfl Pl,...,rlzﬁ'" P,
Cl,nLl LR Cn,m," S’ITL1+“‘+"L"7(¥ + €1...€n E Cl,m,l L Cn,rnn .
la|<Imi+-+my|<|d]| mi+-tmp=a
4. (a) Montrer que
— mi+-4m
T1...TpJacp = E det(m; j)cimy - - Caym, X "
MY,y My

mi; = (Mi1,...,Min), pouri=1,...,n.
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(b) En déduire les relations suivantes entre les coefficients des polynémes P,
et les puissances de leurs racines

Sa-a+ E : Clmy -+ Cnym, S’m1+'~+mn—a
Ja]<|mi+-+mp|<|e|

= Z (det(mm-) —€1... en)clm,,l - Cnomy, -

mi+-tmp=a

5. Donner un algorithme pour calculer S,, pour tout o € N"™.
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Le but de ce chapitre est de présenter des algorithmes de calcul des résidus
multivariables dans le cas d’une application polynomiale quelconque, et de
donner quelques unes de leurs applications a certains problemes d’effectivité.
Nous étudierons aussi certaines propriétés des applications polynomiales.

10.1. Applications dominantes

L’algorithme naif, pour calculer le résidu de f = (f1,..., fn), consiste a
trouver (par exemple en utilisant la théorie de I’élimination) des polynomes
g1 € Klzi],...,9n € K[z,] appartenant a I'idéal F de K[x] engendré par
fi,---, fn. Puis, la loi de transformation usuelle raméne le calcul du résidu
au cas d’une variable. Du point de vue pratique, il n’est pas toujours facile
de trouver de tels g1, ..., gn. Nous allons expliquer comment peut-on calculer
les résidus de f a l’aide de la loi de transformation dans les bons cas. Et en
général, nous utilserons la version généralisée de cette loi pour retrouver les
résidus d’une application polynomiale quelconque.

Définition 10.1. Une application £ = (f1,...,fn) : K* — K" polyno-
miale est dite dominante si lextension K(x) = K(z1,...,z,) de K(f) =
K(f1,-.., fn) est finie. Le degré de cette extension (i.e. la dimension du K(f)-
espace vectoriel K(x)) est appelé le degré géométrique de f.

Proposition 10.2. Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) L’application £ est dominante.

it) Les polynomes f1,..., fn sont algébriqguement indépendants sur K.

iii) Le Jacobien Jace n’est pas identiquement nul.
Siu = (u1,...,uy), le degré géométrique de £ est aussi égal a la dimension
du K(u)-espace vectoriel K(u)[x]/(f —u). Donc ce degré est génériquement le
cardinal des fibres de f.

Démonstration. i) = ii) Le degré de transcendance de 'extension de corps
K(f) — K(x) est nul (voir [Lan80]). Donc les deux extensions K(f) et K(x)

de K ont le méme degré de transcendance. Par conséquent, fi,..., f, sont
algébriquement indépendants sur K.

1) = 4it) Fixons ¢ € {1,...,n}. Il existe un polynéme A; en n + 1 va-
riables non nul et & coefficients dans K qui satisfait A;(z;, f1,..., fn) = 0. En
différentiant cette équation, nous obtenons

04,

n ox; 8f
Vke{l,...on}, > i 2
j=1 G Oy

8:c0

= —0ik,

0;1 désigne le symbole de Kronecker. Donc Jacs n’est pas identiquement nul.
144) = 4i) Supposons que f1,..., fn solent algébriquement dépendants. II
existe alors un polynéme non constant A(uq,...,u,) en n variables tel que
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A(f1,..., fn) = 0. En dérivant cette identité, nous avons

DA Of;
Vke{l,...,n}, Zax 5$k_

Et nous en déduisons que Jace = 0.

1) = 14) Sii € {1,...,n}, les polynomes x;, fi1,..., fn sont algébriquement
dépendants (car le degré de transcendance de 'extension K — K(x) est égal a
n). L’extension K(x) de K(f) est de type finie et algébrique, donc elle est finie.

Soit (e1,...,eq) une K(f)-base de K(x), avec e¢; € K[x],1 < i < d. Il est
facile de vérifier que (eq, ..., eq) est aussi une K(u)-base de K(u)[x]/(f—u). O

La sous-algebre de K[x] engendrée par les polynomes f1,..., fn, est notée
KIf] =K[f1, ..., fa]-

Soit fo € K[x]. Puisque les n + 1 polynomes fy,..., f, sont algébriquement
dépendants, il existe m € N* et ag, ..., an € Klu] = Kluq, ..., u,] tels que

ao(fl,...,fn)fom-i-“'—Fam(fl,...,fn):0.

Cette équation est appelée une relation de dépendance algébrique entre les
éléments fy,..., fn. Elle sera dite de dépendance intégrale, si le polynéme ag
est constant et non nul.

Définition 10.3. L’application f est dite entiere si l’extension d’anneauz
K[x] de K[f] est entiére (i.e. tout polynéme de K[x] vérifie une relation de
dépendance intégrale & coefficients dans KI[f]).

Ceci revient a dire que les coordonnées 1, ..., x, vérifient des relations de
dépendance intégrale sur K[f].

Toute application polynomiale entiere est en particulier dominante.

Une application entiere f = (fi,..., f,,) définit une suite quasi-réguliére . En
effet, si & = (aq,...,@,) est une racine du systéme f; = --- = f, = 0, toute
coordonnée «; de a est solution d’une équation d’une variable, donc la variété
Z(F) est finie, et d’apres la proposition 8.20, {f1,..., fn} est quasi-réguliere.

Proposition 10.4. Une application dominante f est entiére si, et seulement
si, pour tout g € K[x|, 7v_u(g) € K[u].

Démonstration. Supposons que pour tout g € K[x], 7¢_u(g9) € Klu], et soit
b = (by,...,bq) une base du K(f)-espace vectoriel K(x), avec b; € K[x]. La
famille b est aussi une K(u)-base de A, = K(u)[x]/(f — u).

Fixons ! € {1,...,n}. La formule de représentation (8.2) appliquée dans Ay,
fournit

d d
b = Z Te—u(z1bja;) by = Z mg)(u) b;
i=1 i=1
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La matrice M;(u) :(mg-)(u))1<ij<d de multiplication par z; dans A, dans
la base b est alors & coefficients dans K[u]. Si C(u;T) désigne son polynome

caractéristique, d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton,
C<u;xl) :m;i+cl(u)m;l_1 ++Cd(u) € (f1 _ula"'7fn _un)a
avec ¢; € K[u] pour i = 1,...,d. Nous avons donc une relation de dépendance
intégrale C(f; x;) = 0 de x; & coefficients dans K]f], et ainsi I'application f est
bien entiere.
Réciproquement, soit g € K[x]. Comme pour tout ¢ € {1,...,n}, il existe
des entiers positifs m; et des polynémes a;; € K[u] tels que

M an(B) 2 4 4 agm, (F) = 0.

Il s’en suit que
Qi(w;2;) = " + az(w) 2+ i, (1) = Y Agi(w,x) (fi —wi) s
i=1
avec A;; € Klu,x]. Posons Q(u;x) = (Q1(u;z1),...,Qn(u;z,)). D’apres la
loi de transformation, (9.4) et (9.2), nous avons

S CT0)

a=(a,...,an) =1

avec ¢q, € K[u]. Ainsi, 77—y (g) € K[u]. O

Nous déduisons de la preuve de la proposition 10.4 le corollaire suivant :

Corollaire 10.5. Si f est une application entiére, alors le polynéme ca-
ractéristique de la multiplication par z; dans U'espace vectoriel K(u)[x]/(f —u)
est a coefficients dans l'anneau K[u].

Exemple 10.6. Nous allons donner deux eremples d’applications entiéres
ayant des points a Uinfini. Nous verrons en exercice 10.2 qu’une application
sans zéro a l'infini est toujours entiére.

Soient les éléments f1 = 2> —y et fo = xy — 1 de K[z,y]. Les variables x
et y vérifient les relations de dépendance intégrale

{ 3= fix—fr=1=0
v+ fiy =2 fa— f2° —1=0.
Considérons dans K|z, y, 7]
h=22+y*+ 22 -2
o=y + 22—y
I3

x2—|—y2+22—z.
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La variable x vérifie la relation de dépendance intégrale
3r +(4fi—2f—2fs-Da+2fi*-2fifs+ 2+ [~ 2fife— i =0

Par symétrie y et z vérifient des relations du méme type.

10.2. Applications commodes

Définition 10.7. Une application f = (f1,..., fn) est dite commode si chaque
coordonnée x; satisfait une relation algébrique

aiO(flw"vfn)x;ni ++azmz(f177fn) :07
avec a;;(0) # 0 pour un certain j € {0,...,m; —1}.

Toute application entiere est en particulier commode. Une caractérisation
de ces applications est donnée dans [PT96].

Lemme 10.8. Soit L une extension (de corps) finie de K et 0 un élément
de L. Si Cy (resp. My) est le polyndme caractéristique (resp. minimal) de
la. multiplication par 6 dans L, alors Cy = My Ol oy [L : K(0)] désigne
dimK(g) ]L)

Démonstration. 11 existe un entier positif d (c’est le degré de ) et des scalaires
a; de K tels que 6% = ag_10%1 + - + qo.

Sim = dimK(g) L et (81, N ,€m) une K(G)-base de ]L, (eiej)ogigdfl,lgjgm
est une K-base de L. Notons Ay la matrice de multiplication par 6 dans I dans
cette base. Alors

T ag m
Co(T) = det(TTpg — Ag) = det | 1 : — MJM(T).
o T aga
1 T-— ad—1
O
Proposition 10.9. Soient fo, ..., fn € K[x] tels que les n derniers soient

algébriquement indépendants sur K. Alors il existe un unique (& une constante

pres) polynéme irréductible A € Kluo, . .., uy] qui vérifie A(fo,..., fn) =0. Si

le corps K est infini et deg fo < min;—1,., deg f;, le degré de A est au plus
deg f1...deg fp

[K(x) : K(fos - - -, fn)]

Si de plus f1,..., fn nont pas de zéro a linfini, alors deg A = 6.

5:
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Démonstration. L’existence de A découle du fait que le degré de transcendance
de Vextension K(fo, ..., fn) de K est égal & n et de anneau Klug .. ., u,] est
factoriel. Pour I'unicité, supposons l'existence de deux irréductibles A; et Ao
tels que A1(fo,.--, fn) = A2(fo,---, fn) = 0. Le résultant R de Ay et Ag,
considérés comme éléments de (K[uq, . . ., un|)[uo], appartient & Kluy, ..., u,] et
satisfait 'équation R(f1,..., fn)=0.Puisque fi, ..., f, sont K-algébriquement
indépendants, R = 0, donc A; et As ont un diviseur commun non constant
dans K(ug,...,upn)[up], et aussi dans Klug,...,u,]. Ainsi, A1 = cAg, avec
ceK.

L’extension K(x) de K(f) = K(fi, ..., fn) est finie. Considérons les éléments
C(ug, ..., up) et Aug, . .., up) de K(u)[uo] tels que C(ug, fi, ..., fn) soit le po-
lynéme caractéristique de la multiplication par fy dans le K(f)-espace vectoriel
K(x) et A(ug, fi, ..., fn) son polynéme minimal. Désignons par C (resp. A) le
numérateur de C (resp. [1) Ces polynémes appartiennent & Klug, ..., up]. 11
en résulte que A est 'unique irréductible de K[uy, ..., u,] qui vérifie 'identité
A(fo, ..., fn) =0. D’apres le lemme 10.8,

O = AR K(forfn)] o 0 = AKREKforfn)]
En changeant les variables u; en u; — ¢;ug,7 = 1,...,n, avec ¢; € K, on peut

supposer que deg A = deg,, A. Par suite,

deg(C) = deg,, (C) = deg,,,(C) < deg(f1 + c1fo) - .. deg(fn + cnfo).
De plus deg(C) = I[;L; deg(fi + cifo) si fi + cifo, ..., fa+ cnfo n'ont pas de
zéro & linfini. Ainsi,
deg(f1 +c1fo) ... deg(fn + cnfo)

[K(x) : K(fo,- - fn)] ’

et ’égalité a lieu si les polynomes fi,..., f, n’ont pas de zéro a l'infini. o

deg A <

Une autre preuve de la proposition 10.9 peut étre trouvée dans [P1o86].
Exzemple 10.10. L’application polynomiale de Kz, y, 2]
(flaf23f3) = (:E +zyz,y +yJZ?Z)

n’est pas commode, car les relations irréductibles uniques des coordonnées sur

K[f17f25f3] sont
By +y—f2=0
z — f3 = O

Proposition 10.11. Si Uapplication £ est commode, alors pour tout h € K[x],
le calcul de ¢(h) se raméne a des calculs de résidus d’une seule variable.

{ fofsa® + fiz — f£ =0
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Démonstration. Pour chaque i € {1,...,n}, il existe g; € K[z;] non nul tel que

n
gi(iﬂi) = ZA’]fJ s Aij S K[X]
j=1
Sig=1(91,.-.,9n), d’apres la loi de transformation, (9.4) et (9.2), nous avons

n

7t(h) = g (hdet(Ay5)) = > ca [ [ (g ().

a=(ai,...,an)eN? =1

O
Remarque 10.12. Si nous disposons pour tout ¢ € {1,...,n} d’une relation
algébrique A;(ug, ..., un) = aio(ut, ..., up)ug™ + -+ + aim, (u1,...,uy,) entre
Ziy f1y. -+, fn, alors pour h € K[x], 7¢_y(h), ot u = (u1,...,uy), se calcule

facilement comme suit. Nous déduisons de A; que

aip(W)z" + -+ i, (1) = Y Agi(w,3) (fj —wy) , Aij € Klu, z).
j=1

Puis la loi de transformation rameéne le calcul de 7¢_y(h) & des calculs de
résidus d’une seule variable.

Pour que la proposition 10.11 fournisse un algorithme de calcul des résidus,
il faut préciser comment peut-on trouver des relations algébriques entre chaque
x; et les composantes f1, ..., f, de f. C’est le but de la prochaine section.

10.3. Structure de la matrice bézoutienne

Les polynomes fi,..., f, sont fixés. Soient v = (v;); et w = (w;); deux
bases de K[x]. Si fo € K[x], le bézoutien O, de fo, ..., fn se décompose sous
la forme

O (x,y) =D aijvi(x) wi(y), aij € K.
iJ

La matrice des coefficients («;;); ; dans cette décomposition est notée [0 ¢, |v w-
Le bézoutien de n polynémes fi,..., f, € K[z1,...,2,] est Oy f ., qui
est aussi noté Ay, ¢ (ou tout simplement A, puisque fi, ..., f, sont fixés).

Remarque 10.13. La matrice [O, ]y w est celle de 'application K-linéaire

—

05" Kx] — K[x]

A= 07N ;:Z(Xj:aij,\(wj))vi(x)

i
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—

dans la base duale (w;); de K[x] et la base (v;); de K[x]. De la méme fagon,

on définit O, : X = 37:(32; iy A(vi))w;(x). La matrice de cette derniere

application dans les bases (0;); et (w;); est la transposée de [© 4 ]v,w-
Siv=w= (x%)aenn, [Of]v,w est exactement la matrice bézoutienne de

va"'vfn~

10.3.1. Base de l’espace vectoriel A.— Nous avons vu dans la section
8.5 que si le bézoutien A¢ de £ = (fi,..., fn) se décompose dans K[x] sous la
forme Af(x,y) = Y ai(x)b;(y), alors (a;); et (b;); sont des parties génératrices
de 'espace vectoriel A = K[x]/F, ou F désigne I'idéal engendré par f1,..., fp.
Puisque max(dega;,degb;) < v = Y1, deg fi — n, les monomes de degré au
plus v engendrent A et nous avons le résultat suivant :

Proposition 10.14. II existe une base du K-espace vectoriel A formée de
monoémes de degré au plus v.

Théoréme 10.15. Si f = (f1,..., fn) est une suite quasi-régulére de K[x],
alors toute base de Grébner réduite de lidéal F', engendré par fi,..., fn, pour
un ordre monomial gradué (i.e. qui raffine le degré total) est formée d’éléments
de degrés au plus v + 1.

Démonstration. Considérons la base de A = K[x|/F formée par les classes des
monomes (X%),ecp qui n'appartiennent pas & m(F') (pour un ordre gradué).
Supposons que 'un de ces monémes x° soit de degré au moins v 4 1. D’apres
la proposition 10.14, il se réécrit modulo F' sous la forme

x’ = Z AaXx® , A €K, |a] <.
aclE
Le polynéme h = x” — 3 cp Ao x® € F et m(h) = x” € m(F), car pour tout
a € E, |B] > |a|, ce qui contredit x® ¢ m(F). Donc les éléments de la base de
Grobner réduite de F' sont de degrés au plus v + 1. m]

Corollaire 10.16. Si h € K[x] vérifie 7¢(hx*) = 0 pour tout x* de degré au
plus v, alors h € F.

L’appartenance d’un polynéme h de K[x]| & l'idéal F' peut ainsi se tester
par des calculs d’algebre linéaire sur des polyndomes de « petits degrés ». En
général, la complexité du probleme de l'appartenance d’un polynéme a un
idéal est doublement exponentielle (voir remarque 2.30). La proposition 10.11
et algorithme 10.27 suivant permettent de transformer ce probleme en un
probléme qui est linéaire dans le cas d’une application quasi-réguliere.

Proposition 10.17. Sif = (f1,..., fn) forme une suite quasi-réguliere, alors
il existe g € K[x] de degré au plus v = > 1 deg fi — n tel que pour tout
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h € K[x], nous avons

gh=agfi+ - +gnfn, giGK[X]a

heF(:}{ deg(gj fj) <v-+degh, j=1,...,n.

Démonstration. Comme

On = hx)OI(xy)+ iE)RI(XY)+ -+ fnX)Ru(x,Y)
= hy)O1(x,y) + fily)Q1(x,y) + -+ fu(¥y)@n(x,y),

ou les R;, Q; appartiennent & K[x,y], h € F si et seulement si,
On e =(©1"m)h—gifr = —gnfa =0, g; = R"¢.

En posant g = ©1"7¢, nous obtenons le résultat cherché. O

L’identité de la proposition 10.17 peut se voir comme un systeme linéaire
dans lequel les inconnues sont les coefficients de g1, ..., g,. La matrice de ce
systeme est de méme type que celle de Macaulay.

10.3.2. Matrice de multiplication et bézoutien. — Le lemme suivant
montre que toutes les matrices bézoutiennes By, (lorsque fy décrit K[x]) ad-
mettent une décomposition diagonale dans une base commune.

Soit F' = (f1,..., fn) un idéal de K[x]. Notons Fj l'intersection des compo-
santes primaires de F', qui correspondent aux points isolés de Z(F') et Aj la
K-algebre K[x]/Fy de dimension finie D.

Lemme 10.18. I existe deuz bases v = (v;)ien et W = (w;);en de K[x]| telles
que (v1,...,vp), (wi,...,wp) soient des bases de Ay, avec v;,w; € Fy pour
i> D, et pour tout fo € K[x], la matrice [Oy,]vw est de la forme

V1T .. VD UD41---
w1
Mg, 0
wp (10.1)
Wp+1
0 Lo :
ouMy, est la matrice de multiplication par fo dans Ay, dans la base (vy,...,vp).

Démonstration. Nous pouvons supposer que le corps K est algébriquement
clos. Si Z(Fp) = {C1,...,Cq}, pour ¢ = 1,...,d, @Q; désigne la composante
primaire de Fy qui définit la racine ;. D’apres le théoreme 4.9,

Aog=A1@&---dA; , avec A; =K[x]/Q; pour i=1,...,d.
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Nous identifions Ay & D'espace vectoriel Iy des formes linéaires sur K[x] qui
s’annulent sur Fj. .

Considérons les deux sous-espaces vectoriels F = @ﬁ(;l?)) et G =01(Ay)
de K[x]. Comme dimg(Ag) = D, E et G sont de dimensions au plus D.
Les applications ©1" et ©19 définissent des A;-isomorphismes entre E et A;,
pour ¢ = 1,...,n. Par conséquent, les images de ;l\o par 67" et ©1< sont
de dimensions au moins D. Par suite, dimg F = dimg G = D, F et G sont
isomorphes & Ag. Ainsi, K[x] = E @ Fy = G ¢ Fp.

Puisque 01" (Fg-) = E et ©1%(FH) =G, 0, e ER GO Fy® Fy.

Fixons fy € K[x]. D’apres la proposition 5.43 et la remarque 10.13,

05, (x,y) — foy)O1(x,y) € (fi(y), -, fu(y))K[x,y].

Par conséquent,
05,"(Ao) = (fo(y)©1)"(Ao) = ©17(fo - Ao) € O17(Ao) = E.

Un argument similaire montre que @foq(;l\o) C G.Donc O, € EQGOFy® Fy.

Soient v = (v;)ien et W = (w;)ien des bases de K[x] telles que (v1,...,vp)
soit une base de E, (wi,...,wp) une base de G, avec v; et w; des éléments
de Fy sii> D. Comme Of € E® G @ Fy ® Fy, la matrice [Of]y,w est de la
forme (10.1).

Soient Cf, = (¢ij(f0)),; j<p le bloc carré supérieur de [O]v,w et My, =
(mij)1<ij<p la matrice de multiplication par fy dans la base (v;)1<i<p de Ag.
Nous déduisons de cette deComposition, que modulo I'idéal F',

D D
O = fox)01 = > ci(fo)viow, = fo(x) Y ei(l) v ®@w;
ij=1 ij=1
D ’ D ,D ’
= Z cii(1) (fov)) @w; = Z (kaicij(1)> (ET
ij=1 k=1 VNi=1

Ainsi, Oy, = My, C1. La matrice C est inversible, car c’est la matrice de 0,"
dans les bases (¥;)i<i<p de ./10 et (v;)i<i<p de Ap. Par un changement de
variables, nous pouvons supposer que C = Ip, et donc la matrice [O ]y w est
bien celle donnée par (10.1). O

Nous déduisons du lemme 10.18 le résultat suivant :

Proposition 10.19. Tout mineur non nul de taille mazximale de la matrice
bézoutienne de fo, ..., fn est divisible par det(My,), ot My, désigne la matrice
de multiplication par fo dans Ay.

Proposition 10.20. La taille de la matrice bézoutienne de fo,..., fn est
bornée par (e maxo<i<, deg fi)" .
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Démonstration. La taille de cette matrice est bornée par le nombre de monomes
en n variables de degrés au plus deg fo+- - -+deg f —n. Ce nombre est inférieur

a((nJrl)d

), avec d = maxp<;<n deg f;. D’apres la formule de Stirling, n! >
n <i<

€

Cette inégalité est aussi satisfaite pour n = 1.

V2mn (ﬁ> . Sin > 2, alors

10.3.3. Représentation rationnelle des points isolés d’une variété. —
Nous allons voir dans cette sous-section comment calculer une représentation
rationnelle des points isolés d’'une variété algébrique définie par n équations,
a partir de la matrice bézoutienne.

Soit F' = (f1,..., fn) un idéal de K[x]| et Zy l'ensemble des points isolés
de la variété Z(F'). Rappelons qu’il est possible d’obtenir une représentation
rationnelle de Zj & partir de la forme de Chow réduite de F' (voir section 4.40).

Par ailleurs, d’apres le théoreme 10.19, tout mineur maximal non nul A(u)
de la matrice bézoutienne de ug + uixy + -+ - + UnTn, f1,- .., frn est divisible
par la forme de Chow de F. Ceci permet de compléter 'algorithme de la
section 4.40 pour calculer les points isolés de Z(F).

10.3.4. Décomposition géométrique d’une variété algébrique. — Soit
fi =+ = fm = 0 un systéeme d’équations qui définit une variété Z. Nous
voulons trouver ses composantes (de différentes dimensions).

Nous avons décrit dans la sous-section précédente et ’algorithme 4.40 une
méthode pour obtenir les points isolés de Z. L’application de cette description,
en « cachant » une variable permet de construire les courbes isolées de Z, puis
en « cachant » une nouvelle variable les surfaces isolées de Z, et ainsi de suite.
Cette méthode fournit les différentes composantes de Z, en commengant par
celles de plus petites dimensions. Ainsi, le probleme des composantes isolées de
dimension ¢ se réduit & un probléme de composantes isolées de dimension ¢ — 1
en considérant des variables (par exemple 1, ..., ;) comme des paramétres.

Supposons que la projection des courbes isolées sur la droite zo = --- =
xn = 0 est dominante, ou encore que ces courbes sont en position de Noether
(voir sous-section 3.1.4) par rapport & x1, et notons K = K(z1) le corps
des fractions en x1. Les courbes isolées de Z correspondent aux points isolés
de Z%(f1,- .., fm). Pour appliquer la méthode de la sous-section 10.3.3, nous
allons construire un systéme carré en xo,..., T, et a coefficients dans K a
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partir de fi,..., fn tel que les points isolés de fi,..., f;, dans K" soient
encore isolés dans la variété definie par ce dernier systeme.

Si ¢ est un point isolé de Z%(f1,..., fm), et A désigne I'algebre locale as-
sociée a ¢, alors A/(f1,...,fm) est de dimension 0. D’apres Pexercice 8.6,
il existe n — 1 combinaisons génériques gi,...,9n—1 de fi,..., fm, & coef-
ficients constants telles que A/(g1,...,gn—1) soit de dimension 0. Le point
¢ est bien isolé¢ dans la variété Z(g1,...,9n—1). La méthode développée
précédemment appliquée a gi,...,9,—1 permet la construction des courbes
isolées de Zz=(f1,..., fm). En itérant ce procédé, nous obtenons toutes les
composantes de la variété Z.

Algorithme 10.21. DECOMPOSITION GEOMETRIQUE D’UNE VARIETE.

ENTREE : f1,...,fm des polyndmes de K[zi,...,zp].

1. Sim > n, choisir n combinaisons linéaires aléatoires a
coefficients constants hy,...,h, de fi,..., fmn. Puis calculer
par 1’algorithme 4.40 une représentation rationnelle des
points isolés de Z(hy,...,hy),

2. Choisir une des variables (par exemple x;) comme paramétre
et reprendre 1’étape 1 avec n remplacé par n — 1 et K par
K(z1). Et ainsi de suite.

SORTIE : Une représentation rationnelle des composantes de la
variété Z(f1,..., fm)-

La décomposition ainsi obtenue n’est pas minimale car les composantes
calculées peuvent étre incluses dans d’autres de dimensions plus grandes.

Exemple 10.22. Illustrons cet algorithme sur la variété de K3 définie par
l’idéal engendré par

fi = (z123—22%) (12228 — 1),
f2 = (22— 2% (m1 2223 — 1),
f3 = (1’3 — xlg) (1’32 — 1 — ].) (lL’l o X3 — 1)

L’algorithme 4.40 appliquée a f1, fa, f3 conduit a la représentation rationnelle

9 1
(u0+5707 07 1) ) (u0+5707 07 _1) ) (U0+1, 07 07 O)

Donc les points isolés de Z(f1, fa, f3) sont {(0,0,1),(0,0,-1),(0,0,0)}.

266



M. Elkadi & B. Mourrain Résolution des systemes polynomiaux

Pour les composantes de dimension 1 de Z(f1, fa, f3), en prenant 1 comme

parametre. L’algorithme fournit la représentation rationnelle
1 1 3
2 3 2 3
Uy — —+-x1"+ —x1°, 17, £1° |.
< 10 5 1077 ’

Le premier terme de cette représentation est une équation en ug et x1 qui
décrit une courbe plane. Les autres termes correspondent auxr numérateurs des
fractions rationnelles qui servent a calculer limage de cette courbe. Ici on
obtient directement la paramétrisation de la courbe isolée (xl,x12,x13).

Pour les composantes de dimension 2, nous obtenons la représentation

(2 n 7 1)
—T1T2+ U T1 T2 — =, —— .
5 Y122 0122 10 21 29

10.4. Relations de dépendance algébrique

Etant donnés fo, ..., f € K[x] tels que les n derniers soient algébriquement
indépendants sur K. Il existe alors A€ K[uo, . .. , u,| qui satisfait A(fo,..., fn)=
0. Nous allons voir comment trouver de tels candidats A, en utilisant ’algebre
linéaire.

Bien siir, A peut étre obtenu par des techniques de bases de Grobner. En ef-
fet, si on calcule une base de Grobner G de V'idéal de Klug, . . ., Un, 21, - - ., Tp]
engendré par fy — ug, ..., fn — Un, pour un ordre d’élimination dans lequel
(ug, . .., up) est plus petit que (z1, ..., 2,), alors GNK[uy, . . . , uy] contient une
relation algébrique entre fy, ..., f,. Cependant, le calcul de bases de Grobner
est coliteux et ne permet pas de controler efficacement la taille des objets cal-
culés. Dans cette section, nous présentons une méthode alternative sur laquelle
nous avons plus de controle.

Théoréme 10.23. Tout mineur mazximal non nul de la matrice bézoutienne

de fo — ug, ..., fn— un € Klug, ..., un][x] fournit une relation de dépendance
algébrique entre fo,..., fn.
Démonstration. Si D est le degré de l'extension K(x) de K(f) = K(fi,..., fn),
en introduisant w = (u1,...,up), D = dimg,) K(u)[x]/(f — u). En effet, si
(v1,...,vp) est une K(f)-base de K(x), avec v; € K[x],i = 1,...,D, alors
(v1,...,vp) est une K(u)-base de K(u)[x]/(f — u).

Dorénavant le corps de base est K(u) = K(ug,...,uy). Il est clair que

O == 01 —ur, fu—un = O 1, f = O1,
et que le bézoutien de fo — ug,..., fn — u, est
@fO*UO,--wfn*un = @fmflful,---,fn*un — Uo @17f17u1,---7fn*un = @}lo — up OF.

D’apres le lemme 10.18, il existe deux bases v et w de K(u)[x] telles que pour
tout g € K[x], la matrice bézoutienne de g, fi —uz,..., fn — u, dans ces bases
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est de la forme

V1 ... UD UD41---
w1
Olw= | ™| °
g v,.w wD
Wp+1
0 L, :

Soient v = (x%)penn, W = (¥7)genn les bases monomiales de K[x] et K[y]. Les
matrices [0} |vw, [0} |v.w et [O7]v w, [OF]v,w se déduisent les unes des autres
par des changements de bases (par multiplication & droite et & gauche par des
matrices inversibles R(u) et Q(u) & coefficients dans K(u)), donc
Buo,...,un = [ u07u0]~7V~V = [ 1flo]‘~77V~V — Uo [6‘1-1]-”7‘7"
— RNy, QW)

avec

My, —uolp 0

Nquwun = )

0 Ly, — uoly

ou Ip désigne la matrice identité de taille D. Par suite, tout mineur maximal
non nul A(ug,...,un) de By, 4, est une combinaison linéaire, & coefficients
dans K(u), de mineurs maximaux de Ny, ,. Ces derniers sont tous mul-
tiples de det(Mg, — uolp). Par conséquent, A(uo,...,u,) est un multiple du
polynéme caractéristique de la multiplication par fy dans K(u)[x]/(f — u).
D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, A(fo, ..., fn) =0. O

Remarque 10.24. Dans la pratique pour calculer un mineur maximal non
nul de la matrice bézoutienne, nous utiliserons une variante de la méthode du
pivot de Gauss, appelée parfois méthode de Bareiss [GCL92]. Elle permet de
triangulariser la matrice, les coefficients obtenus sont dans ’anneau de base
et la derniére ligne non nulle de la matrice triangularisée contient des mineurs
maximaux non nuls.

D’apres la proposition 10.20, le degré de la relation algébrique donnée par
le théoréme 10.23 est au plus e(max;=,... , deg f;)™. Les relations algébriques
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obtenues par la méthode décrite ci-dessus ne sont pas minimales (voir la pro-
position 10.9). Perron a montré que si le poids de la variable u; est deg f;,i =
0,...,n, il est possible de trouver un élément A de K[uy, ..., u,] de poids au
plus deg fo . .. deg f,, tel que A(fo,-- ., fn) =0 (voir exercice 10.8).

Ezxzemple 10.25. Nous allons illustrer cette méthode sur £ = (f1, fo, f3), ou
h=a+y+2%, b=+ +2°, fs=a+y'+20

Un mineur maximal du bézoutien de x — ug, f1 — u1, fo — us, f3 — us est

‘ last (ffgausselim(mbezout ([x-u0,f1-ul,f2-u2,£3-u3]l, [x,y,z]1))); ‘

(12 u012 — 24u1u010 — 16 u2u09 + (24u12 —12 u3) u08 + 48 uzu1u07 + —8u22 — 24u13) UOG
+ (—24 u12u2 + 24u3u2) u05 + (72471,2271,1 + 6ugu12 + 3u32 + 15 u14 u04
+ (8u13ug — 24 uusus + 16u23) up® + (—6u15 — 12uzu2? + 6 uz?uy + 12 u12u22) w2

. 2
+u16 — 3u12U32 + 12 ulugu22 — 2u33 — 4u24 - 4u13u22) .

Ce mineur fournit une relation algébrique entre z, fi, fo, f3. Ici, la matrice
bézoutienne est de taille 50 x 50 et son rang est 24.

Comme les polynomes fi, fo, f3 n’ont pas de zéro a l'infini, d’apres la pro-
position 10.9, le polynome caractéristique de la multiplication par z dans
K[z, y, 2]/ (f1, f2, f3) est ce polynéme de degré 24.

10.5. Algorithme de calcul des résidus multivariables

Dans cette section, nous utilisons la loi de transformation généralisée et
le calcul des relations algébriques (section 10.4) pour mettre en place un al-
gorithme de calcul du résidu d’une application polynomiale quelconque. Cet
algorithme consiste a se ramener a des résidus d’une variable via les matrices
bézoutiennes et la loi de transformation généralisée.

Soit f = (f1,..., fn) une application de K[x] qui définit une variété discrete.
Pour chaque i € {1,...,n}, A;(ug,...,u,) désigne une relation algébrique
entre z;, f1, ..., fn donnée par le théoreme 10.23. Posons

n
Qi(u; (El) = Al(itl, Uty ,Un) = Z aij(u, f, xl)(fj — ’U,j). (102)

j=1
Soit @ = (aq,...,q,) un vecteur générique (i.e. choisi & exterieur d’une
variété algébrique) de K", et définissons le multi-indice m = (myq, ..., my), les
applications R = (Ry,...,R,) et S = (S1,...,S,) de la maniére suivante : si

t est une nouvelle variable, pour tout ¢ € {1,...,n},

Qilent, ... antiz;) = " (Ri(x;) — t5(t, 25)). (10.3)
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Théoréme 10.26. Sous les hypothéses ci-dessus et pour tout h € K[x]|, si

D = det(a;j(ait, ..., ant,f, xi))1<ij<n, alors
Te(h) = T(tmI+1 Ry (1) —tS1 (£21),-00s B () S (b3) ) (h D)
= e XI:C e T(t\mHl*W,le1+1(xﬂ,...,R,’i”Jrl(xn)) (h D Sll ce Sn )

|k|<|m]
Démonstration. La loi de transformation généralisée appliquée aux applica-

tions (¢, f1 — aat,..., fn — ant) et (¢, Ry — tS1,..., R, — tS,) fournit

Tt fr—art, fo—ant) (1) = T(gimie1 gy 45, R —t5,) (R D). (10.4)

Puis 'application de la loi de transformation usuelle aux identités
jml+1 jml+1 Ll ok
m m m|—R; i
R; - (tSi) = (RZ - tSi) Z R, (tSi) ,
k;=0

implique que le second membre de (10.4) est égal &

n |m|

v —k;
T(tlm\+1,R\m|+1)(hD 11> (tSj)’fJR‘jm\ ]) = Y Tmirrow gy (R DSY),
§=1k;=0 keNn
|k[<|m|
R — (RFL L Rmatl) REHL — (RPTL REet1) gk — g Ghn
Le théoreme découle de 7¢(h) = 7( 1, 5.)(h) = Tt fi—art,.... fa—ant) (1), €t de
ce qui précede. |
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Algorithme 10.27. CALCUL DES RESIDUS MULTIVARIABLES.

ENTREE : une application f = (f1,...,fn) de K[x] qui définit une
variété discréte.

1. Pour chaque i € {1,...,n}, on calcule une relation algébrique
A; entre z;, f1,...,fn (théoréme 10.23).

2. On choisit un vecteur (ay,...,a,) de K" générique et
on détermine les entiers m;, les polyndmes Ry,...,R,,
S1,...,5,, et le déterminant D =  det(ajj(out,..., ant, £, 2;))
définis dans (10.2) et (10.3).

3. Soit h € K[x]. Pour tout multi-indice k = (ki,...,k,) € N"
tel que |k| < |m|, on calcule le coefficient cgo(x1,...,2,) de
tmI=I* dans hDSiCl ...SFn et par induction le coefficient
Chi(Tig1,. .., 2y) de mgkiﬂ)degRi_l dans le reste de la division
euclidienne de c¢;—1(2s,...,Tp) par Rfiﬂ(xi)?i =1,...,n.

SORTIE : Tf(h) = Zk’EN"i“ﬂShﬂ\ Ckn -

10.6. Applications propres de C"

Dans cette partie, nous donnerons des algorithmes pour tester si une ap-
plication polynomiale de C™ dans C™ est propre (i.e. I'image inverse d’un
compact de C" est un compact, ou encore lim||, |~ ||f(x)|| = 00). La notion
de la propreté est tres importante, par exemple dans la conjecture du Jaco-
bien et 1’étude des automorphismes de C" (voir [BCW82]). Elle joue aussi
un role crucial dans les problemes de représentation d’un polynéme dans un
idéal (voir [BY91], [E1k93], [Elk94]).

Proposition 10.28. Soit f : C* — C™ une application polynomiale domi-
nante de degré géométrique d. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) £ est propre.
1) Pour tout h € C[x], le polynéme caractéristique de l’endomorphisme de
multiplication par h

Clu)x]/(f —u) — C(u)x]/(f—-n)
a — ha

est a coefficients dans Clu].
i) £ est entiére.
w) Il existe des constantes R,C,d > 0 telles que
Ve eC", ||z]| > R = |[f(2)]| > Cll«||".

v) Vh € C[x], 7¢—u(h) € C[u].
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vi) Vie{l,...,n},Vje{l,...,d}, e_u(xs Jacg) € C[u].

Démonstration. Soient (1(u),...,(s(u) les racines communes aux polyndmes
fi—u1,..., fn —uy, dans la cloture algébrique de C(u).

1) = 4i) Si le polynéme caractéristique de ’endomorphisme de multiplica-
tion par h est

—E

Cw;T) =T+ a1 (W)T4 + - + ag(u) = (T - h(g(u))) € C(u)[T),

i=1

les coefficients a;(u) vérifient

la;(u)| =

S bl w) bl (w)

1<j1<<gi<d

< Yo O+ [IG (D (1 I, (w)l[) s,

1<ji<<ji<d
avec Cp, > 0. Puisque f est propre,
VA>0,3B>0: VzeC" |[z||>B=[[f(z)|][ > A

Comme f(¢j(u)) = u, si u € C" est générique et ||u]| < A, alors il existe C > 0
tel que |a;(u)| < C. Donc a; € Clu] pour i =1,...,d, et C(u;T) € Clu; T].

1) = 41i) Soit h € C[x]. Le polynéme caractéristique de la multiplication
par h dans C(u)[x]/(f — u) fournit une relation de dépendance intégrale pour
h & coeflicients dans C[f]. Ainsi, I'extension d’anneaux C[x] de CI[f] est entiere.

141) = i) Il est facile de voir que si « est une racine de I’équation d’une
variable T™ + a1 T™ ! + .- + a,, = 0, alors |a| < mmaxje{l,___7m}(|aj|1/j). En
utilisant cette observation et les relations de dépendance intégrale

et a (B)a T 4 ag,(F) =0, i=1,...,n,
nous déduisons que
Vi= 1,....,n, 3C; >0: |$z| <G max (|ai7j(f)|1/j).
1<j<m;
Il existe alors une constante C' > 0 telle que pour x € C" suffisamment grand
degai’j
|LE| <C ||f(x)”maxi€{l,,..,n} maXje{1,..., mi}(f) .
iv) = i) Evident.
iii) = v) C’est la proposition 10.4.
v) = vi) Evident.
vi) = i) Soit g € C[x]. Considérons I’endomorphisme de multiplication
par g dans le C(u)-espace vectoriel C(u)[x]/(f — u). Si o1(u),...,04(u) sont
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les fonctions symétriques élémentaires de g(¢1(u)), ..., g(¢4(u)), le polynome
caractéristique de cet endomorphisme

Pw;T) =T — oy (W)T4 4 - + (=1)04(u).

Fixons i € {1,...,n} et posons g(x) = z;. Comme S;(u) = 7¢_y(z:/Jacs) €
C[u], nous déduisons des formules de Newton que P(u;T) € Clu][T]. Le
théoreme de Cayley-Hamilton fournit une relation de dépendance intégrale
P(f;x;) = 0 pour z; sur C[f]. ]

Algorithme 10.29. PROPRETE D’UNE APPLICATION POLYNOMIALE I.

ENTREE : f:C" — C" une application polynomiale.

1. Pour tout ¢=1,...,n, on calcule une relation algébrique
Ai(uo,s .. un) = aio(ur, ..., up)ug™ + - + Qim, (U1, - .., up)
entre x;, f1,..., fn, par la méthode décrite dans la section
10.4.

2. Si les n relations obtenues sont intégrales (i.e. tous
les polyndmes ajp sont constants et non nuls), alors f est
propre. Sinon, il existe des indices ¢ € {1,...,n} tels que
les a;p ne sont pas constants. Pour ces ¢, on décompose A;
en polyndmes irréductibles.

3. Pour chacun de ces indices ¢, on examine 1l’unique polyndme
irréductible

Bi(uo, - un) = bio(ur, - - tn)ug’ + - 4 bin, (w1, .-, un) € Clug, - -, un]
qui satisfait Bj(ay, f1,...,fn) =0.

SORTIE : L’application f est propre si, et seulement si, les
polyndmes b,y sont constants et non nuls.

On peut tester la propreté d’une application polynomiale sans avoir recours
a un algorithme de factorisation polynomiale comme ci-dessus.
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Algorithme 10.30. PROPRETE D’UNE APPLICATION POLYNOMIALE II.

ENTREE : une application f : C® — C" dominante de degré
géométrique d.

Calculer d = dimg(y) C(u)[x]/(f —u) = 7r_u(Jacg), puis les fractions
rationnelles 7¢_y(v/Jacg),i = 1,...,m,5 = 1,...,d, en utilisant la
remarque 10.12.

SORTIE : f est propre si, et seulement si, ces fractions
rationnelles sont polynomiales.

Remarque 10.31. Les polynoémes a; qui apparaissent dans la décomposition

du bézoutien
S

OLfrnfu (%) =D ai(x)bi(y) € C[x,y]

i=1
engendrent le K-espace vectoriel A (voir section 8.5). Le point v) de la propo-
sition 10.28 est donc équivalent & : pour tout ¢ € {1,..., s}, 7v_yu(a;) € Clu]. Il

en résulte donc un algorithme, similaire a 10.30, pour décider si 'application
f est propre.

10.7. Exposant de Lojasiewicz

Soit f : C* — C™ une application polynomiale propre. D’apres la proposition
10.28, il existe des constantes R > 0, C' > 0, d > 0 telles que

Ve eC", ||z]| = R = [|f(2)]| = O||z]|.
Définition 10.32. L’exposant de Lojasiewicz de f est
L(f) =sup{d>0:3 R,C >0, Yz € C",||z|]| > R = ||f(x)]| > C||z||¢}.

11 est clair que £(f) < max;=; ., deg f;. Nous allons montrer que L£(f) est
un rationnel et donner une formule pour le calculer.

Dans le cas d’une variable, £(f) = degf. Lorsque n > 1, la situation est
beaucoup plus compliquée.

La propreté des applications polynomiales et ’exposant de Lojasiewicz ont
été extensivement étudiées dans [CK92], [Plo85], [Jel93].

Définition 10.33. Le degré d’une application f est le mazimum des degrés
de ses composantes, il est noté degf.
Proposition 10.34. Si l'application £ est propre, alors
min; <i<n deg f;
[[i2 deg fi
Si de plus £ n'a pas de zéro a Uinfini, L(f) = minj<,<p(deg fi).

< < i ;
< L(f) < min deg fi.
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Démonstration. Soient R > 0, C' > 0, d > 0 tels que
Ve eC", ||z]| = R = [|f(2)]| > C||=|
Si h € Clx], il existe ¢; > 0 et ca > 0 tels que pour z grand

h(E(@)] < e1]|]|]25RD) < eyl ()] 2"

Comme f est surjective, degh <
déduisons que L(f) < deg f;.

Soit A;(ug, ..., up) = ug" + a1 (u, ... ,un)ug”_l + o Qi (U1, Up)
lunique relation irréductible de Klug, ..., u,] entre x;, f1,..., fn, pour i =
1,...,n. Il découle de la preuve de ii7) = iv) de la proposition 10.28 que

1

w. En particulier, si h = z;, nous

L(f) >

dega;;
maxlgign maxi <j<my; f

D’aprés un résultat de Perron (voir exercice 10.8),

Vje{l,...,m;}, (degai;) 1inndegfi +m; — 7 <degfi...deg fp.

1=1,...

Ainsi, nous obtenons l’encadrement souhaité pour L(f).

Pour chaque i € {1,...,n}, posons g; = f;il"'di‘ld“l”'d", ol dj = deg fj.
L’application g = (g1, ..., gn) est propre, et deggy = --- = degg, =[], di =
6. Si p; désigne la partie homogene de plus haut degré de g; et p 'application

(p1,-.-,pn), alors
5 i lg(z) — p(@)]|
llg(x)|| = |lp(x)]] — |lg(z) — p(@)|| > ||z]| (thlill Ip(2)]| — W)

Donc pour ||z|| suffisamment grand ||g(x)|| > c||z||?, avec ¢ > 0. Par suite, il
existe R > 0 et ¢; > 0 tels que ||f(z)|| > ¢ ||z||™dee /i si ||2|| > R. O

Théoréme 10.35. [Plo85] Soit £ : C* — C™ une application polynomiale
propre. i T+ a;1 (W)T 1 + - +ayq(u) est le polynéme caractéristique de la
multiplication par x; dans le C(u)-espace vectoriel C(u)[x]/(f —u), alors

L(f) = !

deg a;;
maxlgign maxi <j<m; 7]‘

En particulier, 'exposant de Lojasiewicz est un nombre rationnel. Pour la
preuve de ce résultat, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 10.36. Soit
AW, T) =T+ ay(ut, ..., un) T+ 4 ag(ua, . .., up) € Clu, T).
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i) 1l existe ¢ > 0 tel que si (u,t) € C" x C, ||u|| > 1 et A(u,t) =0, alors

t] < effufmessisa (552

it) Si R,c,d sont des constantes strictement positives telles que U'ensemble
{(u,t) € C"*L: |ju|| > R, A(u,t) = 0} est contenu dans {(u,t) € C"*1:

d .
llul| > R, [t < c|[ul[®}, alors maxlggd( °g ‘”) <.

iii) Soit A le polyndme caractéristique de la multiplication My, par h € C[x]
dans C(u)[x]/(f —u). Soient R,c,é des constantes strictement positives
telles que si pour tout x € C™ vérifiant ||f(x)|| > R, |h(z)| < c||f(z)]]°,

d .
alors maxi<;<q ( i) aZ) <.
== 1

Démonstration. i) Si t? + ay(u)t?! + -+ + ag(u) = 0, il est facile de voir que
|t] < dmaxi<i<qa;(u)|'/?, et I'inégalité cherchée s’en suit.

i) Soit u € C" tel que ||u|| > R. Nous avons A(u,T) = [1%1(T — Ci(u)),
avec |¢i(u)| < ¢||u||’. Donc pour tout i € {1,...,d}, il existe ¢; > 0 tel que

Z le (u) oo Cji(u) <ca ||u|\“s

1<j1<<gi<d

|a;(u)| =

Ainsi, dega; < id, pour i =1,...,d.

i1i) Soit (u,t) € C"xC tel que |u| > Ret A(u,t) = 0. Comme f est surjective
u = f(x),t = h(z) (en utilisant I'identité de Cayley-Hamilton A(u, Mp,) =0 et
donc A(u, h) = A(u, My)(1) = 0). D’aprés Phypothese [t| < c¢||u/|?. Tl découle

d i
de ii) que max1<i<d( ) al) <. O
='= i

Démonstration. (preuve du théoreme 10.35) D’apres la preuve de ii) = iv)
de la proposition 10.28, il suffit de montrer que l'existence des constantes
R,c,6 > 0 telles que [|f(x)|| > c||z]|® des que ||z|| > R, entraine

deg a;;
d max max( ega]> < 1.

1<i<n 1<j<d J

Il existe ¢; > 0 tel que pour tout x € C™, ||z|| > 1, ||f(z)]| < c1 ||z||4°8F. Suppo-
sons que R > 1. Six € C" vérifie ||f(x)]| > 1 Rdcgf(l—i—maxnxngl [If(x)]]) = C,
alors ||z|| > R, sinon ||z|]| < 1 ou bien 1 < ||z|]| < R. Dans les deux cas
[If(x)|]] < C, ce qui est contraire au choix de C. Et donc si z € C" est
choisi tel que ||f(z)|| > C, alors pour tout i € {1,...,n},|[f(z)|| > c|z;|°.
Le point #4i) du lemme précédent appliqué a application h = z; implique que
degaij
< 2 MaXj=1,.m, . O

0 J
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Algorithme 10.37. CALCUL DE L’EXPOSANT DE LOJASIEWICZ.

ENTREE : une application polynomiale propre f:C" — C".

1. Pour chaque ¢ € {1,...,n}, le théoréme 10.23 fournit une
relation algébrique A;(ug,...,u,) entre x;, f1,..., fn-

2. On factorise A; pour trouver le polyndme minimal M; de
la multiplication par z; dans le C(u)-espace vectoriel
Clu)[x]/(f —u), ot u=(ug,...,uy).

3. On calcule le degré géométrique d = 7¢_y(Jacy) de f (remarque
10.12).

4. On détermine le polyndme caractéristique C; de la
multiplication par x; dans C(u)[x|/(f —u), en utilisant le
fait que C; est une puissance de M; (lemme 10.8).

SORTIE : le rationnel L(f) donné par la formule du théoréme
10.35.

Exemple 10.38. Illustrons cet algorithme sur lapplication f = (f1, f2, f3) de
Clz,y,7]

=24y +22 -2, =2+ P+ 22—y, =2 +yP+ 27—z

Un mineur mazimal de la matrice de Bézout de x —uq, f1 —u1, fo —ug, f3—us
est

3u% + (duy — 2ug — 2uz — Nug + u% — 2uouy + 2u? + u3 — 2uzug — uq.
Un calcul similaire avec y — ug (resp. z —ug), f1 — u1, fo — ug, f3 — us donne
—3ud + (2u1 — 4ug + 2u3 + 1)ug — u3 + 2ugus — ui — 2u3 + 2uguy + us
(resp. 3ud + (dug — 2ug — 2uy — V)up — 2uzuy — 2uzug + 2u3 + u? + u3 — ug).
En utilisant la formule du théoréme 10.35, L(f) = 1.

10.8. Inversion d’une application polynomiale

Un cas particulier des applications propres est celui des applications inver-
sibles. Dans cette section, nous montrons comment les bézoutiens peuvent étre
aussi utilisé pour calculer explicitement les inverses de telles applications.

Proposition 10.39. Soit f = (f1,..., fn) : C* — C™ une application polyno-
miale bijective. Si fo = vo+viT1+- - FUpTy, 0V, ..., U, sont des paramétres,
alors tout mineur mazximal de la matrice bézoutienne By, r,—u, ... fo—u, €5t di-
visible par un élément de la forme vg +v1 g1 (1) + - - - + vy, gn(0), 0t pour tout
i=1,...,n,9; € Cluy,...,uy]. De plus, Uinverse de f est (g1,...,0n)-
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Démonstration. Pour tout u € C", la variété algébrique définie par f — u est
réduite & un seul point (simple) ¢, = £71(u); l'espace A, = C[x]/(f — u) est
donc une droite vectorielle. Par suite, la matrice de multiplication M., par x;
dans A, est de taille 1 x 1 et vaut ({u;), ot (y,; désigne la i*™e coordonnée
de Cu. Si £t = (g1,...,9n),Cui = gi(v) pour i = 1,...,n. Les g; sont des
polynémes en u (corollaire 10.5). D’apres la proposition 10.19, tout mineur
maximal de By ¢, —us,.... fn—u, €st divisible par

dEt(Uo I + viMgy + -+ 'UTLMZn) =0 +v1g1 (11) +eee Ungn(u)'

O

Remarquons que si f : C* — C™ est une application polynomiale bijective,
son inverse f~! est aussi polynomiale. Ceci conduit & 1’algorithme suivant :

Algorithme 10.40. CALCUL DE L'INVERSE D’UNE APPLICATION POLYNO-
MIALE.

ENTREE : une application polynomiale bijective f = (f1,...,fn) :
Ccr—Cn.
1. Soient wuy,...,uUp,,...,V, des paramétres. Poser fy= vg+viz1+

<o+ +vpTn, et calculer la matrice bézoutienne By, r vy, .. fo—un -

2. Déterminer un mineur maximal non nul A(u,v) de cette
matrice.

3. Factoriser A(u,v), puis sélectionner le facteur linéaire en
v,
vo +v1g1(u) + -+ + v gn(u)
tel que fo(gi,...,gn) est 1’identité de C".

SORrRTIE : f~!=(g1,...,0n)-

Ezxzemple 10.41. Nous allons montrer, en utilisant cet algorithme, que si f
est une application polynomiale de C? de degré au plus 3 et de Jacobien 1,
alors f est inversible.

On peut supposer que Uapplication £ = (f1, f2), avec

fi(z,y) = 2 + a12? + agwy + azy® + a4{83 + asz’y + agry® + azyg
fa(x,y) = y + b1a® + boxy + bay? + bya® + bsa?y + beay? + brys.

278



M. Elkadi & B. Mourrain Résolution des systemes polynomiaux

La condition Jac(f,f2) = 1 fournit 14 équations sur les paramétres a;,b; :

—3agbs + 9aqb7 + 3asbg — 9arby , 6a4bg — 6agby , —3arbg + 3aghy
2a5 —4asby +2bg+4a1bs , 3asbs —3asby , 2b3+ao ,
asbg — agby + 6a1by — 6a7by + 4asbs — 4agbs , —6arbs + 6 asb7
2a1 + by, 3asby +2agbs — 3arby — 2asbg , 2a1bs — 2a2b1 + 3 a4 + b5
—2agby + 2a9bs + 3b7 +ag , 3asbs —2asby +2a1bs — 3agby ,
—agbs + asby — 4 agby + 6 agbs + 4 a1bg — 6 asby.

La matrice bézoutienne Buyytv, ztvay, fi—u1, fo—us €5t de taille 10 X 10 et de rang
9 (apres simplification modulo ces 14 équations et sous les hypothéses ay #
0,a5 # 0). Un mineur mazimal non nul de cette matrice est

3agas asa
2 542 9
3voag — vias)” |vg + (ug — U7 — ag U Uy — U
729a] ( Pl ( 2a5 ! 6as >
3 2 a% 2 ag 3) + (us + 9a4a2
—A4 Uy — A5 UTUY — 77— U1Uy — —— 5 W U1 ug u
! ! 3a; 2 27a3 ? 242 !
a4a3 az o ai 3 2 2 % 3
+3 —ujug + — uj + 3 — uj + 3ag ujug + as ugus + —uQ) va].
as 2 as 9&4
L’inverse de £ est alors
B 3aga2 o asaz o 3 2
(g1,92) = (w1 — uj — as ujus — Uy — aqu] — a5 uius
2as5 6ay
2 3
as 2 3 9a 4 az w2 a
— uLu u ug + 1+ 3 — UjuU2
3a, 2 27d3 T2 2 2a? as
a2 2
3
+? +3—u1+3a4u1uQ+a5u1u2+9 UQ)
as ay

Ce calcul permet de vérifier la conjecture du Jacobien pour les applications en
2 variables et de degrés au plus 3. Ce cas est bien connu (voir [ BCW82]),
mais sans un calcul explicite de l'inverse.

10.9. Exercices

Ezercice 10.1. Soient f lapplication de Pexemple 10.10 et h € C[x].
1. Calculer 7¢_y(h) et 7¢(h).
2. Est-ce que limy_,o 7¢—yu(h) = 7¢(h) 7

Ezxercice 10.2. Soit f : C™ — C™ une application polynomiale. Montrer que si les n
composantes de f n’ont pas de zéro a U'infini, alors f est propre.

Ezercice 10.3. Montrer :

1. L(f) > —oo0 si, et seulement si, le nombre de racines de f1,..., f, est fini.

2. L(f) > 0 si, et seulement si, f est propre.
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3. Si Papplication f est un automorphisme polynomiale (i.e. bijective avec f~1

polynomiale), alors L(f) = deg%.
4. Montrer que si f est un automorphisme polynomiale, alors

deg f~! < (degf)" %
a
Ezxercice 10.4. Soient r = 7 € Q% et un entier ¢ > r. Considérons I'application
f:C*? - C?
(x,y) = (%2 +y%).
Montrer que f est propre et L(f) =r.
Ezxercice 10.5. Soit £ : C™ — C" une application propre.
1. Si L(f) = %, montrer que f est un automorphisme polynomiale.
2. Montrer que si n = 2, alors la réciproque est vraie.

Ezxercice 10.6. Soit L(f) = ¢, avec a et b deux entiers positifs premiers entre-eux.
Montrer que si d est le degré géométrique de f, alors a < d.

Ezxercice 10.7. Soit f = (f1,..., fn) : C* — C™ une application polynomiale telle
que Z(f1,..., fn) soit discrete. En analyse complexe (voir [GHT78]), on définit
resg : Clx] — C
1 h(z)

o Tf(h):%/{zecn:m&wn:si}m

dx .

1. Montrer que resg = 7¥.

2. Supposons que f est inversible et soit (g1,...,g,) son inverse. Etablir
Vie{l,...,n}, Ywe C", g;(w) = Jacg Z Tpat1 (2 )w®.
O(GNT"
3. Prouver que les g; sont des polyndmes. Puis, donner le degré de f~'= (g1, ... ,gn)-

4. En déduire que pour tout ¢ € {1,...,n}, pour tout w € C",
gi(w) = JaceTe_y (x;) = Jace Z Tpat (2;)w™.

|| <1/L(f)
5. En déduire un algorithme pour calculer I'inverse d’une application polynomiale
inversible.

Ezercice 10.8. Soient fi,..., fnt1 des éléments de K[x]| := K[z1, ..., z,] de degrés
respectifs dq, ..., d,+1. Le but de ce probleme est de montrer qu’il existe un polynéme
P Un+1) = Dac(ar,.ansn) A Y™ € K[x] tel que p(fi, ..., fut1) =0 avec

n+1

Z aidi S dl...dn+1.

i=1
Pour tout monéme y?, on appellera d-degré V'entier 0(y?) = Z?:Jrll a;d;. Pour tout

1 € N, on note K[x]; 'ensemble des polynomes de degrés au plus .
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Dans un premier temps, supposons que les f; sont génériques (i.e. leurs coefficients
sont des parametres c).

1
2

Soit E = {r = (r1,...,r,) € N*: 0 <r; <d; — 1}. Quel est le cardinal de E'?
Pour tout I € N, considérons I’application
YKV — Kx|g
(Aqr) = Z Agr fi o flnxT,
a=(q1,---,qn),r

avect € F et q tel que Y1, (d;g;+7;) < l. Montrer que pour une spécialisation
des coefficients ¢ de fi,..., fn, ¥ est surjective. Quelle est la valeur de N 7

. En déduire que génériquement (en les coefficients c) tout polynéme F de degré

[ ’écrit sous la forme
— q1 a T
F= Z )\QJ 1 "'f'n,nx )
a=(q1,---sqn),r

avec T € E et pour chaque (q,r), Y1 (digi + ;) < L.

. Montrer que \gr est une fraction rationnelle en ¢ et majorer le degré de son

numérateur et dénominateur.

. Montrer que pour tout ¥ € E, on a fpy1x* = ZreE Grsx", ot Gy =

Gsr(f1,..., fn) est un polynome de fi,..., fn. Quel est le d-degré de Gy 3 ?

. Montrer que (x")rer est solution d’un systeme linéaire {5 Hr :X" = O}zcp,

ol Hyy = Hy5(f1,..., fnt1) est un polynéme en fi,..., fni1.

7. Montrer que le d-degré de H, 3 est au plus d,, 41 + |F| — |r].

8. En déduire que génériquement (en c), il existe un polynéme P(yi,...,ynt+1) de

10.

d-degré au plus dj ...d,dn41 tel que P(f1,..., fn41) =0.

. Montrer que les coefficients de ce polynéme sont des fractions rationnelles en ¢

et majorer les degrés des numérateurs et dénominateurs de ces fractions.

Montrer que si fi,..., for1 € K[x] sont de degrés respectifs dy, ..., d,41, alors
les polynomes fi* ... fiid' tels Z?Ill a;d; < dj - --dyy1 sont liés. Conclure.
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